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CALCUL DU NOMBRE DE CLASSES ET DES UNITES DES EX-
TENSIONS ABELIENNES REELLES DE gq .

par Georges GRAS et Marie-Nicole GRAS .

Introduction

Soient K un corps de nombres et AK 1'anneau des entiersde
K ([14], chap. I, § 2) . Soient § le groupe des idéaux fractionnaires
de Ay et So le sous-groupe de § formé par les idéaux fractionnaires
principaux au sens habituel ( [14], chap. 1, § 6) .

L'invariant le plus important concernant 1'arithmétique dans
Ay est le groupe des classes 9(K) = 3/30 qui est un groupe abélien fi-
ni ([25], p. 69) ; son ordre hK ( appelé le nombre de classes au sens
ordinaire de K ) est trés difficile & calculer méme dans des cas particu-
liers ( voir cependant dans [4] et [28] le cas des extensions quadra-
tiques qui est complétement résolu et permet d'élaborer des tables numé-
riques ( [227)) . L'importance du nombre de classes provient déja du

3 fait que lorsqu'il est égal a 1 , 1'arithmétique dans AK est relativement
analogue a celle dans 7 ( notamment il y a unicité de la décomposition
des éléments de AK en facteurs irréductibles car ce dernier est princi -
pal ) ; lorsque le nombre de classes est différent de 1, certains prob-
lémes sont aisément solubles 4 condition que ce nombre ne soit pas divi-
sible par certains nombres premiefs particuliers dépendant du probléme
considéré ( par exgmple : soit ¢ un nombre premier impair et soit ¢ une
racine primitive Le de 1'unité ; si le nombre de classes du corps Q(g )
n'est pas divisible par p , alors le théoréme de Fermat est vrai pour
l'exposant ¢ ([2], chap. V, §7, 1)) .

Un second invariant, tout aussi important pour l'arithméti -
que dans AK , est constitué par le groupe des unités de AK. Sa struc -
ture de Z-module est connue grace au théoréme de Dirichlet ([ 257, chap.
1v, §4), cependant, comme pour le nombre de classes, il n'existe pasd'al-
gorithme valable pourtousles corps de nombres, permettantun calcul nu-
mérique des unités ; on connait quelques procédés applicables dans des

cas particuliers , notamment pour le cas des corps quadratiques ( [ 4])




et des extensions cycliques de degré 3 et 4 ( Hasse ) ; signalons qu'il
existe un trés grand nombre de travaux concernant le cas des corpsqua-
dratiques et le cas des corps cubiques ( galoisiens ou non ) que nous ne
pouvons mentionner ici ( le lecteur intéressé par les problémes numéri-
ques en théorie des nombres lira [30] avec profit) .

Il y a trois grandes directions selon lesquelles on peut re -
chercher un algorithme pour le calcul du nombre de classes :

(i) Méthodes géométriques. On sait que toute classe de (K )

contient un idéal entier de norme majorée par la constante de Minkowski

M ([14], chap. V, § 4) . Les idéaux entiers de norme inférieure & M
i sont en nombre fini ; le nombre de classes est donc obtenu aprés avoir
trouvé toutes les relations de dépendance ( modulo % ) qui existententre
cesidéaux ( sinon on obtient un multiple de hK ( comme dans [11]) )
toute la difficulté est donc de prouver la principalité ( ou la non princi -
palité ) d'un certain nombre d'idéaux ; mais dire que 1'idéal entier ¢ est
principal c'est dire qu'il existe ¢ € Ay tel que ¢ = (G)AK , donc que
1'équation diophantienne NK /@((1) = +a (ol a ¢ IN* désigne la norme
absolue de 1'idéal o ([ 257, p. 62)) a une solution ; or on ne connait
pas de critére général permettant de savoir si une telle équation est so-
luble ou non ; on ne peut méme pas entreprendre une recherche systéma-
tique car les solutions éventuelles ne sont pas toujours bornées . Pour
surmonter la difficulté, on est conduit a élaborer des algorithmes , de
nature géométrique, dont la programmation est fort complexe ( par ex-
emple [29]) .

Cette méthode aboutit, par exemple, lorsque le nombre de

! classes est égal & 1 et que 1'on a eu la chance de prouver que tous les

idéaux considérés étaient principaux , c'est-a-dire de trouver une solu-

tion pour chacune des équations dont nous venons de parler ( voir a ce

‘ sujet l'exemple instructif de [ 147, p. 121) .

(ii) Méthodes arithmétiques . Certaines méthodes & la fois algé

i briques et arithmétiques ne donnent que des diviseurs du nombre de clas-

ses ( par exemple [6] , [7] , [ 8] ) et sont plutdt intéressantes sur le
plan théorique ; il y aurait dans cette direction un nombre considérable

de publications a citer .

(iii)  Méthodes analytiques . L'étude de la fonction CK( s) du

corps de nombres K conduit a la formule analytique du nombre de clas -
ses ([2], chap. V, § 1, th. 2) qui est le point de départ de nombreu -

ses méthodes . Malheureusement, les expressions de hK qui s'en dédui-



-3-

sent font intervenir les unités fondamentales de K sous la forme du ré -
gulateur du corps ( [2], chap. II, § 4) et ne sont pas de ce fait directe
ment utilisables, a moins de calculer les unités fondamentales de K par
une méthode géométrique indépendante .
Hasse montre dans [12] ( § I,5) que, lorsque K/q est abé -
lienne et imaginaire, hK se décompose sous la forme hK = h* ho , h¥
( appelé le nombre de classes relatives ) étant un entier calculable au
moyen d'une formule ne faisant intervenir que des constantes arithméti -
ques élémentaires du corps considéré et ho étant le nombre de classes
du sous-corps réel maximal Ko de K .
i Hasse (127, § III, 20 ) montre aussi que le groupe des unités de K est
connu dés que celui de KO l'est . Ceci explique que 1l'on peut, danslecas
abélien, se limiter a l'étude du nombre de classes et des unitésdescorps

abéliens réels .

Principe de la méthode proposée . Cet article illustre, dans le cas abé-

lien réel, la méthode analytique que nous venons de rappeler . Son point
de départ est un travail de Leopoldt ( [15] ) qui établit une interpréta -
tion arithmétique de la formule analytique du nombre de classes. Comme
nous le rappelons dans la partie 1 , l'expression du nombre de classes

d'un corps abélien réel trouvée par Leopoldt est de la forme

Q
_K']"ThK , ou les nombres QK , QG , hx sont des entiers ration -

Qg #

nels et  désigne un caractére de K ( cf. partiel, § 1) ; Qg est une

hK=

constante ne dépendant que du groupe de Galois de K/q ; QK est un

" terme correctif " dépendant du groupe des unités de K , mais qui est

relativement facile a déterminer car ses diviseurs premiers , possibles

a priori , sont connus ; en outre, dans les cas les plus simples ( notam-
- ment le cas ou K/q est cyclique de degré premier ) , on a Qx /QG =1.
Pour chaque caractére 4 , le nombre hK est égal a l'indice dans un sous-
. groupe E d'unités de K bien défini ( mais que 1'on ne connait pas numé -
riquemen;':) d'un sous-groupe d'unités Fx qui lui est parfaitement connu
numériquement, lorsque K est donné (unités cyclotomiques ) . Ainsi le
calcul de hK repose-t-il essentiellement sur celui des hx = ( E% : Fu J.

Notre méthode consiste en une exploitation convenable de la

remarque trés simple suivante : supposons que l'on ait trouvé une unité
n de F de la forme ep s P> 1, ¢ étant une unité de Fu n'appartenant pas
a FK , alors le sous-groupe F' de E% engendré par EK et ¢ vérifie

F « F' « E etl'indice (E : F') est strictement inférieur a (E
" A p

:F );
K# n N n U
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il suffit alors de recommencer l'opération a partir de F' ; on obtient
n
o . n n .
ainsi une suite de groupes F , F' , ..., F( ) et on aura F( ) = E a par-
% n n % %

tir du moment ol il sera impossible de trouver n¢ F puissance non tri-

(n)

viale d'une unité ¢ n'appartenant pas &8 F~ 7 . On obtient alors simultané-

o
ment E et l'indice cherché h =(CE : F ) .
X " ® "

Il est clair que le procédé, tout en étant fini, n'est pas bor-
:F )
noon

par une borne effectivement calculable . Ce premier probléme est réso -

né & priori, ce qui explique qu'il soit nécessaire de majorer h =(E
"

lu dans la partie 1l et le majorant trouvé est fonction des données sui -
vantes, ol K;, est un sous-corps de K dépendant de 5 : degré [Ku: Q’l,
conducteur de K et groupe Fn des unités cyclotomiques . Le deuxiéme
probléme a résoﬁdre est celui de savoir reconnaitre, pour p donné, s'il
existe une unité 5 de F(l) , telle que n = gp v e & F 1 . Ce probléeme ,
plus simple que le précédent , est résolu dans la paurtie IvV .

Bien que la majoration de hx utilise un résultat de géométrie
des nombres ( le théoréme de Minkowski sur les réseaux ( [257, p. 67)),
l'obtention d'un majorant de h repose essentiellement sur les proprié -
tés arithmétiques des corps K;; . De par sa nature, cette méthode est
propre au cas abélien et son inconvénient est de ne pas donner la struc-

ture du groupe des classes g (K) ( cependant de nombreux résultats pu-

rement arithmétiques du genre de ceux de [6] et de [7] doivent permettre
de conclure dans beaucoup de cas ). Par contre son intérét réside dans
le fait qu'elle donne simultanément le groupe des unités et le nombre de
classes de K et que sa programmation sur ordinateur soit relativement
aisée et performante ( pour s'en convaincre, se reporter aux tables nu -
mériques de [9] ol 1'un des auteurs a traité par cette méthode le casdes

extensions cubiques cycliques ) .

Perspectives sur la méthode . Cette méthode doit pouvoir, a priori ,

traiter les extensions abéliennes réelles de degré quelconque. Bien en-
tendu, le temps de calcul sur ordinateur ainsi que les ordres de grandeur
des nombres manipulés sont des fonctions rapidement croissantes du
degré et du conducteur, et les limites sont dues a des problémes de
programmation .

Cette méthode nous semble etre la seule & pouvoir fournirun

contre-exemple ( s'il en existe ) & 1'existence d'une " unité de Minkowski"

( voir & ce sujet le probléeme précisé par Brumer [3] et Payan [24] J.
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Enfin, apres 1'étude des résultats numériques fournis par
les tables de (97, nous avons formulé une conjecture ( partie V) qui
établirait un lien non trivial entre la structure du groupe des classes et

celle des groupes finis E /FK
%

1 Préliminaires

1) Caracteres des extensions abéliennes de Q .

a) Conducteur de K . Soit K une extension abélienne de q , de degré

g et de groupe de Galois G . On rappelle que, d'aprés le théoréme de
Kronecker-Weber ( [14], p. 210) , K est contenue dans un corps cyclo-
tomique Q(f) ( Q(f)
g 8MeS 4o 1'unité ) ; le plus petit entier f tel que X Q gpelle le
conducteur de K . On rappelle que le groupe de Galois de Q /g est ca-
noniquement isomorphe au groupe multiplicatif (z/fz )* (1251, p. 108).
Soit H le sous-groupe de (7 /fz )* image de Gal( Q(f)/K ) par cet iso -
morphisme . Alors G est isomorphe & (7 /f7 )*/H et il est clair que X est

désignant l'extension engendrée sur Q par les racines

entierement déterminé par le couple (f, H) .

b) Caracteres complexes de K . Soit z'(f) le groupe des carac -
Q

teres de degré 1 de (7 /fz)* & valeurs dans ¢* (i.e. le groupe des ho-

momorphismes de (7 /f7 )* dans ¢* ) . On appelle groupe descaractéres

complexes de K le sous-groupe zk de i'(f) formé des éléments triviaux

sur H : Ek = {K' € ;'(f) , (@) = 1, pour tout a ¢ H‘} . Les applica -

tions ' sont en fait définies sur (7 /f7 )* mais pour éviter un surcroitde
notations, nous faisons les conventions d'écriture suivantes
soitac (7z/fZ)* , ac7 ; soit ~ £ Gal( o(f)/Q) correspondant 4 @ par
1'isomorphisme canonique (7 /fz)* — Gal( Q?f)/@ ) et soit3 ¢ G la
classe de g modulo H : on notera indifféremment par ,'(a), »'(s) ou
«'(5 ) le nombre K'(E) Pour tout élément 5 ' de ZK , ON notera g , son
ordre ; alors le groupe 4'(G) coincide avec le groupe cyclique des ra -
cines g ,- @mes de 1'unité et son ordre , noté “,t'(G)“ , est égal a g,

"
( en effet, tout sous-groupe fini de ¢* est cyclique ( (257, p. 28) )

c¢) Caractéres rationnels de K . On définit sur zi( la relation d'é-

quivalence suivante : soient x' et §' deux éléments de xk ; on dit que '

. . . k .
et y' sont Ty~ conjugués (cf. [27] p. 41) si §' = x" , avec k entier pre-
mier 4 1'ordre de x' . Il revient au méme de dire que ' et x' engendrent
le m@éme sous-groupe de ;i( ; on vérifie que cette propriété est aussi é-

quivalente a ker ' = ker ' .



Pour tout x' ¢ ;k , on notera x laT_-classe de conjugaison

de y';ona x5 = {K'k, (k, gx, ) = 1} ; il en résulte que y posséde (g ,)
1
éléments ( p désignant la fonction d'Euler ) et que les nombres

r ¢'(a)= z rk (a)=Tr )y, (x"(3)) sont des entiersra-
Vex (k,g )=1" AR

tionnels pour tout a ¢ (7 /fZ)* . On définit les applications y :

x :(Z/f2* 57 par (@)= T () .
¥'Ex

Ces applications sont appelées les caractéres rationnels irréductibles de

K ( ou plus briévement : les caracteres de K) .

On notera par Ix I'ensemble de ces caractéres et on adoptera pour
x € ¥g les mémes conventions d'écriture que cellesintroduites pour
x' € zk . L'élément neutre de Ik coincide avec le caractére rationnel as-

socié ; ces deux caractéres seront notés 1 .

i d) Définition des corps K . Pour tout ,'¢ ¥x » on considere le

3
sous-corps K , de K fixe par Ker ' ; on a
%
Gal(KK./Q)m(Z/fZ)*/Ker w' = n"AZ/ETI*) =" (G) qui est un

sous-groupe cyclique de ¢* ; donc K , est une extension cyclique de @ ;
son degré est égal a ",('(G)" = gK, ; comme Ker ', Kx' et gn, ne dépen-
dent pas du choix de »' € X , on peut les noter respectivement Ker 5 , K
et g ; on notera G le groupe de Galois de K /0 et f le conducteur dex
K (xon dit aussi quxe f est le conducteur de et, par"( abus de langage ,
q1,1(e Ker 4 est le noyau de x et g’t I'ordre de x ) .

Réciproquement, si k est un sous-corps cyclique contenu
dans K et si 1 engendre Gal( k/@) , on peut, en posant §'(r) = ¢, ¢ ra-
cine primitive de 1*unité d'ordre [k .Q'_] définir un caractere 3' de K
dont le noyau est Gal( g( f)/k) auk=XK .

Ainsi , A toute extension abélienné K de @ , on a associé la
famille des sous~corps cycliques K de K , et 1'application x ¢ Ix—> Kn

est une bijection de 21( sur I'ensemble des sous-corps cycliques de K .

e) Remarques .

(i) L'intérét de la notion de caractére de K réside dans le
fait que 1'étude des propriétés arithmétiques de K se raméne, pour l'es-
sentiel, a 1'étude des propriétés arithmétiques des corps K , étude plus
facile puisque les extensions Kx /a sont cycliques .

(ii) Les définitions précédentes sont valables pour une ex -

tension abélienne réelle ou imaginaire . Par la suite, le corps K consi -

R R ]




R EIre.

déré sera réel ( cf. Introduction ) ; du point de vue des caractéres com-

plexes, les corps réels sont caractérisés par le fait que pour tout y '¢c xl'(,

wWG-1)=1 .

2) L'algebre g[G] . On appelle g[G] la g-algébre dont une g-base
est constituée par la famille (4 )o cG le produit dans @[ G] étant défini
a partir de celui dans G ( cf. [13], p. 106) . Pour tout 4 ¢ g » soit

e = 1 )3 K(o'-]>o.; on vérifie que les e forment un systéme d'idempo-
. " g o€ G x
f tents orthogonaux de @[ G7 , c'est-a-dire que les e vérifient :
: - x
; e2 =e pour tout , ,
: H KO _
ee = si
w v £ U ’
L e =13
n € ZK "

on a donc la décomposition g[G] = @ @[G)e . Montrons que g[G]e
%€ }:K ® "

(considéré comme anneau d'unité e ) est isomorphe au corps cyclotomicsue

(g) s (g ) (g
Q@ " et que dans cet isomorphisme 1'anneau des entiers 7 " deqg *

correspond & 7[G]e (cf. [23], 187 partie ) .
X

Soit g un élément de G dont l'image dans le groupe cyclique

%
G = Gal( X /@) soit génératrice . On considére 1'homomorphisme d'an-
" R
neaux Q[X]—> @[G]Je .
P PG De
: noA
Soitg le g eme polynome cyclotomique ; onag (X0 = TT. (X- Ck) )
3 % % k,g )= "
"y
C désignant une racine prlmltwe g -éme de l'unité ; donc
3 (o‘ )e 0,7 C, D) . On remarque que
< (k,g )=1 >

- v - : -1
. e = Z,_—l ¥ «'(o )c et que g L u'G l)c (o )T G Do
“ x'en 8 0eG c€G "seG

par choix de ¢ , 4'(¢g ) est une racine primitive g - &me de 1'unité ; donc
n % H

x'(o d=c*,(x,g)=1,donc( T n'(o—l)c>(c -2 =0 et
n X n ceG KoK
(g Je =0, d'ol un homomorphisme d'anneaux unitaires de Q[ X]/(s )
(g*n) dans @[ G] e cet homomorphisme est injectif car Q(gn) est un

corps . La sur]ect1v1te résulte de la remarque suivante : comme 0, est
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un élément de G dont l'image dans G est génératrice , tout 1 ¢ G s'écrit
de fagon unique ¢ =5 r'yk défini modulo g et ' ¢ Ker 4 ; on a alors
"ok
r'e =e soit ye = g e image de X par l'homomorphisme considéré;
" A noH

d'ou la surjectivité .

Cet isomorphisme sera aussi utilisé de la maniére suivante:
M G - ' - k
areG, r=¢g ¢' , onassocie ¢ .

Pour simplifier les notations , nous noterons g le corps

%

(g )

Q@ * etz 1'anneau des entiersde Q . Puisque 7 =2(¢c ] ,2Z est
% 3 % "

%
isomorphe & 7[G]e dans l'isomorphisme décrit ci-dessus .
"

3) Etude du groupe des unités de K ( d'aprés Leopoldt [157).

On suppose désormais que K est réel . Soit EK le groupe
des unités de K ; comme les seules racines de l'unité c ontenues dans K
sont + 1 , nous identifions EK/ {+11 au groupe des valeurs absolues de
EK : |EK | ; comme G opére trivialement sur f£13 , 'EK | et EK/{ +13
seront des G-modules isomorphes si l'on pose ‘€|0 = | g0} pour tout
c € EK et tout g ¢ G . On rappelle que | EK | est un Z-mcdule libre de di-
mension g-1 ( [257, p. 72) .

a) Unités x-relatives . Soit 4 un caractére de K . Soit K le sous-

corps cyclique de K correspondant & 4 (cf, § 1, d) . On dit q&"une uni-

té ¢ de KK est y-relative ( " eigentliche - Relativeinheit " au sens de

Leopoldt ([157,§4)) si Ny /k( ¢) = =1 pour tout sous-corps strict k de Kx .
%

On note E (noté E' dans Leopoldt ) le sous-groupe des unités ,-rela-

tives de K: (pour 4 = 1 , on posera El = {+1} ; on remarque que +1 et

-1 sont 4 -relatives quel que soit y ) .

D'aprés Leopoldt ( [15],85,2et3), on a les propriétés sui-

vantes :

(i) |Ex| , pour 4 # 1, est unz-module libre de dimension
o g, ).

(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une unité ¢
de KK soit y4-relative est que |€|eK = le] e -1 r ;(_(o'-l)o' étant

g c€G
I'idempotent de Q[ G] associé a y et défini au § 2 , avec la signification

suivante : Comme lEu‘ est un 7 - module libre , il s'injecte canonique -

ment dans l'espace vectoriel g &, | E | sur lequel on étend la loide G -
"



| 5
!
; 1 -1
gz G o
module par linéarité ; il en résulte que 1'écriture |¢| © = |e|
doit étre considérée comme une relation dans ®, | E | équivalente par
-1 "
Luloc Do g
définition a la relation |¢lo = |e|” dans |E | .
%
Soit E le sous-G-module de EK engendré par les E pour
i
x € ¥g alors d'apreés [15], §5,4,0na \EK| = @ |E | . Comme
w€Zyx
- # 1
dimZ |EK} - m(gx) , pour 4 # 1, on aura dimZ|E | = KZ 1Cp(gx) =g-1;

donc EK est un sous-7 -module de EK d'indice fini dans EK .

b) Structures de 7 -modules des groupes |E | . Les éléments de
"

%
| E | ont la propriété d'etre invariants par e , ce qui fait que |E | est
% "
un 77{Gje -module , donc unz -module . Compte-tenu de la description
X -
de 1'isomorphisme entre 7[{GJe etz donnée au §2, siy=Y aigl €7
% K i o

i
a

G .
1'action de y sur |e| € ‘Eu‘ s'écrit |¢ 1‘” =TT le o !, Montrons que
1
‘Enl est sans 7 -torsion ; en effet, soit ¢ ¢ EK y |e] # letsoity ez
" A
tel que |¢|¥ = 1; soit a= N J (y) ; alors ‘€|a= 1; mais |E | est
Qx Q "

sans 7 -torsion , donc a=0 et iy =0 .

I1 en résulte que, comme 7 -module , |E | est isomorphe a un idéal de

Z ; eneffet, d'aprés [1] {Prop. 24 ) tout module de type fini sans tor -
s,iton sur un anneau de Dedekind est isomorphe a une somme directe de r
idéaux de cet anneau ; or, d'une part un idéal de 7 estunZ-module li -
bre de dimension [QK:[}] = cp(gx) (r2sy, §3,5) eui, d'autre part, ‘EK\

est de dimension (g ) surz , d'ou r=1 .
X

11 faut remarquer que | Eu‘ n'est pas 7 -libre en général ;
en effet, ‘Ex‘ est isomorphe a un idéal de ZK et est libre sur Zu si et
seulement si cet idéal est principal ( [1], Prop. 24) . On ne connait
pas d'exemple ot | EK‘ ne soit pas libre ( la plus petite valeur de gu pour
laquelle Zx n'est pas principal étant 23 , on peut espérer trouver un tel

exemple en considérant les extensions cycliques K/q de degré 23 ) .

4) Formule analytique du nombre de classes . Leopoldt obtient dans

~157 une interprétation arithmétique du nombre de classes hK ( au sens
ordinaire ) de K : Pour tout caractére y ¢ fg »x # 1, le corps Kx’ ?e)
conducteur f , est contenu dans ¢ #~ , et le groupe de Galois de g '*'/g
est canoniqugment isomorphe & (7 /f 7 )* ; soit Hu le sous - groupe de

(z/f 7 ¥ image de Gal (@(fx /K ) par cet isomorphisme et soit g un
¥ 2 X
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| (£)
systeme exact de représentants de H /{-1,+ 1} ; soit Q, “  le sous-
(f) " (f )
corps réel maximal deq * ; alors ¢ correspond a Gal(g_ * /X )
# H
. . . a -a
Soit g}'{ = exp(lﬁ/fx) et soit 9, = E:ga (g}'{ - g"{ )
H

On pose

g/z,

1
Ay = — Z T 1- o n . A
* I Huu <T € Hn > NgKC " > . On considére m, = @KH (pour

{ premier
=1, onposeqn =-1).Onvérifie que  est une unité de KK qui est
x~relative et qui engendre un sous-module Fn d'indice fini dans Eu (1153,
§ 8) ; on appelle n, 1'unité cyclotomique 4 -relative génératrice
Le groupe |F | est un sous-7Z -module de ‘Eul , libre de dimension 1

( une base est déterminée par |n | ) .
%

Soit h = (|E |:|F |) ; alors le nombre de classes hy est
X X
donné par la formule ([15], §9,2)

Qx
K~ hoo

QG inK”

h

1
ol QK=(|EKI:‘EK|) et QG=<gg-2/ngz dK>2 , ol dn est le dis-
K

criminant du corps On ([15] , §1,3) .

Remarque 1 1. Les h ne sont pas nécessairement les nombres de clas-
K ~

ses des corps K ;ilsne s'interpretent pas comme des nombres de classes

en général ( voir cependant dans la partie V, § 2) .

Remarque 1 2. 1l est important de constater que les invariants E , F

x X
et h ne dépendent que de l'extension cyclique K /g et non du sur-corps

"
K donné ( cela se vérifie aisément sur les définitions ) .
On est donc conduit & ne plus faire référence a un corps K et & donner
une définition plus intrinséque de la notion de caractére., Nous allons

préciser cela dans le paragraphe suivant ,

5) Définition des ensembles %', %, f; et !K . Soit f un entier qui

soit le conducteur d'une extension abélienne de Q et soit 4' un caractére

(£

complexe de @ de conducteur f . On appelle z' 1'ensemble des carac -

teres ' ainsi obtenus<i1 revient au méme de dire que ' = ;"(f) olt
f a
x@(f) = {x € z@cf) ) fu = f}) . On définit de la meéme maniére %

comme la réunion des caractéres rationnels de conducteur f des corps

(£)

Q@ “(les éléments de ¥ sont appelés : caractéres) .
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Il est alors facile de vérifier que X est en correspondance
bijective et canonique avec la famille des extensions cycliques de @ et
pour rappeler ce fait nous noterons encore K 1'unique extension cycli -
que de @ associée A y ¢ ¥ par le méme procédné qu'au § 1,d) .

Soit maintenant ¢ ¥ ( il est équivalent de dire qu'il existe f
tel que 4 soit un caractére de Q de conducteur f , donc que le corps
Ku correspondant est de conducteur f) ; alors Iy s'identifie canonique-

"
ment & 1'ensemble des caractéres ' ¢ ' tels que K ~ K

(r)”

soit §' € 1k , c'est donc un caractére complexe de ¢ * dont le noyau
"
laisse fixe un sous-corps de K de la forme K?ll ; si f estle conducteur

de y , alors f\b divise f et par factorisation :
1

(Z/fZ)*—l'—a; c*

J'K
(z/fwz)

on en déduit ' élément de z' tel que Kd! < K . Réciproquement, a ' on
~ ‘ %
associe ' par composition avec la projection canonique

(z/sz ) L (z/fwz P,

De méme nous identifierons canoniquement Ix et

n
f@ €%, K‘J} c K)4 1 . Pour simplifier les notations, nous poserons
-l oAt _ ' ' — A - - —
xK—zKK—{w ez K <K L, g zKK fvex, K, oK b,

£ ="' \r1} et y*¥ =% \ r1} , 1 désignant 1'élément commun & ' et
2 0 n 2 ’

y o+
¥ associé au corps @ . Nous noterons enfin ¥ le sous-ensemble de %
formé par les caractéres pairs ( on rappelle que 4 ¢ z+ si et seulement si,

. >~ . +
pour n'importe quel 4' €% , ona 4'(-1) = 1) . On remarque que si y¢c%

+
alors ¥ - %
A

6) Conclusion. La remarque 1 2 rappelle que pour étudier E , F eth ,
— nooon H

il suffit de considérer uniquement l'extension X /q ; il en résulte en par-

"

(2]

ticulier, que la famille (hx) cxt constitue une famille de nombres " uni-

verselle" pour le calcul du nombre de classes des corps abéliens réels

quelconques .
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Il

Majoration des indices h = (lE || F ‘ )
s ol un

Soit 4 € i, w # 1, fixé . On rappelle que G est le groupe
de Galois de K /q et est d'ordre g . Soit F un sous- Gx-module de E
de méme rang ; nous noterons r‘(Fﬂ) l'indice (1E |: | F‘ ) . Nous allonKs,
dans cette partie, établir une majoration générale de r(F) indépendante
de E
Hn

1) Plongement logarithmique du groupe des unités de K . Considé -
»

rons, dans IR * , le plongement logarithmique du groupe des unités de
. « _ o
Ku_ , EKK. silel € ‘EKKl , On pose LK(e)—(...,Logle "“.)CIGG

L'image de | E ! par L est un réseau relatif de dimension co(g ) (1257,

§5,3) content dans 1' hyperplan o= dx=(x) , X O‘r ;
wool 50€G E G o

c'est aussi un G -module avec laloi (L (c)) =L (7) et "L estunho-

% % %

"
momorphisme de G -modules
%

Soient ¢ = {x=(x )
oien », LX (xG e

< )

IXO] < 1, pour tout g5 # 1} et

D = NV , o0 V désigne le sous-espace de IR * engendré sur IR

Lemme II 1. Le domaine D de V est un compact convexe symétrique

"
par rapport & O de mesure f1n1e non nulle (i.e. une jauge compacte).
V

On vérifie facilement que Dy est convexe localement compact
comme intersection de convexes localement compacts et qu'il est symé -
trique par rapporta O .

Pour montrer que Du est borné, il suffit de vérifier que
9, N I, est borné, ce qui est immédiat puisque ]x0| < 1 pour tout 5 # 1

et que =l- 2 X <g -1
q !Xll ‘G#lo.x »

Enfin, D est de mesure non nulle. En effet, soit S laboule
1o "

<o
unité euclidienne de IR * centréeen O ;ona S c® et par consé -
% n

quent S nV =D
2 2 %
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2) Résultat préliminaire . Le sous-groupe L (F) de L (E ) est un

sous-réseau qui engendre aussi V . Nous noterons m (F) 1a mesure du
2

"
domaine fondamental du réseau L (F) ; on a alors
X
(F)
r(F)=E | lF])— ( dans le cas particulier ou F=F , on a
3 m ( E ) "

U U

r(F ) = h ) . Par abus de langage nous dirons que 3)'} (F) est la mesure

de F relatwement au plongement logarithmique L .
"

Proposition Il 1, Il existe dans E une unité eq ? legl #1 telle que

%
1
p (F) (g )
Max (Log(<91) < 2<_J_> S
~eG ° m r{F)
% : %
démonstration

Soit ¢ un réel positif . D'aprés le théoréme de Minkowski ,
(r257, p. 67) , appliqué au réseau relatif 1y (E ) de z-rang (g )
- C % o« %

et de mesure / = * g (E ) , lajauge D contientun point de
S AR n

1 2ele )
— L (E ) autre que l'origine dés que [ > <— X q (E ) ; comme
C ¢ c/ % !

m (F) 0oCg ) (F)
r(F)=-%____ | il revient au méme d'écrire p > <_> woon_ ., la
mw (E D " r(F)

noon

plus grande valeur de ¢ pour laquelle cette condition soit encore véri -

m,(F) (s

fiée est donc S 2/ Soit L L (e'o) le point au-
"

‘\m r<F)/ ‘ CO
%
tre que O du réseau 1 L (E ) ainsi contenudans D ; on a aussi
c, * "
1 (¢')e D ; soit ¢ 1'unité égale & ¢' ou €,—1 et telle que
- w COo " ) o o
Logl,:o‘gO : alors , pour tout - 2z G, Log!eg! < cC
% O

3) Résultat fondamental : majoration de r(F)

Soit § une fonction polynome homogeéne a coefficients réels

de degré d_ > 1 des variables réelles x |, 5 ¢ Gx . Nous utiliserons es-
® a
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sentiellement les types de polynomes § suivants :
(i) le polynome " discriminant " ( cf. [25], p. 49)
A (=TT (x -x)
%

osr€G 9 4
c#ET

" 1"

(ii) les polynomes " norme de résolvantes de Lagrange

v -1
N;(x)— TL GZEZG\L; (o )XO' , pour tout bEE
A

18(x)]

g d
xeR % Max(|x‘ %)
x;éO O'GG

Lemme II 2, Soit § une telle fonction. Alors Sup

existe et est égal au nombre strictement positif T Sup’ ]@(x)‘ , ou
x

C est la sphére unité ( centrée en O) pour la distance du maximumdans
"

IRgn<Cn= (XO)GEGK , M:x (]xc])= 1})

En effet , soit 3(x) = pour x # 0 ; § est

| 8(x)|
d

Max (‘x ‘ )
OEG

une fonction homogeéne de degré O ( pour tout ) ¢ R* ettout x # 0 ,

3(3x) = $(x)) ; donc on aura en particulier SngKC_(X)) = Sug G(x))
xX¢€

puisque pour touty £ O de R *x il existe x ¢ C ety € R* tels que

d
X=2y . Si xe¢ C alors Max (‘x‘)-—l donc Max(‘x]é)—l
" oEG geG

d'ol Sup (3(x)) = Sup |s(x)| . Comme |g| est continue et que C
xe R % GC *

est compact , § atteint son maximum sur C
%




C . + . -
Théoréme 11 1, Soit , 23 , 5 £ 1. Soit F un sous-G -module de E
7
) w (F)
de méme rang et soit r(F)=()E ':'F!') =% | Soit § une fonction
s m (E )
“oon

be

polvnome homogéne réelle de degré d(E > 1 des variables réelles x

~

g 2 G ; on suppose qu'il existe une constante M_ ne dépendant que de %
% ® -

vérifiant M_ ~ ; et telle que pour tout c = E , 212 1, on ait
¥ @ H T
16Caue, %, 000 )1 ZMé . Alors ona

m CF) M. _-¢(g )
r(F) ¢ 2 ( 1 Log —& A
m \2d_ L S/
% ¢ 2
En particulierona h <% % | Log —& s
n m \\2d o J
% & “E
sous les hypothéses précédentes
démonstration
Soit ¢ _ ¢ E '.;O! £ 1 ; d'aprés le lemme 11 2 , on a
0 "
d_
be Cenny 62,0001 < . Max (1¢9 1 %) 3 on a donc
o Mz o !
526G
.
d. M_
Max (!eg] 2) s ———@-—> 1 et , comme Log est une fonction croissante |,
ceG v
g ‘ %
1 M,
ona Max (Log 1€g [) > Log —% -~ C .Supposons maintenant que
O’EGu © Ug

o soit une unité dont la proposition Il 1 affirme l'existence ; on aalors
1
M. o CFD (g D
LLog ¢ - Max(Log!ggUS 2\/ % ~® M

d G ~ (F)’
“@ OEK mKI‘

y SOtit,

en considérant les deux membres extrémes ( qui sont positifs )

/—l—— Log————@> o 2 G soit
. @ " m}(r‘(F)
m (F) M, -z(g )
r(F) « A QLd Log —= v
m ¢ u

P2 %
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Remarques sur l'utilisation pratique du théoréme 11 1 . La majoration

effective de r(F) repose uniquement sur la possibilité de trouver une
fonction arithmétique § telle que §(¢) > M@ >y, » pour tout ¢ ¢ E
lel# 1 . On montrera que, quel que soit le corps K;t considéré, lafonc-
tion § = p vérifie les conditions du théoréme : pour cela on prouvera
( Prop. II}t 1) que les unités ,-relatives ¢ , lel #1, sont des élé -
’ ments primitifs dans 1'extension K /q , donc que leur discriminant est
non nul ( 257, p. 41) ; comme ilxest un multiple du discriminant du
corps , M@ pourra etre prise égale au discriminant de Kn . On vérifie -
ra ensuite , en calculant ( Prop. 111 3) , que M@ /qu, est toujours
plus grand que 1 ( Corol. 1I1 1) .

. La majoration de r( F) est donc fonction :

(i) de la constante géométrique  qui ne dépend que du groupe
"
de Galois G ,
"

(ii) de deux constantes associées & la fonction ¢ : d@ et Mg

(iii)  de la constante arithmétique M@ dépendant a la fois de 3 et

du conducteur du corps K ,
%
(iv) de F par l'intermédiaire de q (F) .
H

I1 est clair que toute fonction § vérifiant les hypothéses du théore -
me Il 1 conduit & une majoration de r(F) et qu'il convient de choisir

> celle qui donne la majoration la plus fine . Nous verrons que la fonction
§ = N* est meilleure , en général , que la fonction discriminant p mais
] : "

‘ les hypothéses nécessaires a son utilisation ne sont pas toujours satis -

faites .

4) Calcul effectif de mK(F) et m o

a) Résolution d*un systéme linéaire particulier . Soit (a ) ¢zt
L

une famille de nombres indexée par ;+ ; on suppose que pourtout 4 cx7,

on a les relations suivantes :
~ | T o8, -1
¥ € ZK
. . +
alors nécessairement a =1 pour tout 4 ¢ ¥ .
%
Démontrons ce résultat :
Fixons x € ;+ ; on a vu que ¥ s'identifie canoniquement a
%
l'ensemble des caractéres de K , donc correspond bijectivement a la

famille des sous-corps de Kx , car Ku /Q est cyclique ; il en résulte
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aussi que la famille des sous-corps de K correspond bijectivement a
1*ensemble des diviseursde g (ad, digiseur de g , on associe le sous-
cotps de Kn fixe par 1*umique Ksous-groupe cyclique Kd'ordre d de Gx )
avec un changement évident de notations , les relations précédentes con-

' duisent , pour un , fixé , & des relations de la forme T}' aé = 1, pour
sld

tout diviseur d de g ; la formule d'inversion de Md bius donne immédia-

. tement le résultat .

b) Constante y et calcul de mK(F) . On rappelle que
%

"
|E *| = @ |E | (partiel, §3,a) . Pourtout y ¢ ¥ soit |F | le
yez* Y v
n

> groupe des valeurs absolues d'un SouS_be - module de | Eﬂr | ( de méme

K
rang ) et soit |F *| = o o F‘JJ | ( par exemple , les F‘l‘ seront les

groupes d'unités cyclotomiques définis dans la partiel , § 4) . Soit L
X
le plongement logarithmique défini au § 1 ; pour tout y ¢ * , L (F‘y)
X %

g
est un réseau relatif de IR * dont la mesure est ¢ (F ) . Lorsqu'on réa-

%
lise le plongement logarithmique le , la mesure gmw( F‘l’) de LW( Fll') est

g
distincte en général de g (F‘i') . Dans IR * , désignons par V"; le sous-
"

v espace engendré sur IR par L (E‘J!) ; On remarque que [ = @ V‘:
%
VEX
g

Nous avons donc V* = V (V ayant été défini dans la partie 11, §1).
% " %
On a alors le résultat suivant :

lemme I 3. Ona WKCF\h)z(gx/gdr) b

(F )
Ty~ "
En effet , si ne¢ F’l! , on a
Lu(n> = (Log‘nol )O‘GG = Cuue ; Log[nT] ,Log‘n'rl ,...,Log]n'r! ;'")'rEG

"
g /g g /g
. élément de R % ¥ s eeex IR b (g, groupements de g /gw composan -
b X

o

tes égales ) . Pour calculer la mesure du réseau relatif L( ( FU>C R ’
i \
on choisit une base orthonormale de V‘Jl’ =V ,( bl’ .oy, b

la mesure du réseau est le déterminant , dans cette base , des compo -

et

santes des vecteurs d'une 7-base de Lr (F ) ; pour calculer la mesure
1 J
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a
du réseau relatif L (F ) de R * | on peut prendre , comme base or -

thonormale du sous-espace V* engendré sur IR par le réseau L (F ) ,
, y

g /g g /g

la base (B.).=/-—1—(b.,b.,...,b.)\' c R *% ’I’X...XIR” v
11 o /

g% g'fj

i=1,..., cc<g, ), qui est encore orthonormale ; on a alors , de facon

(g )

¢

évidente , ¢ (F ) =(/g /g ) o (F D)
WU V0% T oo

Dans la pratique c'est le y-régulateur R\b( Fw) qui se calcu-
le aisément ( 157, § 7); onva s'y ramener en remarquant que gm (F )
lui est proportionnel (cf. [15], § 7, 4) ; la constante de proportlon -

nalité , étant de nature géométrique , ne dépend que de §y . On pose

R”(F )_\(Lfm(F )

(\/le y-régulateur Rb(Fw) est égal a TT < v 1!!'(0'-1> Log |n01 \)

v'ed céGw
lorsque [FL', est Zw-libre de base !n| ; pour le cas général cf.[15] §7,
2>.Onadonc (/“_/’g")a(g,)
w (F )= R (F )
wook oo
Y,
w(s,
Lemme Il 4. On a v, = A8 v /d,x, ou d|, est le discriminant de q,

D'aprés Leopoldt ( 1157, § 7, Satz 17 et Satz 14) on a la

K (g )
o\§
relation suivante : s, Qe w=(F *)-= TT (g /g ) * R(F D)o
E wo b vy
n S
K K
®(F %) estle régulateur du réseau L (F *) ( définition habituelle |,
%

K g

puisque L (F *) engendre sur IR le plan] de codimension 1dans R %),
o %
K K
On sait que la mesure qp (F *) du réseau L (F %) est égale a
% %
K
J8 ®(F ") ; on aura donc , en vertu de ce qui précéde
2

K +(g, /2

JE Qg m(F )= TT (g fe) 7y m(F D)
2 ~ n g v b
% ‘JIGI
g -1
o7 ﬁq,mF)z—MYw

> rex, VT oyex, ngg‘ﬁ/z

§
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g -2
soit , compte-tenu de l'expression de Qg <QG = (gK" /'ﬂ d‘l’ )%> :
X X ¥

K d
gmu(F 3= T7 ng(Fw) TT ILA(/—-_—%— (en convenant que y;=1) ;

* o\8.//2
bEEr vEE, Py
]
or on vérifie que dans R * , les sous-espaces V* gsont deux a deux or-
K
thogonaux ( [153, § 7, 4) ; donc, puisque | F "‘ = @ ‘F‘“ , On a
yEX*
K v. JT g
mzK(F K) = ﬂ-*mn(de) ; d'ou T %2 =1, qui conduit, en
veX veEX g i
X &y
vertu des résultats du § 4, a) a
cp(g,‘ij )/2
g
=%

o8 )
Corollaire. On a pour tout 4 # 1 , m(F )= /d /g * R (F )
—_— A" "t A

¢) Procédé de calcul de . Posons pour simplifier X, =Xi, 0
K g .4

générateur de G , i=1,..., g . On rappelle que
"

A
g /d
I

V = R * .= 0 d i
u {XE ’ j2=1 x1+)d ’ ‘gn s 1

1,..., d} ; on déduit de

ces relations que l'on peut exprimer les X, i=1,.., gK comme combi-
naisons linéaires fi("‘ y X 5 eee) 5 (K, gx> =1 ., On est alors amené a
calculer le volume d'un polyédre convexe symétrique de V définiparles
négalités 1£,Cy 3y ) s 1, 1= L, g o1, ( k,xgn) 1. On
vérifie ensuite que 1'élément de volume dans V défini a partir du para -

métrage précédent est égal a Y., dxl dxk dxg 210 '(k, gK) =1,

"
et donc que mo= v, Jﬂ dx1 e dxp Ll dxg o1 intégrale sur le domaine
v "
7l
cp(g )
y de IR “* défini par les inégalités \fi(...,x yeedd| <1, i=1,.0,g -1,
" ‘ %
(k, g )=1
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Corollaire . On aura m (F )/p = . et si ¢
— nooon P .
2 dxl...dxk...dxg 1
. 54 I
U
1 R (F)
est égal & un nombre premier » , alors m (F )/p == H__A_ .
v o oy 24‘,’."1

- 11

Calculs explicites des constantes M<5 et T

Dans cette partie, nous allons expliciter les fonctions § in-

troduites précédemment, calculer les différentes constantes qui inter -

g viennent dans la majoration du théoréme Il1 et vérifier que les hypothe -
ses nécessaires a l'application de ce théoréme peuvent toujours etre sa-

tisfaites .

1) Etude de la fonction discriminant »
2

a) Détermination de la constante M/ . Soit 4 un caractére pair ,

I

w # 1 , et soit p le polynome homogéne de degré g (g -1) défini par
( o

p(x)=2 TT (x_-x_) (le signe, qui ne dépend que de g , étant
L : - 8

o
. oh
choisi de telle fagon que A%(x) soit un carré parfait ) ; si X = %,
. avec g entier de Ku , alors A%(x) est le discriminant de la famille
(1,9,92, cons eg"_l ) (1i.e. le discriminant du polynome irréductible de
’ e ) donc un entier rationnel ( non nul si ¢ est primitif ( {257, p. 41))
multiple du discriminant A(KK> du corps Kx ( 1147, chap.Iil, § 3) .

Proposition III 1. Soit ¢ une unité 4 -relative autre que £1 ; alors

: %
8tre prise égale a A (K )) .
%

A%("" €% ) 2 A(Ku) (i.e. la constante M/\ du théoréme 11 1 peut

démonstration ;
. B . . . G .
Montrons que ¢ est primitive : sion avait ¢ * = ¢ , on aurait, en

vertu de la loi de zx—module sans torsion sur 1Eul s ey(g; -1)=0

soit f; =1, soit i=0 mod g : donc s posséde bien g, conjugués dis-

tincts.
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Dans la pratique, p (K ) sera calculé au moyen de la "Fith-
rerdiskriminantenproduktformel " 4 (K ) = TT fw, (ra261, p. 112)
i'ex! -
n

b) Calcul de la constante |, . On rappelle que ; = Sup (, (x))
, A b, xeC ™
2 woXelb

.o . . L .
(lemme 11 2) ; soit x° = (x°) g un pointde C ol , atteint son maxi-
o o€ " % "

mum .

Lemme 111 1 . Les nombres x° ( compris entre -1 et +1 ) sont tous dis -

tincts et les valeurs -1 et +1 sont nécessairement prises .

o A .
* Comme x~ ¢ C , il est clair que 1'une de ses composantes
o o .
vaut + 1 ; comme p (x ) =5 (-x ), on peut supposer que c'est +1 qui
. : AR o ‘ A
est atteint . Soit t ¢ G défini par X[ = Min ( x°) ; on peut écrire
&, (x7) " 9€G, 7
% X =
o 0 o 0 2 .0
TTIT O = x D) TT Cx - %) ; si x;>-1 alors on a
o T 7 T T i
g #t T#0,t T#1T

o 042 o 2 o . .
(xT -x )" < (x_ +1)7 pour tout » #t et p (x ) ne serait pas maxi-
T %

mum , d'ou le lemme . On est donc ramené au probléme suivant :  soit

n > 2 ; trouver un systéme de n-2 points distincts xci y eens xg 2 de 1'in -
. tervalle -1, +1 [ tels que

o o
Sup A (fl,xl’aao’ xn-2’ 1):A (‘1, xl,-on’ Xn_2, 1)
Ix;l<1 % "
Considérons un tel systéme et soit Pn le polynome unitaire
. A o

. de degré n admettant pour racines les nombres -1, X9 eees xi 9 1

On a alors le résultat suivant

Proposition 111 2 . Le polynome Pn est unique et est solution de 1'équa-

tion différentielle (u2- 1) P:l(u) = n(n-1) Pn(u) .

démonstration

On consideére AK(X) = AK(-l, Xqseees Xy oy 1) comme fonc-
tion de n-2 variables dans le domaine C,; = {x = (xl, cees Xn-2)’ x| < 13};
comme le maximum est atteint en un point intérieur x° de C;{ , les n-2

dérivées partielles de Ay €N ce point seront nulles . On a




——— -

1
8]
‘.\’

(x)-"’T(l X OTHTT T Gy =x0) TT Oy - ) d'ou
: i1 i=1 j=1 S|
izk  j#k,i i£k
’ N - 4x n-2 .
A=y (x)( kﬂ -7 2 > , mais
3% " 1 - x¢ =1 x -x
. izk T
-2x 3
| S SRS S K d'oﬁ-:-ZACX)Z L, o
? l—xk —1-xk l—xﬁ 3%y i=0 X - X
f i£k
. l'on a posé X, = -1 et X 17 1 . Au maximum x" on aura donc
n-1 1
, o = 5 = 0O, pour k=1,2,..., n-2
R i=0 x. - X
i£k
‘ n-1 o n-1 1
i Ona P (u) T (u-x. ), P'(u)=P (uw) et
i i n n , )
; i=0 i=0 u - X
" n-1 1 n-1 1
! Pn<u> - Pn(u) S 5.2 ¥ PI"I(u) .Z o
i=0 (u- xi> i=0 u - X
i -1 2
SR (T -—-—102+P<u> T ) -
‘ i=0 (u- ) i=0 u - X
?
| _ n-1 Pn(u) nil 1 ‘
i=0 u - x> ji=0 u - x
| i 9
r i
‘ " n-1 o oy ol 1
| on a alors Pn(xk) = TTO— ( X T X ) .Z — = 0 pour k=1, ...,n-2.
i j= i=0 x_ -x
!i j£k i¥k
|
j{ Le polynome P de degre n-2 admet pour racines les nombres Xl,

Sl 5 3 onadonc (u -l)P (u)—)\ P, yeR ;le calculde)\l‘é-
| sulte par identification de ce que P_ est de degrén .
: L'unicité de Pn provient du fait que 1'équation différentielle
n'admet qu'un seul polynome unitaire de degré n comme solution ; ainsi le

. o o : o s ez :
Systéme {Xj,...; X o } est unique < la vérification de l'unicité se fai -
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n

sant en posant P (u)=Y% a_.u , a_= 1, et en identifiant les
n 2o n-i n

coefficients obtenus & partir de la relation (uz- 1) Pl'_'l(u J=n(n-1) Pn(u)>.

’ Proposition 111 3 . Soit 5, le dis¢riminant du polynome Pn y, N> 2,

alors 5, est défini a partir de la relation de récurrence

’ . _(n+1)n+1(n-l)n"1
Snel =

6, » b2=4. OnauA =5navecn=gx.

n
(211-1)211'1 x

démonstration

Elle s'effectue en plusieurs étapes .

Lemme II1 2 . Pour toutnsx> 2 , Pn est de la parité de n et vérifie les

deux relations suivantes :
P! P!
ne~

] n 1
“ (i) uT'Pn=2n_3 ;
P P!
(i) w— - n+l o n-1 P! .

n+1 (2n-1)(2n-3) n-1

n .
Posons P (u)=Y% a_ . u™?! (avec a_=1) , alors la relation
n iJo n-i n

( u2- 1) P:l(‘u) =n(n-1) Pn(u) conduit aux relations

(n-1)(n-2) a 1= n(n-1)a_ ,; et
(n-1-2k)(n-2-2k)an_1_2k "(n+1"2k)(_n'2k)an+1-2k = n(n- Dan-l-Zk ,

15k5%1_ , Soit an_1=0 et

202+ D(ktl-nda_ 1 oy = (m+1-2k)(n-2K)a 1 o\ lskg%l ,

d'ou la nullité des coefficients a pour O<k < n-1 .
n-1-2k
PI'1 P;‘l PI'1 ,
. . . . ' _ . =
(i) Posons T = u— Pn ; alors T'=u — + Pn
Pn ‘Plﬂ PH ”~m
u._ll-__.n'l P et T"=u—11-+——n-n——l.P" =u_n-£-2.P" et on ob-
n n n n n n n n n n

tient la relation




(U =1)T" + 2uT' = u(u

en tenant compte de la relation  ( u2- D) P'r'1 =n(n-1) Pn et de celle qui
s'en deduit par dérivation , on obtient

1

5 :

(u™-1)T" + 2uT' = (n—l)(n-.?)(\u.ﬁl1 - Pn> = (n-1)(n-2) T par consé-

quent il existe une primitive T de T telle que (uz—l):—f" = (n-1)(n-2)T ;
P’

or T =u 712 - Pn a pour terme de plus haut degré

/ n-2 N, n-2 n-1 n-2 . . . N
(—— a,.0-2a, o U = u aprés avoir calculé a_ , &
~ - 2n-3

l'aide de la relation (uz—l)P; = n(n—l)Pn ; T , de degré n-1, sera

déterminé de maniére unique, et, compte-tenu de son terme de plus haut

s 7 ool Pho1
degré / , onaura T = , d'ou T-=
N ~2n -3 7 2n-3 2n-3
(it) Si on considére la relation (i) précédente au rang n+1 , on
p! 1 P;1
a LR, S 1= . —_ qui donne en dérivant
n+ 1 n+ 2n-1 n
P 1 P’ 1 PH >
nrloy o+ _pr = soit (avec (u™-1)P" . =n(+1)P_ )
, n+1 n+1 n+1
n+ 1 n+1 2n-1
p' P' Pl
u P +1—(u2-l) n+l _ _mn-1 Pn ;. or Pn=u_£ __n-l et
n n+ 1 2n-1 n 2n-3
P'+1 P!
P 1= U 1 - n d'ou
n¥ n+1 2n-1
P! P P P!
e n+l 1 P \ —(u2-1) n+l _ n-1 <u___r_1_ n-1 coit
n+ 1 2n-1 T~ n+ 1 2n-1 n 2n- 3 -
P! P!
L n+l n-1 pr

n n+ 1 (2n-1)(2n-3) n-1

Pour calculer 3 et s
n+1

, et P! (cf.r127) : le résultant de deux polynomes P et Q sera noté

, on introduit le résultant de Pn

s (PLQ) 1 on sait que s, = W(Pn . P'n> car Pn est unitaire

~Y
!

. |
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Lemme I11 3 . Soient Q, et Q,_1 deux polynomes unitaires de degrés

respectifs n > 1 et n-1 ayant la parité de leurs degrés .

Alors R( Qn , Qn-l) = (-l)n_lm(Qn-UQn_l ’ Qn-l) .

Posons Q = u” + a, w2y a, b S et
‘ Qn_1=un'1+b2un'3+b4un’5+ w. ; alors m(Qn,Qn_l) =
10a,0 g, .. 0 0 azb, 0 a,-b, ...
- 010 5,0 wfluy 00 0 ab, 0 b
SO S S | R S S S
: 010 b0 .|ty 01 0 b, 0 .|t

( en retranchant & la i© 11gne , la ligne i+n-1, pouri=1,2,..., n-1) ;

d'ou
, 2-b2 0 a,-b, 0
O a;bp O &b, . ffn-l
4 y(Qn,Qn_1)= (‘l)n-l 1 O b2 O ses l =
0 1 0 b2 oo Ln-2
. . . . 4

-1
DY R (Q-uQ, 15Q P

( aprés un développement partiel du déterminant par rapport aux deux

premiéres colonnes ) .

Fin de la démonstration de la proposition .

On a 6n=!x(Pn,PI'l)=nnm<‘Pn,-l-)né>=(—l)n+1 " =(P, -u_.,__'_>

¢ |

= (—l)n-l n" m(- n-1 _n- n ) ( Lemme 111 3 et
2n-3 n-1

y ‘

lemme 111 2, (i)) , d'ol =" ____>

2n- 3

* ~ 1 n n+1

De méme on aura 5 ., = (a+1)"" w( — ;

n+1 ( 2 n-l> ( n+1l

’ on applique & nouveau le lemme III 3 : on a
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1 L] 1 ¥ v '

P '
9?<_n’ n+1> fR<Pn+1,__1_}n_>=(_Dn--1m<pn+l _uznr} ’%):

n n+1 n+ 1 n+1

it

; ‘Pl Pv

; (n-1) n-1 n .

| e , =2 (lemme 111 2, (i),
; % ( (2n-1)(21-3) n - 1 ) Clemne "

2 .4
. ~ n+1 n o (n-1) n 1
r soit 5n+1 h (n+1) ( 2n_1> <(2n 1)(21,1 3)> m( T >

i les expressions ainsi obtenues pour 5y €t 8,41 conduisent au résultat

Remarque IIl 1 . Les premiéres valeurs de b, SONt : §, = 4, 63 = 4,

54 = 212/55 55 = 212 33 /77 y 86 226/39 77 y «s. ; On vérifie qu'on

1 o1
Sn+1 2ne Sn+l 2n n
a ~ —— €t que pour toutn> 2 on a s— e
5p 4 5, 4
‘ M
Corollaire 111 1 . La condition —2 5 1 du théoreme II 1 est toujours
9!
$

vérifiée lorsque § = p et M@ = pA(K ) ( Proposition 111 1) .
" n

En effet, on a M§ > 5 ( discriminant de 0(,\/3)) et M§ < 1
sauf dans lescas g = 2 , gn =3 et gn = 4 ; dans ces trois cas , on
%

vérifie que Mg <4 .

2) Etude des fonctions " résolvantes de Lagrange " N* .

]

' a) Définition et propriétés des résolvantes . Soit , un caractére

pair . Soit §' € z; et soit § € ¥ le caractére associé ; soit

' {usg'y = L ¢'(c—1) x oules x sontg variables réelles ; comme
ceG o o x
3
i ¢' prend ses valeurs dans 7, , on peut considérer que FW Gal(Qw/Q)
a
opeére sur la rQ- classe@ de y . Pour s ¢ rw , on posera y' = y' s ol

a
) a_ est 1'entier modulo gw défini par g; = Cws ; lorsque s parcourt rw ,

1‘,'3 parcourt § (d'aprés lapartiel, § 1, ¢) , donc le produit
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N O = TT (%, d,'s') =
¥ SE% ¥’

de y' ( c'est une fonction polynomiale homogéne réelle de degré

TT (x»s ¢') ne dépend que de la I‘Q—classe v
€y

Lemme 111 4 . Soit g un entier du corps K ; alors pour x défini par
- K

x =99, (x, §') , notée (g, §y') , estun élément du corps K Qw qui
o a
vérifie les relations suivantes :

(i) Soit 7 ¢ Gal( X g /(]w) considéré comme prolongementd'un
K —
élément + de G, alors (g,4"'Y = 4'(r) (g, ¢")
x
g
(ii) (sy") ¥ estun élément de Q‘L‘

(iii) L ({es¥')=289
w'ez)‘( ®

Ces assertions sont immédiates .

b) Représentation des éléments de K (d'aprés Leopoldt [167)
%

Soit ' ¢ ;;( ; on considére la somme de Gauss
; G- I (1) g , ol g =exp(2in/f) ; £(4') est un
| TY tE(Z/ftl)*¢ 5y Sy ™ TN

- (f) g
élément de Q, @ ¥ oet (4D Ve Q, - Soit g ¢ K , d'aprés [167(§1,

let 3), on peut écrire g =L T y('0)c(4') , lescomposantes
*|€ z'
X

y(4', g) étant des éléments de @, déterminés de fagon unique . Si g est
entier alors les y(y', ) sont des entiers . On a alors ({167, § 1,2) :

(det(eo'r))2='n— y(",e)zA(Kx) ol A(Kx) est le discriminant de Kn'
*'

Lemme I15. Ona {(g,¢"')=yC§"50)7(y") .

. Ona{g,¢') = ZG¢"(G-1)90=

-1 g
AN (050 7 (D)
o (m.‘éz.yme 'rcp>

H X
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d'aprés [16] (§ 1,1) , on aura

B =2 T yo ) T 0o yle',8)T(p") -
8, OEGK cp'EE;'t

L2 oy, T T oead¥eh
guq)'éz;t geG

or L CP'(U)‘iJ'(G-l)= z (CP"l"-l)(O)ﬂ sauf si §' = @' auquel cas
OGGK GGGK

la somme vaut 8, d'ou le résultat .

Lemme III 6 . Soit § € Kn un élément primitif . Pour tout sous-corps

strict k de Kx , il existe un caractére '€ f}'t non trivial sur Gal(KK /k)

tel que (6,¥'S) # O pour tout s € I‘W

D'aprés le lemme III 4 , (iii) , ona g0 = L (o,4") ;
w'
on peut écrire g0 = R <6,lll'1> + L (6,*11'2) ol W'l parcourt l'ensemble
LA ¥5
des caractéres non triviaux sur Gal( Kx /k) ; en regroupant les somma -
tions par FQ-classes on obtient g 6 = z (6,111> + 2 (9,¢2) , oul'on a
¥ ¥
1 2
posé (8,¥ Y= XL _(8,¥') ; soit T € Gal( Ku/k) , comme 4!'1 est trivial
LA

sur Gal(Kn/k) ,ona L (9,¢1> = 26:

T oyt el -
vy ¥3 €

c 1

*10 "

c

= L_ L ﬂl'l(c-l)(TrK 6> qui est un élément de k ;
¥9€ ¥, 0€Gal(k/@) [k

ainsi L (6,‘#2) n'est pas nulle car sinon on aurait 8 € k , ce qui est

V2

absurde ; ceci entraine bien l'existence d'un caractére ¥' non trivial

sur Gal(Kn/k) et tel que {8,¥') # O ; en vertu du lemme 111 4, (ii) ,

on aura {8,¢'S) # O pour tout s € H\!‘

Remarque IIl 2 . Lorsque Gx est d'ordre 47 , 4 premier , alors pour
tout élément primitif 8 € K, ona (6,1) # O . En effet , il suffit d'appli-

quer le lemme précédent au sous-corps k cyclique de degré 1 aura ’
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les seuls caracteres de Ku non triviaux sur Gal(KK /k) étant les éléments

de u

Proposition 111 4 . Soit 8 un élément primitif de Kx ; on suppose 8 en-
! tier . Soit ¥' € X™ tel que (8,4 # 0 .

w(g, )/2
Alors \NK(...,GO y e )] 2 f v
, U ¥
démonstration

| Soit ¥' un caractéere de Gx non trivial tel que {8,¥') soit non nul
(cf. Lemme 111 6) . On sait ( lemme 111 4, (ii)) que (6,111')&‘I € QW , Oor

Sy Sy Sy
B 7 o=y, T T (YY) et y(¥',8) est un élément de Z\l’ par con-

g g
séquent N 8,¥") ¥V sera un rationnel multiple entier de N D) Y.
Q,/a a,/a

s
Ona N (T(\l!')gw)= T7 (T(‘b'))gw et on distingue deux cas :
Q /a
) w SEF
]
(i) Q‘l’ est imaginaire (i.e. & > 2) . Alors en appelant 1“$ le

groupe de Galois du sous-corps réel maximal de Qq, , On aura

ﬂo(’r(‘l")gw'f(‘ll')gw)s ol T(¥') estle conjugué
sél"w

complexe de 7 (¢') . Or on sait que TWQT(W):f\U (f14]), p. 82)

(g, )/2
ey ff“’m &

NQW/Q(T(*')%) =

par conséquent on obtient NQ‘” /a ; or

N*(...,6° s ase )gw = 11 <6,¢'s>gw = NQ /Q((B,W')g‘y ) (lemme I11 4,
¥

¥ €T
5=y
' g p(g, )/2
(ii)) soit Ng( ey 87,0000 LS ffv % , d'ol le résultat .
(ii) Si g% = 2 , alors §' est un caractére quadratique ( non tri-

vial ) ; N;(..., 8”, ... )2 sera un multiple entier de T(\Lf')z €Z ; on a

T T = £ et T(p)% €z dou (T(q«'))2=¢fw soit
\N:;(..., 87, ...)] sz;
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Remarque 111 3 . La constante M@ du théoréme 11 1 relative a ¢ = N;‘;
(g, )/2
est donc de la forme flll sous réserve que le caractére § consi -

déré soit tel que (¢,¥') # O pour tout € € E: , le| # 1 . Par exemple |,

v(g, )/2 N
" ou‘§=NK (cf. Re-

marque II1 2) . Plus généralement , lorsqu'on n'a pas d'information sur

lorsque g, = L , £ premier , on a MQ = f

la non nullité des résolvantes {€,}') , € € Ex , on devra prendre comme
" 1 M@

fonction & ( de type résolvante ) la fonction & = N‘l’ telle que — Log ——
24 M

& $

soit minimum (autrement dit le théoréme 11 1 conduit , dans ce cas , a

cp(g\k)/Z

 (F)

-o(g )
Min 1 Log‘JJ ) gk,
m (F) ¥ Zm(gw) HN;‘E

une inégalité de la forme r(F) <

co(g\h)/Z
sous réserve que l'on ait fmb > H ., pour tout V¥ > .
N
¥

M
On remarque que la condition 2 1 n'est pas toujours
Hg

vérifide ( elle 1'est dés que le conducteur est plus grand qu'une certaine
valeur critique ) . On est donc obligé dans ce cas d'utiliser la fonction

discriminant .

¢) Premiére réduction pour le calcul de la constante Mg pour $ = N:; .

On a g = Sup ‘N;\;(x)l ou Cn est , dans IRgK , 1a sphére unité pour

x€CK

la distance du maximum . Pour certaines valeurs particuliéres de g, on
peut trouver la valeur exacte de My ; dans le cas général on établirades

majorations .

Lemme II1 7 . Soit §'€ I}'t , soit K‘l’ le sous-corps de KK correspondant

(g,
u (2T

a{ . Alors on a la relation u
N

NK

¥ v 8y
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On a en effet N$(x)= T (x, 4') et
yrey

(x, 4" = & ¥'(o” l)x = L \]J'(T-l) L x

G€G, T€G¢ cger 97T

ou I' = Gal( K% /Klll) , cette résolvante étant relative au groupe G‘l’ ; on

=< Z ;‘I"> ’
oerxo

a donc N;(x)— TT (y, ¥') = N‘y(y) , ol y'r=o§1" Xop » OT

W o, = Sup \N (x)] = Sup \N:“;(x)\ ol
N‘l’ xEC xEC'

G, = {x € ]RgK , \xc\ <1, pour tout o € Gn } . Lorsque les X, varient

dans [-1,+1] , y= (yT)'rEG¢ , parcourt le domaine C;;= {yEIng,

v

g
‘yTl < , pour tout T € G‘Jf } ; comme Nq, est homogéne de degré
S

CP(g"l‘) on aura

Sup lN (x)| = Sup \Nw(y)\ -(g”'> g‘b Sup lN (z) | =

x€C) yec! g 2€Cy
=<§K_>@(g¢) "

g NY

U ]

On est ainsi ramené au calcul des constantes u y pour tout caractére {.
N
]

U

d) Majoration de Mg pour d = NK

fl

Ona NY(x)= T ¢y = T7 (') oln' est un élément quel -
" n'Exn 561“K

congue de #

[
) = - 2
g & na N X)) = - - = &
Dans le cas &, y O K< ) Xl XU et on a Ll@

i

Dans le cas g > 2, on peut écrire
OA/' y
" — N TER R --1 |
N;(X)= I{ O<X:”*’-' (x, »'7 ) ol o= Galla(g, + ¢ )/a ) ¢ soit
(9 —_ ’ L

sei

I
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AS= (x, n*%) {x, "% ) , pour SEI‘: , alors on a
a 1 a 1
A = 2 u S(o” )Xc Y ow S(r” )x'r =
S GE€G TEG
n K
a 1. -a 1 a 1
= T o' S(o™HDu S(r” )XOXT= T w' S(o” T)xCI X, =
0,7€G c,T€G
K "
4
= Low' (T)XO X5

6, TEG
"

D'aprés 1'inégalité de la moyenne arithmétique et de la moyenne géomé -

trique , on a

2/w(gn)=< m c’As>2/cp(gn)s 5

(N (x)) A_ -
" sEl"x cp(gx) sEI‘i S
.2 L z K'aS(T)x X =
cp(gx) sEl":z O,TEGK ¢ ot
1 a
== L L ou S('r)x0 X5r
¢(g,) s€T, 0,T€G,
puisque la somme est réelle ; on obtient donc
2/9(g ) a
(Nz(x)) B < 1 z Xg Xgr L w S(1)
e(g) 9,T€G, SE€T,

a
or Yox S(7) = x(71) par définition du caractére rationnel ;

SEHK
2 /(g )
dotn (N*(x)) g 1 L () x. x. =
% o “oT
m(gx) 0,T€G,
-1 X n(o'l'r)xg X,
w(g,) 0,T€G,
Appelons g, la forme quadratique z 7«.(0"17))(0 X,
U,TEGK
dont la matrice associée est (K(O-IT))O reG - Pour g = 2 défi-
. . 2 ’ "
nissons q, = (¢ Xy - xo) . Dans tous les cas on aura
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. w(g /2
M: = Sup NK<X)S<-—-—1—— Sup q(x)> o ; on a le résultat
¢ ec ™ (e) xeC. ™
X PLey ;4.
’ suivant :

Lemme 11 8 . Soit C, = {x = (x,),¢ G, » % € [-1,+1) } (ensemble des

Zgn sommets de 1'hypercube unité > ; alors Sup q, (3= Sup q,(x).
C

x € CK "

Soit x° un point de Cn ou q, atteint son maximum ; supposons
* que l'une des composantes de x° soit différente de %1 ; on peut suppo -
ser que c'est xi car q, est invariante par permutation circulaire des
variables . Fixons les variables X, aux valeurs xg pour 0# 1 et consi -

(¢

dérons la fonction Y(xl) = qu(xl’ vees X_ ,e.. ) d'une variable . On a

o
v( xi) = O puisque xcl’ est un maximum local ; or on a Y"(xl) =2x(1) =

20( gK) > 0 , par conséquent xi ne peut représenter qu'un minimum de
la fonction Y , donc on aura Max vy (xl) =y(~-1) ou Yy(1)

‘r -lels +1

Corollaire 1 . On peut trouver un majorant de Mg aprés un nombre fini
! d'essais . On a

(g, )/2

1 ®
M, < Sup (x) .
: <¢(gk) x,x; € {£1] %)

g -

Cependant , pour un degré élevé , le nombre d'essais de -
. vient prohibitif .

Corollaire 2 . Lorsque g, est égal a un nombre premier4 > 2 , on a
(¢-1)/2

1'inégalité Mg s (4+1) . Pour g, = 2 ona Mg = 2 .

’ Dans ce cas on aura #(1) =4-1et, pour tout o € GK )

X, X

o#1 ,un(c)=-1; d'ou q%(x>=({-1) Lox° - ¢ o
}{4

R oEG;t 0,7
o

O NAM ™M

Soit a le nombre de variables égales & +1 au maximum ( les 2-a autres
valent -1) : on a immédiatement

q,/'(x) =(2-1)4 ~a(a-1)-(r-a)(4-a-1)+2a(t-a) = - 4a2 + 4 al dont

e
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la valeur maximum est atteinte pour a = t-1 (et a = L—+—£> et sa valeur
2

2

est L2- 1 , d'ou le résultat .

Remarque II1 4 . On vérifie que , pour les nombres g, premiers , la

double majoration ci-dessus peut etre atteinte : par exemple, pour 4 =7

on a N(./.) (1+Q-§2+§3—C4-CS—€6)=8‘3 ; pour4 =11 on a
a’’/a

Ny (1ec-c2ecBochc50c%.7.8.9,:¢10 . 15

Q /Q

ar contre our {4 = 5 elle n'est pas atteinte car dans ce cas la cons -
1% y P P

tante p est égale 4 25 .

2
p(g /2
PropositionIIIS.Onapour§=N: y “§S< " (1"1“2>> = ’

Cp(gn) ¢
ou 4 est le plus petit diviseur premier impair de 8, (si g, est une
2 o(g)/2
. 8
puissance de 2 on a seulement Mg < ( ) .
v (g,)

démonstration

Pour simplifier les notations posons = n , remplacons les varia-
9

bles X5 5 O € Gx par les variables X; s i=1,2,..., n , i défini modulo

n , et posons Cd = exp( 2im/d) . Pour tout diviseur d de n , soit

(n) & _ijn/da 2
= z z C,nJ X X Xj,q 5 OR @ pour n= 2
(j,d)=1 i=1 k=1
(n) 5 'IZI § ij fee s (n)
q, = ¢ oxq X, = Q, etladéfinition de a4 )

(j,n)=1i=1k=1

din , est cohérente

Soit d un diviseur de n ; on a
n .
I SR = A
5|d 8|d (j,8)=11i,k=1
=% z % C}Sn/é) g X Xpyq =
i=1°6ld (j,8)=1 k=1 1
n d . n n/d n
ix
=i§1<£15d DkEIkakn: Lgld kzjlxkxkﬂ,d )
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d n/d
=d i?l L )\%1 Xir(a+4)d Si+rd
1] - , =
d n/d d n/d
=d£1 \ 421 Xip2d Niead - 4@ 1231(1—1 Xend )
’ - ’ - - -

Si 1'on pose p( n) =d % ( L x ) dln, on a
Pose e i=1>a=1 M ’

(n) (n)

qg = pd pour tout diviseur d de n ; il en résulte alors la for -

. 6‘d

mule qgn) = L u(-?) pgn) , d/n , ol u estla fonction de Mdbius .

n/d
On remarque alors que pgn) = d) ( 2 Xiang ! o ) et

n/d
qgln) (d)( E *i+Ad ’>

Soit maintenant p un diviseur premier de n ;

posons n=p°'n' =pn", a21, (p,n')=1 . Alors

o - ™ u( >p<n>+dfnu(§> (0
p_id p/d
‘ ) ugn">p(n) %n'“ba%)pgn) _
| o2 w(®)a B ) e 2 u@ -
| i Pd%n"“(%vd ?1 LZ1< z"id J+p(6+kd>> ECRINE
| B0 ECE ) D -
2 B B (s gy s Kanpey ) +H(P 2 W

j=1
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Posons $q 7 Sup ngD (x) . la borne supérieure étant prise sur 'hyper-
' cube unité de RY . Onac(p®) € 70,21} et on vérifie que qg}) 2 0, d'ob
5 ‘
5. p- s oo Cen effet . les p svstéines de variables ( Xp+j ) eees Xn"p+j )
’ “1 %2 %
pour j = 1,...,p , sont indépendants ) . Si § =Py Py .. p, alors
2 I
s = 2(Ql—l)pé‘CL2 1>2wt s avec s_ S p2—1 si p, 72
’ g, 1 2 Py Py py P1 17
( corollaire 2)
. 2 p2_ 1 2
) On aura donc Sn_ < > 1 = o (l- 1 > ; la majoration
v(g, ) «lg,) P? w(g,) p‘%

, est meilleure si l'on prend pour Py le plus petit diviseur premier impair
de 8, - D'ou le résultat ( dans le cas ou g, est une puissance de 2, on a

s, = 4 d'ol l'inégalité dans ce cas )

Remarque Il 5. On montre par une étude directe que , lorsque g, est

de la forme pCL q8 , P, q premiers , 2<p<gq , aB =20 , alors
_12’/1 1 -
Sg TSN T T
‘ n p

3) Cas particulier . Dans le cas ot [K:Q ] est un nombre premier im-

pair £ , l'expression du majorant de hK relatif & la fonction résolvante
( théoréme 11 1) est particuliérement simple . Soit f le conducteur de K
et soit R(n) le régulateur de l'unité cyclotomique génératrice au sens

habituel ( [12]) ; on a le résultat suivant

' Proposition 111 6 . Si ¢ est la fonction résolvante associée au caractare

non trivial de Gal( X/C) , alors le nombre de classes de K vérifie

1'inégalité
R (1)

démonstration

Dans le cas ou [K:C | est premier impair , la formule du nombre de
classes devient hy = h, ou » estl'unique caractére rationnel irréduc -

tible non trivial de K . d'ou
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m(F,) 1-2
hy =< (23 Log —-> avec WK(FK)=ﬁR(n),mK=2{"l
? 1-1
(partie II, § 4, b) , dy =2-1, My =f >  (cf. Remarques II 2 et III 3)
(¢-1)/2 . (o :
et Wy = (1+1) ( corollaire 2 précédent ) . Enfin , comme le plus

petit conducteur possible est au moins égal a 24+1 , 1'hypothése M{,/ Mg

est toujours vérifiée et le théoréme Il 1 est toujours valable .

Dans la pratique on ne calcule pas ®(n) mais le »- régula -

teur R, (F, ) qui est un produit de formes linéaires en Log |n° | ; on uti-

lise alors la relation iR(T])=—1R (F.)
PR

Corollaire . Si K/Q est une extension cubique cyclique , alors

b < _R(n)

£ (Log _.>

Remarques 111 6 .,

(i) Cette majoration améliore légérement celle trouvée dans [9],
par une autre méthode . En fait , la méthode utilisée dans [ 9] conduit
aussi & la méme majoration ( ¢f.[10]) & condition d'utiliser les meil -

leures constantes possibles .

(ii) En considérant la fonction discriminant (4 = 3 ) on trouve

_ R

Cros L

I'inégalité hy < qui est moins bonne que la précédente pour

f> 19
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Algorithmes généraux .

Dévissage des unités cyclotomiques . Soit ¥ # 1 un caractére pair fixé.

Nous allons d'abord donner un moyen de reconnaitre si un nombre algé -

. . eme
brique est puissance q dans K :

Lemme IV 1 . Soit 6 un entier primitif de K, et soitq€Z , ¢> 1.

g On suppose que lorsque q est pair , tous les conjugués de 6 sont posi -

tifs . Pour touto € Gn on pose t; = (60)1/q ( pour q pair, ty = %GG >0;

pour q impair, t_ est la racine q"™€ réelle de 87) :

(i) Dans le cas q impair , une condition nécessaire et suffisante

pour que les nombres t, appartiennent a KK est que le polynome

P- Tl (X- to) soit & coefficients entiers rationnels . Lorsque cette
c€G
n

‘. T o
condition est réalisée alors ty =ty pour tout ¢ € GK .

(ii) Dans le cas q pair , une condition nécessaire et suffisante

' pour que les nombres t, appartiennent a Kn est qu'il existe des nombres

8,€{-1,+1} tels que le polynome P = T7 (X -6_t ) soit & coeffi -
ceG o9

. K
cients entiers rationnels . Lorsque cette condition est réalisée , on a
c
to=0.8 t
g 1701
démonstration

' Ces conditions sont trivialement nécessaires car on vérifie

alors que les t_ sont les conjugués d'un élément de K, .

. (i) Supposons que P soit & coefficients dans Z ; soit 0 € G, et
soit k = @(to,) ; on a par hypothése K% = @(tg) , d'ou l'inclusion
K, €k, qui prouve que [k :@] =g ; or [k;:@] est égal au degré du
: . polynome irréductible de tc sur Q@ ; comme tC7 est racine de P €Z [X] de
degré g, , on aura [kO Q] s g, d'olu k_ = KK (et ceci pour tout 0 € Gx)'

On a par exemple @<t1> =K, et t? vérifie (tci 4 - g% - tg , d'ou

t7 = t_ puisque g est impair

C
1 5



(ii) On démontre de la méme fagon que précédemment que
@(50 tc) = @(to) = K , pour touto €G, . Le polynome P€Z[ X ] est

donc irréductible et son groupe de Galois est cyclique d'ordre g,; toutes

)
t.)°

ses racines sont conjuguées de éltl par exemple , donc 6 t =($ 1t

q ®
tl 9 soit 60 -8 ¢ ; comme 8 est primi-

ol 9, € G, ; ceci entraine t;l

I

_ ' s g o o _
tif , ona g =0, d'ol & t; (61t1) =6;t; et t;=58,8 t

Soit F un sous-GK—module de Eu. de méme rang ; on rappelle
que l'on a posé r(F) =( lEn‘ :}F|) ; on note H(F) la constante du

théoréme I1 1 qui majore r(F)

-p(g )

(r(F)sH(F)_.@_(_F) 21 Lg--—-> & > relativement & une
m d

®

fonction ¢ pour laquelle les conditions d'application du théoréme II 1 sont

satisfaites .

Lemme 1V 2 . Soit | F| un sous-Z, -module de | E, | de rang 1.
Le quotient |EK|/lF] est isomorphe & Zn/mn ol

ﬂn={w€Zu , iEnlwc ‘FI} . Le nombre r(F)=(]EK‘:|F[) est

égal a la norme absolue de a4

On sait que | E, | est isomorphe & un idéal de Z, etqu'unidéal
d'un anneau de Dedekind peut etre engendré par deux éléments non nuls
dont 1'un est choisi arbitrairement ; soitn € F, |n| #1, il existe €,
€ E, telle que | E, | soit engendré par le | et |n] . Onaalors , en dé-
signant par q 1'homomorphisme canonique | En~‘ - | En' /] Fxl , la suite

exacte : 1~{w€z, ,qCle [")=1}-2, ~ |E|/|F]| ~ 1
w = q(le|”
et on vérifie que {w €z, , q(\eo[w)= 1}= % . La deuxidme assertion

est évidente .

a) Cas ou Zn est principal . Dans ce cas , on peut trouver une ZK-

base de F notée n (Zu n'est principal que dans un nombre fini de cas

( 29 cas ) donnés récemment par Masley ( [21]) .

R



-40-

Soit p un nombre premier , soit np son degré résiduel dans

Zu et soit I‘K = Gal( Qu /@) ; comme Zu est supposé principal , on peut

trouver un entier w € Z_ de norme * pnp .

Proposition IV 1 . Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) p divise r(F) ,

n
(ii)  p P divise r(F),

n

(iii) il existe un élément @ € Zu de norme = p P et une unité c ¢ Ex
n
. p
tels que nﬂ=ep ot 0= TJ w® .
sel
s#
démonstration

D'apres le lemme IV 2, ( deuxidme assertion) , ona (i) &

n

(ii) . Posons q = p P et supposons que q divise r(F) ; soit e, une Z_ -

base de En , alors , d'aprés le lemme IV 2 ( premiére assertion ) et le
1
fait que zK soit supposé principal , il existe ' € Zu tel que 7 = g‘g avec

Ny'=#r(F) ; siq divise r(F) , 1'idéal w'Zn sera divisible par un idéal

premier au-dessus de p , () , de norme q ; on a donc y'= wwy > wlezu;

W [] n
il suffit alors de poser ¢ = eol , On aura -r]Q = efo)w = egwwl - €p P . la

réciproque ést alors triviale .

Lemme IV 3 . SoitneEK .Onsupposequen=eq, q€Z ,q>1,

e € K: . Alors ¢ estun élément de Ex .

En effet , utilisons la propriété caractéristique des éléments

de En donnée dans 1, 3 ; on a NK =N =+1 pour tout

n
x/k Kx /k
sous-corps strict k de Ku. ; comme Kn ne contient que * 1 comme ra-

cines de l'unité , on aura NK ) e = 1 .
n/k

Les résultats ci-dessus conduisent a 1'algorithme suivant

( lorsque z, est principal ) :
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Algorithme . On part de l'unité ny=T qui engendre Fl = Fu ; pourles

nombres premiers Py ( considérés par ordre croissant ) tels que
. n n

p

Py 1 < H(Fl) on teste la divisibilité de r(Fl) par py 1 au moyen du

lemme IV 1 et de la proposition IV 1 . Si le test est toujours négatif ,

alors r( Fl) = h% = 1 . Dans le cas contraire , on a trouvé p; minimum
n

. tel que p, L divise r( Fl) . Soit 1, 1'unité (de En nécessairement , en

n
0, PP
vertu du lemme IV 3) telle que ny =12 ( notations de la proposition
. n
_ , P
1V 1) et soit F, le Gk-module engendré pr?r np Cona (| Fyl ¢ Fl‘)zpl
P
. et (1E |:]F,l )= r(Fy) est égal a hu /p1 1y . On est alors ramené in-
%
tégralement a un probléme identique a partir de F, au lieu de Fl : on

calcule H(F2) qui , en vertu de l'expression donnée par le théoréme
n

111, estégala H(F,)/p, ©etoneffectue les tests de divisibilités
n

P
relatifs aux nombres premiers p, > Py tels que p, 2 < H( FZ) . Lorsque
n

P
H( Fn) devient inférieur strictement a p,  pour la derniére valeur P

considérée , on est slir que r(Fn) = 1, autrement dit que F_=E
2

On a ainsi un générateur de E ( c'est nn) et la valeur de h
l Z

n n
- p
h =TT P )y 1'idéal y (lemme IV 2) de norme absolue hu est égal
nooo! "
ji=1
n np
a 1'idéal engendré par TT g ou W] est l'entier de norme pj ' trouvé
. =1

ame ., .
au j dévissage .

Remarque IV 1 . Dans l'algorithme précédent on est amené a choisir des

n
entiers y de norme p P . ce choix est donc effectué modulo le groupe des

unités de ZK , ce qui fait que la suite des générateurs M1 N2 v sees My
n'est pas unique . Dans la pratique on pourra choisir les ull de telle fa-

con que leurs conjugués soient le plus petit possible , par exemple .

b) Cas ol 7 n'est pas principal . L'algorithme dans ce casestplus
"

compliqué mais il est intéressant d'entreprendre le calcul de h, dans ce
cas car c'est , semble-t-il , le seul moyven pour trouver des contre-ex -

emples a 1'existence d'une " unité de Minkowski " dans le cas des exten-
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sions cycliques de degré premier de g ( ou plus généralement des contre-
exemples au fait que les Zk -modules | En’ sont ZK-libres dans tous les
exemples connus ) (cf. [3], [24]) . Un algorithme peut &tre construit a

partir du test de divisibilité suivant de r (F) : soit p un nombre premier

n
tel que p P < H(F) :

Proposition IV 2 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p divise r(F) ,

n

(ii) p P divise r(F) ,
(iii) il existe un idéal entier ¢ de Zx premier a p , un idéal pre -
mier p au-dessus de p dans ZK tels que q 'ﬂ' ps soit principal (= QZK)

SE€T
s#1 o

P
et il existe une unité ¢ € Eu tels que 1'on ait nQ = eP .

démonstration

Analogue & celle de la proposition IV 1 ,

11 s'introduit alors dans le "

dévissage " de l'indice r(F )
K
des facteurs parasites de la forme N, mais ils sont connus numérique -

ment a chaque étape , ce qui permet le calcul effectif de hx

c¢) Calcul de hK et de EK . Revenons provisoirement au cas d'une

extension K /Q abélienne réelle quelconque : la formule donnant le nom -

QK

bre de classes de K est hy = — T] h (cf. partiel, § 4) . Ayant

Qg n€xg ™

déterminé le produit des h , il reste a trouver hK , donc a calculer

Qk /QG D'aprés Leopoldt ([15], § 5,4 , il existe un entier qK
K
( compris entre O et le nombre de » ¢ Ig o n# 1) tel que Q = 24 QI"E ;

alors Q-‘I"( est un entier qui divise QG ; or les diviseurs premiers de QG
sont & prendre parmi ceux de g = [K:Q] , ce qui fait que pour tout p pre-
mier ne divisant pas g , la p-participation a hK est égale a celle trouvée

dans 'ﬂ' h .
KEiK

On peut donc procéder de l'une des deux fagons suivantes :

(i) On-calcule T h, eton en extrait le plus grand diviseur
S EK
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premier a g . On calcule ensuite , pour chaque diviseur premier p divi -
sant g et pour le nombre p = 2, la p-participation de hK par la méthode
développée dans [6] . Le nombre hK en résulte alors immédiatement. Il

faut ensuite si l'on veut un systéme d'unités fondamentales de X , partir

du groupe ‘EK | = ® |E | donton connait l'indice dans le groupe EK’
KE;K s
(ii) On peut aussi , & partir de ‘EK‘ = @ |E |, déterminer
n €ZK

EK (ce qui nécessite un nombre fini d'essais car on connait une base de

EK et , au sujet de 1l'indice ( EK: EK ) , on connait les diviseurs possi-
bles et un majorant de cet indice ) . On utilise ensuite la relation

QK = ( EK:EK ) . Bien entendu , dans certains cas , on sait a priorique
Qg = QG ( c'est le cas des extensions cycliques de degré premier impair,
cf. [12], [15]) .

Par exemple , soit K le sous-corps de degré 9 de Qg&); il
est non cyclique et contient les quatre sous-corps cubiques suivants
@29) R @((37) et les deux corps cubiques de conducteur 63 . Ces deux der-
niers ont pour nombre de classes 3 ( [9]) tandis que les deux premiers

Q
sont principaux ; donc ici T[T h =9 et hK =9 S avec QG = 35 . Si
n € EK " QG

on applique la formule de Chevalley (6], Th. 4.1) dans 1'extension

K/@gg) ( dans laquelle , seul 1'idéal premier au-dessus de 7 est rami -

fié ) on trouve que le 3-groupe des classes de K est trivial , d'ou hK= 1,
d'ot Qy = 3°




V Conjecture

1) Invariants associés a un module de torsion surunanneau de Dedekind.

On sait ([20]}, p.6et [1] Prop. 23 ) que tout module de tor-
sion M sur un anneau de Dedekind A est isomorphe a A/zul X seeX A/iur )
y; idéal entier de A, 3, # o), g, divisant u;_; pour 2 <1i < r etcette
écriture est unique . Ceci permet de définir 1'invariant XA(M)=911 eel s
idéal entier de A , et les invariants suivants qui s'en déduisent
(M) , le plus grand diviseur de y ,(M) ne contenant que des idé -

XA,y
aux premlers au-dessus de y (4 premier )

<onad0nc xp(M) = WXA,L(M)>
1

2) Interprétation des h . Soit K une extension abélienne réelle . Soit
"

4 un nombre premier ne divisant pas g = [K:g] ; soit bL(K) le 4 -grou -
pe des classes de K ; comme g est inversible modulo 4 , il en résulte que
o .
@{(K) estunz [ G]-module . Posons @&,K(K) = bL(K) X pour tout
x € ¥ (les e sont les idempotents de Z, y[G]); on a donc
n 27

9. (K)= @ %, K(K) et pour chaque y € %y » %, K(K)estun module
n€Xyg ’ ’

de torsion sur 7 .
‘ %
D'un autre cdté , soient EK(K) les groupes ‘E | /| F | et
X %

soient ¢ u(K) les g -sous-groupes de Sylow des eK(K) . On peut aussi

?
considérer e{ (X) comme unZ -module de torsionde la forme z, /QIK .
" X

On démontre facilement ( [15], § 9, 4) que pour 4 ne divi -
sant pas g , “6{, (K| =) S;L (K)|| (ce qui donne une interprétation
' ‘ U

des - participations des nombres hn ) .

3) Structures de Z -modules cohérentes . On a vu que @L (K) et
T K

e, (X) sont des Z(y) [G] e -modules , ce qui fait qu'on peut les consi-
U n

dérer comme des Z -modules ( cf. partie I, § 3, b ) aprés le double choix
d'un générateur g de G et d'une racine primitive g -éme de l'unité g

K
11 y a donc , sur unz(é)[G]e - module , @(g )1013 deZ -modules
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possibles qui se déduisent de la loi de Z<{)[G]— modules . On dira ici

que les deux lois de 7 -modules considérées sur 9, (K) et g (K)
n Y L3y

sont cohdrentes si le choix (5 , { ) estle méme pour les deux modules
) "

_ C o S o
( autrement dit, si l'on pose h * = h * et q(¢) * = q(e %) pour tout

h e (K) et tout e) (K)) .
@,{,,% et tou q( Ee&ﬁt

On peut se convaincre sur des exemples que ¢ (K) et
%

. (KD ne sont pas isomorphes en général ( malgré 1'égalité de leurs

Lan

ordres ) . Cependant nous conjecturons que leurs structures de7 -mo -
"

dules sont lides par le résultat suivant

Conjecture . Pour tout nombre premier ; ne divisant pas g , pour tout

3 ’ X K)) = K 1 1
“ €Xg »ona Z%’{(e ’%( )) qu,jcg%”"( )) lorsque les deux

structures de 7 - modules sont cohérentes .
"

Remarque V 1 . Cette conjecture a été vérifide sur un assez grand nom-

bre d'exemples numériques , pour g = 3et, = 1 mod 3(lecas 4 =2

(3)

mod 3 étant sans intérét car 1'idéal (1) est inerte dans 7 et la fonc -

(3

. tion x! est déterminée par l'ordre du 7 - module considéré ) . Tous
les corps cubiques testés , de nombre de classes divisible par 4 , ont
vérifié la conjecture ( la plupart des 4 < 100 ont été rencontrés ) . Un
certain nombre de vérifications ont été faites en collaboration avec
Smadja ; certains exemples ont été traités indépendamment par, Smadja
et nous-mémes par des méthodes différentes et ont donné le méme résul -

tat .

. L'énoncé de cette conjecture est sans doute trop général ,
compte-tenu des exemples traités . En tout cas aucune démonstration pour
le cas le plus simple ( & savoir g= 3, 4 = 7 ) n'existe , & notre connais-
sance . Le probléme , reliant par un énoncé algébrique l'aspect " corps

f de classes " ( opération de G sur le groupe des classes) & 1'aspect"ana-
lytique " ( unités cyclotomiques ) , nous semble difficile . Cependantune
récente étude que nous avons entreprise et qui est basée sur la compa -

1"

raison des résultats du " Spiegelungssatz " de Leopoldt avec ceux four-
‘ nis par les méthodes analytiques ( via les nombres de Bernoulli généra -

lisés ) nous a amené a démontrer trés partiellement la conjecture ( classes
d'idéaux des corps abéliens et nombres de Bernoulli généralisés , par
N Georges GRAS, Sém. de théorie des Nombres de Besangon, Avril 1975).

.;
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