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Int roduct ion 

Dans [2 ] , nous avons mont ré comment on pouvait ca lcu le r le 
nombre de c l a s s e s des ex tens ions cubiques cycl iques de Q à p a r t i r de la 
seule conna i s sance du groupe des un i t é s cyclotomiques . Cette méthode 
r e p o s e sur une majora t ion e f fec t ive du nombre de c l a s s e s de ces co rps , 
ma jora t ion obtenue à l ' a ide de cons idé ra t i ons de géométr ie é lémentai re . 
Dans [ 1 ] , nous avons obtenu ( au moyen de méthodes c l a s s i q u e s de géo-
mét r ie des nombres ) une ma jo ra t ion du nombre de c l a s s e s d e s c c r p s a b é -
l iens r é e l s quelconques qui redonne pour le ca s cubique une majora t ion 
mei l leure que cel le ini t ia lement obtenue . Le but de cet exposé es t de 
mont re r comment la méthode é lémenta i re de [2 ] permet d 'ob ten i r la même 
majora t ion , à condition d ' u t i l i s e r l e s mei l l eurs cons tan tes p o s s i b l e s . O n 
t r o u v e r a également dans [ 2 ] le dé ta i l des démons t ra t ions des § 1 et 2 et 
des tab les é tabl ies p a r o rd ina t eu r . 

I 

Groupe des un i t és . 

Soit K une extens ion cubique cycl ique de Q de conducteur m . 
Soit a un g é n é r a t e u r de G = Gai ( K /û ) . 

Soit E le groupe des un i t é s de K . Ce groupe , modulo la t o r -
sion { i l } , e s t u n Z [ G ] / 9 -module , donc un Z [ j ] -modu le en 

(1+a+a ) 

posant = e° , ( j 3 = 1 ) ; il ex is te une Z [ j ] - b a s e de E notée £ q , donc 
toute un i t é cp de E s ' é c r i t de maniè re unique cp = ± e^ , uu = X. + j , 

X , (a € Z , où l 'on vient de r a p p e l e r que = e^ ( e ^ ) a . 



Pour r a i s o n n e r modulo la t o r s i o n , Hasse [3 ] et Leopoldt [4.] , 
dans la formule analyt ique du nombre de c l a s s e s , u t i l i sent le Z [ j ] -module 
des v a l e u r s abso lues des uni tés de E que l 'on note | E| et où | e | 0 e s t p a r 
défini t ion | e a | . 

Soit F le groupe des un i t és cyclotomiques de K . Ce groupe 
F se détermine numériquement pour chaque c o r p s . Il es t engendré sur 
Z [ j ] pa r une uni té T] appelée un i té cyclotomique de K ; r\ e s t une base de 
F , c o n s i d é r é e comme Z[ j ] -modu le . 

Alors h = ( | E | : | F | ) e t si h | = |e o |X + W C T = i ^ f , 

h = x 2 - x î + u 2 . En e f fe t , on v é r i f i e que | E | , — ZCjl , ; s o n n o m -
7 | F I 'Cm) 

bre d ' é léments e s t N , . ̂  (au) . 
/ 
Q 

II 
P r i n c i p e de la méthode . 

On p a r t de F , donc de T| ; on ne connaît pas . La métho -
de permet de dé t e rmine r en même temps le nombre de c l a s s e s et l 'un i té 
fondamentale de K . En ef fe t , d i r e que le nombre de c l a s s e s de K es t 
égal à h équivaut à d i r e qu ' i l ex is te un en t ie r w de Z [ j ] et une uni té £q 

de K t e l s que | r] | = | e | ̂  . 

On e s s a y e toutes les normes , c ' e s t - à - d i r e que pour tout en-
t ie r r qui e s t norme d ' e n t i e r dans Q ( j ) , r = u u u j , u ) € Z [ j ] , o n c h e r -
che s ' i l ex is te e 6 K tel que | r\ \ = | e | œ = | e | X+tJ,CT . Cette r e l a t ion s ' i n -
v e r s e , en cons idé ran t e comme un e n t i e r a lgébr ique pas forcément dans 
K à p r i o r i : 

2 2 X+|aa Xa+|_i Xct +(_ia 
2 i i i r i c i r i c , , . e = h , e I = » l e = hi 

On sa i t t e s t e r si e € K g râce à la p r o p r i é t é suivante : 
2 2 2 

y- -rr . i ctct a a a a e t K si et seulement s i e + £ + e et ee + e e + e e sont des 
e n t i e r s r a t i onne l s . 

Le problème e s s e n t i e l e s t donc de t r o u v e r un majoran t des 
nombres r à e s s a y e r , sinon la méthode e s t sans in té rê t p r a t i q u e . "Une 

2 X + 
/ i i i i V" majora t ion ex i s t e , c a r on a le phénomène suivant : si | e | = | T] | , 



r = X - A.p. + IJ. , | e | , I e ° | et | e Q | tendent v e r s 1 quand r - + °° . 

Or il ex is te des r a i s o n s a r i thmét iques qui con t red i sen t le fait 
que l 'on pu i s se t r ouve r des conjugués tous vois ins de 1 en va leur abso -
lue . On cons idè re pa r exemple : 

2 2. 
( i ) le d iscr iminant A ( e ) = ( e - e ) ( e - e ) ( e - e ) ; c ' e s t un 

en t i e r non nul d iv is ib le pa r m si e € K ; o r au vois inage de ( - 1 , - 1 , - 1), 
il es t peu d i f f é ren t de 0 . 

q 2 o^ 2, o 
( i i ) la r é so lvan te de Lagrange N ( e ) = ( e + j e + j e ) ( e + j e +je ) 

c ' e s t un en t i e r positif non nul d iv i s ib le p a r m ; o r au vois inage de 
( ± 1 , ± 1 , ± 1 ) , e l le e s t peu d i f f é r e n t e de 0 ou 4- . 

III 

Ma jo ra t ion du nombre de c l a s s e s de K . 

Théorème . Soit ft(T|) le r é g u l a t e u r de l ' un i t é cyclotomique de K ; soit 
h le nombre de c l a s s e s de K ; a l o r s on a 

h ^ 4 * ( T 1 ) . 
T 2 m Log — 

4 

La démonst ra t ion s ' e f f e c t u e en se se rvan t de la r é so lvan te de 
Lagrange ; on a d ' abord le lemme suivant : 

Lemme . Pour tout x, y, z € IR , 

0 < (x + jy + j 2 z ) ( x + j 2 y + j z ) ^ 4 Max ( x 2 , y 2 , 2} ) . 

2 2 2 2 2 
Soit N( x , y , z ) = ( x + jy + j z ) ( x + j y + j z ) = x +y +z - x y - y z - z x 

e t pour tout ( x , y , z ) i1 ( 0, 0 , 0 ) soit N ( x , y , z ) = N ( x , y , z > 2 2 2 

'Max(x , y , z ) 

Soit C = { ( x , y , z ) € IR3 , M a x ( | x | , | y | , | z | ) = 1 } . La fonct ion 

N ( x , y , z ) étant homogène de d e g r é 0 , on en déduit que 
Sup o N ( x , y , z ) = Sup N ( x , y , z ) . Comme N e s t c o n t i n u e 

( x, y , z ) 6 IR ( x , y , z ) € C 

et que C es t compact , N atteint son maximum sur C . Montrons qu 'en un 
point ( x , y , z ) où N at te int son maximum , l x | = | y | = | z | = l . Y o J o o ' ! o ' '- 'o1 ' o ' 



En effe t , supposons que l 'une des composantes ,x pa r exemple , e s t d i f -
2 2 2 f é r en t e de ± 1 ; soit Y ( x ) = x + Y Q + Z Q - X Y Q - Y Q Z O - Z Q X la fonction de la 

va r i ab le x ; on a y '( Xq ) = 0 , puisque Xq e s t maximum local ; o r 
y"(x ) = 2 et p a r conséquent , x q ne peut r e p r é s e n t e r qu'un minimum d e l à 
fonction y , donc on au ra : Max Y(X) = Y ( - 1 ) OU Y(1) . 11 es t a l o r s 

- 1 ^ x ^ + 1 
2 2 2 immédiat de v é r i f i e r que Max ( x +y +z -x^y - z x ) = L H I i , o J o o o ^ o J o o o o x = 1 1 o1 

l ^ o l ' 1 

Démonstra t ion du théorème . 

Avec l e s notat ions du § 2 , montrons qu ' i l ex is te une constante 
M te l le que si r > M ^ a l o r s le nombre s t r i c t ement positif 
N ( e ) = ( e + je a + j 2 e a ) ( e + j 2 e a + je a ) e s t i n f é r i e u r à m . Il en r é s u l t e 
de maniè re évidente que h ^ M . 

2 O O o 
Comme 0 < N ( e ) £ 4 Max ( e , e CT , e z a ) , il suff i t de 

o 
2 2 2 * c h e r c h e r M te l que r > M en t r a îne Max 

2 2 X+na Xa +n Xa +|ja 
. 2 ~ i i i i r i o i i i r i a i i i r Or on a | e | = | rj | , | e i = 1 "H ! > I e I = I ^ I 

2_X 2\± 

donc Max ( e 2 , e2<J, e 2 a ) = |TI.| r | ̂  | r , i = 1, 2 ou 3 , 
2 2 ^ o* r = X - \ u + n et où ( r i p t ^ ) = ( ri, î]a ) , ( r\2 , r\'2 ) = ( r, > H ) et 

a 2 
( , T ip = ( ri , T1 ) . 

L ' i néga l i t é ( 1 ) e s t donc équivalente aux t r o i s inéga l i t és 

2X 2|i 

h _ , X 2 - X p + n 2 I ^ I ^ - X M + U 2 < m f i = l f 2 f 3 # 

4 

En p renan t le logari thme de c e s deux quant i tés pos i t ives , on obtient : 

2 X Log |n . | + L o g | n ' | < L o g ® , 

> 

, 2 , 2 . 2 , 2 1 4 



2 2 soit puisque X - Xp + p > 0 et que Log — > 0 ( m s 7 ) , 
4 

X2 - Xp + p 2 - 2 £ X - 2 V M > 0 , i = 1, 2 , 3 , 

Log | r | Log h ' | 
en posant l. = et V. = 

i o 1 o 
T ^ m -, ^ m Log — Log — 

4 4 

Soient E^ , E 2 , E^ les t r o i s e l l ipses d'équation 

X 2 - XY+ Y 2 - 21 X - 2l[ Y = 0 , i = 1, 2, 3 

( c f . schéma ) . 

Si le point de coordonnées ( X,p ) e s t ex t é r i eu r aux t ro i s e l l i p ses , a lo r s 
la quanti té N ( e ) es t i n f é r i e u r e à m . On remarque qu' i l suffit que e ou e 
vér i f i e cet te condition ; soient donc E^ , E 2 et E^ les t ro i s e l l ipses sy-
métr iques p a r rappor t à O de E^ , E 2 et E^ . Soient D^ l 'union des in-
t é r i e u r s de E^ , E 2 , E^ et D'̂  l 'union des i n t é r i e u r s de E^ , E 2 , E^ . 

Si le point de coordonnées ( X,p ) es t ex t é r i eu r à D ^ ou D'̂  , a lo r s ou 
b i e n 0 < N ( e ) < m , ou b i e n 0 < N ( e " 1 ) < m . 

Or l ' e l l ip se d 'équation X 2 - XY+ Y2 - 21. X - 2 ^ j Y = 0 a pour 
cen t re le point de coordonnées X' = - ( 4 ^ + 2lp/3 , Y' = - ( 2 t . + 4 t * ) / 3 
et son équation au cen t re e s t : 

( X - X ' ) 2 - ( X - X ' ) ( Y - Y') + ( Y - Y ' ) 2 = ^ ( t 2 + l.H+l.'2 ) 
3 1 1 1 1 

avec X ' 2 - X'Y' + Y ' 2 = — ( l 2 + i. I! + l!2 ) . 3 i i i 

2 2 
Mais , peur i = 1 , 2 , 3 , les six quanti tés + + ^ e t 

( . t . ) 2 + ( - £ ) ( - £ ! ) + ) 2 sont égales à 

Log 2 | TiJ + Log |r). | Log h ' | + Log 2 h ' I k ( t i ) 

T 2 m T 2 m Log — Log — 
4 4 

Les six e l l ipses E j , E 2 , E^ , E'^ , EJ> , E^ sont donc six e l l ipses éga-
les passan t p a r l ' o r ig ine et c e n t r é e s sur l ' e l l ipse d 'équation 

r/ 2 L X - X Y + Y = - K ( r , ) / 2 . On vér i f i e qu'une e l l ipse E t et ur:e el-
3 Le g — 1 

4 
l ipse E^ se coupent su r l ' e l l i p se E d 'équation X 2 - XY +Y2 = ^ ( T l ) 

b e d 1 2L 
^ L 



et que si un point es t e x t é r i e u r à E , il e s t e x t é r i e u r à D^ ou à D2 . 

~ ^ 4-3l(il) ,,, , 2 2G ^ m Donc , si r > — - — ' , M a x ( e , e , e ) < _ ou 
L o s 2 BL 4 

4 

2 2 o 2 ^ Max( e" , e" , e~ ) < — , donc e ne peut pas ê t r e un élément de 
4 

K . On a donc t rouvé une cons tante M , 

M = _ A i i n l 
-, 2 m Log — 

4 

te l le que h ^ M . 
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