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SUR L'ARTICLE DE H.W. LEOPOLDT |INTITULE

Uber Einheitengruppe und Klassenzahl

reeller abelscher Zahlkdrper [2] .

par Bernard ORIAT

Introduction

Le présent article n'a aucune prétention a quelque originali -
té que ce soit . Nous nous proposons d'énoncer et de démontrer les ré -
sultats de [2] qui nous ont paru les plus importants . Les autres seront
cités sans démonstration ou plus simplement omis .

Nous supposerons connus les paragraphes I, 1II et IV de [3].
Nous conserverons d'ailleurs les notations de cet exposé et ne ferons a
ce sujet aucun rappel .

Fixons quelques notations . Dans la suite , sauf mention con-
traire , K/@ sera une extension abélienne finie réelle , G sera son grou-
pe de Galois et ¥ son groupe de caractéres . On désignera par %' l'en -
semble des caractéres de G irréductibles sur @ . On notera EK le grou-
pe des unités de K , RK le régulateur de X , hK le nombre de classes
d'idéaux de X .

Si M est un Q{G]-module ( noté multiplicativement ) , il se

e ]
. e 3 " . .
décompose en produit direct M= [[ M , OUu e , est 1'idempotent
W'€EX'

de Q[ G] associé a »' . Le fil conducteur de l'article que nous nous pro -
posons d'étudier est le suivant :

Essayer d'obtenir des décompositions du méme type (c'est-a-
dire sous forme de produits de quantitésindicées parles élé-

ments de X' ) pour les parametres suivants : le régulateur de

X et le nombre de classes d'idéaux de K .




Soit » un caractére de K . Dans les paragraphes I et 11, on
introduira les groupes EK et E;: . Il s'agit de groupes d'unités abdlien -
nes rdéelles ne dépendant que du caractére rationnel n' . ( Nous noterons
indifféremment E}t ou EK. ,
pelds des n-~unités . En général ce ne sont pas des unités de K . Quanta

+ + s
E, ou EK.) . Les éléments de E, seront ap -

F: . il est défini comme l'intersection de E% avec le sous-corps Kx de
K . La proposition Ib donnera une majoration de '[EK : E:] et la proposi-
tion IIb montrera que | EK1 et | E: | ( groupes des valeurs absolues de E,

et EZ) sont des Z[G]-modules isomorphes , simples de caractéere »' .

’ On introduira également deux sous-groupes de EK : EK et
K+ K
E 7 . Lepremier est tel que | E" | soit le novau de I‘EK | , c'est-a-dire
le plus grand sous-module complet de | EK | . ( Les notions de modules

simples et complets ont été introduites dans [3] § 1II) . L'autre véri -

v K
, + . . .
fie E " CE" et |E * | est aussi complet . On a les décompositions en

produit direct

' K, m K, &0 Ky & +
E 7| = [ E 7| avec | E 7| = ‘EK,l ;
n'ex!’
0 e, e
| oL I S -L S avec $EK1K:!EK,QK‘, .
n'€x!

+ + S s K
Le groupe E ~ et les groupes E, seront plus utilisés que E™ et E,. Les
groupes de #n-unités E, n'interviennent d'ailleurs que par l'intermédiai-

re de EK . Ills ne servent qu'a obtenir les majorations de Q;{ = [EK:EK+]

-

données par les propositions IIc , 1Id et Il e .

Le paragraphe 1II traite des régulateurs . Soit H un sous -

groupe de EK , complet en tant que Z[GJ]-module . On introduit des quan-

tités Ri(,(H) , appelées #'-régulateurs de H dans K . Le résultat es -

sentiel de ce paragraphe est la proposition IIIf qui montre que le régu -

. e e = e

lateur de H est le produit de [l R}f, (H) par un coefficient ne dépen-
n'ex!

dant que du groupe de Galois G .

Dans le paragraphe IV , on s'intéresse a la décomposition de
hK . On introduit des quantités hn' qu'on appelle #'-nombres de classes

ot qui ne dépendent que du caractére #' ., La proposition IV ¢ montre que

G
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le nombre de classes de K , hK , est le produit de - hy. par deux

n'ex’
coefficients : 1'un ne dépend que du groupe de Galois G et l'autre est
+ K+
dgal a QK = [EK :E "] . La démonstration de ce résultat utilise la

décomposition dé RK obtenue dans le paragraphe précédent et la formule
analytique donnant le nombre de classes ( réelles ) de K . On est conduit
a définir des < unités cyclotomiques > de K et on obtient , a la propo -
sition IV b une formule qui montre gue l'indice du groupe des unités cy -
clotomiques de K dans le groupe des unités de K est le produit de hy par
un coefficient ne dépendant que du groupe de Galois G . Ce résultat est
a rapprocher de ceux obtenus par Hasse et contenus dans [ 1], mais n'en
. est pas, semble-t-il, conséquence ; non plus qu'inversement . Les uni-

tés cyclotomiques de Leopoldt ne sont d'ailleurs pas les mémes que celles

de Hasse .

. 1

Premiére définition des # - unités .

1) Préliminaires . Soient ® un caractére résiduel et KK /@ 1'extension

cyclique correspondante ( [3] § IV ) . Soit ¥ le groupe des caractéres
. engendré par » , c'est-a-dire le groupe des caractéres de K, . Soit a

un élément de KK non carré dans Kn . Considérons l'extension quadra -

tique KK(A/E)/ KK .

Lemme [ a. Supposons que % soit pair et KK(N/E)/@ réelle et abélienne.
Supposons que l'idéal de KK engendré par a soit le carré d'un idéal de
K, . Alors le corps KK(A/E) est composé de K, et d'un corps quadrati -
‘ que réel ; en d'autres termes , il existe un caractére quadratique ¥ de
b conducteur ’fw tel que K (Va) = KK(«/—ka) .

démonstration

Montrons tout d'abord que l'extension Kn (JE)/@ n'estpascy-

clique . En effet , si il en était ainsi , désignons par T un générateurde

» son groupe de Galois et par 2" son degré . Nous aurions alors
— n —
(M/a)”r = -Ja d'ou
. (« /_a>1+T+...+Tn—1)T Ja 1+T+.,.+Tn'1
N S

et NKK /e (a) n'appartien -

R
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drait pas @ G~ . Or cette quantité doit engendrer le carré d'un idéalde Z

, ot elle doit etre positive puisque KK(A/E) est réel ,
['extension K (va)/Q@ doit donc tre composée de K et d'un corps qua-
dratique rcéel . Désignons par | son caractére . Comme le conducteur

d'un corps quadratique réel coincide avec son discriminant, nous aurons

donc KK(«/—a) = KK(«/Q) .

Définition . Toute extension Kx<“/g)/Ku vérifiant les hypothéses du

lemme précédent sera appelée une | -extension

Lemme 1b . Soient KK(“/F;)/KK une | -extension et L le plus grand sous-
corps de K% tel que [L:Q] soit une puissance de 2 .
Les deux conditions suivantes sont équivalentes

- Il existe une unité a de K}t telle que K%(A/fw) = KK(A/EL) .

s - Il existe une unité n de L telle que L(A/IT) = L (V’/?])

démonstration

n_ - . . : s
Posons [Ku:@] =2 u , avec u impair . Si la premiére con-

dition est vérifiée , on aura ftl' = b2€ , avec b dans Ku . D'ol :
} u 2 — :
? e Ng g Y Ny g () et LGRS L( Ny gy ()

La réciproque est évidente .

Nous utiliserons également le résultat suivant concernant les

déterminants de groupes

e g

Lemme 1c . Soit G un groupe abélien fini . Soit (uo) une suite d'indé -

termindes sur Q indexée par G . Posons u = L U 0 ; c'estun élé -
ceG

ment de l'algebre @(uc) [G] . Soit ' l'ensemble des caractéres de G
irréductibles sur @ . Soit u 1'application de @(uc) [G] dans lui-méme ,
o

définie par u(z) = uz et soit u, , sa restriction a 1'idéal @ (uO )[G] CHp

-] -]
Les déterminants de u et u,, sont donnés par

. "

: Detuw= i )3 \Lr(O)uO .
1 oy EeEn' 0€G

) ° °

: Detu = [ Det u_, .

n'ex' "

(e



démonstration

Nous avons @(uc)[G] = @ @(HODEG] e ,.Ledéterminant
n'ex "

[} c -]
de u estdonc le produit des déterminants des restrictions u,, deu a cha-

cun des iddaux @(uc)[G] e, . Etendons w, a C(uc)[G] e =

gw' C(ug)[G] e, . L'ensemble {ew }41 ¢+ estune base de ce C-espa -

ce vectoriel et comme Gew = 1$J(<J)e‘lf , Nous aurons
u%.(e.b) = uew = QGEG ug tL’(O)} e‘l’ . D'ou 1'égalité

Detli%,= I QOZﬂ(o)uO) :

yeEn' =G

2) Définition des #-unités . On dira que € est une unité réelle et abé -

lienne si € est une unité contenue dans une extension réelle et abélienne
de G . Soit » un caractére résiduel pair et Kx le corps cyclique ( réel)
correspondant . On dira que € est une #x-unité si € vérifie les 3 condi -
tions :

a : ¢ est une unité réelle et abélienne .
b : 62 appartient a Kn .
c

NK%/L(C ) = 1 pour tout sous-corps strict L de K%

Une #-unité sera dite propre si elle appartient a Kn et im -
propre dans le cas contraire . On désignera par E, (resp. EF) le

groupe des #-unités ( resp. #-unitds propres ) .

Remarque . Les groupes d'unités définis ci-dessus ne dépendent en fait,

que du caractére rationnel #' . Nous emploierons indifféremment 1'une ou
+ +

Wt En ou EK, .

On prendra la méme liberté avec d'autres quantités indexées par ' .

l'autre des notations EK ou E

L'application € - 62 est une application de En dans E: etcela

prouve que l'indice [EZ : En ], s'il est fini , est une puissance de 2 .

Ay,

Définissons q, en .posant [E: : En] = 2 . L'objet du paragraphe sui -

vant est de montrer que q, vaut O ou 1 .




3) Majoration de qy -

Proposition 1a . Soit ® un caractére pair , dont 1'ordre g, est divi -

sible par un nombre premier impair . On a alors q, = O . C'est-a-dire

qu'il n'existe pas de ®-unité impropre .

démonstration

Soit € une #-unité . L'extension Kx(e)/Kn est une { -exten -
sion . Reprenons les notations du lemme Ib ., 1l existe une unitén de L
2 2
telle que ¢ =b"n .

Comme L est différent de Kn nous avons
1=N (e?)- N b)Y et K. (e)=K (JR) =K
KK/L KK/L n = Py T By o
Cela prouve que € appartient a Kn .

Lemme I d . Soit ® un caractére pair dont l'ordre g, estune puissance
Y n . (o

de 2, c'est-a-dire g = 2 . Soit 0 un générateur de Gal(K, /@) . Si

une unité a de K, vérifie les quatre conditions

a a est totalement positive .
2n-l
b cx1+c =1
- . hY 2
c' o1-9 appartient a Kn .
d' : «a n'appartient pas a Kx ,

alors 4/a est une x-unité impropre . Réciproquement si n est une #x-uni-

: té impropre , alors a = n” vérifie les quatre conditions ci-dessus.

démonstration

Soit @ remplissant les conditions ci-dessus .
On déduit de a' et d' que K (Wa)/ K, est réelle de degré 2 .
On déduit de c' que KK(JE ) /Q est galoisienne . Soit G son groupe de

Galois . 11 posséde un sous-groupe H d'ordre 2 distingué ., Ce sous -
groupe H est donc inclus dans le centre de G et comme G/H est cyclique,
on en déduit que G est abélien . Enfin , la condition ¢ se déduit de la

condition b' . La réciproque n'est pas plus difficile .

; IS



Proposition 1b . Pour tout caractére u pair , la quantité g, vaut O

ou |

démonstration

Compte-tenu de la proposition précédente , nous allons sup -
poser que l'ordre 8, de n est égal a 2" . Considérons \E; |, ensemble
des valeurs absolues des éléments de E; (ou si l'on préfere

!E:t - E:/ {£1} ). Soit G, le groupe de Galois de Kx/@ et 0 un gé -
-1
on

) + +0
nérateur . Nous avons donc , pour tout € de EK R el =1

RN A N B e

Le groupe | E: | estunZ [G] - module , libre de type fini en

tant que Z-module . Etendons l'anneau des scalaires Z[G) a Q[ G] . Nous

2

. + s
montre que les composantes simples de 8;{ ont toutes pour caractére x'.

obtenons alors | E;: \Q = 8: . Sil' est un caractére rationnel de Gy dif -
: n-1 2n-1
H z [} t N
‘ férent de #' , nous aurons O ew = etl: , d'ou o ew. ew. et
1 on-1 ey
i ew.=——(l+0 )ew, . D'ou |e| = 1 pour toute # -unité € . Ceci
<

D'autre part , considérons le groupe des unités de Kn noté E

Ky

Q 5
Nous savons que €x -~ \EK |~ a pour caractére la somme des carac-
2 2

téres rationnels de Gn différents de 1 ( (3] Proposition IIla) . On en
déduit que IEKI estun/Z [GK]-module simple de caractére n' , ( Ce ré -
sultat est d'ailleurs toujours vrai , quel que soit la valeur de g, - Ceci

sera démontré dans le paragraphe suivant ) .
Introduisons maintenant 1l'ensemble

Eft . {e ,e¢€ E: ; el'c € ]é } . Nous avons les inclusions

%
E;: o E:"' o E;ZD E;+(1'G) et | E;+ | estunZ [G, ]-module simple de

. .y — + .
caractére #' ., Considérons 1'application de | En+ | dans | E:+ | qui asso-

Y

cie '\ell'oa

€| . En appliquant le lemme lc avec G = G, etu=1-0 ,

nous constatons que

++ | | ot+1-0 °
UE% ‘-tEk-’.l J=detu —N(

" (1-n(o)) =2 ,

)
@g"/@

Nous en déduisons que [E;+ : E;ZJ = 1 ou 2 . Enfin, considéronsl'ap-

o ++ . s
plication de Ey dans E, " qui associe €~ a ¢

Elle induit un isomorphisme de E/E; dans E:+/E+2

w En effet, si n

o




. . ot (e .
appartient a En , M vérifie les conditions a', b', c¢' et appartient & Kx .
Donc n ne vérifie pas d' .

Remarque I a . On trouvera dans [2] le résultat suivant , qui donne aussi

une majoration de qy © Si % est un caractére pair de conducteur une puis-

sance d'un nombre premier , alors q, =0 .

4) Existence de ®x-unités impropres .

Proposition Ic . Soit ¥ un caractére quadratique pair . Si l'extension

correspondante Q(/T )/Q posséde une unité fondamentale de norme 1
"

alors il existe une #-unité impropre . C'est-a-dire =1
Gy

’

En effet , 1'unité fondamentale de Q(ﬁ’:) vérifie les condi -
tions du lemme 1d .

Remarque Ib . Leopoldt montre dans (2] un résultat plus fort

Pour tout n , il existe une infinité de caractéres #* d'ordre 2% tels que

q“K=1.

Remarque Ic . Soit € une x-unité impropre . L'extension KK(e )/KK peut

étre ramifiée ou non ramifide .

11

Deuxiéme définition des »x-unités . Propriétés de structure .

1) Définition du symbole |€ lx' . Soit K/Q une extension abélienne fi -

nie réelle , G son groupe de Galois , g son degré , EK le groupe desuni-
tés de K . On désigne par | Ey | le groupe des valeurs absolues des élé-
ments de EK . 11 s'agit d'unZ [G]-module , le groupe G opérant par

|a|% = |a’| . On désignera par ey le @[G]-module déduit de |Eg | par
extension de 1'anneau des scalaires 8 @ . ( Ce que 1'on avait noté dans (3l
sur: B |9 .

Si L estun sous-corps de K , alors €; peut atre considéré
comme une partie de 6K . 11 s'agit alors d'un sous-Q[G]-module de €y

et c'est 1'ensemble des éléments de E’K invariants par Gal(K/L) .

T



Soit ® un caractére de K , c'est-a-dire un caractére complexe
de G . Soit €, 1'idempotent de Q[ G)] correspondant au caractére ration-
nelx' de G . On a donc &1 = 1z K'(O°1)O . Sia estun élémentde

g 0€EG
e , }

SK , @ est aussi un élément de EK . Soit Kl/Q une extension abélien-
ne réelle telle que K1 contienne K . Introduisons comme précédemment
G1 » 89 E‘,Kl . L'élément o appartient aussi a 8K1 . Soit 1l : G1 - G
I'homomorphisme de restriction . 11 s'étend en un homomorphisme de
Q[G,] sur Q[G) au moyen duquel &y devient un Q[G,]-module . Le ca -
ractére %' peut aussi étre considéré comme un caractére rationnel de G1
( en le confondant avec #'o I ) . 11 lui correspond alors un 1dempoteint

K'

el 13 w'(o” 1)0 . Nous avons H(e ) = e, eta =a ! .

1
" g, © €Gy
Nous avons donc montré , que bien qu'il existe une ambiguité dans lano-
tation e, qui ne fait pas apparaitre le groupe G sur lequel a lieu la
<< décomposition > e, = 1 z n‘(o—l)o , par contre il n'y en a plus
g 0€EG

e ., e
" . . "
pour Q qui ne dépend plus que de #' . Nous poserons G, =a et

nous appellerons cette quantité : x'-composante de a .

Soit € une unité abélienne réelle et soit ¥ un caractére rési -
duel pair . Il existe une extension abélienne réelle K/Q telle que # soit
un caractére de K et telle que € appartienne & K . La quantité |¢ ‘u' yque
1'on appellera n'-composante de € , ne dépend donc pas du choix de K .
Ce n'est pas , en général , une unité réelle abélienne . Comme elle est

invariante par Gal(K/Kk) c'estun élément de €y .
%

2) Deuxieme définition des #'-unités . Soit # un caractére résiduel

pair et € une unité réelle et abélienne .

Proposition Illa . L'unité € est une x'-unité si et seulement si
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démonstration

Soit donc K/Q une extension abélienne réelle telle que % soit
un caractere de K et € une unité de K . Soit G son groupe de Galois , ¢
son degré . Soit g, l'ordre de n . Nous désignerons par ¢ un élémentde

G tel que # (0) engendre # (G) . Soit enfin e, 1" idempotent

e, = 1 L K'(T—l)T . Nous allons commencer par mettre e, sous
g T€G
une autre forme . Si Tl appartient & Ker # , nous avons
H(t)=nu(1") et W' (1)=n"'(7") . D'ou :
- N
eK,=-l z >< w'(o k)ok/‘
g T€Kermn O<kSgK
Si (k',g )=k, ona x' (e )-n (™), aou
ek.=i< z T> L ow' (o™ ™) )Z k>
T € Ker « k (k' k
g er g, kg%S
Posons pour tout k divisant g,
A(Ok) L ook et B(ck) = L e
(k', gx) k klu
O<k' < g, O<uSgK
e 21 . k » d
On vérifie élémentairement que B(o ) = A(o™)
kidlg,

En inversant a 1'aide de la fonction de Mobius , on obtient :

A(ok) = kldl (d\ B (o)
s _1 5 N ¥ v~ K )\
D'ou e, g(T%KerxT/Qk\gkk(o ) s u( >B(o
"
_1 o ¥yu(d dy
g<T§KerK >< k\d we u<k>>B(O >

En posant C(d):i- L K'(O'k)u(é> , nous obtenons
g, kld k




o

Montrons maintenant que C(g%) = 1 . Soit [ une racine pri-

: mitive gjme de 1 . Nous avons
| - - -k ; gK\ k gV\
o ' (c7T)u =, =L Tr (CHul =2
v(g, ) g /d
SR R (AP T ES
dlg, ©(d) @ 77/a
| = cp(gx)/cp(d) = 8,
dlg,
f /d
: car Tr 4y (ng ) = u(d) et u(d)2 =1
a-’/a

i Supposons que € soit une #-unité . D'aprés la condition b

2 ., . NN
€7 doit appartenir a KK . On aura donc : €2T = €2 pour tout T apparte -

nant & Kern , d'ou :

2 T T 2(g/gK)

T€ Ker n _ e

On en déduit les égalités

2e.,, 2(g/0( T r) L C(d)B(ehH
" S8 CTEKerK >dlg,;t

€ = €
2T c(a)BGh d
= € sn = H (€
dlg,
ZB(od)
| Or ¢ = NK /Ld (62) ; en désignant par Ld le sous-corps de KK
! R

i de degré d sur @ . Cette quantité est égale a 1 pour tout d différent de

g, » en vertu de la condition ¢
ZeK, 2C(gk)

2 . S
Il reste donc € = € = e¢” dou el = |e]
Réciproquement, supposons que | € ‘n' = |e| . Nous avons
Te, =€, pour tout T de Ker # . Cela montre que €“ est invariant par

tout élément de Ker » , donc appartient a Kx ( condition b )
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Soit un sous-corps de K% . 1l est de la forme K, avec 1 caractére de G
_ 2 o s
tel que Ker ¥ = Ker # . Comme ¢ est invariante par tout élémentde Ker x

et comme Gal(Kx/K¢> est isomorphe & Ker ¥ /Ker # , nous avons donc:

2(1/ |Kern|) L T
] 25 TE€ Ker ¢
Ny /X (e7) = ¢
w'y
‘ Considérons la quantité (1/| Kerx|) L T . Il s'agit d'un idem -
T€ Ker {

} potent de @[ G ] et il est facile de voir que c'est la somme des idempo -

tents ew. pour tous les caractéres d!l' rationnels irréductibles de G tels
1

que Ker 'JJlD Ker ¥ . Sidonc K, # Klﬂ ;e n'apparaft donc pas dans
cette somme et l'on aura
<

eK,

L T = 0 . Ceci prouve que Ny /X (62) =1
t T€Ker ¢ weoy

( condition ¢ )

Remarque II . On trouvera dans (2] une troisiéme définition des # ~uni -

tés qui s'énonce ainsi : Soit ® un caractére résiduel pair , g son or-
éme . (s

dre , @K le g, polynome cyclotomique et 0 un générateur de Gal(KK /).

Une unité € est une #-unité si et seulement si elle vérifie les trois con -

ditions

et e o

- € est une unité réelle et abélienne
2 3 \
- €” appartient a K,

2% (o)
- € " =1

e

3) Structure des groupes de #-unités . Soient x un caractére résiduel

pair différent de 1 , g, son ordre , Ku /@ 1'extension cyclique réelle

correspondante , Gx son groupe de Galois . Les groupes des valeursab-

solues des % -unités | E, | et lE:\ sont des Z(G, ]-modules .

La proposition suivante précise la structure de ces modules ( la notion
' de module < simple > a été définie en [3] § 11I) .

Proposition IIb . Les Z[G, ]-modules | EK| et | E;\ sont isomorphes .

Ce sont des Z[GK]—modules simples de caractéres #' . En tant queZ -mo-

dules , ils sont libres de rang (g, ) .

_
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: démonstration

Si q, = 0, les deux groupes En et E: coincident . Supposons
| donc que q, = 1 . Reprenons les notations introduites dans la proposition

Ib et sa démonstration . L'application |€| - 62 est un isomorphisme de

IEK\ sur 'E:ﬂ . D'autre part , puisque [E:+: E:z } =2, on aura alors
| E:Z = E:+( 1-9) . L'application |e] - €2 est un isomorphisme de |E:| sur
| E: I 2 . En résumé, on a les Gx-isomorphismes suivants :

1B, | = [EF [ o [EF 119 - EF |2 = B

Soit EK le groupe des unités du corps Kx . Soient E: et 8K
" "

les O[GK]-modules déduits de IE:l et |EK | par extension de 1'anneau
X

i
l
? des scalaires deZ a @ . Le module 8: est un sous-module de ex - Le
. "

3 caractére de ce Z[GK]—module est la somme des caractéres de Gn irré -
Y ductibles sur @ , différents de 1 ( [3] Proposition IIl a ) . On déduit de
i la proposition 1l a que le caractére de 8: estn' . Ce Q[GK]-module est
‘

donc isomorphe a 1'idéal Q[ G] e, de a[G] . Celui-ci est isomorphe a

Q(gx) ( (3] Propositionl a) . Le rang de IE: | , en tant que Z-module,
est donc cp(gn) .

4) Groupe des unités d'un corps abélien réel . Soit K/Q une extension

abélienne finie réelle . Les notations G, g, ¥ , ¥', Ey , |EK| ont tou -

jours la méme signification .

Définition de EK et Qg - Pour tout x de £ , on pose E’I(( = EK N E,

On désignera par EK le produit it EE. et par QK I'indice
, n'eEx'
f Qx = { Eg: EK ] (Les notions de <« noyau > et module <« complet >

employées ci-dessous ont été définies en [3] §I11) .

e

Proposition II ¢ . Le groupe IEK | est égal au produit direct Il | Ef,l .
. o 1] E Il
. Le Z{ G)-module \EK | est le noyau de ]EK | , c'est-a-dire le plus grand
‘ g-1

sous-Z{G]-module de |EK | complet . L'indice Qg est fini et divise g

(5
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démonstration
e,
Si € appartient & E]}E, , nous aurons alors |¢| =l et
e-:', ]
e " =1 siy'#u' (Propositionlila)
Ceci montre que le produit il ‘ E}f, \ est direct . Soit maintenant H

n'ex!

€
un sous-module de 1EK| complet . Nous aurons H "cHc ‘EK | et en

vertu de la proposition 1la , Hew - lEn | , d'ol Hew c IE}}, | . En fai-
sant le produit sur les #' de £' , nous obtiendrons HC \EK‘ . Ceci mon-
tre que tout sous-Z[GJ-module complet de \EK | est contenu dans \EK} .
Montrons maintenant que | EK | est complet . On déduit de la proposition

Ib que E}f est égal a Ex ou E: . Ceci montre , d'apres la proposition 1lb,

que iEi( | estun Z[GK]-module simple , donc complet ( [3] Proposition
111 c) . Il conserve ces propriétés en tant que Z[GJ-module . Finalement,
| EK | sera donc unZ[GJ-module complet et c'est donc le noyau de | EK] .
Sa dimension sur Z est g-1 et nous avons vu dans la démonstration de la
proposition 111 b de [3] que | EK l € est inclus dans le noyau de | EK! )
c'est-a-dire dans \EK | . On en déduit que QK divise gg—l . Cette majo-

ration sera améliorée par la proposition suivante

Définition de l'ordre limite 8 de @{G] . Nous appellerons ainsi la
somme 8 =Z[G] + ey Z2{G], ou e, désigne l'idempotent de Q{G] associé

au caractére unité de G, c'est-a-dire e, = —1 L o . C'estunordrede
g 0€G

Q[G]J qui vérifie Z[G] € 8 € &.Son discriminant est gg-2 . On appellera
indice limite et on notera Qg l'indice [:8 ]
Compte-tenu de la valeur du discriminant de & ( (3], §111), on a

1/2

QG=<8g-2/ K'IGII' d%') ’

(g >
ol d%' est le discriminant du corps cyclotomique Q@ &
¢

Pour toute unité € de K , ona |¢| = 1. On en déduit que

'» Ey | est un 8- module

Leopoldt affirme , dans [2]




Proposition Il d . L'indice QK divise l'indice limite Qg
K K

Définition de E © et Q}L( . Nous poserons E oI E:,
- w'ex
K+ K + + K+

na E < E . Ondésigne par QK I'indice QK = [EK : E ]
Proposition Il e . Le groupe |E +\ est égal au produit direct

I iE;, | . LeZ[G)-module |E *| est complet et contenu dans le
K'Ex'

q

noyau ’EK | de IEK | . L'indice Q% est de la forme Q% = 2 K QK avec

La démonstration ne fait pas intervenir d'autres arguments

que ceux employés dans la démonstration de 11 ¢ .

11

Régulateurs

1) Définitions des ®-régulateurs d'unités . Soient, comme précédem -

ment , K/Q une extension abélienne finie réelle , G son groupe de Galois,
EK le groupe de ses unités . On désigne toujours par 8K le QL Gl-module
déduit de lEK | par extension de l'anneau des scalaires deZ a Q@ , Soit

a un élément de BK et soit #» un caractére de K différent de 1 . Nous po -

serons RK(CL) = 1l ( z ll!(O—l) Log I(IO * > et nous appelle -
& 1
[ Y en ceG

rons cette quantité le x~-régulateur de o dans K . Comme il ne dépend que

. 5K
de n' et non de # , on le notera aussi R _,(a) ,
¢ "

Dans le cas particulier ol K serait égal a KK nous parlerons
? seulement de #-régulateur et nous le noterons alors R (a) . La propo -

sition suivante relie ces deux notions

Proposition 11l a . Le n-régulateur de a dans K dépend uniquement du

n-régulateur de a . et du degré [ K :Kn ] . Plus précisément on a la for-

(gk)

K ®
mule R, (a) = [K:KK] Rk(cw) .

A==
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démonstration

On désigne toujours par %' l'ensemble des caractéres de G ir-

réductibles sur @ . Nous avons Q = I
n'ex!

a , et on en déduit

< -1 o) -1 o}
o ¥ (a7 Log la” | z L $4(c"") Logla’,
SEG ° K'Ei'QOEG %81 ‘>

h z z w(c"lT'l)Log(ai,TO).

#w'€%' "T€Kerxn 0 mod Ker n

La derniére somme est effectuée suivant un systéme de représentants de

. G modulo Ker # . Puisque T appartient a Ker ® nous avons 7 e, r=¢, et

oT o b T4 Tie s
o o= Q. d'ou 1'égalité :

e h Log |a” | =

oeG
} -~ -
5 - (v T e HLegleld,]) .
; w'€X' “T1€Kern 0 mod Ker «
.) 1
La quantité L ¥ (17%) est égale & O si Ker » 1'est pas inclus dans

T € Ker n
Ker ¢ . Supposons donc que Ker # soit inclus dans Ker { ; la somme
contenue dans la derniére parenthése peut se décomnoser de la facon

suivante

3 X b D Log |l ) =

’ TmodKerw(GET(Kerk) " >

}

: = ) \l!('T-l) L Log | cci. L.
i T mod Ker ¢ =1 (Kern)

La derniére somme peut s'écrire comme le logarithme du produit

Il CLG, . Mais a , appartient a £, et ce produit est égal a
K n K
T (Ker ) %

[

o)

1 ai, , O parcouraht Gal/( Ku/k\lr> . Siwn'#y', alors Kerxn # Ker ¥ et
KK # K‘l’ . Par un calcul analogue & celui qui est développé dans la réci-
proque de la proposition Il a , on montrerait que ce produit vaut 1

Il reste donc
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T (o D Log el - [K:K, ] 5 5 (571 Log |0 |
sE€G

o mod Ker §

v

[K:K

) T v ™HLeglad |,

v oEGw

en désignant par G‘l' le groupe de Galois de Kw /Q . En effectuant le pro-

duit sur les caractéres I'-conjugués de ¢ , on obtient le résultat annoncé.

Remarque IIl a . 11 est montré également dans [2] , que Ru (an‘) est nul

si et seulement si Qv = 1.

2) n-régulateur d'un groupe d'unités . Soient ® un caractére résiduel

pair , différent de 1 et € un élément de €, -

Soit (e) le groupe engendré par € et ses conjugués . Si Gn désigne le
groupe de Galois de KK /a, {e) est donc le Z[GK]—module engendré par
€

Remarque II1 b . Si € est différent de 1, alors (e) est unZ[GK]-mo -

dule simple de caractére n' . En tant que Z-module , il est libre de rang
Cp(gn) . En particulier , si € est une #n-unité différante de £1 , 1'indice
(E, :(e) ] est fini .

En effet , (e) esﬁ-module sans torsion et de type fini ,donc
libre . Si l'on étend 1'anneau des scalaires a @ , nous obtenons <€>@ qui
est inclus dans €, . Or ce @[GK]-module est simple ( Proposition 11 b ).
Nous aurons donc <€>@ =& .

Soit maintenant €, un élément de () . (11 est entendu que ¢
et €, sont différents de 1 ) . 1l existe u dans Z[GK] tel que €, = " .
Rappelons que dans la démonstration de la proposition la de [3] , nous
avions étendu » a Q{GJ) . L'homomorphisme obtenu , que l'on note encore

X , & pour noyau (j Q[GK] €y et réalise un isomorphisme entre
w t K’
)

@[GK] e, retQ & . Le symbole # (u) représente donc un élément de

; ()
‘ Q * . De plus , -Z[Gu] e, correspond dans l'isomorphisme ci-dessus

(g,)

a 1'anneau des entiers de Q . Ceci montre que » (u) est un entierde

(g,
@gx

. Nous poserons

A
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Nk(u) = N, ) (x(u)) . ( Sil'on remplace #» par un caractére o -
a /g

conjugué , ® (u) est remplacé par un conjugué et NK(u) n'a pas changé.
Cette quantité ne dépend donc que de #' et peut donc &tre notée N, ,(u)).

Nous avons :

S ow(o D) Log 1% cu(u) T #(o™) Log ||

o'EGK GEGK

d'oti I'on déduit R, (e™) = N, (u) R, (e)

D'autre part l'indice [{e):(e 1>] est le déterminant de 1'ap -
plication x - x' de 8% dans 8}{ . Comme EK est isomorphe a @[Gn] e, en
tant que @[GK]-module , 1'indice considéré est égal au déterminant de

l'endomorphisme : y~ yu de @[Gn] et - La matrice de cette applica -

tion se diagonalise dans C , Elle est semblable a la matrice diagonale

111\(}1) ’

ou § parcourt la'-classe de n . Le déterminant de cet endomorphisme

est donc Nn(u) . Nous avons démontré :

Proposition II1 b . Soit # un caractére pair . Soient € un élément de EK
et {¢) le sous-groupe de & engendré par les conjugués de € . Soitu un
élément de Z[GK] ; la quantité € est donc un élément de (e) . Sic et e"
different de 1, les groupes (e) et {(¢") sont des Z-modules libresde rang

v (g, ) et nous avons les égalités
[{ey:(e™)] = Rk(eu)/Rx(e)(= I)\In(u) ,

ot N, (u) désigne la norme dans @ = /@ de x(u) .

Désignons par H un Z[GK]-module , de type fini en tant que
Z -module et contenu dans 81( . Nous pouvons faire au sujet de H la méme
remarque que celle qui fut faite pour {¢) : Si H n'est pas réduita 1 , H
est un Z[Gu]-module simple . En tant que Z-module il est donc libre de
rang (g, ) . Il est entendu que désormais H est supposé différent de 1.

Si € appartient & H et différe de 1 , désignons par § 1'idéal
de Q[Gx] e . dont l'inverse est défini par

y'lo(vivealgle,,, " €H]

1
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Désignons également par N, () la quantité N (o) (x(y))
Q /Q

Proposition 11l ¢ . L'idéal § ainsi défini est entier . Sa classe ne dé -

pend pas du choix de € dans H . Elle est égale a la classe principale si
et seulement si H est engendré par les conjugués d'un de ses éléments
( autrement dit si H est un Z[GK]-module monogeéne ) . La quantité

R, (e )/Nk(b) est indépendante du choix de € dans H .

démonstration

Z[GK] e, estl'anneau des entiers de @EGK] e, . Puisque ¢
appartient & H , Z[Gu] e, est donc inclus dans § = ; ceci montre que b
est entier . Soit €, un autre élément de H , différent de 1 . Puisque EK
est un @[GK]-module simple ( Proposition 11b ) il existe v dans @[GK] tel
que €4 = eV . On peut supposer que v appartient a Z[Gn] . ( Si cela n'est
pas , on peut toujours s'y ramener puisqu'il existe €9 tel que €,y = eV =

u
€, avecuetu, dans Z[Gx] ) . Soit 191 1'idéal défini comme j & partir

de €1 . Nous avons 191 =ubh = ueK,Iy . On en déduit que Y et 191 sont
dans la méme classe . D'autre part on déduit de la proposition II1b 1'éga-
lité :

R, (e) /N, (§) =R, (e )/ N ()

Supposons que H soit engendré par les conjugués de € .
On a donc H= (¢) . Remarquons que , puisque €, estun @[GK] e, -es -

¥ avec v et w dans @[Gx] e, » im-

plique v = w . Si donc v appartient a @[Gx] e, et si e’ appartient a

. L v
pace vectoriel , la condition € = ¢

we, ,
(e) , alors on aura € = € avec w dansZ [Gx]en' . L'idéal b se-

ra donc égal a Z[GK] e Réciproquement , supposons que b soit engen-

w' *
dré par un élément de la forme ue, , avecu dans Z[Gn] , on peut alors

p -1
‘ue, ,)
g . . \ A
vérifier que H est engendré par les conjugués de ¢ .

Définition du #-régulateur de H . On posera R, (H) = R (e )/ N, (9) et

_

on appellera cette quantité le x-régulateur de H . Pour un sous-groupe

de €, réduita 1 on posera Ru<1) = 0.
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Remarque 11l ¢ . Si H est engendré par les conjugués de € , on a alors
R, (H) = R, (e) .

En effet , nous avons vu au cours de la démonstration précé-

dente , que , dans ce cas , l'idéal § était égal & Z[Gx] e,

Proposition 111 d . Si Hl est un sous-Z[G%]-module de H, on a alors :

(H:H{J =R, (H)/R,(H)

démonstration

Soit € un élément de Hl différent de 1 . Soient b et t)l les

idéaux de @[G%] e, définis par :

57l - fu; et eH) et y7l-fu; e, )

Considérons 1'application u = € de l)—l dans H . Comme H est unZ[GK]-
module simple , cet homomorphisme est surjectif . Il applique E)il sur Hl'
En factorisant nous obtenons [H:Hl] = U)_l : k)ilj =19, ]

D'autre part , les idéaux b et bl sont entiers . Nous avons donc

[5,:5)=NG/N()D =R HD/R (HD

Soit maintenant K /@ une extension abélienne finie réelle .
Les notations G, ¥ , X' ont toujours la méme signification . Soit % un
caractére de K . Soit H un sous-groupe de SK , de type fini en tant que
Z -module .

e 1]
Définition du x-régulateur de H dans K . Posons Hn' =H" ; 1l est

donc inclus dans 8% . Supposons que Hu' # 1 et soit € un élément de H

tel que € # 1 . Désignons par } 1'idéal de @[G]en, ainsi défini
9-1= {u; uE@[G]eK, ; 62, € HK,} .

De m@me qu'a la proposition 11l ¢ , le rapport Rif (e)/ N, (H) est indé -

pendant de € ; nous l'appellerons le x-régulateur de H dans K et le no-

terons R}f(H) . Si Hu' =1, on posera R}f (H) =0

Proposition Ill e . Le #-régulateur de H dans K est lié au n-régulateur

de Hn' par la formule

(gK)

X ©
RS (HD = [K:K, ] R, (Hy 1)

N




C'est une conséquence immédiate de la proposition I1I a .

3) Décomposition du régulateur . Désignons toujours par K/Q une ex -

tension abélienne finie réelle , G son groupe de Galois , g son degré
Notons les éléments de G de la fagon suivante : G = {ol 13O0 5 eees Gg} .

Soient d'autre part €19 €psmny € 1 des unités de K et H le sous-grou-

pe engendré par celles-ci

Le régulateur de H est la valeur absolue de 1'un quelconque des mineurs

d'ordre g-1 de la matrice (Log Iefj \>1Si5 g-1 On le notera Ry(H).
f l=j=g

Rappelons que : RK (H) est différent de O si et seulement si \61\ yeee s
‘eg-l | sont linéairement indépendantes . Si H1 est un sous-groupe de H
et si tous deux sont engendrés par g-1 unités linéairement indépendantes,

alors on a 1'égalité
[(H:H; )= Re (H D /Ry (HD

Supposons désormais que H est un sous-Z-[G]-module de

S 1
lEKl , complet . Posons HK, -n" pour tout x' de %'

Puisque la norme d'une unité de K est =1, la composante H, de H rela -
tive au caractére unité est réduite a4 1 . Nous aurons donc

H = 11 H
KEEX n'# 1

K'

Proposition II1 f . Si H est un sous-Z[G]-module de | EK\ complet, son

régulateur se décompose de la fagon suivante
g Qg Ry (H) = T RE, (v)

ce produit étant étendu aux caractéres irréductibles rationnels n' de G,

différents du caractére unité .

démonstration

Si l'une des composantes Hn' pour #' # 1 est réduite & 1 ,

alors H ne peut avoir pour rang g-1 . Les deux membres de 1'égalité a
démontrer sont donc nuls . Nous supposerons désormais que Hu' est dif-

férent de 1 pour tout n'# 1 .

Démontrons 1'égalité d'abord dans le cas ol il existe une uni-
té € de H telle que pour tout n' # 1, H

de €

, 1 SOit engendré par les conjugués

. ¢ c'est-a-dire Hy» - (&) . Utilisons le lemme lc .
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-]
On peut remplacer la premiére ligne de la matrice de u par la somme de
toutes les lignes . Chaque terme de cette premiére ligne sera alors égal
a

— <
— _u, = Det Uy - En simplifiant par cette quantité nous obtenons
0 G

Det M = I m L ‘JJ(uO)uO,
W'EX', WAL VER' 0€G

~ ’ . . Y - . ©
ou M désigne la matrice obtenue a partir de la matrice de u en rempla -
cant chaque terme de la premiére ligne par 1 . Posons maintenant
o . s . ‘
u, = Logle”| et développons M par rapport & la premiére ligne . On a

alors

det M =g RK (Ho) , ou Ho désigne le sous-groupe de H engendré par

les conjugués de ¢ . D'autre part on reconnait dans [l L (o) U le
VEn' 0€G

w'-régulateur de € dans K , c'est-adire le #'-réguliateur de H dans K

( Remarque 1II ¢ ) . Nous avons donc

R, (H ) - T RE, (1)
STKM ol T iex gl P

Considérons maintenant 1'application de (§ dans H qui associe
elau (O estdéfini en [3] §1II) .
Comme H est complet et que H, , est simple , il s’agft d'une application
surjective . Elle a pour noyau Z ey ey désignant 1'idempotent de Q[ G ]
associé au caractére unité . Sa restriction & 1'ordr= limite 8 ( introduit

en 114 ) a pour image Ho . Nous avons donc
Rg(H ) /Ry (H) = [H:H ) = [TJ:81] = Q4
On en déduit 1'égalité cherchée

K
g Qg Ry (W) = Il R (H)

11 reste maintenant & supposer que H estun sous-Z{G]-mo -
dule complet quelconque de |EK | . Soit € un élément de H et soit 1 le
sous-groupe de H engendré par les conjugués des €., %' parcourant X'
Le Z[ G)-module I est complet et vérifie de plus 1'hypothése supplémen -

taire faite tout a4 1'heure sur H . Nous avons donc

K
g Qg R (1D = IT Ry, (DD
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D'autre part nous avons :
R (D) / Ry (H) = (H:1)=I[H,/L,]
Il reste alors a utiliser la proposition 11l d pour voir que

K
8 Qg Ry (H) = TRy, (HD

4) Systéme d'équations associé a un groupe abélien . Soient G un

( groupe abélien , X le groupe de ses caractéres complexes et ¥' l'ensem-
1 ble de ses caractéres irréductibles sur Q .

Pour tout sous~groupe S de % et tout caractére #' de ¥' posons

* 6SK'=O si »n€ S

=1 si € S .,
Nous appellerons systéme d'équations associé au grroupe G le systéme

d'équations : L 8 X

s S

5 = O, ®' parcourasnt %'
Les sommes ci-dessus sont prises sur l'ensemble des sous-groupes S
de ¥ . Les inconnues xg sont indexées par les sous-groupes de ¥ et il

v a Card(%") équations

Proposition IIl g . Les équations du systéme associé au groupe G sont

indépendantes . La dimension de l'espace des solutions est égale au nom-
bre de sous-groupes non cycliques de G . En particulier , le systéme as-
socié au groupe G admet la solution triviale comme unique solution si et

seulement si le groupe G est cyclique .

démonstration

Ecrivons le systéme associé a G sous la forme

=2 -6
S

Zséswxs Sxt Xg

ol la somme de gauche est étendue aux sous-groupes cycliques de % etol
celle de droite est étendue aux sous-groupes non cycliques de ¥ . Ordon-
nons les sous-groupes cycliques de £ par une relation d'ordre total «a

telle que si Sa S’ , alors Card(S) < Card (S') . Il y a une bijection
triviale entre ¥' et I'ensemble de ces sous-groupes cycliques . Ordon -

nons %' a 1'aide de la relation déduite de a par cette bijection , et écri -

O
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s ~
i LB / .
vons la matrice Osur ur€x ot S cyclique en respectant cet ordre

sur les deux ensembles d'indices . On constate alors que cette matrice
est triangulaire avec des termes diagonaux égaux & 1 . Le systéme écrit
sous la forme ci-dessus est donc un systéme de Krammer , d'inconnues
principales Xg s S parcourant l'ensemble des sous-groupes cycliques

de £ . Diou le résultat annoncé .

Remarque 111 d . On trouvera dans [2] un calcul explicite des solutions.

5) Relations entre les régulateurs des sous-corps d'un corps abélien

réel . On désigne toujours par K/Q@ une extension abélienne finie réelle.

Les notations G, g, £, £' ont la méme signification . Soient , de plus,
L un sous-corps de K , GL le groupe de Galois de 1'extension L/Q , 81
son degré , :{L son groupe de caractéres , ii l'ensemble des caractéres

de GL irréductibles sur Q

Appliquons la proposition IIl f , au corps L et au Z[GL]-mo -

L
dule complet E ¥ ( défini au § I1 4) . Nous aurons donc

L+ T L L+
g1 Q~ R; (E ") = ! R (CE ") .
L=6, 7L R'EEL L HEL "
Posons R,.v= RK.(E;.) et utilisons la proposition 11l e
L (g )
L + &y
R(E ") =(g /g R, .
Cp(gK)
Posons encore : Q- =g. Q 1 (g; /g )
Gy L =Gy k'Eii,u'#l L' &
Nous en déduisons
L+ I
Q~ R, (E ™) = R, .
G L WEEL WAL N

Désignons par RL le régulateur de L , c'est-a-dire : RL = RL(EL)

Nous pouvons remplacer RL(E ) par Q{ RL . D'autre part introdui -

sons les Sy définis en Ill 4 . L'égalité précédente peut alors s'écrire
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6.
E
+ Int L
Q~ Q7 Ry = L R,
G L 7L wicgr *
(en posant R, = 1) .

1
Rappelons que 1'application L - EL réalise une bijection en-
tre les sous-corps L de X et les sous-groupes de ¥ ( [3] Proposition IV
a) . Nous pouvons donc indexer les composantes d'une solution X du
systeme d'équations associé & G par les sous-corps de K . Soit X = (XL)

une telle solution . Nous avons donc

X
0 (og of R J -1,

ce produit étant étendu a tous les sous-corps de K ,

*L
Posons v(G,X) = 1l Q4
L

LcK

Pour calculer cette constante , nous utiliserons la valeur de 1l'indiceli-

mite Qq donnée en 114 . On a :
L
(g +2)/2 ©(g) 1/2
'H ' (gL/gK) dx'
A EZL

Lorsqu'on effectue le produit sur les sous-corps L de K , les produits

Il écrits ci-dessus vont disparaftre . Il reste
wEEL i2 .
v(ex)- I g 2
L<cX

Nous avons démontré :

Proposition IIlh . Soient K/Q une extension abélienne réelle , G son

groupe de Galois . Soit X = (xL) une solution du syrstéme d'équations as-

socié & G (indexée par les sous-corps L de K ) . 1l existe entreles ré-

gulateurs RL des sous-corps L de K la relation :

- X -X
T R m=vee,x>t T ocgfy t
LcK LcK

La constante v (G, X) ne dépend que de G et de la solution X . Les pro-

duits sont étendus & l'ensemble des sous-corps L de: K

I
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Nombres de classes et unités cyclotomiques .

1) #-unités cyclotomiques . On désigne par x un caractére résiduel

pair différent de 1 et par fK son conducteur . Le caractére # peut donc

A 12 s . . #*

etre considéré comme un homomorphisme de (Z/fKZ) dans C* . Nous
noterons a4, un demi-systéme de représentants modulo fK de Ker #n , c'est-

a-dire que a, est un ensemble de nombres entiers tels que :
- Ker # est 1'ensemble des classes modulo fn de o, Udc- o, )
- l'intersection e, Nn(- a, ) est vide .

Nous désignerons par a, le cardinal de a - Nous avons donc
a, = c(J(fK)/2gK . 51 m est un entier nous désignerons par Qm la racine
2i7/m
e

o éme
primitive m de 1:

Posons GK = 1 (ng - Q;} .
X X

ne€a
n

K
De plus les notions introduites ci-dessus ne dépendent en fait que de #'.

Il est clair que GK ne dépend pas , au signe prés , de a

Lemme IV a . La quantité Sf appartient a Ker » . Si le conducteur fu de

. . 2 .
# est une puissance d'un nombre premier , alors 6" engendre l'unique
idéal premier ramifié de KK . Sinon GK est une unité de KK . Si 6, est

un conjugué de GK , alors ex/e;t est une unité de Kn .

démonstration

C'est un exercice de trigonométrie élémentaire que de véri -
fier 1'égalité :

(1= 10 - (B -t P
" U A K

On en déduit

a .
82 . 1" N (£ ) (1-¢; ) . Désignons par ¢ le n*™€ polynome

cyclotomique . Si p est premier , ona & ( 1) = p et si nn'est paspre-
p

mier , on a @n(l) = 1 . On en déduit que 1 - Cf est un générateur de

(f ) " (£ )

. 1 . o g 8 L K
l'unique idéal premier ramifié de Q ou une unité de Q selon que

fx soit une puissance d'un nombre premier ou non . La norme de 1- Cf
%
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vérifiera donc une propriété analogue dans Kn . Dans les deux cas
GK/B;& sera une unité ., De plus , K(GK)/Q est abélienne . On a donc
Kn(ex) = K, (8:) et on en déduit que 6, /6’;~ appartient & K

Remarque IV a .. Leopoldt montre aussi les résultats suivants

Si il existe deux caractéres xietr,, pairs , différents de 1 , de con -
ducteurs premiers entre eux et tels que % = Kyt alors GK appartient

a Kx . Si par contre le conducteur de » est une puissance d'un nombre
premier , alors 6, n'appartient pas a K, . Si enfin , % ne vérifie ni l'une,
ni l'autre des conditions énoncées ci-dessus , alors les deux éventuali -

tés peuvent se produire .

Remarque IV b . De plus , 82

« engendre K. . La justification de cette

propriété sera donnée plus loin ( Remarque IV 4d) .

Soit g, l'ordre de # et G, le groupe de Galois de K, /Q .
Désignons par o, un générateur de Gx et Ex un prolongement de Oy a

Kx(ex) . Nous poserons

/4
T (1-50

&

) et D ),

" * oy

ces produits étant étendus aux nombres premiers divisant g, -
En

Proposition IV a . La quantité v, = 0, est une ®-unité propre

démonstration

En vertu du lemme précédent , v, estune unité de Kx
D'autre part ef appartient a KK .
2 D, 2 D,

Nous avons donc Y, = GK = 6% . Pour appliquer la proposition
Il a , il suffit donc de vérifier que D, e , = D, . Désignons par %'
l'ensemble des caractéres irréductibles sur Q de Gn . Nous avons
1= L e

w'e€x' .
y de Gx tel que ¥' # %' , Considérons n et § comme des homomorphismes

o+ etil suffit de vérifier que D, ey = O pour tout caractére

de G, dans C* . Le premier est injectif et la condition V' # n' équivaut

donc &4 Ker ¥ # 1 . Si cette condition est vérifide , il existera un nom -

/4

bre premier 4 divisant |Ker ¢ | et O appartiendra & Ker § ; d'ou




g, [t
o e
b3 i

= e et Dkew=0

e

e L. +
Définition . Nous désignerons par Hn le sous-groupe de E, engendré
par -1 et les conjugués de v, . Nous appellerons ses éléments des x-
unités cyclotomiques .

Remarque IV ¢ . Posons T = . En utilisant 1'identité

g, /1
OK

(1-1) (147 4oty 2 10™ | on vérifie que H, ne dépend pas
du choix de 0, . D'autre part, Hn ne dépend que de laI'-classe den .

Nous écrirons indifféremment Hu ou Hu' .

2) Unités cyclotomiques de K et interprétation du nombre de classes

de K . On conserve les notations habituelles : G, g, ¥, %'

Posons HK = 1 H, , Nous appellerons unités cyclo-
W'EE', n'#A 1
tomiques de K les éléments de HK . Nous avons \HKl = il ‘Hn'l
K'EX w'# 1

et ce produit est direct . Comme lE: | estunZ[G]-module simple

( Proposition11b ) , ‘Hn\ sera lui aussi simple ou réduit a 1 .

( En fait , il n'est pas réduit & 1 . Remarque IV d) . Il s'en suit ,

( (3] Proposition 11l ¢ ) que IHK | est unZ[G]-module complet . La
e

1 1 p 3 . =
n'-composante de HK est Hx' , c'est-a-dire : Hn' = HK

K'

Proposition IV b . L'indice du groupe des unités cyclotomiquesdars

le groupe des unités de K est égal au produit du nombre de classes
d'idéaux de KX par 1'indice limite de G .
C'est-a-dire : hK Qg -~ C EK : HK]

démonstration

Nous utiliserons la formule analytique donnant le nombre
de classes de K ([1] §1116)

ho = (T T % (o™ 1) Log (891 ) /R
K <xez,u#1 o mod Ker * " ) K

! la somme est étendue a un systéme de représentants de G mod. Ker .

“




"
fagor suivante : 0 représenrte aussi un prolongement de ¢ a K (%K)

Q

En général , (-3-K n'appartient pas a K . Le symbole £ se comprend de la

2 ) . el . ., . .
Comme €~ appartienta K, ¢, est déterminé au signe pres .

Calculons le régulateur de HK . En vertu de la proposition III

. . ..o -1 -1 K
f, ilestégala g ~ Q Il R, (Hy) .
G Wi €X' w A1 N K

D'apres la proposition IIl e et la remarque IIl ¢ , nous avons
K gy
Rn' (HK) =( g/gk) RK.(YK,) . Ecrivons maintenant la définition

de R%,(YK,) . 1l est égal a

II L ¥ (o 1) Log \YG. | . Il est encore égal a
X
yen' c€G
X
N (D ) 1 L (o Ly Log |62 | . ( Nous avons déja effectué un
K U ) X
yen' GEGK

calcul de ce type pour démontrer la proposition 111 b )
Puisque G, = G/Ker # et que 1'on peut considérer les caractéres de G,

comme des caractéres de G , la derniére somme peut encore s'écrire

z ‘ll(o-l) Log\eil .
o mod Ker n

Il reste a calculer N, ( Du> . Nous aurons

g, /t g,
NK(DK): il [l (\lf(l)—lli(ﬁu )) . Or 11}(0% ) est une racine
ven' Llg, -
primitive L‘eme de 1 ; d'ou
e(g )/(4-1)
N (D)= [ N (@), (1-Cp )= I 2 =
tlg, @%/a tlg,
v(g,)
= gk gK /d%. y
(g,
ou nous désignons par dx le discriminant de Q .
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Finalement

11 w(g,) ‘1 o
¢ to T (g/g) N (D) T L ¥ DLlogle’ | =
° Gu'éi',%'#l = "M Y en 0 mod Ker 7%

1 -1 (g, 1, g2
=g Qs h I g /a,, = hy ¢/ T a4, -
G K ex w# w = 6K weg'
'QGhK ’

en utilisant la valeur de Qg donnée au §114 .

3) Décomposition du nombre de classes . Pour tout caractére % pair,

+
différent du caractére unité , posons hn = [EK tH, ] . Nous appelle -
rons h% , le #-nombre de classes . Il ne dépend que du caractére ration-

nel ®' et nous le noterons donc aussi h%, . Nous poserons hl = 1

Remarque IV d . Il découle de la proposition [V b que [EK:HK] est fini,

K
donc [E +:HK] également ., Il en sera donc de méme de h, . Six est

différent de 1 , H, n'est donc pas réduita 1. Le Z[GK]-module H, ~est

. . . 2 . .
donc simple de caractére x' . Puisque v, Fzl, 9, n'estinvariant par

aucun automorphisme de K, . Cela montre que K = @(65) .

Remarque IV e . On déduit des propositions Ill ¢ et Il d que hu est la

(gK)

norme d'un idéal entier de Q

S s

Décomposons 1'indice [Eg : Hy ] . On aura

PP AR

K K
+ + +
[Eg :Hgl=[Egx:E "JLE ":Hyel=0Qg x'gz'h"'

S

On déduit alors de la proposition IVb 1le résultat suivant

Proposition IV ¢ . Le nombre de classes d'idéaux h, du corps abélien

réel K se décompose sous la forme

+ —l ﬂ
hg = Qx Q. Ly, P
wW'€X

“




Z) Relations entre les nombres de classes des sous-corps d'un corps

abélien réel . Reprenons les notations du § 111 5 . Si hL est le nombre
de classes L , 1'égalité de la proposition 1V ¢ va s'écrire

o '

ERS

+ L
hy Qe =Q; I h,
L GL LK‘EE' %

Si X=( X ) estune solution du systéme associé & G ( que l'on indexe

par les sous-corps L de K , comme au § 111 4 ) , nous aurons

X xX + X
T n Ll ol I L

x
Posons y'(G,X) = [ QGL . En utilisant la valeur de Q;  donnée
LcK L L

8 -2

2
81 o

enll 4 , onobtient : v'(G,X)= [
LCckK

Nous avons démontré :

Propesition IV.d . Soit K un corps abélien réel . Pour tout sous-corps

L de X, soit hL le nombre de classes de L . Soit X = ( X1 ) une solu -
tion du systéme d'équations associé & G, groupe de Galois de K/@. 1
existe entre les nombres de classes des sous-corps L de K la relation

+XL

X
T nl-yee,0t 1 o

LcK

Le coefficient v'(G,X) ne dépend que de G et de X . Les produits sont

étendus a l'ensemble des sous-corps de K .

5) Une interprétation des #'-nombres de classes . Nous allons essayer
P

d'interpréter le #'-nombre de classes comme le cardinal d'un groupe de
classes d'idéaux . Nous ne pourrons le faire que pour la p-contribution

de hu , P étant un nombre premier & l'ordre de % .

Soit K /@ une extension abélierne et soit p un nombre premier
ne divisant pas [K/Q] . On désigne toujours par G le groupe de Galoisde
K/Q , % le groupe de ses caractéres et ' l'ensemble des caractéresde G

irréductibles sur G .

R
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Pour tout L , sous-corps de K , soit GL le groupe de Galois
de L/Q et SDL le p-Sylow du groupe des classes de L . Soit j 1'applica -
tion de §)L dans &?K déduite de l'injection canonique du groupe des idéaux
de L dans le groupe des idéaux de K . Comme p est premier a [K:L ] , j
est encore un homomorphisme injectif et j(SQL) est l'ensemble des élé -

ments de 8y invariants par Gal(K/L) .

Soit # un caractére de L . Si on considére ®» comme un carac-

mn

tére de GL , soit € L l'idempotent associé a n' , c'est-a-dire
b

NG VATRED RS U C AL

e ,
o créGL

P

Si 1'on considére ¥ comme un caractére de G , soit e, l'idempotent as -

sociéan', c'est-a-dire : e , = ( 1/1G]) L oo .
ceG

S

Si 1 est l'application canonique de Q[G] sur @[GL] issue de l'homo -
i morphisme de restriction , ona [l (ek,) =€ 1 - Comme p ne divise pas
y

S €

. n 1 g
|G| , les notations bK et bL ont un sens . On vérifie que

= SQK . Si 1'on identifie SJL a une partie de bK , on voit que

S

SDKK ne dépend plus que de #' et non du groupe G sur lequel e, est "dé-

composé " . ( Nous avions déja signalé un phénoméne analogue & propos

e 1
d'unités au § 11 1) . Nous poserons donc H(x') = @Kn .

Nous avons défini ainsi un groupe de p-classes d'idéaux ne dépendant que
de » . Pour tout sous-corps L de K , le p-Sylow du groupe des classes
de L, SJL est produit direct des groupes R(#') , ce produit étant éten -

du aux caractéres #' de GL irréductibles sur Q@ .

Remarque IV f . Les considérations développées ci-dessus sont & rap -

procher de [3] § V . La différence est que ici l'on s'occupe de carac -

téres rationnels alors que dans [3] il est question de caractéres p-adi -
ques . Le lien entre les groupes 2(#') ainsi définis et les groupes (')
définis dans [3] est le suivant : £ (®') est produit direct des (¢") , ol
y" parcourt l'ensemble des I‘p-classes dont ' est la réunion . La décom-
position des groupes de classes en produit direct de groupes du type
(") exhibée en [3] § V est donc (( plus fine )) que celle qui est donnée

ci~-dessus.

|




Proposition IV e . Soit # un caractére pair . Soit p un nombre premier

ne divisant pas l'ordre de # . La p-contribution du #'-nombre de classes

h, . est égale au cardinal de e .

démonstration

Posons K = K% et si L désigne un sous-corps de K écrivons

1'égalité

+ -1
h, =Q; Q I n,
L L GL W' E 1 3
démontrée a la proposition IV ¢ . Le nombre p ne divise pas QG .
En vertu de la proposition 1l ¢ , il ne divise pas non plus QK .
Si p est impair , il ne divisera pas non plus Q;'( ( Proposition 1l e ) . Si
. . + .
p= 2, alors l'ordre de % sera 1mp§ur eton aura Qg = Qg ( Proposition

la) . Finalement , p est donc prerier a Qi Q_l . Désignons par h
, L G, L,p

\
et hu' b les p-contributions de p a h'L et hn' . Nous avons donc

’ |

= [ h, .
L,p K'Exix’p i

h

D'autre part , nous avons vu que SDL esx produit direct des $(®') , #' par-

courant 1i . Nous aurons donc

T Joe)] = [T n , pour tout sous-corps L de K .
n'€¥] P
L L

Il reste alors a appliquer la proposition 1II g . Comme K/Q est cyclique,
le systéme d'équations associé & G n'a pas d'autre solution que la solu -

tion triviale ., On en déduit

lb(%')l = h%.',p .
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