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S U R L ' A R T I C L E DE H . W . L E O P O L D T INTITULE 

Uber Einhei tengruppe und Klassenzah l 
r e e l l e r abe l s che r Z a h l k o r p e r [ 2 ] 

p a r B e r n a r d ORIAT 

Introduct ion 

Le p r é s e n t a r t i c l e n ' a aucune p ré ten t ion à quelque or ig ina l i -
té que ce soit . Nous nous p roposons d ' é n o n c e r et de démont re r l e s r é -
su l ta t s de [ 2 ] qui nous ont pa ru l e s p lus impor tan ts . Les a u t r e s se ron t 
c i t és sans démonst ra t ion ou p lus simplement omis . 

Nous suppose rons connus l e s p a r a g r a p h e s I , III et IV de [ 3 ] . 
Nous c o n s e r v e r o n s d ' a i l l e u r s l e s nota t ions de ce t exposé et ne f e r o n s à 
ce su je t aucun r appe l . 

Fixons quelques nota t ions . Dans la sui te , sauf mention con-
t r a i r e , K/Q s e r a une extens ion abél ienne finie r ée l l e , G s e r a son grou-
pe de Galois et 1 son groupe de c a r a c t è r e s . On d é s i g n e r a p a r I ' l ' en -
semble des c a r a c t è r e s de G i r r é d u c t i b l e s su r Q . On no t e r a E-^ le g rou-
pe des un i t é s de K , R^ le r é g u l a t e u r de K , h-^ le nombre de c l a s s e s 
d ' idéaux de K . 

Si M es t un Q[ G]-module C noté mult ipl icat ivement ) , il se 

V décompose en produi t d i r ec t M = il M , où e , e s t l ' idempotent 
k ' 6 Ï ' * 

de Q[G] a s s o c i é à * ' . Le f i l conduc teur de l ' a r t i c l e que nous nous pro -
posons d ' é t u d i e r e s t le suivant : 

E s s a y e r d 'ob ten i r d e s décomposi t ions du même type ( c ' e s t - à -
d i r e sous forme de p rodu i t s de quant i tés ind icées p a r l e s é lé -
ments de I ' ) pour l e s p a r a m è t r e s suivants : le r égu l a t eu r de 
K et le nombre de c l a s s e s d ' idéaux de K . 



Soit k un c a r a c t è r e de K . Dans l e s p a r a g r a p h e s I et II , on 
i n t rodu i r a l e s g roupes E^ et E* . Il s ' ag i t de g roupes d ' u n i t é s a b é l i e n -
nes r é e l l e s ne dépendant que du c a r a c t è r e r a t i onne l k ' . ( Nous no t e rons 

+ + \ indi f féremment E,„ ou E, . , E„ ou E . ) . Les é léments de E s e r o n t a p -
M. K K K K 

pelos des K -uni tés . En g é n é r a l ce ne sont pas des u n i t é s de K . Quant à 
E* . il e s t déf ini comme l ' i n t e r s e c t i o n de E, avec le s o u s - c o r p s K de -i K r K 

K . La p ropos i t i on I b donne ra une m a j o r a t i o n de [E : E^ ] et la p r o p o s i -
tion II b m o n t r e r a que | E^ j et | E^ | ( g r o u p e s de s v a l e u r s a b s o l u e s de Ek 

et E^ ) sont des Z [ G ] - m o d u l e s i s o m o r p h e s , s imples de c a r a c t è r e H.' . 

On i n t r o d u i r a également deux sou s - g r o u p e s de E-^ : E et 
K+ K 

E . Le p r e m i e r e s t tel que | E | soi t le noyau de j E-^ | , c ' e s t - à - d i r e 
le plus g rand sous -modu le complet de | E-^ ! . ( Les not ions de modules 
s imples et complets ont été i n t r o d u i t e s dans [3 ] § III ) . L ' a u t r e v é r i -

K+ K K + 

fie E C E et | E j e s t a u s s i complet . On a l es décompos i t ions en 
p rodui t d i r e c t : 

K K e, . K e, , 
T 7 + I n I T + I K ! T- + I H !_+ E 1 = i: E avec E = 1 E 

H 1 € I ' 
K ' 

E X I = n | E K | V avec I E K ! ** ' = I E , H K 

+ K Le groupe E et l e s g r o u p e s E s e r o n t plus u t i l i s é s que E et E . Les 
ri K 

groupes de H-uni tés E n ' i n t e r v i e n n e n t d ' a i l l e u r s que p a r l ' i n t e r m é d i a i -
K + K re de E . I ls ne s e r v e n t qu 'à ob t en i r l es m a j o r a t i o n s de Q-^ = [ E ^ : E + ] 

données p a r l e s p r o p o s i t i o n s I l e , I Id et II e . 

Le p a r a g r a p h e III t r a i t e des r é g u l a t e u r s „ Soit H un sous -
g roupe de E-^ , complet en tant que Z [ G ] - m o d u l e . On in t rodu i t des quan-

t i t é s R^ .CH) , a p p e l é e s k ' - r é g u l a t e u r s de H dans K . Le r é s u l t a t es -
sen t i e l de ce p a r a g r a p h e e s t la p r o p o s i t i o n III f qui montre que le régu -

l a t e u r de H e s t le p rodui t de II R , ( H ) p a r un coe f f i c i en t ne dépen-

dant que du groupe de Galois G . 

Dans le p a r a g r a p h e IV , on s ' i n t é r e s s e à la décomposi t ion de 
h-^ . On in t rodui t des quan t i t é s h , qu 'on appel le k ' - n o m b r e s de c l a s s e s 
et qui ne dépendent que du c a r a c t è r e H' . La p ropos i t i on IV c montre que 



le nombre de c l a s s e s de K , h-^ , e s t le produi t de .. h. , par deuv 
h ' € 1 1 * 

coe f f i c i en t s : l 'un ne dépend que du groupe de Galois G et l ' a u t r e es t 
K 

égal à Q ^ = [ E-jç : E ] . La démons t r a t ion de ce r é s u l t a t u t i l i s e la 

décomposi t ion de R-^ obtenue dans le p a r a g r a p h e p r écéden t et la formule 
analyt ique donnant le nombre de c l a s s e s ( r é e l l e s ) de K . On es t conduit 
à dé f in i r d e s « un i t é s cyclo tomiques de K et on obt ient , à la propo -
s i t ion IV b une formule qui mont re que l ' i nd ice du groupe des un i t é s cy -
c lotomiques de K dans le g roupe des u n i t é s de K es t le produi t de h ^ pa r 
un coe f f i c i en t ne dépendant que du g roupe de Galois G . Ce r é s u l t a t e s t 
à r a p p r o c h e r de ceux obtenus p a r H a s s e e t contenus dans [ l ] , mais n 'en 
es t p a s , s e m b l e - t - i l , conséquence ; non plus qu ' inve r semen t . Les uni -
t é s cyc lo tomiques de Leopoldt ne sont d ' a i l l e u r s pas l e s même s que ce l l e s 
de Hasse . 

I 

P r e m i è r e déf in i t ion des x - un i t é s . 

1) P r é l i m i n a i r e s . Soient x un c a r a c t è r e r é s i d u e l et K /G l ' ex tens ion K 
cycl ique c o r r e spondante ( [ 3 l § IV ) . Soit S le groupe des c a r a c t è r e s 
e n g e n d r é p a r H , c ' e s t - à - d i r e le g roupe des c a r a c t è r e s de K. . Soit a 
un élément de non c a r r é dans K^ . Cons idé rons l ' e x t e n s i o n quadra -
tique K k ( V I ) ' / K h • 

Lemme I a . Supposons que k so i t p a i r et K C ^ a ) / Q r é e l l e et a b é l i e n n e . 
Supposons que l ' i d éa l de K^ e n g e n d r é par" a soit le c a r r é d 'un idéal de 
K . A l o r s le c o r p s K ( / / a ) e s t composé de K et d 'un c o r p s quadra t i -f\ fi, 
que r é e l ; en d ' a u t r e s t e rmes , il ex i s t e un c a r a c t è r e quadra t ique t de 
conduc teu r f^ te l que K ^ ( V a ) = K ^ V f j , ) . 

démons t ra t ion 

Montrons tout d ' a b o r d que l ' e x t e n s i o n "K («/ a ) / G n ' e s t pas cy-
clique . En ef fe t , s i il en était a ins i , dés ignons pa r T un g é n é r a t e u r de 
son groupe de Galois et pa r 2 n son d e g r é . Nous au r ions a l o r s 

- T11 -( V a ) = - J a d 'où : 
n i n i 

R F + T ~ NT / - 1 + T + . . . + T ~ . . ( ( v a ) ; = - Va et N^ ( a ) n ' a p p a r t i e n -



cirait pas à G . Or cet te quant i té doit engendre r le c a r r é d 'un idéal de Z 
et el le doit ê t r e posi t ive puisque K ^ ( V a ) es t r ée l . 
L 'extens ion K><(v /a)/Q doit donc ê t r e composée de K^ et d 'un corps qua-
drat ique r é e l . Désignons pa r son c a r a c t è r e . Comme le conducteur 
d ' u n co rps quadrat ique r é e l coïncide avec son d iscr iminant , nous aurons 
donc K ( V a ) = K ( V f i ) . A. M. l|J 

Définition . Toute extension K^(Va) /K^ vér i f i an t les hypothèses du 
lemme précéden t s e r a appelée une ^ - ex t ens ion . 

Lemme I b . Soient K^Vf^ u n e ^ - e x t e n s i o n et L le plus grand sous 
co rps de K^ tel que [ L : Q ] soit une pu i s sance de 2 . 
Les deux condit ions su ivantes sont équivalentes : 

Il ex is te une uni té a de K te l le que K (Vf, ) = K (A/cO . 
H H IJL K 

11 exis te u n e uni té r] de L te l le que L(Vf,| ;) = L ( v ' n ) 

démonst ra t ion 

Posons [K :Q] = 2 n u , avec u impair . Si la p r emiè re con 
dition est v é r i f i é e , on au ra f^ = b e , avec b dans K^ . D'où : 
f ^ N k / L ( b ) 2 N K / L ( 0 et L ( V f p = l ( V n k / L ( 0 ) . 

H H K ' 

La réc ip roque es t évidente . 

Nous u t i l i s e r o n s également le r é su l t a t suivant concernant les 
dé te rminants de g roupes : 

Lemme l e . Soit G un groupe abél ien f ini . Soit ( u a ) une sui te d ' indé -
t e rminées s u r Q indexée par G . Posons u = E u a ; c ' e s t un é l é -

a 6 G 
ment de l ' a l g è b r e Q(u ) [G] . Soit ï ' l ' ensemble des c a r a c t è r e s de G 
i r r é d u c t i b l e s sur Q . Soit u l ' app l ica t ion de Q(u ) [G] dans lui-même , 

0 ® définie pa r u ( z ) = u z et soit u , sa r e s t r i c t i o n à l ' i déa l Q (u ) [G] e , . o o u K Les dé te rminants de u et u^, sont donnés pa r : 
D e t u = H E t ( o ) u . 

K ' i|i €K ' a € G 
0 0 

Det u = H Det u , . 
H ' £ I ' 



Nous avons G (u ) [G] = © Q(u ) [ G ] e Le dé te rminan t 
0 k ' 6 Ï ' a K 

0 0 o de u e s t donc le produi t des d é t e r m i n a n t s des r e s t r i c t i o n s u , de u à cha -
0 ^ 

cun des idéaux Q (u ) [ G] e . . E tendons u , à C (u ) [ G ] e , , = CJ H H U H 

© C ( u a ) [ G ] e . j j . L ' e n s e m b l e { e^ } ^ ^ ^ , e s t une b a s e de ce C - e s p a 

0 
U 

:e v e c t o r i e l et comme a e^ = f ( c ) e^ , nous a u r o n s 

Ce,, ) = ue l lr = ( E u i ' ( a ) ) e é . D'où l ' é g a l i t é : 
V ct 6 G * 

Det u , = Il L i|t ( a ) uQ 
llf 6 K ' CT t G 

2 ) Défini t ion des K -uni tés . On d i r a que e e s t une un i t é r é e l l e et abé -
l ienne si e es t une un i t é contenue dans une ex tens ion r é e l l e et abé l ienne 
de Q . Soit x un c a r a c t è r e r é s i d u e l p a i r et K^ le c o r p s cycl ique ( r é e l ) 
c o r r e s p o n d a n t . On d i r a que e e s t une K -uni té si e v é r i f i e l es 3 condi -
t ions : 

a : e e s t une un i t é r é e l l e et abé l i enne . 
2 b : e a p p a r t i e n t à K^ . 

c : N-̂  ) = 1 pour tout s o u s - c o r p s s t r i c t L de KH 

Une K-uni té s e r a di te p r o p r e si e l l e appa r t i en t à K^ e t im -
p r o p r e dans le c a s c o n t r a i r e . On d é s i g n e r a p a r E^ ( r e s p . E * ) le 
groupe d e s H-un i tés ( r e s p . x - u n i t é s p r o p r e s ) . 

Remarque . L e s g r o u p e s d ' u n i t é s d é f i n i s c i - d e s s u s ne dépendent en f a i t , 
que du c a r a c t è r e r a t i onne l x ' . Nous emplo i e rons ind i f fé remment l ' une ou 
l ' a u t r e d e s no ta t ions EK ou E , , E* ou E*, . 
On p r e n d r a la même l i b e r t é avec d ' a u t r e s quan t i t é s i ndexées p a r ï ' . 

2 + L ' app l i ca t i on e - e e s t une app l ica t ion de E^ dans E^ et ce la 

p rouve que l ' i n d i c e [ E : EK ] , s ' i l e s t f in i , e s t une p u i s s a n c e de 2 . 

Déf in i s sons q„ en posant [E* : Ev ] = 2 K . L ' ob j e t du p a r a g r a p h e sui -
% K A, vant es t de m o n t r e r que q vaut 0 ou 1 . 



3) M a j o r a t i o n de q^ . 

P r o p o s i t i o n I a . Soit H un c a r a c t è r e p a i r , dont l ' o r d r e g^ e s t divi • 
s ib le p a r un nombre p r e m i e r impai r . On a a l o r s q^ = 0 . C ' e s t - à - d i r e 
qu ' i l n ' ex i s t e pas de K-unité i m p r o p r e . 

démons t r a t i on 

Soit e une k - u n i t é . L ' e x t e n s i o n K ( e ) / K e s t une i|i-exten -
H H 

sion . Rep renons l e s nota t ions du lemme I b . Il ex i s t e une un i t é r) de L 
2 2 te l le que e = b r) . 

Comme L e s t d i f f é r en t de K nous avons : 
H 

l - N / L ( c 2 ) = N / L ( b 2 ) r , U e , K^Ce ) . K^CVn ) - K^ . 
Hm K 

Cela p rouve que e appa r t i en t à K 
H 

Lemme I d . Soit x. un c a r a c t è r e p a i r dont l ' o r d r e g^ e s t une pu i s sance 
de 2 , c ' e s t - à - d i r e g^ = 2 n . Soit o un g é n é r a t e u r de G a l C K ^ / û ) . Si 
une un i t é a de K^ v é r i f i e l e s q u a t r e condi t ions : 

a ' 

b ' 

c* 

d ' 

a e s t totalement pos i t ive . 
9 n - 1 

a = 1 . 
1-a , v2 a a p p a r t i e n t a K^ . 

a n ' a p p a r t i e n t pas à K^ , 

a l o r s Va e s t une H-uni té impropre . Réc iproquement si ri e s t une n-uni-
2 té impropre , a l o r s a = ri v é r i f i e l e s q u a t r e condi t ions c i - d e s s u s . 

démons t ra t ion 

Soit a r e m p l i s s a n t l e s condi t ions c i - d e s s u s . 
On dédui t de a ' e t d ' que K ( * / a ) / K e s t r é e l l e de d e g r é 2 . 1\ A» 
On déduit de c ' que K^C-v/e ) / Q e s t ga lo i s i enne . Soit G son groupe de 
Galois . 11 p o s s è d e un s o u s - g r o u p e H d ' o r d r e 2 d i s t ingué . Ce sous -
groupe H e s t donc inc lus dans le c e n t r e de G et comme G/H e s t cyc l ique , 
on en dédui t que G e s t abé l ien . Enfin , la condi t ion c se déduit de la 
condi t ion b ' . L a r é c i p r o q u e n ' e s t p a s p lus d i f f i c i l e . 



Proposit ion. 1 b . Pour tout c a r a c t è r e H pa i r , la quanti té Q vaut 0 
ou 1 . 

démons t ra t ion 

Compte-tenu de la p ropos i t ion p récéden te , nous al lons sup -
p o s e r que l ' o r d r e g^ de H es t égal à 2 n . Cons idé rons | E* j , ensemble 
des v a l e u r s abso lues des éléments de E + ( ou si l 'on p r é f è r e : + + ^ 
' E* I = / { i 1} ) . Soit le groupe de Galois de /Q et a un gé -

2 n - l 
n é r a t e u r . Nous avons donc , pour tout e de E* , e ^ 0 = 1 . 

Le groupe | E* | e s t un Z [G] - module , l i b re de type fini en 
tant que Z-module . Etendons l ' anneau des s c a l a i r e s Z [ G ] à Q [G] . Nous 

i + i Q + obtenons a l o r s | E I = t . Si t|f ' e s t un c a r a c t è r e ra t ionnel de G d i f -n. ri. K 

f é r en t de k ' , nous au rons a e^ = e^ , d 'où a e^, = e^ , e t 

1 2 n " 1 e\l/ i 
e^ , = — ( 1 + a ^ eiji ' " ^ ' o ù I e I = 1 pour toute H. - un i té e . Ceci 

montre que l e s composantes s imples de ont toutes pour c a r a c t è r e y. ' . 
D 'au t re p a r t , cons idé rons le groupe des un i t é s de K noté E v 

Nous savons que = | E-^ | ® a pour c a r a c t è r e la somme des c a r a c 

t è r e s r a t ionne l s de G^ d i f f é r en t s de 1 ( [3 ] P ropos i t ion III a ) . On en 
déduit que j E | est un Z [G^] -module simple de c a r a c t è r e H' . ( Ce r é -
sul ta t es t d ' a i l l e u r s tou jours v r a i , quel que soit la va l eu r de g^ . Ceci 
s e r a démontré dans le p a r a g r a p h e suivant ) . 

In t roduisons maintenant l ' ensemble : 

E*+ = { e , e € E * ; e ^ ~ a € T < ^ } . Nous avons les inc lus ions : 

E* => E* + 3 E ^ 1 " ^ et | E*+ | e s t un Z [G ] -module simple de 

c a r a c t è r e H' . Cons idérons l ' app l i ca t ion de | E*+ | dans I E*+ I qui a s s o -
^ 0" K 

cie j e j " à | G | . E n appliquant le lemme 1 c avec G = G^ et u = 1 - o , 
nous cons ta tons que : 
C I E ^ M E J V - * ] = d e t ÛK = N ( } ( 1 - H ( a ) ) = 2 . 

Q / Q 

Nous en déduisons que [E : E^ ] = 1 ou 2 . Enfin, cons idé rons l ' ap 
pl icat ion de E^ dans E*+ qui a s s o c i e e^ à e . 
Elle induit un isomorphisme de E / E dans E * + / E * . En e f fe t , si r] 



appa r t i en t à E* + , ri v é r i f i e l e s condi t ions a*, b ' , c ' e t appa r t i en t à K 
Donc r] ne v é r i f i e pa s d ' . 

Remarque I a . On t r o u v e r a dans [ 2 ] le r é s u l t a t suivant , qui donne aus s i 
une m a j o r a t i o n de q^ : Si x e s t un c a r a c t è r e p a i r de conduc teu r une pu i s -
sance d 'un nombre p r e m i e r , a l o r s qK = 0 . 

4-) Ex i s t ence de K - u n i t é s i m p r o p r e s . 

P r o p o s i t i o n l e . Soit x un c a r a c t è r e q u a d r a t i q u e p a i r . Si l ' ex t ens ion 

c o r r e s p o n d a n t e Q(>JT )/Q p o s s è d e une u n i t é fondamenta le de norme 1 , 
a l o r s il e x i s t e une x - u n i t é i m p r o p r e . C ' e s t - à - d i r e q = 1 . 

H 

En e f f e t , l ' u n i t é fondamenta le de Q(v/f~) v é r i f i e l e s condi -H 
t ions du lemme 1 d . 

Remarque I b . Leopold t mont re dans [ 2 ] un r é s u l t a t p lus f o r t 
P o u r tout n , il ex i s t e une in f in i t é de c a r a c t è r e s H d ' o r d r e 2 n te l s que 
q = 1 . Hx 

Remarque I c . Soit e une x - u n i t é i m p r o p r e . L ' e x t e n s i o n K ^ C O / K ^ peut 
ê t r e r a m i f i é e ou non r a m i f i é e . 

II 

Deuxième déf in i t ion d e s x - u n i t é s . P r o p r i é t é s de s t r u c t u r e . 

1) Déf ini t ion du symbole | e | v , . Soi t K/Q une ex t ens ion abél ienne f i -
nie r é e l l e , G son g roupe de Galo is , g son d e g r é , E ^ le groupe de s un i -
t é s de K . On dés igne p a r | E-^ | le g roupe d e s v a l e u r s a b s o l u e s des é l é -
ments de E ^ . Il s ' a g i t d ' u n Z [ G ] - m o d u l e , le g roupe G o p é r a n t p a r 
| a | a = | aCT | . O n d é s i g n e r a p a r le Q [ G ] -module déduit de | E R | p a r 
ex tens ion de l ' anneau de s s c a l a i r e s à Q . ( Ce que l ' o n ava i t noté dans [33 
§111 : | E k | Q ) . 

Si L e s t un s o u s - c o r p s de K , a l o r s peut ê t r e c o n s i d é r é 
comme une p a r t i e de . 11 s ' a g i t a l o r s d ' un s o u s - Q [G] -modu le de 
et c ' e s t l ' e n s e m b l e de s é léments de i n v a r i a n t s p a r G a l ( K / L ) . 



Soit x un c a r a c t è r e de K , c ' e s t - à - d i r e un c a r a c t è r e complexe 

de G . Soit eH , l ' idempotent de Q[G] co r re spondan t au c a r a c t è r e r a t ion-

nel x ' de G . On a donc e , = - E x ' ( o ' ^ o . Si a e s t un é lémentde 
g a € G 

e x ' 
, a es t aus s i un élément de . Soit K^/Q une extens ion abél ien-

ne r é e l l e te l le que K^ contienne K . In t roduisons comme précédemment 
G j , g j , . L 'é lément a appa r t i en t aus s i à . Soit II : G^ - G 
l 'homomorphisme de r e s t r i c t i o n . Il s ' é t end en un homomorphisme de 
Q[G^] su r Q[G] au moyen duquel devient un Q[ G^]-module . L e c a -
r a c t è r e x ' peut a u s s i ê t r e c o n s i d é r é comme un c a r a c t è r e ra t ionne l de G^ 
( en le confondant avec x 'o II ) . Il lui c o r r e s p o n d a l o r s un idempotent 

eû 1 
, , , . x1 

e , = — E x ' ( a " ) a . Nous avons : II ( e , ) = e , et a = a K 

a € G x
 K * 

Nous avons donc montré , que bien qu ' i l ex i s t e une ambiguïté dans la no-
tat ion e K , qui ne fa i t pas a p p a r a î t r e le groupe G su r lequel a lieu la 

« décomposit ion » e , = — E x ' ( a , pa r con t re il n 'y en a plus 
* g a 6 G 

e x ' V pour a qui ne dépend plus que de x ' . Nous pose rons a^ , = a et 
nous appe l l e rons cet te quant i té : x ' - composan te de a . 

Soit e une uni té abél ienne r é e l l e et soit x un c a r a c t è r e r é s i -
duel pa i r . Il ex is te une extens ion abél ienne r ée l l e K/Q te l le que x soit 
un c a r a c t è r e de K et te l le que e appar t i enne à K . La quant i té l e l K t > que 
l 'on appe l l e r a x ' - composan te de e , ne dépend donc pas du choix de K . 
Ce n ' e s t pas , en généra l , une un i t é r é e l l e abélienne . Comme el le es t 
invar ian te pa r Gai ( K / K ) c ' e s t un élément de 

K Kx 

2) Deuxième défini t ion des x ' - u n i t é s . Soit x un c a r a c t è r e r é s idue l 
pa i r et e une un i té r é e l l e et abél ienne . 

P ropos i t ion H a . L 'un i té e es t une x ' - u n i t é si et seulement si 

M x , = M • 



Soit donc K/Q une extens ion abél ienne r ée l l e tel le que x soit 
un c a r a c t è r e de K et e une uni té de K . Soit G son groupe de Galois , g 
son deg ré . Soit g^ l ' o r d r e de H . Nous dé s igne rons pa r a un élément de 
G tel que x (a ) engendre h ( G ) . Soit enfin e , 1' idempotent 

1 v • - 1 > K 
e , = — u K ' (T ) T . Nous al lons commencer par met t re e , sous 

g T € G * 
une au t re forme . Si TT'-"'" appar t ien t à Ker x , nous avons 
X ( T ) = X ( T ' ) et x ' ( T ) = x ' ( T ' ) . D ' o ù : 

e , = — T Z t ) r Z H ' ( a - k ) C T k ) . 
g T € Ker x y v 0 < k ^ G K

 y 

Si ( k ' , g^ ) = k , on a x ' ( a ~ k ' ) = x ' ( a ~ k ) } d ' o ù : 

Z OC L
 * 

g T € Ker K k | C ( k ' , C ) = 
0 < k ^ g K 

Posons pour tout k divisant g^ : 

A ( a k ) = Z a k ' et B ( a k ) Z a u 

( k ' , g ) = k k | u 
0 < k ^ g x 0 < u * g K 

On vé r i f i e é lémentai rement que B (a ) = Z A ( a ) . 
k ! d | g K 

En inversan t à l ' a ide de la fonction de Mobius , on obtient : 

A ( a k ) = £ ) B ( a d ) . 
k l d l g ^ V k y 

D'où e , = — T Z T ) ( E x ' ( a " k ) Z n f d ) B ( a d ) ) 
K S ^ e K e r * ^ M g , k i d | g ^ k ^ I I SK 

•K\x OC* Ckf B(04) g T € Ker X d | g^ k | d k 
1 S J "N 

En posant C ( d ) = — Z x ' ( a " ) — ) , nous obtenons : 
g k | d k 

e , = — f Z T V Z C ( d ) B ( a d ) 
K V. R T , / V , I g T G Ker x D L G ^ 



Montrons maintenant que C ( g ^ ) = 1 . Soit Ç une r a c i n e pri-
1 

kx v ^ s f 

mitive £, c m e de 1 . Nous avons : v' A 

K 0 / Q ^ 

- ( d ) / C C * ) p ( d ) L T r 
d l g ^ c p C d ) Q /Q 

= £ <P ( gĵ  ) / cp ( d ) = gK 
d ! § x 

S x / d 2 c a r T r (C ) = p ( d ) et n ( d ) = 1 
Q /Q 

Supposons que e soi t une x - u n i t é . D ' a p r è s la condi t ion b , 
2 „ 2 T 2 e doit a p p a r t e n i r à K^ . On a u r a donc : e = e pour tout T a p p a r t e -

nant à Ker x , d 'où : 

2 l t 2 ( g / g K ) 
„ T G Ker x e = e 

On en déduit l e s éga l i t é s : 

2 V 2 < 8 H / s > C £ O i C ( d ) B ( a ) 
T 6 K e r x D L G * e = e 

2 Z C ( d ) B ( a d ) 2 B ( a d ) c ( d ) 

= e = H ( e ) 
d I S x 

2 B ( a d ) 
2 

Or e = N-jç ( e ) ; en dés ignan t p a r L^ le s o u s - c o r p s de K^ 
K cl 

de d e g r é d s u r Q . Cet te quan t i t é e s t égale à 1 pour tout d d i f f é r e n t de 
g^ , en v e r t u de la condi t ion c . 

2 e , 2 C ( g, ) 
x 2 V 

Il r e s t e donc e = e = e d 'où lel = le l 

Réc ip roquement , supposons que = | e | . Nous avons 
T e , = e , pour tout T de Ker x . Ce la montre que e e s t i n v a r i a n t pa r 

H K 
tout élément de Ker x , donc a p p a r t i e n t à K^ ( condi t ion b ) . 



Soil un s o u s - c o r p s de K . 11 e s t de la forme K, avec il/ c a r a c t è r e de G 
2 

tel que Ker '1/ c Ker H . Comme c e s t i n v a r i a n t e p a r tout élément de Ker k 
et comme Gai ( K^ / K ̂  ) e s t i somorphe à K e r t / K e r n , nous avons donc : 

2 ( 1 / 1 K e r K i ) Z T 

n k / K , « 2 > - « T ê K e r * • K lit 

C o n s i d é r o n s la quan t i t é ( 1/ | Ke r H | ) E T . 11 s ' ag i t d 'un idem -
T 6 K e r ilf 

potent de Q [ G ] et i l e s t f a c i l e de v o i r que c ' e s t la somme des idempo -
ten t s e^ , pour tous l e s c a r a c t è r e s ^ r a t i o n n e l s i r r é d u c t i b l e s de G t e l s 

que Ker t ^ Ker t|f . Si donc K^ ^ K^ , e^ , n ' a p p a r a î t donc pas dans 
ce t te somme et l ' on a u r a : 

2 
e, . l. T = 0 . Ceci p rouve que N v i v (e ) = 1 

" T é K e r t V S 

( condi t ion c ) . 

Remarque II . On t r o u v e r a dans [ 2 ] u n e t r o i s i è m e déf in i t ion des x - u n i -
t é s qui s ' é n o n c e a i n s i : Soi t H u n c a r a c t è r e r é s i d u e l p a i r , g^ son o r -
d r e , § le g*~me polynome cyclotomique et a un g é n é r a t e u r de Gal(K /Q). ri. v̂t, H 
Une un i t é e e s t une K -uni té s i et seu lement s i el le v é r i f i e l e s t r o i s con -
d i t ions : 

e e s t une un i t é r é e l l e et abé l i enne 
2 e a p p a r t i e n t à K^ 
2 $ ( a ) 

c * = 1 . 

3 ) S t r u c t u r e de s g r o u p e s de K - u n i t é s . Soient H un c a r a c t è r e r é s i d u e l 
p a i r d i f f é r e n t de 1 , g^ son o r d r e , K^/Q l ' e x t e n s i o n cycl ique r é e l l e 
c o r r e s p o n d a n t e , G^ son groupe de Galois . Les g r o u p e s des v a l e u r s ab -
so lues de s H -un i tés | E | e t | E * | sont de s Z [G ] - m o d u l e s . ri, H ri. 
La p ropos i t i on su ivan te p r é c i s e la s t r u c t u r e de c e s modules ( la notion 
de module « s imple » a é té déf in ie en [ 3 ] § III ) . 

P r o p o s i t i o n I Ib . Les Z [ G ^ ] - m o d u l e s | et | E*| sont i somorphes . 
Ce sont des Z [G ] - m o d u l e s s imples de c a r a c t è r e s H' . En tant q u e Z - m o -
dules , i l s sont l i b r e s de r a n g cp ( g^ ) . 



Si q^ = 0 , l e s deux g roupes E^ et E* coïncident . Supposons 
donc que qH = 1 • Reprenons l e s notat ions in t rodui tes dans la proposi t ion 
I b et sa démonst ra t ion . L 'app l ica t ion | e | -» e 2 es t un isomorphisme de 
| E | su r | E* + | . D 'au t re p a r t , puisque [ E * + : E * 2 ] = 2 , on a u r a a l o r s n. J\ H 
E* 2 = E* + ^ . L 'appl ica t ion |e| e 2 e s t un isomorphisme de I E*| su r >\ fi. /(, 

•f* 2 | E | . En r é sumé , on a l e s G - i somorph i smes suivants : ri. H. 

| E | « | E + + I « I E + + I ° = I E + | 2 « I E + I . 
X 1 H 1 1 H 1 X 1 1 X 1 

Soit E | , le groupe de s u n i t é s du c o r p s K . Soient S* et 
X X 

l e s Q[G ] -modules dédui ts de | E * | et | E v | p a r extens ion de l ' a n n e a u 
x x 

des s c a l a i r e s de Z à Q . Le module es t un sous-module de t v . Le 
x 

c a r a c t è r e de ce Z [ G ] -module es t l a somme des c a r a c t è r e s de G„ i r r é -H H 
duct ib les su r Q , d i f f é r e n t s de 1 ( [ 3 ] P ropos i t i on III a ) . On déduit de 
la p ropos i t ion II a que le c a r a c t è r e de es t x ' . Ce Q[G ] -module es t A f\ 
donc isomorphe à l ' i déa l Q[G] e , de Q[G] . Celu i -c i e s t i somorphe à /l 
Q^^h ^ ( [ 3 ] P ropos i t ion l a ) . L e r ang de | E* | , en tant que Z-module , 
e st donc cp ( g^ ) . 

4-) Groupe des un i t és d 'un c o r p s abél ien r é e l . Soit K/Q une extension 
abél ienne f inie r é e l l e . Les nota t ions G, g, I , I ' , E ^ , | E-^ | ont tou -
j o u r s la même s ignif icat ion . 

K K Définit ion de E et Q^ . P o u r tout x de I , on pose Ek = E ^ H E^ 
K K On d é s i g n e r a p a r E le produi t II E , et pa r Q v l ' i nd ice : 

x ' € I ' * * 
Qjt = ^ "̂K : ^ ^ ^ n o t i o n s noyau » et module « complet 

employées c i - d e s s o u s ont été dé f in i e s en [ 3 ] § III ) . 

K K Propos i t i on II c . Le groupe | E | e s t égal au produi t d i r ec t II | E , | 
x ' 6 ï 1 

Le Z[G] -modu le | E | es t le noyau de | E ^ | , c ' e s t - à - d i r e le plus grand 
sou s-Z [G]-module de | E ^ | complet . L ' indice Q-^ e s t f ini et divise * 



e . '4! 

démonst ra t ion 

Si g appar t ien t à E^, , nous au rons a lo r s j e | K = |e et 

= 1 si i|/ ' ^ K' ( P ropos i t ion II a ) . 
,K 
V Ceci montre que' le produit FI | E , | e s t d i r ec t . Soit maintenant H 

R ' e r 
V un sous-module de | E^ | complet . Nous au rons H c H c E v et en 

ver tu de la p ropos i t ion l i a , H c | E I , d 'où H c | E . | . E n fa i -
sant le produit su r l e s x ' de S' , nous obt iendrons H c: | E | . Ceci inou-

ïe t r e que tout sous-Z [ G]-module complet de | E-r, | es t contenu dans | E | . 
K Montrons maintenant que | E | e s t complet . On déduit de la proposi t ion 

K + 1b que E^ es t égal à E^ ou E^ . Ceci montre , d ' a p r è s la propos i t ion I Ib , 

que | E | e s t un Z[G^] -module simple , donc complet ( [3 l Propos i t ion 
III c ) . Il conse rve ce s p r o p r i é t é s en tant que Z [G]-module . Finalement, 

K K I E | s e r a donc un Z[G] -modu le complet et c ' e s t donc le noyau de | E | „ 
Sa dimension su r Z es t g - 1 et nous avons vu dans la démonstra t ion de la 
p ropos i t ion III b de [3 ] que | E-^ | ® es t inc lus dans le noyau de j E-^ ! , 
c ' e s t - à - d i r e dans | E ^ | . On en déduit que Q-^ d iv ise g®""*" . Cette majo-
ra t ion s e r a amél iorée p a r la p ropos i t ion suivante . 

Définit ion de l ' o r d r e limite 2 de Q[G] . Nous appe l le rons a ins i la 
somme 2 = Z [ G ] + e ^ Z [ G ] , où e^ dés igne l ' idempotent de Q[G] a s s o c i é 

au c a r a c t è r e un i té de G , c ' e s t - à - d i r e e 1 = — L a . C ' e s t un o r d r e de 
g a € G 

2 
Q[G] qui v é r i f i e Z [ G ] c Q c (5. Son d iscr iminant es t g®" . On appelle 
indice limite et on no te ra Q ç l ' i nd ice [ ( 5 : 2 ] . 
Compte-tenu de la va leur du d i sc r iminant de (5 ( [3 l , § III ) , on a 

r a 

QG = Cg
 ! N D K ' 

où d , e s t le d i scr iminant du c o r p s cyclotomique Q 

, , e l 
Pour toute uni té e de K , on a [ e | = 1 . On en déduit que 

i E-^ | es t un 2- module . Leopoldt a f f i rme , dans [2 ] : 



Propos i t i on II d . L ' ind ice Q-^ d iv i se l ' i nd ice limite Q ç . 
K + + K + 

Définition de E et Q,, . Nous p o s e r o n s E = n E , . 
— ^ n ' a - K 

K K K 
On a E C E . O n dés igne p a r Q ^ l ' i nd ice Q* = [ E ^ : E + ] . 

K 
P ropos i t i on II e . Le groupe | E | es t égal au produi t d i r e c t _ _ _ ^ 

i | E , | . Le Z [G] -modu le | E | e s t complet et contenu dans le 
X * € 3E* 
noyau | E ^ | de | E-^ | . L ' i nd ice Q ^ es t de la forme Q* = 2 ^ Q K avec 

La démons t ra t ion ne fa i t pas i n t e r v e n i r d ' a u t r e s a rguments 
que ceux employés dans la démons t r a t i on de II c „ 

III 

R é g u l a t e u r s 

1) Défini t ions des k - r é g u l a t e u r s d ' u n i t é s . So ien t , comme précédem -
ment , K/Q une ex tens ion abé l i enne f inie r é e l l e , G son groupe de Galois , 
E-jç le groupe de s e s un i t é s . On dés igne t o u j o u r s p a r le Q[G]-module 
déduit de | E-^ | p a r ex tens ion de l ' anneau des s c a l a i r e s de Z à Q „ Soit 
a un élément de et soit k un c a r a c t è r e de K d i f f é r en t de 1 „ Nous po -

s e r o n s R ^ ( a ) = II f E i|f ( g ~ Log | a a | et nous appel le -
K \|i € x.' o € G y 

r o n s ce t te quant i té le K - r é g u l a t e u r de a dans K . Comme il ne dépend que 
de K' et non de k , on le n o t e r a a u s s i R ^ , ( a ) , 

Dans le c a s p a r t i c u l i e r où K s e r a i t égal à K^ nous p a r l e r o n s 
seulement de k - r é g u l a t e u r e t nous le n o t e r o n s a l o r s R ^ ( a ) . La propo -
s i t ion su ivante r e l i e c e s deux not ions : 

P r o p o s i t i o n III a . Le K - r é g u l a t e u r de a dans K dépend uniquement du 
H - r é g u l a t e u r de a^ , et du d e g r é [ 3 ° P lus p r é c i s é m e n t on a la f o r -

mule R * ( a ) = [ K : K j R h ( V ) . 



On dés igne t o u j o u r s p a r ï ' l ' e n s e m b l e des c a r a c t è r e s de G i r -
r é d u c t i b l e s su r Q . Nous avons a = ïï a , et on en déduit : 

K ' € 3E ' K 

I K a " 1 ) Log | a G | = E ( Z K o ' 1 ) Log | a a , | 
a € G k ' € ï ' a € G K 

= e r E r E K a - v 1 ) L o g 
K ' € Ï ' T € K e r H a mod Ker H 

La d e r n i è r e somme e s t e f f e c t u é e suivant un sys t ème de r e p r é s e n t a n t s de 
G modulo Ker H . Pu isque T a p p a r t i e n t À Ke r k nous avons T e^, = e^, et 

<J T CT N , » -, , , I . / a , = a , d ou l ' e g a l i t e : K X & 

E -i' ( a " Log | a a | = 
a € G 

= E ( E • ( T " 1 ) ) ( E l ( A " 1 ) Log | c £ , | ) . 
K ' € 3 E ' T € K e r K CT m o d K e r k 

La quan t i t é E K T " 1 ) e s t égale à 0 si Ker k l ' e s t pas inc lus dans 
T 6 Ke r X 

Ker il/ . Supposons donc que K e r x soi t i nc lus dans Ker f ; la somme 
contenue dans la d e r n i è r e p a r e n t h è s e peut se décompose r de la façon 
su ivante : 

E ( I t C o - b L o g | c £ , | ) = 
T mod Ker ty o = T ( K e r n ) 

E t e r 1 ) E L o g 1 c £ , | . 
T mod K e r I|F a = T ( K e r x ) 

La d e r n i è r e somme peut s ' é c r i r e comme le logar i thme du produi t 

Il a a , . Mais a , a p p a r t i e n t à £ v et ce p rodui t e s t égal à 
(77 N H K l\ 

K e r x ) x 

n a C , , a p a r c o u r a n t Ga l ( K /k, ) . S i K' / T' , a l o r s K e r x ^ Ker I|J et 
H H TY 

K^ i- K^ . P a r un ca lcu l analogue à ce lu i qui e s t déve loppé dans la r é c i -
proque de la p ropos i t i on II a , on m o n t r e r a i t que ce produi t vaut 1 
Il r e s t e donc : 



Z 'J/ ( a " 1 ) Log | a a | = [K:K . ] Z t (a ~ 1 ) Log | a a | 
a € G v a mod Ker t 

= [K:K ] E t C a ' ^ L o g | a j | , 

en dés ignan t p a r G^ le groupe de Galois de K^ /Q . En e f fec tuan t le p r o -
duit s u r l e s c a r a c t è r e s F - c o n j u g u é s de ty , on obt ient le r é s u l t a t annoncé . 

Remarque III a . Il e s t mont ré également dans [ 2 ] , que R^ ( a
K < ) es t nul 

s i et seulement s i a , = 1 . H 

2) x - r é g u l a t e u r d 'un groupe d ' u n i t é s . Soient x UII c a r a c t è r e r é s i d u e l 
pa i r , d i f f é r e n t de 1 et e un élément de . 
Soit ( e ) le g roupe e n g e n d r é p a r e et s e s con jugués . Si G^ dés igne le 
groupe de Galois de K /Q , ( e ) es t donc le Z [G, 1-module engendré pa r K A. 
e . 

Remarque III b . Si e es t d i f f é r e n t de 1 , a l o r s (e> es t un Z [G^ ] - m o -
dule simple de c a r a c t è r e x ' . En tant que Z-module , il e s t l i b r e de r ang 
cp(g^) . En p a r t i c u l i e r , s i e e s t une K-unité d i f f é r e n t e de - 1 , l ' i nd ice 
[ E k : (e> ] e s t f in i . 

un 
En e f f e t , ( e ) -module sans t o r s i o n et de type fini ,donc 

l i b r e . Si l ' o n étend l ' anneau des s c a l a i r e s à Q , nous obtenons (e)® qui 
est inc lus dans £ . Or ce Q[G ] -modu le e s t simple ( P r o p o s i t i o n II b ) . 

Q Nous a u r o n s donc ( e ) = £ x 
Soit maintenant e ^ un élément de ( e ) . ( Il e s t entendu que e 

et e ^ sont d i f f é r e n t s de 1 ) . Il ex i s t e u dans Z [ G ^ ] te l que e ^ = e u . 
Rappelons que dans la démons t ra t ion de la p ropos i t i on I a de [ 3 ] , nous 
avions étendu x à Q[G] . L 'homomorphisme obtenu , que l ' on note encore 
x , a pour noyau © Q[G ] e, . e t r é a l i s e un i somorph i sme e n t r e H y îjr '^x1 

( 8 x } 
Q[G,J e„ , e t Q . L e symbole x ( u ) r e p r é s e n t e donc un élément de 

X H 

( g X }
 r n Q . De p lus , Z [G J e , c o r r e s p o n d dans 1 ! i somorphisme c i - d e s s u s X H 

( S x } 
à l ' anneau des e n t i e r s de Q . Ceci montre que r. ( u ) e s t un e n t i e r d e 

( S x } 
Q . Nous p o s e r o n s : 



N , ( u ) = N (g^ ) . ( Si l 'on remplace k par un c a r a c t è r e K 

conjugué , K(U) es t remplacé pa r un conjugué et N ( u ) n 'a pas changé, 
Cette quanti té ne dépend donc que de K ' et peut donc ê t r e notée N , ( u ) ) . 
Nous avons : 

H ( a - * ) Log | e u a | = H ( U ) L Log | eC 

a € G g 6 G 
H H 

d'où l 'on déduit R ( e u ) = N ( u ) R ( e ) . 
H H H 

D'aut re pa r t l ' indice [ ( e ) : ( e ^ ) ] e s t le déterminant de l ' ap -
pl icat ion x -» x de dans . Comme es t isomorphe à Q[G^] e^, en 
tant que Q[G ]-module , l ' ind ice cons idé r é es t égal au déterminant de 
l 'endomorphisme : y-» y u de Q[G^] e^, . La matr ice de cette applica -
tion se diagonal ise dans C . Elle es t semblable à la matr ice diagonale : 

A 
t ( u ) \ 

\ 
\ I 

où i/ p a r c o u r t la T - c l a s s e de x . L e déterminant de cet endomorphisme 
es t donc N ( u ) . Nous avons démontré : H 

Propos i t ion III b . Soit H un c a r a c t è r e pa i r . Soient e un élément de 
et (e ) le sous -g roupe de engendré pa r l es conjugués de e . Soit u un 
élément de Z[G ] ; la quantité eU e s t donc un élément de (e ) . Si e et eU 

di f fè ren t de 1 , l e s groupes (e ) et (eU> sont de sZ-modu le s l i b r e s d e r a n g 
cp(g^) et nous avons les égal i tés : 

[ ( e ) : < e u ) ] = R ( e u ) / R ( e ) = N ( u ) , 

où N^ Cu) désigne la norme dans Q /Q de H(U) . 

Désignons par H unZ[G v ] -module , de type fini en tant que 
Z-module et contenu dans &K . Nous pouvons faire au sujet de H la même 
remarque que ce l le qui fut faite pour ( e ) : Si H n'est pas réduit à 1 , H 
est unZ[G ]-module simple . En tant que Z-module il es t donc libre de 
rang cpCf^) • H est entendu que désormais H est supposé différent de 1. 

Si e appartient à H et diffère de 1 , désignons par t) l'idéal 
de Q[G ] e. , dont l ' inverse est défini par * X 

r 1 » {V ; v € Q [ G H 3 e H , , e v € H } . 



Désignons également pa r N ( t) ) la quant i té N ( ( H ( Ç ) ) . 

Q /Q 

P r o p o s i t i o n III c . L ' i déa l fc) a ins i déf in i e s t en t i e r . Sa c l a s s e ne dé -
pend pas du choix de G dans H . El le e s t égale à la c l a s s e p r inc ipa le si 
et seulement si H es t engend ré p a r l e s con jugués d 'un de s e s éléments 
( au t rement dit si H es t un Z [G ] -modu le monogène ) . La quant i té 

es t indépendante du choix de e dans H . 

démons t ra t ion 

Z[G, ] eu , e s t l ' anneau des e n t i e r s de Q[G ] e, , . Pu isque e K K -t K K 
appa r t i en t à H , Z [ G ] e , e s t donc inc lus dans Ç " ; cec i montre que Ç H % 
es t en t i e r . Soit e ^ un au t r e élément de H , d i f f é r en t de 1 . Puisque fi^ 
es t un Q[G ] -modu le simple ( P r o p o s i t i o n I Ib ) i l ex i s te v dans Q[G 1 tel H K 
que e ^ = e v . On peut s u p p o s e r que v appa r t i en t à Z [ G ] . ( Si cela n ' e s t 
pas , on peut t o u j o u r s s ' y r a m e n e r pu i squ ' i l ex i s te e 2 1 u e e 2 = e U = 

U 1 
e^ avec u et u^ dans Z [ G ^ ] ) . Soit ^ l ' i d éa l déf ini comme ty à p a r t i r 
de G ^ . Nous avons ^ = . On en déduit que ^ et ^ sont 
dans la même c l a s s e . D ' au t r e p a r t on déduit de la propos i t ion IIIb l ' é g a -
l i t é : 

R K ( e ) / N K C ^ ) = R K ( G 1 ) / N K C h ) . 

Supposons que H soit e n g e n d r é p a r l e s con jugués de e . 
On a donc H = (e ) . Remarquons que , pu isque fi e s t un Q[G ] e , - e s -H, H. 
pace v e c t o r i e l , la condit ion e v = e w avec v et w dans Q[G 1 e„ , , im-

H H 

plique v = w . Si donc v a p p a r t i e n t à Q[G ] eK , et s i e appar t i en t à 

v w êK ' (G) , a l o r s on a u r a G = e avec w dans Z [G ] eu , . L ' i déa l t) s e -K Ar 
r a donc égal à Z [ G ] e^, . Réc iproquement , supposons que Ç soit engen-
d r é p a r un élément de l a forme u e , avec u dans Z[G ] , on peut a l o r s A. H -

v é r i f i e r que H es t engend ré p a r l e s con jugués de e 

Défini t ion du K - r égu l a t eu r de H . On p o s e r a R CH) = R u ( e ) / N (Ç) et 
• i • •• • •.! •• ri. r, 

on a p p e l l e r a ce t t e quant i té le K - r égu l a t eu r de H . P o u r un s o u s - g r o u p e 
de fi r édu i t à 1 on p o s e r a R ( 1 ) = 0 . 



Remarque III c . Si H e s t engend ré p a r l e s conjugués de e , on a a l o r s 
R k ( H ) = R k ( £ ) . 

En e f fe t , nous avons vu au c o u r s de l a démons t ra t ion p r é c é -
dente , que , dans ce c a s , l ' i d é a l Ç étai t égal à Z[G ] e , . 

H K 

P r o p o s i t i o n III d „ Si H^ e s t un sous-Z [ G^ ] -module de H , on a a l o r s : 

[ H : H 1 ] = R k ( H 1 ) / R h ( H ) . 
démons t r a t ion 

Soit e un élément de H^ d i f f é r e n t de 1 . Soient Ç et t) l e s 
idéaux de Q[G ] e , dé f in i s p a r : H H 

T 1 = {u ; eU € H } et ÇJ 1 = [u ; e u € H x } . 

C o n s i d é r o n s l ' a p p l i c a t i o n u e U de fc) " ^ dans H . Comme H e s t un Z [G ] 
- 1 K 

module simple , ce t homomorphisme e s t s u r j e c t i f . Il applique t) ̂  s u r H^ 

En f a c t o r i s a n t nous obtenons [ H : * ^ ] = ( V 1 : J = [Ç : Ç ] . 
D ' a u t r e p a r t , l e s idéaux ^ et ^ sont e n t i e r s . Nous avons donc 

= N k ( ^ ) / N k ( ^ ) = ^ C H p / R ^ C H ) . 

Soit maintenant K/Q une ex tens ion abél ienne f in ie r é e l l e . 
L e s no ta t ions G, S , I ' ont t o u j o u r s l a même s ign i f ica t ion . Soit x un 
c a r a c t è r e de K . Soit H un s o u s - g r o u p e de , de type f ini en tant que 
Z-module . 

V Défini t ion du K - r é g u l a t e u r de H dans K . P o s o n s H , = H ; il e s t —, —.i. H 
donc inc lus dans . Supposons que H^, i- 1 et soit e un élément de H 
tel que e , ^ 1 . Désignons p a r Ç l ' i d é a l de Q [ G ] e^, a ins i déf ini : 

T 1 = [u ; u € Q [ G ] e H , ; 6 H^, } . 

De même qu 'à la p ropos i t i on III c , le r a p p o r t R r ( e ) / ) es t indé -

pendant de e ; nous l ' a p p e l l e r o n s le x - r é g u l a t e u r de H dans K et le no-

t e r o n s R ^ ( H ) . Si H h , = 1 , on p o s e r a R ^ ( H ) = 0 . 

P r o p o s i t i o n III e . Le K - r égu l a t eu r de H dans K e s t l ié au K - r é g u l a t e u r 
de H^, p a r la formule : 

V ^ ( g* ) 
R £ ( H ) = [ K : K H ] ^ R k ( H k , ) . 



i 
S 
! 

C ' e s t une conséquence immédiate de la p ropos i t ion III a . 

3 ) Décomposit ion du r é g u l a t e u r . Désignons t ou jou r s p a r K/Q une e x -
tens ion abél ienne f inie r é e l l e , G son g roupe de Galois , g son d e g r é . 
Notons l e s éléments de G de la façon su ivante : G = { G ^ , C T 2 , . . . , C T } . 
Soient d ' a u t r e p a r t e^ , z ̂  , . . . , e^ ^ des un i t é s de K et H le s o u s - g r o u -
pe engend ré pa r c e l l e s - c i . 
Le r é g u l a t e u r de H e s t la v a l e u r abso lue de l ' un quelconque des mineurs 

r a ' N\ 

d ' o r d r e g - 1 de la ma t r i c e (^Log | e . -1 | J ^ ^ . ^ ^ . On le n o t e r a R-^CH). 
l ^ g 

Rappelons que : R - ^ ( H ) e s t d i f f é r e n t de 0 si et seulement si , . . . , 
| e ^ | sont l i néa i r emen t indépendan tes . Si H^ es t un s o u s - g r o u p e de H 
et si tous deux sont e n g e n d r é s p a r g - 1 un i t é s l inéa i rement indépendan tes , 
a l o r s on a l ' é g a l i t é : 

[ H : HJ, ] = R K ( H 1 ) / R K ( H ) . 

Supposons d é s o r m a i s que H e s t un sou s - Z - [ G]-module de 

V 
! E-p, I , complet . P o s o n s H^, = H pour tout H' de ï ' . 
Pu i sque la norme d 'une un i t é de K e s t - 1 , la composante H^ de H r e l a -
t ive au c a r a c t è r e un i t é e s t r é d u i t e à 1 . Nous a u r o n s donc 

H= n H 
k 6 Ï ' , H V 1 

P r o p o s i t i o n III f . Si H e s t un sous-Z [G] -modu le de | E-p, | complet , son 

r é g u l a t e u r se décompose de l a façon su ivante : 

g Q Q R K ( H ) = n R * , ( H ) ; 

ce produi t étant étendu aux c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s r a t i o n n e l s K ' de G , 
d i f f é r e n t s du c a r a c t è r e un i t é . 

démons t r a t i on 

Si l ' une des composan tes H , pour x ' ^ 1 e s t r é d u i t e à 1 , 
a l o r s H ne peut avo i r pour r a n g g - 1 . L e s deux membres de l ' é g a l i t é à 
démon t r e r sont donc nuls . Nous s u p p o s e r o n s d é s o r m a i s que H^, e s t d i f -
f é r e n t de 1 pour tout x ' ^ 1 . 

Démontrons l ' é g a l i t é d ' a b o r d dans le cas où il ex i s t e une un i -
té e de H te l le que pour tout x ' ^ 1 , H , soit engend ré p a r l e s conjugués 
de eH , ; c ' e s t - à - d i r e H^. = <e K . ) . U t i l i sons le lemme l e . 



On peut r e m p l a c e r la p r e m i è r e l igne de la mat r ice de u pa r la somme de 
toutes l e s l ignes . Chaque terme de ce t t e p r e m i è r e ligne s e r a a l o r s égal 

1— »J 
à u = Det u . . E n s impl i f iant p a r ce t te quant i té nous obtenons 

Det M = ÎI H E | ( u ) u 
H ' € I \ H '?* M € H ' a € G 0 G 

0 
ou M dés igne la ma t r i ce obtenue à p a r t i r de la mat r i ce de u en rempla -
çant chaque t e rme de la p r e m i è r e l igne p a r 1 . Posons maintenant 
u a = Log ! e a | et développons M p a r r a p p o r t à la p r e m i è r e l igne . On a 
a l o r s : 
det M = g R^ ( H ) , où H dés igne le s o u s - g r o u p e de H e n g e n d r é pa r 

l e s con jugués de e . D ' au t r e p a r t on r econna î t dans H E K<?) u le 
ii a € G a 

K ' - r é g u l a t e u r de £ dans K , c ' e s t - à d i r e le K ' - r é g u l a t e u r de H dans K 
( Remarque III c ) . Nous avons donc 

g R K ( H ) = n R * ( H ) . 
° K ' 6 Ï ' , H' / 1 K 

Cons idé rons maintenant l ' app l i ca t ion de (5 dans H qui a s s o c i e 
eU à u ( (5 e s t déf ini en [ 3 ] § III ) . 
Comme H e s t complet et que H , e s t s imple , il s ' ag i t d 'une appl ica t ion 
s u r j e c t i v e . El le a pour noyau Z e ^ ; e^ dés ignan t l ' idempotent de Q [ G ] 
a s s o c i é au c a r a c t è r e un i t é . Sa r e s t r i c t i o n à l ' o r d r e l imite 2 ( in t rodui t 
en II 4-) a pour image Hq . Nous avons donc : 

R k ( H o ) / R k ( H ) = [ H : H o ] = [ (5 : Q ] = Q G . 

On en déduit l ' é g a l i t é c h e r c h é e : 

g Q G R K ( H ) = N R * , ( H ) . 

Il r e s t e maintenant à s u p p o s e r que H e s t un s o u s - Z [ G ] - m o -
dule complet quelconque de | E-^ | . Soit e un élément de H et so i t I le 
s o u s - g r o u p e de H engend ré p a r l e s con jugués des e , , H1 p a r c o u r a n t ï ' . 
Le Z [ G ] - m o d u l e I e s t complet et v é r i f i e de plus l ' hypo thèse supp l émen-
t a i r e fa i t e tout à l ' h e u r e su r H . Nous avons donc : 

g Q G R K ( I ) = n R* ( I ) . 



D'au t re p a r t nous avons : 

R K ( I ) / R K ( H ) = [ H : I ] = n [ H H , / L H , ] . 

Il r e s t e a l o r s à u t i l i s e r la p ropos i t ion III d pour vo i r que : 

g Q G R K ( H ) = n R * T ( H ) . 

4-) Système d ' équa t ions a s s o c i é à un groupe abél ien . Soient G un 
groupe abél ien , ï le groupe de s e s c a r a c t è r e s complexes et I ' l ' en sem-
ble de ses c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s su r Q . 
Pour tout s o u s - g r o u p e S de ï et tout c a r a c t è r e H' de ï ' posons : 

6 S K ' = 0 S I * * S 

= 1 si K € S . 

Nous appe l l e rons sys tème d ' équa t ions a s s o c i é au groupe G le système 

d 'équat ions : Z Ô C , X q = 0 , K ' p a r c o u r a n t H' . ^ o x o 

Les sommes c i - d e s s u s sont p r i s e s s u r l ' ensemble des s o u s - g r o u p e s S 
de 1 . Les inconnues x ^ sont indexées p a r l e s sou5 -g roupes de J et il 
v a C a r d ( ï ' ) équat ions „ 

P ropos i t i on III g . Les équat ions du sys tème a s s o c i é au groupe G sont 
indépendantes . La dimension de l ' e s p a c e des solut ions es t égale au nom-
b r e de s o u s - g r o u p e s non cyc l iques de G . En p a r t i c u l i e r , le système a s -
soc ié au groupe G admet la solut ion t r i v i a l e comme unique solut ion si et 
seulement si le groupe G es t cycl ique . 

démons t ra t ion 

Ecr ivons le sys tème a s s o c i é à G sous l a forme 

| Ô S h ' x S = | - Ô S H ' x S ' 

où la somme de gauche est étendue aux s o u s - g r o u p e s cyc l iques de ï et où 
cel le de d ro i t e es t étendue aux s o u s - g r o u p e s non cyc l iques de ï . Ordon-
nons l e s s o u s - g r o u p e s cyc l iques de î p a r une r e l a t ion d ' o r d r e total a 
te l le que si S a S ' , a l o r s Card ( S ) ^ Card ( S ' ) . Il y a une b i jec t ion 
t r iv ia le e n t r e ï ' et l ' ensemble de c e s s o u s - g r o u p e s cyc l iques . Ordon -
nons ï ' à l ' a ide de la r e la t ion dédui te de a p a r ce t te b i jec t ion , et é c r i -



vons la mat r ice C 6 S H ' ) K ' € I ' et S cyclique ' en r e spec tan t cet o r d r e 

sur les deux ensembles d ' ind ices . On cons ta te a l o r s que ce t te mat r i ce 
est t r i angu la i r e avec des t e rmes diagonaux égaux à 1 . Le système éc r i t 
sous la forme c i - d e s s u s es t donc un système de Krammer , d ' inconnues 
p r inc ipa le s x ^ , S p a r c o u r a n t l ' ensemble des s o u s - g r o u p e s cycl iques 
de ï . D où le r é su l t a t annoncé . 

Remarque III d . On t r o u v e r a dans [ 2 ] un calcul expl ici te des so lu t ions . 

5 ) Rela t ions en t r e l e s r é g u l a t e u r s des s o u s - c o r p s d 'un c o r p s abél ien 
r é e l . On dés igne tou jou r s p a r K/Q une extens ion abél ienne finie r é e l l e . 
Les notat ions G , g , 1 , ï ' ont la même s ignif ica t ion . Soient , d é p l u s , 
L un s o u s - c o r p s de K , G-^ le groupe de Galois de l ' ex tens ion L/Q , g ^ 
son d e g r é , son groupe de c a r a c t è r e s , l ' ensemble des c a r a c t è r e s 
de G-^ i r r é d u c t i b l e s s u r Q . 

Appliquons la p ropos i t ion III f , au c o r p s L et au Z[G-^]-mo -
L + 

dule complet E ( défini au § II 4 ) . Nous aurons donc : 

L , L 
gT Q r Rt ( E ) = n RL , ( E + ) . 

Posons R , = R , ( E*, ) et u t i l i sons la p ropos i t ion III e : 

-j L <p(g„) 
> - < 8 I A > R » ' • 

<P C g^ ) 
Posons enco re : QQ = g ^ QQ / H ( g ^ g ^ ) 

'L L L/ , h ' Ï 1 

Nous en déduisons : 

L 
Q' R-, ( E + ) = n R 

Désignons p a r R-^ le r égu l a t eu r de L , c ' e s t - à - d i r e : R-^ = R - ^ ( E ^ ) . 
L + + 

Nous pouvons r emp lace r R-^CE ) pa r Q-^ R-^ . D 'au t re p a r t i n t r o d u i -
sons les à c déf inis en III 4 . L ' éga l i t é p récéden te peut a l o r s s ' é c r i r e 

o x 



ô ï T k ' 
QG Q L R L = n V ^ L L L H ' e r 

( en posant R^ = 1 ) . 

Rappelons que l ' app l i ca t i on L r é a l i s e une b i j ec t ion en-
t re les s o u s - c o r p s L de K et l e s s o u s - g r o u p e s de ï ( [ 3 ] P r o p o s i t i o n IV 
a ) . Nous pouvons donc i n d e x e r l e s composan tes d 'une solut ion X du 
sys tème d ' équa t ions a s s o c i é à G p a r l e s s o u s - c o r p s de K . Soit X = (x-^) 
une te l le solut ion . Nous avons donc : 

XL 
n C Q g QL r L ) = 1 

L c K L w 

ce produi t étant étendu à tous l e s s o u s - c o r p s de K . 

XT 
P o s o n s y ( G , X ) = H Q p . 

L c K b L 

P o u r c a l c u l e r ce t t e cons tan te , nous u t i l i s e r o n s la va leur de l ' i nd ice l i -
mite Q g donnée en II 4- . On a : 

( g , + 2 ) / 2 cp(c ) 1 /9 
Q G - g L / n • 

L o r s q u ' o n e f f ec tue le p rodui t s u r l e s s o u s - c o r p s L de K , l e s p rodu i t s 
H é c r i t s c i - d e s s u s vont d i s p a r a î t r e . Il r e s t e : 

gL + 2 

Y ( G , x) = n G
 2 L . 

L c K 

Nous avons démont ré : 

P r o p o s i t i o n III h . Soient K/Q une ex tens ion abél ienne r é e l l e , G son 
groupe de Galois . Soit X = ( x-^ ) une solut ion du sys tème d ' équa t ions as-
soc ié à G ( indexée p a r l e s s o u s - c o r p s L de K ) . Il ex i s t e e n t r e l e s r é -
g u l a t e u r s R-^ des s o u s - c o r p s L de K l a r e l a t i o n : 

n R T
X L = Y Ç G . X ) " 1 n ( Q | ) " X l . 

L c K L c K 

La cons tan te Y ( G , X ) ne dépend que de G e t de la solut ion X . Les p ro -
duits sont é tendus à l ' ensemble des s o u s - c o r p s L de K . 



Nombres de c l a s s e s et uni tés cyclotomiques 

1 ) x . - u n i t é s cyclotomiques . On désigne par h un c a r a c t è r e rés idue l 
pa i r d i f fé ren t de 1 et par f son conducteur . Le c a r a c t è r e h peut donc 
ê t r e cons idé ré comme un homomorphisme de ( Z / f Z ) * dans C* . Nous 
noterons Q un demi-sys tème de r e p r é s e n t a n t s modulo f, de Ker h , c ' e s t -H K 
à - d i r e que a^ est un ensemble de nombres en t i e r s te ls que : 

Ker K es t l ' ensemble des c l a s s e s modulo f de Q U ( - a ) . H H K 
l ' i n t e r sec t ion a H ( - a ) es t vide . H H 

Nous dés ignerons pa r a le ca rd ina l de Q . Nous avons donc A. H 
= cp ( î^ ) / 2 g^ . Si m est un en t i e r nous dés ignerons pa r Cm la rac ine 

. ... ème , , 2irr/m primit ive m de 1 : e 

Posons &K = Il ( £ 2 c - C 2 f ) • 
n€ a k k 

K 

Il es t c l a i r que 9 ne dépend pas , au signe p r è s , de Q 
X H 

De plus les notions in t rodui tes c i - d e s s u s ne dépendent en fait que de K ' . 

2 
Lemme IV a . La quanti té 9u appar t i en t à Ker h . Si le conducteur f de —————— k 2 x 
h es t une pu issance d 'un nombre p remie r , a l o r s 9 engendre l ' un ique 

2 idéal p remie r ramif ié de Ku . Sinon 9 es t une uni té de K, . Si 9 ' es t 
K K K K 

un conjugué de 8v , a l o r s 9^ / 9 ' es t une uni té de K, . K ri. K K 

démonstrat ion 

C 'es t un exe rc ice de t r igonométr ie é lémentaire que de vér i -
f i e r l ' éga l i t é : 

- ( 1 - Cf ) ( 1 - C ~ f
n ) - C C 2 f - C ~ 2 f ) 2 • On en déduit : 

H K K K 

2 an 
9, = ( - 1 ) C l - C p ) • Désignons par $ l e n e m e polynome 

M. < « N 

Q 

cyclotomique . Si p es t p remie r , o n a § a ( l ) = p e t s i n n ' e s t p a s p r e -
P 

mier , on a § ( 1) = 1 . On en déduit que 1 - Çf est un géné ra t eu r de 
( f H } * ( f K } 

l 'unique idéal p remie r ramif ié de Q ou une uni té de Q selon que 
f soit une pu issance d'un nombre p remie r ou non . La norme de 1 - C £ 



vér i f iera donc une propriété analogue dans K . Dans l es deux cas , 
9 / 9 ' sera une unité . D é p l u s , K ( 6 )/Q est abélienne . On a donc 

n, H. H 
K C 8 ) = K ( 0 ' ) et on en déduit que 9„ /0 ' appar t ien t à K . 

K N. /I. A. X X X 

Remarque IV a . . Leopoldt montre aussi l e s résultats suivants : 
Si il existe deux caractères x^ et x 2 , pairs , différents de 1 , de c o n -
ducteurs premiers entre eux et te l s que h = x^ x 2 , alors 0^ appartient 
à K . S i par contre le conducteur de x est une puissance d'un nombre 
premier , alors 9 n'appartient pas à K . S i enfin , x ne vérif ie ni l'une, 
ni l'autre des conditions énoncées c i - d e s s u s , alors l e s deux éventuali -
tés peuvent se produire . 

2 
Remarque IV b . De plus , 8K engendre K^ . La justification de cette 
propriété sera donnée plus loin ( Remarque IV d ) . 

Soit g^ l 'ordre de x et G^ le groupe de Galois de K^/Q . 
Désignons par a un générateur de G et a un prolongement de a à X 1\ 1\ ri. 
K v (9 ) . Nous poserons : 

f\ F» 

D X = 1 1 ( 1 " > E T D X = 1 1 ( 1 " C } ' x , I X x , X 

^ISx ^ISx 

ces produits étant étendus aux nombres premiers divisant g^ . 

D K 

Proposition IV a . La quantité y^ = 9^ est une x-unité propre . 

démonstration En ver tu du lemme p récéden t , Y,, es t une uni té de K . 
2 D 'au t re p a r t 0V appar t ien t à K . 

2 2 Dx 2 Dx 
Nous avons donc Y„ = 9„ = 8 . Pour appl iquer la proposi t ion 
Il a , i l suff i t donc de v é r i f i e r que D„ e . = Du . Désignons pa r ï ' A. r* n* l ' ensemble des c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s su r Q de . Nous avons 

1 = L e , et il suff i t de v é r i f i e r que D e, = 0 pour tout c a r a c t è r e 
x1 € ï ' K * V 

^ de G tel que i|r ' ^ x ' . Cons idérons K et f comme des homomorphismes 
de G dans C* . Le p remie r e s t inject if et la condition I|J ' ^ x ' équivaut 
donc à Ker i|f ^ 1 . Si ce t te condition es t vé r i f i é e , il e x i s t e r a un nom -

bre p remie r i divisant | Ker i|i | et a appa r t i end ra à Ker i|( ; d 'où 



V4 
e , = e, et D„ e, = 0 'i' il? K 'J/ 

Définition . Nous dés ignerons p a r H^ le sous-groupe de E* engendré 
par -1 et les conjugués de y . Nous appel lerons ses éléments des x-
uni tés cyclotomiques . 

Remarque IV c . Posons T = a^ . En u t i l i sant l ' ident i té 

( 1 - T ) ( 1 + T +.. .+ TN" 1 ) = 1 - TN , on vé r i f i e que H^ ne dépend pa 
du choix de a . D 'aut re pa r t , H ne dépend que de la T - c l a s s e de x. . H H 
Nous éc r i r ons indifféremment H ou H t . 

2) Unités cyclotomiques de K et in t e rp ré ta t ion du nombre de c l a s s e s 
de K . On conserve les notat ions habi tue l les : G , g , ï , ï ' . 

Posons H-jv. = Il H , . Nous appel lerons uni tés cyclo-
H • e S • , H • ^ i 

tomiques de K les éléments de H-r, . Nous avons | H v | = H |H ,| 

et ce produit es t d i rec t . Comme | E* | es t un Z [ G]-module simple 
( Propos i t ion II b ) , | H | s e r a lui aus s i simple ou rédui t à 1 . 
( En fai t , il n ' e s t pas réduit à 1 . Remarque IV d ) . 11 s ' e n suit , 
( [3 l Propos i t ion III c ) que | H-^ | es t un Z [G]-module complet . La 

e , yi 
H'-composante de H-^ e s t H K , , c ' e s t - à - d i r e : H^, = H-^ 

Propos i t ion IV b . L ' indice du groupe des unités cyclotomiques dans 
le groupe des uni tés de K es t égal au produit du nombre de c l a s s e s 
d ' idéaux de K par l ' indice limite de G . 
C ' e s t - à - d i r e : h K Q Q = [ E ^ : H ^ ] 

démonstration 

Nous u t i l i s e rons la formule analytique donnant le nombre 
de c l a s s e s de K C C 1 3 § II 16 ) . 

h ¥ = ( . n L H ( a - 1 ) L o g i e ^ | ) / R k 

* a mod Ker K 

la somme est étendue à un système de r e p r é s e n t a n t s de G mod. Ker k . 



•T En généra l , n ' appar t i en t pas à K . Le symbole se comprend de la 
façon suivante : a r e p r é s e n t e aus s i un prolongement de G à K ( S ) . 

2 a * Comme Ĝ  appar t i en t à K , es t dé te rminé au signe p r è s . 

Calculons le r égu la t eu r de H-^ . En ver tu de la proposi t ion III 

f , il es t égal à ' g " 1 Q ~ 1 II . 

D ' ap rès la p ropos i t ion III e et la r emarque III c , nous avons : 

K ^ S x ^ 
R H , ( H k ) = ( g / g ^ ) ' Ec r ivons maintenant la définit ion 

de R h , ( Y h . ) . 11 es t égal à : 

II Z t|r ( a Log | y0", | . Il est enco re égal à : 
\|i € K ' a € Gk 

N ( D ) n Z K e r - 1 ) Log | | . ( Nous avons déjà e f fec tué un 
K K i/€k' a€G K 

T K 

calcul de ce type pour démont re r la p ropos i t ion III b ) 
Puisque G^ ^ G / K e r x et que l 'on peut c o n s i d é r e r les c a r a c t è r e s de G^ 
comme des c a r a c t è r e s de G , la d e r n i è r e somme peut encore s ' é c r i r e : 

E <|r ( a " 1 ) Log | . 
a mod Ker k 

Il r e s t e à ca l cu l e r N^ ( D^ ) . Nous aurons : 

a / l z / l 
N ( D ) = H ïï ( f ( l ) - t ( o a ) ) . Or ilr (c t / 1 ) es t une r ac ine 

pr imit ive -L e m e de 1 ; d 'où : 

c p ( g ) / U - l ) 
N C D ) = n N f n C I - C . ) = n i ^ 

^ I F I N Q 0 1 / Q 1 I I G * 

= «H K ' 

où nous dés ignons p a r dK le d i scr iminant de Q 



; E K :HK ] = R K ( H K ) / R K 

g ^ Q Ô 1 n ( g / g f ^ N ^ ) n L K a ' b L o g l e ^ 
^ x ' e r . x V l ^ K t 6 h ' a mod Ker k k 

' ^ Q g H n g ^ / ^ Q ^ g S - 2 / n dK, 

= Q G
 hK ' 

en u t i l i san t la va leu r de Qq donnée au § II 4- . 

3 ) Décomposition du nombre de c l a s s e s . Pour tout c a r a c t è r e H pa i r , 
d i f f é ren t du c a r a c t è r e un i té , posons h = [ E^ : Hk ] . Nous appelle -
rons h^ , le x -nombre de c l a s s e s . Il ne dépend que du c a r a c t è r e r a t ion-
nel h ' et nous le no te rons donc a u s s i h , . Nous p o s e r o n s h., = 1 . K r 1 

Remarque IV d . Il découle de la p ropos i t ion IV b que ] es t f ini , 
K + 

donc [E ] également . 11 en s e r a donc de même de h^ . Si h es t 
d i f f é ren t de 1 , H^ n ' e s t donc pa s rédui t à 1 . Le Z [ G^]-module H^ es t 
donc simple de c a r a c t è r e h ' . Puisque yk / - 1 , n ' e s t invar ian t pa r 
aucun automorphisme de K . Cela montre que K = Q(9 ) . X. X M. 

Remarque IV e . On déduit des p ropos i t ions III c et III d que h^ es t la 

norme d 'un idéal en t ie r de Q 

Décomposons l ' i nd ice [E-^ : H-^ ] . On au ra : 

K K 
[ E K : H K ] = [ E K : E + ] [ E + = % ] = Q+ H h , . 

K ti jt 

On déduit a l o r s de la p ropos i t ion IV b l e r é s u l t a t suivant : 

P ropos i t i on IV c . Le nombre de c l a s s e s d ' idéaux h-j, du c o r p s abélien 
r é e l K se décompose sous la forme 



4 ) Rela t ions e n t r e l e s nombres de c l a s s e s d e s s o u s - c o r p s d 'un c o r p s 
abél ien r ée l „ Reprenons les nota t ions du § III 5 . Si h-^ es t le nombre 
de c l a s s e s L , l ' é g a l i t é de la p ropos i t i on IV c va s ' é c r i r e : 

ô j , 

L k ' € ï ' 

Si X = ( x ^ ) e s t une solut ion du sys tème a s s o c i é à G ( que l 'on indexe 
pa r les sou s - c o r p s L de K , comme au § III 4 ) , nous au rons 

x-, xT + xT n h L Q
 L - n Q L . 

L c K 1 L L c K L 

XL 
Posons Y '( G, X) = n . En u t i l i sant la v a l e u r de O^ donnée 

' L e l g L L 

2 
en II 4 , on obt ient : y ' ( G , X ) = H gT 

L c K L 

Nous avons démont ré : 

P r o p o s i t i o n IV d . Soit K un c o r p s abé l ien r é e l . Pour tout s o u s - c o r p s 
L de K , so i t h-^ le nombre de c l a s s e s de L . Soit X = ( x ^ ) une solu -
tion du sys tème d ' équa t ions a s s o c i é à G , g roupe de Galois de K /0 . Il 
ex i s te e n t r e l e s nombres de c l a s s e s des s o u s - c o r p s L de K la r e l a t ion 

n h T
X l = Y ' C G ^ ) " 1 n q | X l . 

L c K L L c K 

Le coe f f i c i en t Y ' ( G , X ) ne dépend que de G e t de X . L e s p rodu i t s sor.t 
é tendus à l ' en semble des s o u s - c o r p s de K . 

5 ) Une i n t e r p r é t a t i o n des K ' - nombres de c l a s s e s . Nous a l lons e s s a y e r 
d ' i n t e r p r é t e r le x ' - n o m b r e de c l a s s e s comme le c a r d i n a l d 'un groupe de 
c l a s s e s d ' i déaux . Nous ne p o u r r o n s le f a i r e que pour la p -con t r ibu t ion 
de h^ , p étant un nombre p r e m i e r à l ' o r d r e de x . 

Soit K / 0 une ex tens ion abé l i enne et soi t p un nombre p r e m i e r 
ne d iv isan t pas [K/Q] . On dés igne t o u j o u r s p a r G le groupe de Galois de 
K / Q , I le groupe de se s c a r a c t è r e s et H ' l ' en semble des c a r a c t è r e s de G 
i r r é d u c t i b l e s s u r Q . 



Pour tout L , s o u s - c o r p s de K , soit G-^ le groupe de Galois 
de L/O et Sj-̂  le p -Sy low du g roupe des c l a s s e s de L . Soit j l ' app l i ca -
tion de dans déduite de l ' i n j e c t i o n canonique du groupe des idéaux 
de L dans le groupe des idéaux de K . Comme p e s t p r e m i e r à [ K : L ] , j 
es t e n c o r e un hojnomorphisme in jec t i f et j ( S ^ ) e s t l ' ensemble des élé -
ments de i n v a r i a n t s p a r G a l ( K / L ) . 

Soit k un c a r a c t è r e de L . Si on c o n s i d è r e fi comme un c a r a c -
t è r e de G-^ , soit e^, ^ l ' idempotent a s s o c i é à K' , c ' e s t - à - d i r e : 

e , T = ( l / | G-, | ) Z K ' C a - ^ a . 
K ' L L a € G l 

Si l ' o n c o n s i d è r e H comme un c a r a c t è r e de G , soi t e„ , l ' idempotent as -H 

soc ié à K' , c ' e s t - à - d i r e : e , = ( 1/ | G| ) Z K'(CT_1) a . 
K a € G 

Si FI e s t l ' app l i ca t ion canonique de Q[G] s u r Q[G-^] i s s u e de l 'homo -
rph i sme de r e s t r i c t i o n , on a II ( e^, ) = e^, . Comme p ne d iv ise pas mo 

eK 1 , 

| G | , l e s no ta t ions et ' ont un sens . On v é r i f i e que 

e n ' L eH' j (S1-^ ' ) = . Si l ' on iden t i f i e à une p a r t i e de , on voit que 
eH' 

ne dépend plus que de h ' et non du groupe G su r lequel e^, e s t "dé-

composé " . ( Nous avions dé j à s igna l é un phénomène analogue à p ropos e , 
d ' u n i t é s au § II 1 ) . Nous p o s e r o n s donc S ( h ' ) = 
Nous avons déf in i a ins i un groupe de p - c l a s s e s d ' idéaux ne dépendant que 
de k . P o u r tout s o u s - c o r p s L de K , le p - S y l o w du groupe des c l a s s e s 
de L , e s t p rodui t d i r e c t des g r o u p e s S ( K ' ) , ce p rodu i t étant é t e n -
du aux c a r a c t è r e s H' de G-^ i r r é d u c t i b l e s s u r Q . 

Remarque IV f . L e s c o n s i d é r a t i o n s déve loppées c i - d e s s u s sont à r a p -
p r o c h e r de [ 3 ] § V . La d i f f é r e n c e e s t que i c i l ' on s ' occupe de c a r a c -
t è r e s r a t i o n n e l s a l o r s que dans [ 3 ] i l e s t ques t ion de c a r a c t è r e s p -ad i -
ques . Le l ien e n t r e l e s g roupes &(?<•') a ins i déf in i s e t l e s g roupes 
dé f in i s dans [ 3 ] e s t le suivant : § ( * ' ) es t p rodui t d i r e c t des $ ( \ | f " ) , où 
!1(" p a r c o u r t l ' en semble des F - c l a s s e s dont k ' es t la r éun ion . La décom-
posi t ion d e s g roupes de c l a s s e s en produi t d i r e c t de g roupes du type 
£>(H") exhibée en [ 3 l § V e s t donc « p lus f ine » que ce l le qui e s t donnée 
c i - d e s s u s . 



P r o p o s i t i o n IV e . Soit x un c a r a c t è r e pa i r . Soit p un nombre p r e m i e r 
ne d iv isan t pas l ' o r d r e de K . La p - c o n t r i b u t i o n du K ' -nombre de c l a s s e s 
h , est égale au c a r d i n a l de S (H') . 

démons t ra t ion 

l ' é g a l i t é : 
P o s o n s K = K^ et si L dés igne un s o u s - c o r p s de K éc r ivons 

\ = Q +
L Q G 1 N H K , 

démontrée à la p ropos i t i on IV c . Le nombre p ne d iv ise pas Qq . 
En ve r tu de l a p ropos i t ion II c , i l ne d iv i se pas non plus Q-^ . 
Si p es t impai r , i l ne d i v i s e r a pa$ non p lus Q-^ ( P r o p o s i t i o n II e ) . Si 
p = 2 , a l o r s l ' o r d r e de x s e r a impai r et on a u r a Q-^ = Q ^ ( P ropos i t i on 
l a ) . F ina lement , p es t donc p r e m i e r à Q. . Désignons p a r hT ^ L , p 

» 
et h , l e s p - c o n t r i b u t i o n s de p à h , e t h , . Nous avons donc : 

X , p r r L X 
i 

hT = II h , . l
t 

D'au t r e p a r t , nous avons vu que es t p rodui t d i r e c t des & ( x ' ) , x ' pa r -
couran t . Nous a u r o n s donc : \ 

H | S ( K ' ) | = H h , , pour tout s o u s - c o r p s L de K . 
k ' € Ï L K ' P 

Il r e s t e a l o r s à app l iquer la p ropos i t i on III g . Comme K/Q e s t cyc l ique , 
le sys tème d ' équa t ions a s s o c i é à G n ' a p a s d ' a u t r e solut ion que la solu -
tion t r i v i a l e . On en déduit : 

a c x o i = v > p 
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