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DECOMPOSITION DES IDEAUX DANS UNE EXTENSION

DE KUMMER CYCLIQUE

par

D. CHATELAIN

1 Introduction .

‘ Cet exposé résulte d'un travail fait en commun avec A.Kerkour
sur l'étude de la décomposition des idéaux dans une extension de Kummer ,
cyclique de degré N . On étudie la généralisation des critéres de Hecke

- ([1] , §39, Satz 118-119) , au cas ou le degré N n'est pas premier.

= 1°) Notations .
Soit K un corps , corps de fractions d'un anneau de Dedekind

eme

Ay , de caractéristique O , et contenant les racines N de 1

On considére une extension cyclique L de K , de degré N ;

1 "

( de telles extensions sont dites de " Kummer " ; pour leur construction ,
voir [2] page 218 par exemple ) .

Soit p un idéal premier de Ay ; soit gp(L) le nombre d'idé-
aux premiers de l'anneau des entiers AL de L au-dessus de P . On note
ep(L) et f;(L) , l'indice de ramification et le degré résiduel de p dans
l'extension L/K , ( avec : en(L).fp(L).gp (L) = N)

Soit ( /IZP , 0;,) une complétion de K pour la vealuation additive
discréte v, de K associée ap. P étant fixé , on identifie K & un sous -
corps de I/(\p , & l'aide du plongement ¢y de K dans i{\p . Onsait( [2],
page 218 ) qu'il existe = € K tel que L soit égal & K( {:/: )

N ~
On a alors « E./IEP , et le corps I?P (VX ) estun complété L, de L ,

Py
pour la valuation Va de L associée a un idéal premier [ de Ay au-dessus
de p .
~ A

On note I—{p et L les corps résiduels de Kp et L

3 B
On suppose que E? est de caractéristique p # 0 . On a besoin , pour la




détermination de e, (L) , de supposer l'extension résiduelle f;;} / EP
séparable . Dans les exemples , K sera une extension finie de @ ou du
corps @ P ; le corps résiduel E,, est alors fini et l'extension résiduelle
iq} / qu est toujours séparable .

2°) Réduction a une étude locale .

Soit N" le plus grand des diviseurs m de N tels que l'on ait

X € (f(\13 ™ . On pose X = PN et N= N'.N" . La décomposition du po-

lynome XN- XK en facteurs irréductibles dans ?{p [ X) est :
N N'-1 N' i N . o eme

X. A = iT_g (X7 -7:R) , ou J estune racine primitive (N")
de 1 . On a donc : gP(L)= N

On donne au § 11, un critére de calcul de ¢ 0 (L) basé sur
des résolutions de congruences .

Les nombres e (L) et f, (L) représentent aussi l'indice
de ramification et le degré résiduel de l'extension locale /Ij,g / f(\,,,
On donne au § 111 , un critére d'étude de la ramification dans une extension
locale , et on en déduit un critére pour 1'étude de 1'indice de ramification

N
dans l'extension K (V& ) .

3% Réduction au cas N=1" (1 premier)

Soit N= 1| 15 , la décomposition de N en nombres premiers.
DY P P
i

ny
1. Y - ”» .
L est le produit des extensions K ( \/&« ) qui sont deux a deux linéaire -
ment disjointes
On déduit des propriétés classiques des nombres de décom -

position que l'on a :
. 150
e, (K(VE D) = Tley (X (VKD
i o
i__ ]-il
g (K(Wa))= TTg (K(VI )
? i

On pourra donc , lorsque cela simplifie les démonstrations ,

étudier la décomposition de P dans une extension cyclique de K de degré

]- n (]-premier ).




Détermination du nombre 83 (L) d'idéaux premiers de L au-dessus deyp.

1% Effet de 1'application : x — x'* sur la filtration du groupe

des unités d'un corps k , complet pour une valuation discrete.

Rappelons le résultat suivant ( {31, page 219 et (4] |
page 6 ) .

Proposition 11.1.

-~

Soit k un corps de caractéristique O , complet pour une va -
luation discréte v ; on suppose que son corps résiduel est de caractéris-
. : (i) . :
ique p#0 . On note pour i € N-{0f , U -{xek,v(x-l);l .

(D Pour i >® , l'application x —~xP estun isomorphisme
p-1

de U(i) sur U(i+v(p)) .

(2) Pour m premier avec p et pour i >0, 1'application

m . i
X=X estun automorphisme de UC ) .

Corollaire 1I.2.

.
H

Soit m ¢ IN - {O} . Posons a(m)=0si v(m) = O

a(m) = L VCP)] +v(m) siv(m) %0 . ( [v(p) ] est la partie en-

p-1 p-1
tiére de v(p) )
p-1
(D L'application X—x" estun isomorphisme de U(i-v(m))
sur U (1 pour tout i > a(m) .
(2) Si v(p) est entier , on a
p-1
(X2} (X2 oem))
y P! C u Pl
Démonstraticn :

(1) estune conséquence immédiate de la proposition précé -

dente (on écrit m=m'. pt et xmz(((xm')P)-..>p>




En reprenant la démonstration de la proposition 1.1, on peut
v(p)
p-1

, l'application x —xP estun homomor -

vérifier , que pour i &

phisme ( en général ni injectif , ni surjectif ) de U (1) dans U (i-p)

On en déduit que si v(p) est entier , on a
p-1
( VCp)) p - VCp)) ( v(p) _Fv<p))
y Pl cu Pl .y Pl

On en déduit alors la relation (2) (utilisée au § III ) .
Dans ce qui suit , les notations sont toujours celles de la pro-

position 11,1 .

Corollaire 11.3.

Soit & € k tel que v(x) > O et m un entier naturel non

nul . On note T, une uniformisante de k . Les propositions suivantes sont

équivalentes :
(1D L'équation : X™ - & , aune solution dans k .
A
(2 Les congruences : X''= & mod ﬂ—k , ont des solutions dans

k pour tout A €IN .

¢ modTTK(‘x) +alm)+1

(3 La congruence : X" = , aune

solution y ¢ k (le nombre a(m) est défini dans le corollaire 11.2 ) .

Démonstration :

11 est clair que (1) implique (2) et que (2) implique (3) .
Montrons que (3) implique (1) .
On suppose qu'il existe y € k et y' entierde k (v(y") »0) tel que :

X ==ymﬂ+y'.TT§(“)-Fa(m)+l

Or a : v(O()+a(m')+1> v(c)

On en déduit : v(y™ =v(x)=m . v(y)

Posons : y-= g.ﬁi(y) avec ek , tel que v(d)=0

x= £y g e V()




avec £ € k , telque v(&£)=0

On en déduit :

£-8™ [ 1s X qTalmel ]
5m
(m)+1

qratm

yl

L'élément 1 + 2 U(a(m)+l)

appartient a

D'aprés le corollaire 11.2 , il est donc de la forme u™ ( avec

ueU(a(m>+1—V(m)) ) on en déduit

(e s ] ™ avee w. ST ok

2°) Détermination de g (L)

On reprend les notations du § 1 .
a) critére : Rappelons que p désigne la caractéristique (non

nulle ) du corps résiduel de K pour l'idéalp (ona :pZ =P n 7)) .

Proposition I1. 4.

Soit L une extension cyclique de K de degré N, et soit x eK

tel que () > Oet L=K(Vx)

Ve
Le nombre gp (L) d'idéaux premiers de AL au-dessus de p , est égal au

plus grand des diviseurs m du PGCD de Yo () et de N tels que la con -

gruence
v, (Xx)+a(m)+1

O(EXm mod Ir"l ¥

ait une solution dans K

Remarque : Les nombres a(m) sont ceux définis dans le corollaire 11.2 ,

. Précisons que si l'ona v(m)>0, alors

e
en prenant k = KIJ et v=vy

p divise m donc N ; K contient les racines N®™€ de 1 donc contient une

eme ' v(p)
racine primitive ‘{ , P de 1 ; étant égal & la valuation de
p-1
1- 3’ est donc entier et on a pour v(m) > O
) (p)

a(m) = + Vp(m)

p- 1
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Démonstration :

s (L) esttel que l'onait : Xxe(Ky) ® ; c'est donc un

diviseur de Vs (o) ; enutilisant la remarque du § 1.2°) , g9 (L) est
donc le plus grand des diviseurs m du PGCD de vy, («) et de N tels que
l'on ait « € ( /ﬁp)m . La proposition est alors une conséquence immédiate

du corollaire 11.3 .

o~ gp(L)
Remarque : Puisque l'ona o € (Ky4) , la congruence
g, (L) veo(a)+a(N)+1 ~
« =X mod P a aussi une solution /3 dans Kﬂ

que l'on peut calculer . On a donc

g, (L)
0(:/3;J . u

vo(x)+a(N)+1

~ avec u=1 +A-TTkp (ﬁk est une uniformisante de
A
Kg)
On déduit du corollaire 11.2 que u = u' N
Posons N' = N
L
g?( )
AN A N ~ N’
On a alors : sz =K?(V7>(—)=KF (\/73_>
A N’ A
avec N' = [KPCV/Z ) o Kp—_}

N
b) choix de « €K tel que L = X (V)

Dans l'application numérique de la proposition précédente ,

on a intérét 4 choisir « tel que Vg (%) soit minimum .

Lemme 11.5.

N
| Soit A 1'ensemble des ¥ €K tels que L =K (VX)) .

Soit & € A tel que Va (&) soit égal & la valeur minimum d des entiers

1 | vy € b’)\ lorsque Y e A.
@) Si d=O,onaV? (‘o’)EOmodN,pourtoutT[&Aets'il

AT 1 ori | enr2dn W5 M TRINGIV  4 e B o B b Abin bk s ke L

Exy

existe Ye] tel que vp(&);‘_— Omod N, ona d=20 .




| (2) Si dg0 , d estle PGCD de N etde v (¥) pour tout¥ e,

Démonstration :

On sait que 1'on a ¥e\ si et seulement si ona : ¥ N i

i
x
L

avec €A, x ¢ K et (i,N)=1,
On en déduit que si v?(a()= d = 0 on a pour tout ¥ e, v?( ¥)= O
‘mod N .
Inversement supposons que pour un § €/, on ait Vo (¥)=A.N
Soit T'-K € K tel que Vp(ﬂ-K) =1 . Posons ¢ =TT{{A'N .Y ona
q'eD et vo(x)=0 doncd=0.

Supposons maintenant d ¥ O .

On a °(=x'N. Xj et a’:xN .ozi . On en déduit que le
PGCD 4d’' de Vp(}’) et de N est égal au PGCD de vp(tx) et de N .

d étant non nul on a donc d' ¢ d.

B R s e S

Montrons alors qu'il existe «'e A tel que A (x") =d', on en déduira
(d étant minimum ) que l'on a bien : d = d'
Posons : N = d'N' et VP(K) = d'd" avec (N',d")=1

. ] "o
1l existe u et voe_Z tels que ug N + Vo am = 1 .

Construisons des coefficients de Bezout , u u, o+ Ad" et v = vy - AN,

tels que v et N soient premiers entre eux .

B2 A a0 B DB BNl 45 E S0 icr . 594 At nithe 22

On prend pour A , le produit des nombres premiers divisant N mais ne

divisant ni vy ni N' . On vérifie que N et v sont premiers entre eux .
u.N Y
On pose alors : =TTk <Y

Onabien : 'e & (car(v,N)=1)

et v:p(o(')=u.N+v.V,_p(\6’)=d'

3°) Etude d'un exemple .

"

a) " généralités " .,

Soit p un nombre premier fixé . On désigne par 'Qp une cloture

algébrique de @ D et par o la valuation de 'Qp prolongeant la valuation p-

adique de Q 5




[

42 b oy e 4 b R

On peut identifier Q a un sous-corps de @ b Soit K une extension
galoisienne de Q . Elle est alors contenue dans J¢ o et de la forme
K =Q(@) avec @er ]
Soit f(X) le polynome irréductible de @[X—J dont © est racine . On
sait que sa décomposition en polynomes irréductibles de @p.: X] est de
la forme fl(X) . fZ(X) eee e fgCX) (f; , polynomes irréductibles dis-
tincts ) . On choisit pour tout i ¢ {1, cees g} , une racine © : de fi(X)
et on note ¢, le &) -homomorphisme de K dans "Qp défini par ()—i( ) = @i'
On sait alors , que les g prolongements distincts de la valuation p-adique
PaS
5 deQé K , sont les 5 06‘1 . Posons K = Qp(@i) ( Si X est galoi-
A
sienne , K ne dépend pas de 1i¢ {1, cee, g} ) . Soit P l'unique idéal
I~
premier de l'anneau des entiers de K
Les g idéaux premiers de K au-dessus de p sont les idéaux P =0 i_l (}/3 )
et les g complétions de K pour les valuations Vp © Gi associées aux
, A
idéaux Pi sontles (K, Gi) .
Il est alors facile de vérifier que la congruence
_ I d A
X=X mo ? i
a une solution X dans K si et seulement si la congruence :
A
Si(°()E X rnod:pA

a une solution X dans /12 .
b) l'exemple .

On prend : K = V113 ,V2 N1) , contenant les racines

L-K(V&) avec X = VII3 +4V2
On vérifie que « & K2 ( en utilisant une base des entiers de K ) .
On a donc bien [L : K] = 8 .
On remarque que (V113 + 4V2) . (V113 - 4V2) = 3
On a donc Vg (2)=0 pour D non diviseur de 3

157 cas p=2

Les symboles V113 ,V2 , i , désignent ici des racines carrées




Jd oo 2R B k)

et gy ot bl

.

{
!
]
i
T
i
i
i

fixées une fois pour toutes , de 113 , 2 et -1 , dansJ’Z2 , cloture algé-

brique de Q, . Ona 113 =1 mod 8 . D'aprés un résultat classique qui

est d'ailleurs une conséquence immédiate du corollaire 1I.1 , on en déduit
que VII3eQ, .Onaalors : K -Q,(VIT3 VI, 1)=Q,VZ, 1)
(f_i{\ ’Qz]= 4) .

Prenons ©@-=-V113 +V?2 + i (K=Q(e)) .

b

Les 8 conjugués de O par rapport a Q sont conjugués 4 a 4 par rapport
a (I\)Z , de la maniére suivante :
{\/—1—1?3+\/§'+i s VI13-V2-i; V1I13+V2-i ;VIig-V2+i }
{-\/TI_Q, +V2+i; -VII3-V2-i; -VII3+V2-i ; V113 -V2 +1i } .
Il y a donc 2 idéaux PietPs de K au-dessus de 2 . Les complétions de K

P
correspondants sont ( K , 04 ) et (K, G,) définies par le choix suivant

-~ des plongements

V113 —Vi13 VIT3 — V113
0,74 V2 V2 s 0,4V - V3
i —_— 1 1 — 1

ou encore : Gl(@) = 61 -0 et 62(@) = 62 - V113 +V2 +1i
Soit ? une racine primitive 8€™€ de 1 dans QZ( \/E, i) = /K\ .

On pose TT=1- Y ; TTest alors une uniformisante de X (p =(T)) .

Cnaici v, (2)=4etv, (4)=0 (i=1,2).
Py Py

D'apres la proposition 11.2 , % (L) estle plus grand des diviseurs Zh
1

de 8 tels que :

h
G ()= X2 mod TrO*4R

avec Gy(ex) = VII3+4V2Z et 0,(x)=-V113+4\V2
Développement TT -adique de V113 et 4 V2 mod TY17

Les éléments entiers de K s'écrivent de maniére unique , > s. TV

avec sie{O,l]> .
Posons 2:5_.TT4=(:(1-3)4




waite.
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3 est racine de )(4 + 1 , on en déduit par approximations successives
E =1 +TT2 +T‘T5 + ﬂ6+ﬂ‘8 +I‘Y9 +TT11 +rrl2 mod‘[‘]”l:3

1+1

V2

supposer égale a ‘5 . On en déduit :

V223-%32 (1. - (1.3 om? oS yer® e 2rl0

D'autre part , est une racine primitive 8% de 1 que l'on peut

d'ott : 4V2 Eﬂlo+ﬁll+ﬂl3+ﬂ'14+ﬂ'l6 mod TY17
Posons : \/TI3 = U+ kTT17
On a :
— — 2 -— 21
(V113 -u ) (VI3 +u) = 113 -u“ = k' .T} .
On a

1131+ 70 +1720  moa 2l

- On trouve deux choix possibles pour u ( mod TT17 ), correspondant aux

deux racines carrées de 113 , en résolvant la congruence
16
uzg 1+ 2_ siﬂlﬂl 2:_ 17107720 Loa 2l
L i=1

—_—

On choisit la plus simple des solutions
\/TIS =1 +T\_12+TT14 mod TT17
On a alors
A = 6‘1(0();‘-: 1+7110 ity ﬂ12+'r\‘13 +TT
O (%) = - VII3+ 4VZ- -+ 8V2 =34« +8V2 |

Soit :6‘2(0()534 e rnod“'TT]'7 .

16 7

mod TTl

On en déduit que les congr'ue.nces : Gi(d ) = X2 mod TV 9 sont solu-

bles (pour i=1, 2) avec X=1 .

12 est soluble avec :

On vérifie que « = X4 mod 1T
2 3 4 : . 2
X=1+sTI“+T2 +AT* (s=0o0u 1, A entier de Ky ) .

13

On en déduit que la congruence « = X4 mod TV ™Y est insoluble , ainsi
que la congruence 0'2(0() = x4  mod i3 . On a donc

gpl(L) = gpz(L) = 2

~ A b — _
Le calcul d'un élément F € K tel que L@ = Ky (\//j ) n'est en fait
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pas utile ici pour la détermination de e (L) .

On peut cependant vérifier que 1'élément

ERERR o I ) S SR R
est tel que
0(5/32 rnodﬂ17
On a donc /Ijq!‘:f(;(v_fg) avec [/L\q}:f(\pj\zé.
2cas i p=3.

N\
On prend ici K=Q3(Vll3,\/§,i)
Dans ce cas et dans les cas suivants , p est impair . Pour d premier
avec p on utilisera , pour déterminer si d est, ou non , reste quadratique

mod p les régles de calcul du symbole de Legendre ( défini par

» (ii-) =+ 1 si d est reste quadratique modulo p et par < d ) = - 1 sinon ).

P P
D'aprés des résultats classiques , ou encore d'aprés le corollaire 11.1 ,
on en déduit que Vd est ou non un élément de Q)

Pour p=3, ona : (;\’3_1.\ =(§>=(%’3—) = -1

d'ou : (?2) - ('1;3> -1

On a donc : ie‘:/@3 ;iV2 e ©3 ;i\/l].(?>€:<>3
N
et R ¢ :Qs(i)
L'élément O= V113 + V2 +1i est donc de degré 2 sur @3
Les 8 conjugués de © par rapport 4 & sont deux & deux conjugués par rap-
port a ©3 . Il y a donc 4 idéaux de K au-dessus de 3 , et les 4 complétions
A ,

(X, T, ) de X correspondantes peuvent &tre définies par les plongements

Gi ci-dessous

T13.V113 13 - V113 VI13 =M 13 VI13 —»-V113
01 4V2 - V2 0, { V2 — -\V2 Gé:‘%? —-V2 - q; V2 » V2
1 — i 1 — 1 1 1 1 — i

D'autre part , 3 est uniformisante de ®3 (i) ; le corps rési-
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duel de ©3(i> ayant 9 éléments , ‘03(1) contient les racines 8°™€ de 1

( Soit \5 une racine primitive 8¢ de 1 dans Q3(i) ) . Les entiers de

©3(i) s'écrivent de maniére unique = ¥ _ s, 3l avec s; =0 ous, ra-
ieIN t
cine 85 de 1 . ( développement 3-adique ) .

On vérifie que 1'on peut prendre 1i-= 32

2=-1+3, d'ou V2 232m0d3 et4V—2532mod3
113 = -1+3.38 , don VI3 :«;2 mod 3
1o _ -6
D'ol o<=6‘1<o<)=-62<o<);3 mod 3
= - o )=
Gs(d) 0_4( ) 0 mod 3
Un calcul plus précis des développements 3-adiques de V2 et V113

montre que l'on a :

_ 22 4 5
05(x) = -6, (%)=3". 3" mod 3

+ Pour P Et_P 5 idéaux de K associés a 0‘1 et @,
(07130 -p,) ona
v__P("’()=O , vp(2)=0 pour i=1, 2

1 1

D'aprés la proposition 11.2 , g (L) est le plus grand des diviseurs m
1

de 8 tels que l'on ait :

(1) ¢ (x) = X"mod P =(3)

o 2 6 6 2 . -~ .
Les éléments ‘? et —? = 3 sont des carrés de K , mais ne sont pas
congrus modulo 3 , & des puissances 4% de X . Les congruences (1)
sont donc solubles pour m = 2 et insolubles pour m = 4 .

+ Pour les idéaux P 35}_ P4 de XK , associés a 0'3 et 0‘4 ,

on a :

= 2) = i = .
V_p1<q) 4, V,pi() 0 <1 374>

D'aprés la proposition 11.2 , gp (L) est donc le plus grand des diviseurs
[ i

e
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m de 8 tels que l'on ait :
(2) 61(0() = X mod 35 .
Les congruences

32.34 = x™ Imﬁ.35
6 m 5

3.3 = X

sont solubles pour m = 2 et insolubles pour m = 4

mod 3

-
On a donc encore

g (L)=g_ (L)=2 .

P3 P4
3 cas : P £ 2etp x 3.
Dans ce cas on a toujours vy (x) =0 ( car

o(.(\/ﬁ3-4\/§)=34) et Vp(2)=0 , donc gp(L) est le plus

.grand des diviseurs de m de 8 tels que l'on ait :

o« = X™ mod P
Par des méthodes analogues aux précédentes on détermine les plengements
Ui(OO de « dans /IE =@p(\/fl_3 ,\/E, i) , modulo ﬁ
(p)
Pour p = 113 ona @ =(VII3) .

ey

Pour p + 113 ona P

it

]

Donnons des exemples de résultats

+ pour p =113 , il y a 4 idéaux de K au-dessus de 113 eton a
8y (L) = 2 pour chacun d'eux .

+ pour p=5 , il y a encore 4 idéaux de K av-dessus de 5 et on
a pour chacun d'eux g, (L)=1.

+ pour p= 41, il y a 8 odéaux de K au-dessus de 41 et on a

pour chacun d'eux g, (L) =1.
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11 Détermination de 1'indice de ramification .

N
1°) La ramification de p dans K (V) lorsque P ne divise pas

N.Ay ., ou lorsque Ve () £ O mod N .

Ces cas se traitent directement - sans passer 4 l'extension
n
lccale et sans supposer N de la forme 1  avec ) premier - Les deux
propositions suivantes reprennent les résultats de [ 4] page 92 - ( La

Proposition 111.2 est cependant plus précise ) .

Proposition III.1 .

Si :gx NAK et si v, () = 0 mod N , P est non rami-
fié dans L = K (Vo ) .

g
Démonstration :

D'aprés le lemme I1.5 on peut supposer que l'on a Vs (x) = 0,

le discriminant de L/K divise le discriminant NN . N-1 des nombresgl ,

N N
vV, ..., \/; -li; il est donc premier avec P (vp(o()=vp(N)=O) )

Proposition 111.2 .

Soit d le PGCD positif de v_ (X) et de N ; e;)(L) est le

b

produit de N par l'indice de ramification de p dans X (\Jfo?)
d

En particulier , eg (L) = % si P X d. Ay

Démonstration :

D'aprés le lemme II.5 on peut supposer que l'on a : soit
Ve (x)=d si d+N , soit vp(o( )=10 si d= N . Dans ce dernier cas
la proposition est triviale .

Supposons donc v_ (&) =d avec d diviseur strict de N .

bo)
N
Soit © une racine N°™€ de « dars L=K (\/;(_) et v{p

Une valuation de L prolonge ant v, On a
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N. Vg C@)=V$(o() =e?(L) SV (o<)=ep(L). d

N N N
e (L) = = v_(9) >1 car — ¢ N et — 1.
P a P d i 7

D'autre pert , soit KT le corps d'inertie de P dans L/X ;

L/X étant cyclique , K. est l'unique sous-corps de L de degré n = N
e, (L)
par rapport a K ; on a donc
n
K=KV .

D'aprés ce qui précéde 'n divise d ; on a donc

Kc K. © K(Va) ¢ 1L

nonramifié totalement ramifié
- . . d e

L'extension L / K (¥/« ) est donc totalement ramifide en tout

idéal au-dessus de P , d'oule résultat énoncé .

Dans le cas particulier ot P X d. Ay , on applique le pro-
N

position 1II.1 & 1'extension XK (6’2) . On a donc bien ey (L) =
d

{ Remarque : Les deux propositions précédentes permettent de se ramener a
| 1'étude de la ramification de P dans K(\&/_o_() avec P divisant d.Ay et
1 vy (d) = 0 modd . De plus d'aprés les remarques faites au § 1.3%) , et

| d'aprés la proposition III.1 , l'indice de ramification de P dans K (ér;'()

est égal a 1'indice de ramification de P dans K ({)/m;(—) avec p nombre

premier de IN au-dessous de p etd = p™. d' (Cavec (d',p)=1).

P
2°) La ramification de P dans K (V) lorsque P divise p. Ay

it_vn(O()'_:_Omod .

a) cas local :

On considére ici un corps k , complet pour une valuation dis-

créte v , dont le corps résiduel est de caractéristique p # C . On sup-
. . n yeme .

pose que k cortient les racines (p~ ) de 1 . Dans la suite on prendra

A ~
pour k , le complété Kp de X (si X lui-méme n'est pas complet ) .

g
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h )eme

Soit 3h une racine ( p de 1 ( contenue dans k pour

1¢hg¢n) . On rappelle que l'ona :

i (1-%.)=¥®  _ v
: Y 7h h ho1
! Yip) pC(p-1)

(\F est la fonction d'Euler ) .

Soit kn une extension cyclique de k de degré pn .

On note vy la valuation de krl prolcngeant v , P, et les idéaux premiers

( uniques ) de l'anneau de valuation de k etdek (onaici g, (kn) =1).

o o i vinh e me r ¢

On suppose que l'extension résiduelle En / k est séparable .
Soit A l'ensemble des ¥ e k tels que l'on ait

n

k =k(\/PX ) . On suppose que l'onapour ¥e/A, v(¥ )= 0

n

mod pn .

D'apres le lemme 11.5 , il existe § € A tel que 1'on ait v (¥ ) = O.
D'autre part , ¥ n'appartient pas a kP ( car [k (QH/{() : k:[ =pt) .
On déduit donc du corollaire 11.3 que pour les éléments ¥ de A tels que

v (¥ )=0, la congruence :

l+al
¥ = XP  mod P
n'a pas de solution dans k ,
avec a1=a(p)= v(p) +v(p) = p,_‘il’_)_
p-1 p- 1
Le lemme suivant précise le choix de ¥eltel que
n
k = k({/ ¥ .
n

Lemme II1.1 .

Soit Ao l'ensemble des ¥ & k tels que v(¥) = O et
n
k =k ({/x ) . Soit A o le sup des v (¥ -D pour KeAO
(1 Or; a A n & 31 et il existe fber tel que 1'on ait :
ﬁ =1 mod P "

(2) Quel que soit KEAO ’)\n est le sup des A tels que l& con-

vl
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n A

gruence ¥ =%xP mod P ait une solution dans K .

(3 Ona A_> 1.

Démonstratior. :

+ On a vu que la congruence
l+a,
¥ =X® mod P N

n'a pas de solution pour \SeAO , on a donc bien A < a; et /\n est
fini . Il existe donc ﬁ’éAo tel que
v(p-1)=A_ .
+ Soit Xéﬂo , il existe x' e k tel que :
T
¥ = x'P 3 avec (p,il)=1.
(A ) A
D'aprés le choix de > /5 appartienta U % =1+ (pHY ™.
. (A )
On déduit de la proposition II.1 que 1l'on a aussi 3 te U Bogrou
n A
X = x'P mod.p oo
n 1+ A
+ Si l'on avait : syp mod % on aurait
n (1+ A_)
v(y) =0 et \5=yp§_ avec & ¢ U no

On aurait alors §¢ QAO et v(&-1)> >\n s ce qui est en contradiction

avec la définition de )\ n -

+ Vérifions que l'on a A a 1 . Cela est une conséquence de

la séparabilité de 1'extension iZn /E& . En effet , si la congruence
.
¥ =%xP  mod P
n -
était insoluble ( avec ¥ GAO ) le polynome xP - ¥ n'aurait pas de racines
139
~ - P -
dans k et 1'extension k (\V ¥ ) / k ( qui est contenue dans l'extension

kn/l; ) serait purement inséparable .

Le lemme suivant précise le lien entre la valuation de x-1 et

n
celle de ( \rﬁ - 1) pour certains x de k .
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{emme 1.2 .
Lemme HI.2

Soit x € k tel que v(x-1) £ a; et tel que les racines de

n
XP - x soient dans k (x:{:l) .
n

n
(1) pour tout @ekntelque @p =X , on a

v(x-1)=p" .vn(e-l)

8 aep BV L K

(2) Soit y e k_ tel que vn( y-1 )7Vn(9-l ) , on a alors

n
Vn(yp -1 )7vn(x-l)

‘: Démonstration :
E Soit 7n une racine primitive ( p" )™ de 1
n pn-l pn-l
“Ona: x-1-0P -1-TT (8-3)- [ ®-1)+(1-51))]
i=0 t=0 n

' vy [(6-1)+(1-7;)‘J = inf{vn(@—l) s vn(l-3;)—_‘ ; si vn(@—l);l: Vn(l'jil)

> inf {vn(@ -1), Vn( l-?;).] ; si vn(e-l) = Vn(l-?ril)

L'hypothése v(x-1) & a; implique

v_(p) .
n i
Y
v_(p)
On en déduit alors ( en distinguant les cas vn(@—l ) ( n et
Y(pn)
Vn(p)
vn(9—1 )=——— ) que la relation (1) est vraie .
P ™)
Soit alors ¥y € k_ tel que vn(y-l) > vn(@-l)
v (p)

Soit v (y-1) K , on a alors , d'aprés (1) :

Yip™)

n
Vn(yp -1) = pn,vn(y-l) > v, (x-1)
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v (p)
Si v (y-1)> o, on aalors en reprenant le calcul initial :
Y™
on v (p)
Vn(y '1)> P . ﬁ }Vn(x-l)

n
Remarque : une étude plus générale de v @F -1) en fonction de vn((?—l )

peut etre faite par des méthodes analogues mais n'est pas utile ici .

P
Soit 3 € k tel que kn=k(\//3 ) ettelquev(ﬁ-l):xn ,
(/\n est défini dans le lemme 11I.1 ) .
n
Soit © une racine de XP -ﬁ dans kn et e=e, ( kn) ,
-~ l'indice de ramification de p dans kn . Si vn(e-l ) est multiple de e ,

(v, (®-1) = e.p') et siTT, est une uniformisante de k , on a

B’ —_ -
D=1+ r]TTa . Alors r? n'appartient pas a k et le degré résiduel f (kn)
P

est multiple de p .

Démonstration :

Soient TT et ﬂn des uniformisantes de k et de ko
Ona : T =¢17¢ avec & unité de k
o n n
Si v (9 —l)=e.P.' , on a ’
N s vest iy Hf
O =1+ T " =1+19"C M, )
] . P‘
C'est-a-dire : O =1+ YYTTO avec r) unité de kn
Supposons que l'on ait : 'r—] ¢ k ; alors il existe une unité a de k et un

entier b de kn tel que 1'on ait :

\'1=a+bT\'O.
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Ona x € ket v(x) =20

Posons :0'= 1+ —-—b— .ﬂ01+H
l+aTTp~
o)

n n n
On a vn(e')=0 et ﬁ:@p - xP .@'p

n
Donc FJ' - QP appartient a k avec v(f)' =10 et

P
k =k (V)

v (@'-1) > e. (p+l1) > e.p’ = v (©-1)
D'aprés le lemme 111.2 ( partie 2) , on a donc
v(p'_1)> v(p-1)

Ceci est en contradiction avec le choix de /3 (lemme 111.1)

On a donc ﬁejﬁ,i donc fp (kn)= [En : -k] >1.

Lemme 111.4 .

Les hypothéses et les notations sont celles du lemme 11I.1 .

Si kn/k est non ramifié de degré p~ , on a nécessairement : )\n =a

Démonstration :

28
Soit ﬁektelque kn=k(\P//J,) avec v(ﬁ-l)=)\n

Soit © une racine ( pn )SME de [5 . Si kn/k est non ramifié,

le lemme III.3 s'applique et on a :

®=1+'7ﬂ:}&avec ﬁé}—i , T =TT

o n
D'autre part , d'aprés le lemme 111.2 , on a

v (A -1)‘=pn L v (B-1) = P
Comme v((’;-l)=/\n,ona /\n=pn.}i~

—

Nous allons montrer que , pour )\ n L ay s r7 est racine d'un polynome

—

n ——
de la forme XP - & (avec £ =% 0) , alors que pour /\n= ay s 17 est
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R e v

n oo n-1
racine d'un polynome de la forme xP +C

—_ _—

n_lxp + & (avec C ool

p P
et E non nuls ) . La premiére éventualité est incompatible avec le fait que
k (F]) / k , sous-extension de degré £ 1de En/lz , soit séparable . On a

donc nécessairement A R

An
Posons : /3 =1+¢ TTo (avec & unité de k)

0 est racine de 1'équation :

n

B ik biicadel

__An KoyP
1+E.HO =(1”]ﬂo)

ou encore :

i

n .
: 1
SON NI 7-1331 Cn - (1)

Posons , pour i ¢ }L ) pn} , 1= pt.i‘ (avec (p,i')=1).

i
On vérifie que le coefficient binomial C A est alors divisible "

I exacte-
i P
: ment " par p~© . On peut donc poser
3
< i (n-t). v(p)
‘% C - Ci .TTO avec Ci unité de k
H P
g D ol .
2
g noo :
i p i i n-1- —  __(n-t)v(p) i 0
: > C L Gmh) - Z‘_Z_ [ ,.HJ (SN

=1 0 RIS oL Sty © Co Qg J T+ Oy 07

t+1 /.
p /i
S , : t

On remarqueVp est le plus petit des entiers i tels que l'on ait : p /i et

B

On a donc :

t
n n-1 (n-t).v(pl+p .K t
\ PR P ® A )
(IDeme = 4&g T ,[Cpt 7 NI - GO
my P
+ (f]_ﬂ'o )
avecg

; ft , polynome dont les coefficients sontdes unités de k
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< t

ECX) - 2 c, . xip-l
t . t 1
iz1+p
{ ol/iet p1/ 1

On vérifie que pour A n 4 ay s c'est-a-dire < V(I;) , on a
Yip )
pour tout t ¢ {O,..., n-l} , (n-t) v(p)+ pt}k> pn TN

n
La relation (1') se réduit alors , aprés simplification par ﬁg - a

Eiqpn mod \o

( On utilise le fait que l'ona H#0 car >\n + 0 - lemme II1.1) .

—

. n
On a donc montré que pour A n < 2p r) est racine de XP - &

C b Rl e ot B bR 5 B - i il V0 R SR

Supposons maintenant /\rl =a;, c'est-a-dire P = —V—(i>— . Ona
y ¢ ™)
pour t=n-1, V(p)+pn_1.‘_,k =a; = P w

pour t e{O,.u, n-Z} , (n-t). V(p)-Fpt-PL;7 pn.}k

Aprés simplification , la relation (1') se réduit donc & :
E pn pn—l
= + C . mod T\
Y') pn-l ? o

ce qui prouve que , pour A n= 21> ﬁ est racine du polynome
n n-1

— —_— —

xP +C 1 xP - & (avec C 1 et € non nuls)
b

n-
P

Proposition 111.5 .

Soit k un corps de caractéristique O , complet pour une valua-
tion discréte v . Soit 1'idéal premier de l'anneau des entiers de k pour

v . On suppose que le corps résiduel k est de caractéristique p +# C et

P’ - =
Soit kn =k (Vs ) . On suppose l'extension résiduelle kn/k séparable.

v(p)
p-1

Or. pose a;=7p

J
i que k contient les racines (pn )™ de 1 . Soit /’3, ek tel que v(ﬂ )=0.
)
|
|
|
i

S
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(1) kn/k est de degré pn si et seulement si la congruence
l+a
ﬁ = XP  mod p 1
est insoluble dans k .
P
(2) k(\fﬁ ) / k est une extension non ramifiée si et seulement si

la congruence
a

xP mod P 1

{

f

a une solution dans k .
(3 Soit s le plus grand des h ¢ { Oyeeoy n } tels que la congru-
ence

h
/5 = XP mod. ®
= P

1
ait une solution dans k ; alors , l'indice de ramification ev( kn) de
l'ertension kn/k est le produit de pn-s par l'indice de ramification de

S
l'extension k (\P//; >/ k.
Pour s >

4

1, fp(kn) est multiple de p .

Remarques :

+ Cette proposition permet de déterminer complétement la ramifi-

cation de l'extension kn/k dans les cas s = 0 ou s = 1 seulement . Pour s»1,

des exemples numériques peuvent montrer que ep(kn) peut varier de pn'S

. _n-1
ap .
+ Les parties (1) et (2) de cette proposition correspondent au

théoréme de Hecke ( [1] § 39 Satz 119) .

Démonstration :

La partie (1) reprend les résultats du § II .
Partie (2) : Supposons que le congruence :
by
[5 = XP  mod P
soit soluble dans k , pour A = ay ; si elle est aussi soluble pour)\= 1+al ,

P P .
on a alors k =k (\/ﬁ) ( 1'extension k (\/ﬁ) / k est trivialement non rami-

fiée ! ) . Supposons donc la congruence insoluble pour A = l+a; alors le
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P
nombre /\\1 relatif & 1'extension k (/3 ) ( défini dans le lemme 111.1) est
égal a a; et on peut supposerﬁ, choisi tel que : v(/3 -1) = aj - On a alors,

pour toute racine p° © de (S , dans k, (lemme 11.2)

v (p)

v®-1-1 v(p-1)- ce (k). XY@
! P . p-1 P T

Le nombre vl(@ -1) est donc multiple de en(k; ), et d'apres le lerme
111.3 , f? (kl) est multiple de p . On a donc bien ep(kl) =1
(ep(kl) . f,p(k1> =p)

Partie (3) : Si le nombre s défini dans (3) vaut n , la propo-

sition est triviale . Supposons donc s<n (s+l ¢ n) ; le nombre A

s+1
S5+1

relatif & 1'extension k ( \/ /3 ) est strictement inférieur & a

1
- s+1 ay
( /3 # Xp mod P ). On déduit alors du lemme
s+1
II1. 4 que 1'extension k({/ ) /k
P
k =k (\/ [’; ) totalement | est ramifiée. L'extension kn/k
l ramifié ¢tant cyclique de degré ps, son
P
k \/_— corps d'inertie est inclus dans
| i
k(\/ﬁ) . L'extersion
U7 e You
ramifié l k<\/’[‘: )/ k (\/(’g ) est
corps d'inertie non
1[( } ramifié donc totalement ramifiée , et

S

°p (kn) est bien le produit de pn' par l'indice de ramification de l'exten-

s
sion k (\?/F) [k .
D'autre part , pour s » 1 , on déduit de la partie (2) que
£
k (\/ﬁ) / k est non ramifié ; f‘)(kn) est alors multiple de p .

b) cas " global "

On reprend les notations et les hypothéses du § 1, avec N = pm

(p premier) , et P idéal premier de AK au-dessus de p . On suppose que
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Pm
l'ona L =X (\g) avec Va () =0 mod p" , et [L:K] = p™
On a vu au § 11 le role joué par les nombres a(m) pour la déterminatior. de

g5 (L) . Ici les diviseurs de p sont de la forme ph (he{O, cees m}) .

On pose alors

h vp (p)
a, =a(p )= ——— +h .v_(p)
h —— P

On déduit alors des résultats du § Il et de la proposition 111.5 , la proposi-
tion suivante qui résume tous les résultats obtenus , concernant la déter-

mination de ep(L) , fp(L) , gp(L)

B Bt Aol s

Proposition 111.6 . Critére de détermination de ep(L) , fp(L) , gP(L)

BPSTIN T

Soit L une extension cyclique de K de degré pm et p un idéal
m

"

. P
premier de AK divisant p . On suppose que l'ona L =K (\/x ) avec
V_p(O(D =0.

o

R SRS RTINS O I

Soit r le plus grand des h € {O, vees m% tels que la con -

gruence
h 1+ah
X = XP mod P
: } vp (p)
; ait une solution x € K ( avec g, = —— + h.v (p) )
p- 1 ?
j
M - S S ; - - -
: @) Onagp(L)-p ;etsi r=m , e__p(L)—fp(L)—l
; (2) Si r¢ m et silacongruence
< !
l+r a
i o( _=Xp mod l+r
n'a pas de solution dans X , alors e, (L) =p™" et fo(l) = 1 .
* 1
i i (3) Si r¢ m et siles congruences
h a

X = xP mod P l+r

ont une solution dans K pour h e{r+1, ceey r+s} , mais pas de solution

pour h > r+s , alors fp(L) est multiple de p , et eﬁ(]_,) est le produit

T+3
par l'indice de ramification de D dans K (% )

de pm—r-s

|
|
|
|
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m a

) . , l+r ,
} En particulier si la congruence : =xP mod P n's pes de solution,
‘ on est slir que P est ramifié , sinon on ne peut pas conclure sauf dans le cas
|

s=1oulona e:p(L)=pm'r—1 et f$(L)=p

Démonstration :

La partie (1) est 1'expression de la proposition I1.4 dans le
cas étudié .
A
Partie (2) et (3) : il existe 1 ¢ Ko tel que

r

R
fl
>
ae

D'aprés la définition de r , on a

7~ A m-r A ~ P A~ i/__ \
[__L:p K;)] - et Ly = K, (V) = K, (V3 3
Bd n m-r = a
Posons : p =7p ; ko= K? , Lq}= kn

A~

On notera ici %B l'unique idéal premier de l'anneau de valuation de K$

(On a e;ﬁ(kn):ep(L) , f:B(kn):f?(L))'

On se place dans le cas m >T , c'est-a-dire n)» 1, et on applique la pro-

position.II1.5 a l'extension kn/k , en utilisant le lemme suivant

Lemme .

———

Soit h » 1 tel que la congruence

h+r ai,r
o' EXP mod:‘P

| n'ait pas de solution dans XK , alors leé congruence
h

a
xP mod/;ﬁ 1
est insoluble dans k .

t

a
5 En effet si la congruence fg = xP mod:P 1 avait une
X en )
solution dans k , ellé¥aurait adssi une dans K , et on aurait
h (al)

P A 4°1
r)>=x .y avec y¢ K, yel+(p) =U
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h+r r r _ (a;) 1
avecyp&LU IJP(\K

D'aprés le corollaire 11.2 ( partie (2)) , on a
(a,)_r (a; + r. v(p))
V0] o

D'autre part , ona : Ap=81+v7T . v(p) . On a donc :

r al, h+r as,
ypg_l mod:P T et x =xP mod P r

ce qui est absurde .
Reprenons l'hypothése de la partie (2) . D'aprés le lemme
précédent et de la proposition I11.5((2)) ) K ({D/F) / k est ramifiée ;

kn/k est alors totalement ramifié , d'ou

ep(L)= es (kn) = pt = p™ T
f?(L>=f§ (kn) = 1

Dans la partie (3) , on suppose qu'il existe s 31 tel que la

L

congruence

h+r a
A = Xp mod p L+r

soit soluble pour 1g¢h (s , et insoluble pour h >s .
Si r+s=m, lapropriété énoncée est triviale .

On suppose donc m >r+s . D'aprés le lemme ( appliqué & h = s+1)

, la
congruence
s+1 a
A= xP mod:‘ls L
est insoluble .
PS A8
Montrons que la congruence : R = X mod P , est
soluble ,
S+r a1,y
Ona : « = xP .y , avec yzlmod.p
Cay,.. ) A d
Donc yelU l+r = 1 +$) l+r
On a : aj,. >a. = a(pr) ; on déduit du corollaire I1.2 que 1'on a :
Ca,, ) (a;+r.v(p) (a;)q.1
u v’ U 1 _ [U 1 ]p

| Cap) p"
Donc il existe yv'e U tel que y=y' d'ol

’
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r s T r
x=pP = (xPOP Ly P
S a
d'ou : A= X? mod ﬁ 1 .
D'aprés la partie (3) de la proposition 111.5 , 1'indice de ramification

e5 (kn) ey (L) est égal au produitde p~ ° (= p™F~%) par l'indice
S

de ramification de l'extension k (\/ﬁ )/ k , c'est-a-dire par l'indice de
S+Y

. - - - P
ramification de P dans K (V« ) . D'autre part on a supposé s >1l,on

a donc bien f$ (k) (ou encore £ (L) , multiple de p

Conclusion :

Il reste & déterminer l'indice de ramification e_. Cks ) de
9]

l'extension ks/k avec k corps local et :
PS
3 ko =k(\/p )
3 1+a1
p#X° mod P

z s a
1
£

xP mod P (s>1)

IH

La méthode consiste a étudier , en utilisant la proposition II1.5

( partie (2)) la ramification des extensions intermédiaires de degré p
h-1

3 h

k ({/75— Y/ k ({/ﬁ ) On peut cependant éviter de faire des calculs dans
les extensions intermédiaires si on connait par ailleurs le développement
T -adique d'un nombre p°-primaire de k ( éléments P, € ktels que

k ( {S/?;— ) / k soit non ramifide et de degré p°) .

En effet , on a supposé que le corps résiduel k admettait une
extension cyclique séparable de degré pn , ( donc a fortiori de degré ps
avec s¢n) . On endéduit ([ 3] page 63) , que k admet dans une cloture
algébrique fixée , une et une seule extension k:R non ramifiée et de degré
p° . ( Lorsque k est fini , et a pf éléments , elle s'obtient en adjoignant
4 k les racines (pSf- 1)°™€ de 1) . Puisque k contient les racines

-

(p°)*™e 4o 1 , cette extension est de la forme k (\/7;5 ).
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Considérons une sous-extension k (\/B) /k de l'extension

ks /k (1lghgs) . Pcur qu'elle soit non ramifiéde il faut et il suffit ,

( en vertu de l'unicité de l'extension non ramifiée de degré ph du corps
local k ) que l'on ait
pP ph_
k(Vp )=k (Vp,)
et le degré résiduel fp (ks) est alors le plus grand des diviseurs ph de

ps tels que l'on ait :

ph PP
KOV = k (V7 )

D'un point de vue pratique , il faut vérifier par des résolutions de congru-
i h
- ences (cf. corollaire I1.3) que l'ona 1 P € (k)P pour i« ph

v b s v RO v e 1 e ekt i e et oL

RPN

(i,p)=1.
Dans le cas ot k est fini ( avec pf éléments ) on peut pren-

dre

.- <O, X>P

s
ou Qest une racine primitive (pf'p -1)%™® de 1 et X un caractére com-
NR
plexe (¥ 1) du groupe de Galois G de ks / k (cyclique ) et ¢« ©,X>

la résolvante de Lagrange associée ( LO,XYy = 2 X¢ 0"_1) e°
Sel

De maniére générale les nomb.res pn—primaires sont définis a partir des

fonctions de Hasse- Chafarevitch ( [51 , [6] ) . Dans le cas ou le corps
de base est le corps obtenu en adjoignant a @p , les racines (pn )e_r_ne de
1, 1l'expression des nombres pn primaires est relativement plus facile é‘

obtenir , soit par des calculs directs , soit par [7] .

2°) Exemple de détermination de 1l'indice de ramification .

On reprend l'exemple du § II , K =@ (V113 V2 , 1),
8
«=\VII3+4VZ , L=XKNx) .

j
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a) si p ne divise pas 6AK fona v, () =0

D'aprés la proposition 111.1 on a donc ey (L) =1

b) si p divise S.AK on avu qu'il y a 4 idéaux premiers de

AK divisant 3 , et que l'on a :

vp1(<X)=vpz(o<)=O ; V:%CO()=v:p4(o( )= 4

D'aprés la proposition 11,1 , P 1 et P , sont non ramifiés dans L .

D'aprés la proposition II1.2 P 3 et pd sont ramifiés dans L (et non

ramifiés dans X (\47;(') . On a donc s (L) = ep(l_) = 2
3 [

c) sip divise 2.A, : op utilise la proposition 111.6 .
On avu (§1I1) qu'il y avait 2 idéaux premiers P, etp, de Ay divi-

sant 2 . On a considéré K comme un sous-corps de @2 (VZ ,i)=K et

~on a pris comme uniformisarte de K 1'élément :

T—r=1_i+1
2

qui est aussi dans K .
On a vérifié que l'on a
0<El+ﬂlo+ﬂ11+rr12+-rr13+ﬂ16 mod TTl7

D'autre part les congruences

_ P A
X =X mod pl

A
O(EXZh mod pZ

sont équivalentes a :

2h A
0(=Gl(0<)§X mod TT
ob A
§o(x) = X°  mod T
avec 6—2(0<)=-\/113+4\/_2- ‘:‘54 mod TT 17
On a vérifié que l'on a :
4 e
(1) N mod TT avec a5 = 12

et x = 1+sﬂ2+ﬂ’3 mod 174

s=0ou 1
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¢firences :

l+a
(2) o(¢x4 mod T 2

d'ou g (L) = 2
P

3

e L1 2 3 4 A
On vérifie immédiatement que 1+sTT~ + T1° + 7T~ ne peut &tre congru &

., 12
un carré modulo TT on a donc :
a

a
K2 X8 mod r ¢ dot o=X® mod P.° (i-1,2).

On est dans le cas cl la proposition 1I1.6 permet de conclure . On a

donc eﬂ(L)= f:pt_(L)= gp‘_CL>=2 (pour i=1,2) .

L
Remarque : L'extension K (V& ) / K est non ramifiée pour tous les

. 8 .
idéaux,1'extension K (\/x) / K n'est ramifiée que pour les deux idéaux

de AK divisant 2 .
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