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DECOMPOSITION DES IDEAUX DANS UNE EXTENSION 

DE KUMMER CYCLIQUE 

pa r 

D. CHATELAIN 

Int roduct ion . 
Cet exposé r é s u l t e d 'un t r ava i l fa i t en commun avec A.Kerkour 

s u r l ' é tude de la décomposit ion des idéaux dans une extens ion de Kummer , 

cyclique de d e g r é N . On étudie la géné ra l i s a t i on des c r i t è r e s de Hecke 

( [1] , § 39 , Satz 118-119 ) , au cas où le d e g r é N n ' e s t pas p r e m i e r . 

1°) Notations . 

Soit K un co rps , c o r p s de f r ac t i ons d 'un anneau de Dedekind 

A-£ , de c a r a c t é r i s t i q u e 0 , et contenant les r a c i n e s N e m e de 1 . 

On cons idè re une ex tens ion cyclique L de K , de d e g r é N ; 

( de t e l l e s ex tens ions sont di tes de " Kummer " ; pour l eu r cons t ruc t ion , 

vo i r [2] page 218 p a r exemple ) . 

Soit -p un idéal p remie r de A-̂  ; soit g^ ( L ) le nombre d ' idé-

aux p r e m i e r s de l ' anneau des e n t i e r s A-^ de L a u - d e s s u s de p . On note 

e . C L ) et f p ( L ) , l ' ind ice de ramif ica t ion et le d e g r é r é s i d u e l de p dans 

l ' ex t ens ion L/K , ( a v e c : e^D. f^Lj .gp ( L ) = N ) . 

Soit ( Kp , d^) une complétion de K pour la valuat ion additive 

d i s c r è t e vp de K a s soc i ée à p . p étant f ixé , on ident i f ie K à un sous -

co rps de Kp , à l ' a ide du plongement tr^de K dans K^ . On sai t ( [ 2 ] , 
N 

page 218 ) qu ' i l ex is te a e K te l que L soit égal à K ( V°< ) . 

On a a l o r s e. Kp , et le co rps Kp ( Vcx ) e s t un complété L^ de L , 

pour la valuat ion v^ de L a s soc i ée à un idéa l p remie r de A-^ au-dessus 

de p . _ _ ^. /s On note Kç et L- , l e s c o r p s r é s i d u e l s de et "L . "r* -P «̂ ij 
On s u p p o s e q u e K B e s t de c a r a c t é r i s t i q u e p -p- 0 . On a b e s o i n , p o u r la 



déterminat ion de e ? ( L ) , de suppose r l ' ex tens ion r é s idue l l e L ^ / K^ 

s é p a r a b l e . Dans les exemples , K s e r a une extension f inie de Q ou du 

co rps Q p ; le c o r p s r é s idue l e s t a lo r s fini et l ' ex tens ion rés idue l le 

L^j / K ,̂ e s t t ou jou r s s épa rab l e . 

2°) Réduction à une étude locale . 

Soit N" le plus grand des d iv i s eu r s m de N te l s que l 'on ait 
w £ ( K , ) ' " . On pose o( = [2 et N = N ' . N " . La décomposit ion du po-

N ^ lynome X - en f a c t e u r s i r r é d u c t i b l e s dans K^ [. X ] e s t : 

N " - l 
X N - = T T , où X e s t une r ac ine pr imit ive ( N " ) e m e 

i= 0 

de 1 . On a donc : g CL) = N" . 

On donne au § II , un c r i t è r e de calcul de g CL) basé sur 
P 

des r é so lu t ions de congruences . 

Les nombres e p ( L ) et f ^ CL) r e p r é s e n t e n t aus s i l ' indice 

de ramif ica t ion et le d e g r é r é s i d u e l de l ' ex tens ion locale L ^ / 

On donne au § III , un c r i t è r e d 'é tude de la ramif ica t ion dans une extension 

locale , et on en déduit un c r i t è r e pour l ' é tude de l ' ind ice de ramif icat ion 
K— 

dans l ' ex t ens ion K C V ° 0 . 

3°) Réduction au cas N - 1 n C l p remie r ) . 
Soit N = T T 1 4 , la décomposit ion de N en nombres p r e m i e r s , 

i 
i n i 

L e s t le produi t des extens ions K C Xy~ô< ) qui sont deux à deux l inéa i re -

ment d i s jo in tes . 

On déduit des p r o p r i é t é s c l a s s iques des nombres de décorr. -

pos i t ion que l ' on a : 
1 

CKC$3T ) ) = T T e , C K C \ > ^ ~ ) ) 
i 

g C K CVV) ) = T~Tg„ C K ) ) . 
* i p 

On p o u r r a donc , l o r sque cela simplifie l e s démonst ra t ions , 

é tudier la décomposit ion de dans une extension cyclique de K de degré 

l n r l • Ï 1 C i- p r e m i e r ) . 



II Dé te rmina t ion du nombre g ( L ) d ' i déaux p r e m i e r s de L a u - d e s s u s de :p 

1°) Ef fe t de l ' app l i ca t i on : x ^ x " 1 sur l a f i l t r a t i on du groupe 

des u n i t é s d 'un c o r p s k , complet pour une va lua t ion d i s c r è t e . 

Rappelons le r é s u l t a t su ivant ( [ 3 3 , page 219 et (.4-J 

page 6 ) 

P r o p o s i t i o n I I . 1. 

Soi t k un c o r p s de c a r a c t é r i s t i q u e 0 , complet pour une va 

lua t ion d i s c r è t e v ; on suppose que son c o r p s r é s i d u e l e s t de c a r a c t é r i s -

tique p £ 0 . On note pour i £ IN - {o} , U ^ = £ x e . k ; v ( x - l ) ^ i j . 

( 1 ) P o u r i s l ^ E ^ , l ' a p p l i c a t i o n x —> x p e s t un isom.orph.isme 
p - 1 

de U ( ° s u r u C i + v ( P ) ) . 

( 2 ) P o u r m p r e m i e r avec p et pour i > 0 , l ' app l i c a t i on : 

x ^ x m e s t un au tomorphisme de U ^ ^ . 

C o r o l l a i r e II . 2 . 

Soit m é IN - { 0 } . P o s o n s a ( m ) = 0 s i v ( m ) = 0 ; 

ACM) = [ J I I J P I ] + v ( m ) si v ( m ) £ 0 . ( [ - I I B A ] e s t la p a r t i e en-
p - 1 P - 1 

t i è r e d e v C ? } ) . 
p - 1 

m i. • , T ( i - v ( m ) ) ( 1 ) L ' a p p l i c a t i o n x>- ,x e s t un i somorph i sme de U 

s u r pour tout i a ( m ) . 

( 2 ) Si V ^ es t e n t i e r , on a : 
P - 1 

( v ( P } ) 1 
U P " 1 

m v (P) 

C u P"1 
+ v ( m ) 

Démons t r a t ion : 

( 1 ) e s t une conséquence immédiate de la p ropos i t ion p r é c é -

dente ( on é c r i t m = m ' . p n et x m = ((( x
m ' ) p ) " • ) p ) . 



En r e p r e n a n t la démons t ra t ion de la p ropos i t ion II . 1 , on peut 

v é r i f i e r , que pour i ^ V ^ P - , l ' app l ica t ion x —* e s t un horaomor -
P - 1 

phisme ( en géné ra l ni in ject i f , ni su r j ec t i f ) de dans U ^ ' P ^ 

On en déduit que si V ^ e s t en t i e r , on a 
P - 1 

^ ^ C p ) ) ÏP / t , v ( p ) ) i v ( p ) 

U p - 1 
' ( P - ^ ) ( I ± 2 L + v ( p ) ) 
e u P - 1 = u 1 p-1 

On en déduit a l o r s la r e l a t i o n ( 2 ) ( u t i l i s ée au § III ) . 

Dans ce qui suit , l e s notat ions sont t o u j o u r s c e l l e s de la p ro-

p o s i t i o n l l . l . 

Coro l l a i r e 11.3. 

Soit o< k te l que v O ) ^ 0 et m un en t i e r n a t u r e l non 

nul . On note TT .̂ une un i fo rmi san t e de k . Les p ropos i t ions su ivantes sont 

équiva lentes : 

( 1 ) L 'équa t ion : X m = , a u n e solution dans k . 

( 2 ) Les congruences : X = o( mod TT , ont des solut ions dans 

k pour tout A e IN . 

r n \ t v m . , -rr v (<* ) + a ( m) + 1 (.3J La congruence : X e: °< mod il ^ , a une 

solut ion y e. k ( l e nombre a ( m ) e s t défini dans le c o r o l l a i r e II. 2 ) . 

Démonst ra t ion : Il e s t c l a i r que ( 1 ) implique ( 2 ) et que ( 2 ) implique ( 3 ) . 

Mont rons que ( 3 ) implique ( 1 ) . 

On suppose qu ' i l ex i s t e y 6 k et y ' en t i e r de k ( v ( y ' ) te l que : 

* = y m + y ' . T T j C « ) + a ( m ) + l _ 

Or; a : v (o() + a ( m) + 1 ;> v ( C ) 

On en déduit : v ( y m ) = v(cx.) = m . v ( y ) 

Posons : y = avec <£ek , tel que v(<S ) = 0 

<X = d . T T £ ( o ° = £ .TT^- v ( y ) 



avec f e k , tel que v(<£.) = 0 

On en déduit : 

t = [ i + I L T T j ( m > + 1 J . 

L 'élément 1 + -iL . T T j ( m ) + 1 appar t ient à u ( a ( r a ) + 1 ) . 
m 

D 'après le c o r o l l a i r e II. 2 , il es t donc de la forme u m ( avec 
u é U C a ( m ) + l - v ( m ) ) } o n e n d é d u i t 

= [ u . J ] m avec k . 

2°) Détermination de c ( L ) p 

On r e p r e n d les notat ions du § I . 

a ) c r i t è r e : Rappelons que p désigne la c a r ac t é r i s t i que (non 

^ nulle ) du co rps r é s idue l de K pour l ' i déa l ( o n a : p,Z = fi n Z - ) . 

Proposi t ion 11.4. 

Soit L une extension cyclique de K de degré N , et soit o< e.K 

t e l q u e v ? (o( ) ^ 0 et L = K ) . 

Le nombre g^ ( L ) d ' idéaux p r e m i e r s de A-^ a u - d e s s u s de ;p , e s t égal au 

plus grand des d iv i s eu r s m du PGCD de v^ (o() et de N te ls que la con -

gruence : 
_ v (<* ) + a ( m ) + 1 

o< e X m mod p * 

j ait une solution dans K . 

Remarque : Les nombres a ( m ) sont ceux définis dans le co ro l l a i r e II. 2 , 

en p renan t k = K^ et v = v p . P r é c i s o n s que si l 'on a v ( m ) > 0 , a lors 
a me 

p divise m donc N ; K contient l es r a c i n e s w de 1 donc contient une 
v ( p ) eme ~ rac ine pr imit ive Y , p de 1 ; étant égal à la valuation de 

* p - 1 

1 - y e s t donc en t ie r et on a pour v ( m ) 0 : 

V p ) 
a ( m ) = — + v ( m ) 

p - 1 * 



Démonstra t ion : 

g ( L ) e s t te l que l ' on ait : c< g ( K ^ ) ; c ' e s t donc un 

d i v i s e u r de v (c( ) ; en u t i l i s a n t la r e m a r q u e du § 1.2°) , g ( L ) es t -r p 

donc le p lus grand de s d i v i s e u r s m du PGCD de v^ (°r) et de N te l s que 

l ' on ai t << e ( K-p) m . La p r o p o s i t i o n es t a l o r s une conséquence immédiate 

du c o r o l l a i r e 11.3 . 

^ g / L ) 
Remarque : Pu i sque l ' on a o r e C K ^ ) , 1 a c o n g r u e n c e : 

g „ ( L ) v p ( <x) + a ( N ) + l ^ 
o{ = X mod a a u s s i une solu t ion jb dans K^ 

que l ' on peut c a l c u l e r . On a donc : 

g „ ( L > 

= Ji . u 

Vp(«)+ a ( N) + 1 avec u = 1 C^ j . e s t une un i fo rmisan t e de 

) • 

On dédui t du c o r o l l a i r e II . 2 que u = u ' 

P o s o n s N' = ——— 

^ u ^ fi ' 
On a a l o r s : L ^ = ( V ^ ) = K ^ ( V / 3 ) 

t - A — / v -i 
avec N' = [ ï ^ C V ^ ) : J . 

b ) choix de <* £ K te l que L = K ( V °< ) . 

Dans l ' a p p l i c a t i o n numér ique de la p ropos i t i on p r é c é d e n t e , 

on a i n t é r ê t à c h o i s i r ex te l que v ^ ( °< ) soi t minimum . 

Lertune I I . 5 . 
x ^ Soit A l ' e n s e m b l e de s ï 6K te l s que L = K (Vt f ) . 

Soi t o( £ A. te l que v ( o< ) soi t égal à la v a l e u r minimum d de s e n t i e r s 

\ Yp ( 20 | l o r s q u e V e A.. 

( 1 ) Si d = 0 , on a Vp ( tf ) r : 0 mod N , pour tout Y e /X et s ' i l 

ex i s t e tel que v ( tf ) = 0 mod N , on a d = 0 . 



( 2 ) Si d f 0 , d es t le PGCD de N et de v ( V ) pour t o u t * e A. 

Démonstrat ion : 

On sai t que l 'on a ^ e A si et seulement si on a : ^ = x ^ . c ^ 

avec ofeA, x e K et ( i , N ) = 1 . 

On en déduit que s i v ( <X ) = d = 0 on a pour tout 0 
T -P 

' mod N . 

Inversement supposons que pour un X € A, on ait vp ( ^ ) = X . N . 

Soit 1 T k e K tel que ^ C T T ^ = 1 . Posons c< ' =TT^.A'N . % Qn a 

of'e A e t Co(0 = 0 donc d = 0 . 

Supposons maintenant d ^ 0 . 

On a = x- iN . J et î" = x .ot . On en déduit que le 

PGCD d ' de v ( Y ) et de N es t égal au PGCD de v ( oc) et de N . 

d étant non nul on a donc d ' ^ d . 

Montrons a l o r s qu ' i l exis te e< ' e A tel q.ue v (o< ') = d ' , on en dédu i ra 

( d étant minimum ) que l 'on a bien : d = d ' . 
Posons : N = d 'N ' et v f = d 'd" avec ( N ' , d " ) = 1 . 

Il ex is te u et v t e l s que u N* + v d" = 1 . o o H o o 
Cons t ru i sons des coef f ic ien ts de Bezout , u = u + A.d." et v = v - AN', ' o o ' 

tels que v et N soient p r e m i e r s e n t r e eux . 

On p rend pour A , le produit des nombres p r e m i e r s d ivisant N mais ne 

divisant ni Vq ni N' . On vé r i f i e que N et v sont p r e m i e r s e n t r e eux . 

On pose a lo r s : <x 1 ^ • V 

On a bien : ^ ' € A C c a r C v, N ) = 1 ) 

et v ( * ' ) = u . N + v . v^ ( Y ) = d' 

3°) Etude d 'un exemple . 

a ) " géné ra l i t é s " . 

S o i t p u n n o m b r e p r e m i e r f i x é . On d é s i g n e p a r f i u n e c l ô t u r e 

a l g é b r i q u e d e Q ^ e t p a r v^ l a v a l u a t i o n de p r o l o n g e a n t l a v a l u a t i o n p -
a d i q u e d e Q 



On peut iden t i f ie r Q à un s o u s - c o r p s de Q . Soit K une extension 

galo is ienne de . Elle e s t a l o r s contenue dans -J7. et de la forme 

K = Q ( © ) avec 0 e f l . 

Soit f ( X ) le polynome i r r é d u c t i b l e de Q [ x l dont 0 es t r a c i n e . On 

sai t que sa décomposit ion en polynomes i r r é d u c t i b l e s de (Q [ X ] es t de 

la forme f ^ ( X ) . ^ ^ ^ ^ i ' P ^ y ^ m e s i r r é d u c t i b l e s d i s -

t inc ts ) . On chois i t pour tout i e j 1, . . . , g ^ , une r a c i n e 0 ^ de f ^ ( X ) 

et on note tf" i , le Q-homomorph i sme de K dans J7. déf ini p a r 0 ) = 

On sa i t a l o r s , que l es g pro longements d i s t inc t s de la valuation. p-adique 

v p d e ^ à K , sont l e s v p o <S\ . P o s o n s K = Q p ( 6 i ) ( S i "K es t galoi-

s ienne , K ne dépend pas de i t ^ 1 , . . . , g ]• ) . Soit l 'un ique idéal 
A-

p r e m i e r de l ' anneau des e n t i e r s de K . 

Les g idéaux p r e m i e r s de K a u - d e s s u s de p sont l e s idéaux p^ = 7 ^ ( p ) 

et l e s g complétions de K pour l e s va lua t ions v^ o (K a s s o c i é e s aux 

idéaux :p i sont l e s ( K , G\ ) . 

Il e s t a lo r s fac i le de v é r i f i e r que la congruence : 

c< =. X m mod rp* 

a une solut ion X dans K s i et seulement s i l a congruence : 
m J 6" t (o< ) = Xu l mod p 

a une solution X dans K . 

b ) l 'exemple . 

On p rend : K = Q (VTI3 , V2 ,Vi ) , contenant l e s r ac ine i 

8 e m e de 1 , 

L = K ) avec cX = V ï B + 4 V2 . 
2 

On v é r i f i e que o( K ( e n u t i l i s an t une base des e n t i e r s de K ) . 

On a donc bien [L : K ] = 8 . 

On r emarque que ( V T Ï 3 + 4 V 2 ) . ( V U 3 - 4N/2 ) = 3 . 

On a donc v^ ( Q ) = 0 pour :p non d iv i seur de 3 . 
1 e r o -l c a s : p = 2 . 

Les symboles VU3 ,V2 , i , désignent ici des r a c i n e s c a r r é e s , 



f ixées une fo i s pour tou tes , de 113 , 2 et - 1 , dans f l 2 > c lô tu re a lgé-

b r i q u e de Q2 • O n a 113 = 1 mod 8 . D ' a p r è s un r é s u l t a t c l a s s i q u e qui 

e s t d ' a i l l e u r s une conséquence immédiate du c o r o l l a i r e I I . 1 , on en déduit 

que VU3 £ Q2 . On a a l o r s : K = Ç>2 ( VTÎ3 ,V2 , i ) = Ç2 (VI, i ) , 

C [ K : 4 ) . 

P r e n o n s © =VfÎ3 + V 2 + i ( K = Q ( 0 ) ) . 

Les 8 con jugués de 0 p a r r a p p o r t à Q sont con jugués 4- à 4- p a r r a p p o r t 

à (Q 2 } de la m a n i è r e su ivante : 

{ \fU3 + V T + i ; V Î Ï 3 - V 2 - i ; V Ï Ï 3 + V 2 - i ; VÎT3 - \ f 2 + i } 

[ - V T Ï 3 + V"2 + i ; -VÏÏ3 - V 2 - i ; - V Î I 3 A / 2 - i ; - V Ï Ï 3 - \ f 2 + i J . 

Il y a donc 2 idéaux p ^ et p 2 de K a u - d e s s u s de 2 . L e s complét ions de K 

c o r r e s p o n d a n t s sont ( K , ( T ^ ) e t ( K , (S 2 J dé f in i e s p a r le choix suivant 

des p longements : 

\Zn~3 ^ V U 3 (\fn~3 ^ - V Ï Ï 3 

: f V 2 — V 2 ; (T 2 : V I ^ v l 

ou e n c o r e : 0 " ^ © ) = = 0 et 6 2 ( 0 ) = © 2 = _ V/113 + V2" + i . 

Soit y une r a c i n e p r imi t ive 8 e m e de 1 dans Q 2 ( V"2~, i ) = K̂  . 

On pose ÎT = 1 - y ; TTest a l o r s une u n i f o r m i s a n t e de K ( f) = ( TT ) ) 

On a ic i v ( 2 ) = 4 et v O ) = 0 C i = 1, 2 ) . 
i i 

D ' a p r è s l a p r o p o s i t i o n I I . 2 , s ( L ) e s t l e p lus g rand des d i v i s e u r s 2 

de 8 t e l s que : 

CT.Cûf) = X 2 h mod r TT 5 + 4 h 

avec G'1Cc< ) = VTT3 + 4 V ^ et ( f 2 ( * ) = - V/TÏ3 + 4 . 

d é v e l o p p e m e n t TT - ad ique de VTÏ3 e t 4- V2~ mod TT : 
Les é léments e n t i e r s de K s ' é c r i v e n t de m a n i è r e unique , s."TT^ 

i eIN 1 

avec s. ̂ { 0 , 1 } 

Posons 2 = d . TT 4 = dC 1 4- p. s -, v 



y es t r ac ine de X 4 + 1 , on en déduit pa r approximations s u c c e s s i v e s : 

£ = i + n 2 + n 5 + n 6 + TT 8 + n 9 + T T 1 1 + R R 1 2 mod T T 1 3 . 

D ' au t re p a r t , es t une r a c i n e pr imit ive g e m e de 1 que l 'on peut 

suppose r égale à ^ . On en déduit : 

\[2 = y = (1-TT) _ C 1-TT) 3 =TT2 +TT3 +£rT5 - e . 2 T T 1 0 

d'où : 4 V 2 = n 1 0
 + n n

+ T T 1 3
+ T T U

+ T T 1 6 mod TT 1 7 . 

Posons : V T l 3 = u + k f T 1 7 . 

On a : 

( V U 3 _ u ) ( V I Î 3 + u ) = 113 - u 2 = k ' .TT 2 1 . 

On a : 

1 1 3 = i + T T 1 6 +n2 0 m o d r r 2 1 . 
17 On t rouve deux choix pos s ib l e s pour u ( mod TT ) , co r r e spondan t aux 

deux r a c i n e s c a r r é e s de 113 , en r é so lvan t la congruence : 
16 

2 u =• 1 + ET s / T T 1 ] 2 ^ l +TT 1 6 +TT2 0 m o d T T 2 1 

i = l 

On choisi t la plus simple des solut ions : 

V 113 =r 1 + T T 1 2 + T T 1 4 mod TT1 7 

On a a lo r s 

= 5 - ^ ) 5 1 + n 1 0
+ - n U

 + n 1 2 + T T 1 3 + T T 1 6 m o d T T 1 7 

SjCoO = _ V Î I 3 + 4 V~2 = -o< + 8 V2" + 8 V T . 

Soit : < S > ( c < ) ^ . c ( mod (TT1 7 . 

On en déduit que l e s congruences : 0".(o< ) = X mod TT y sont solu-

bles ( pour i = 1, 2 ) avec X = 1 . 
4 12 On v é r i f i e que o( ~ X modTT e s t soluble avec : 

X = 1 + sTT2 +TT3 +A-TT^ ( s = 0 ou 1 , b en t i e r de K p ) . 
/ 1 ^ On en déduit que la congruence °< s X mod TT e s t insoluble , ainsi 

/ i i 

que la congruence 0 " - X mod TT . On a donc : 

g ( L ) = g ( L ) = 2 . 
S* A 4 Le ca lcul d 'un élément p, s. K tel que L ^ = ( V / 3 ) n ' e s t en f a i t 



pas u t i l e ic i pour la déterminat ion de e ^ C L ) . 

On peut cependant v é r i f i e r que l ' é lément : 

[5= 1 + TT 6 + TT 7 +TT 8 +TT 1 1 + n 1 2 

es t te l que : 
2 17 d = fi mod Tî 

On a donc : 'L = K^ avec [ L^ : K^ ] = 4 . 

2 e c a s : p = 3 . 

On p rend ic i K = Ç>3 ( , V2 , i ) . 

Dans ce c a s et dans l es cas suivants , p e s t impair . Pour d p remie r 

avec p on u t i l i s e r a , pour dé te rminer s i d e s t , ou non , r e s t e quadrat ique 

mod p l es r è g l e s de ca lcul du symbole de Legendre ( défini pa r : 

f — ] = + 1 si d e s t r e s t e quadratique modulo p et pa r / — ) = - 1 sinon ) . 
t p / \ p 

D ' a p r è s des r é s u l t a t s c l a s s iques , ou enco re d ' a p r è s le c o r o l l a i r e 11.1 , 

on en déduit que Vd e s t ou non un élément de 

Pour p = 3 , o n a : ( z l ) = (111) =_1 
V 3 ' 3 X 3 1 

d 'où : ( z l ) = ( z l l L . ) = 2 _ 
v 3 1 3 1 

On a donc : i ^ Q ; i \/2 e Ç>3 ; i V U 3 e O3 

^ rr\ et : K = Ç 3 ( i ) . 

L 'é lément 6 = VT13 + V2 + i es t donc de d e g r é 2 su r Q ^ . 

Les 8 con jugués de Q p a r r appor t à sont deux à deux conjugués pa r r a p -

por t à IQ^ . Il y a donc 4- idéaux de K a u - d e s s u s de 3 , et les 4- complétions 
A 

( IC , ) de "K co r r e spondan te s peuvent ê t r e déf in ies p a r l e s plongements 

CTt c i - d e s s o u s : 
yH3~A/Tl3 ( V f Ï 3 - V n ~ 3 W l Ï 3 ->\£Ï3 f V T B ^ - V T O 

Ç) lV2 (T2: < \ f l - - V2 ' \[2 ^ \j~2 

D ' a u t r e p a r t , 3 e s t u n i f o r m i s a n t e d e ( i ) ; l e c o r p s r é s i -



duel d e < Q 3 ( i ) ayant 9 é léments , v Q C i ) cont ien t l e s r a c i n e s 8 de 1 

( Soit ^ une r a c i n e p r imi t ive g e m e de 1 dans Ç ^ C i ) ) - L e s e n t i e r s de 

V o ^ i ) s ' é c r i v e n t de man iè re un ique > s. 31 avec s- = 0 ou s. r a -
3 i £ IN 1 

cine g e m e de 1 . ( développement 3 - a d i q u e ) . 
2 

On v é r i f i e que l ' on peut p r e n d r e i = J 

2 = - 1 + 3 , d 'où V2 5 mod 3 et 4 V 2 = j 2 mod 3 

113 = - 1 + 3 . 38 , d 'où VÏÏ3 mod 3 . 

D'où = S^Ctf) = - C32 ( <X ) = mod 3 
= - (T̂ C o< 0 mod 3 . 

Un ca l cu l p lus p r é c i s des déve loppements 3 - a d i q u e s de V 2 et \ / l l 3 

montre que l ' on a : 

C3"3C = - O^C <* ) S . 34 mod 3 5 . 

+ P o u r p ^ et p 2 1 idéaux de K a s s o c i é s à CT̂  et G" 2 

C CT - 1 CC 3 )) = J p . ) o n a : 

v ( « ) = 0 , v ( 2 ) = 0 pour i = 1 , 2 . 
i P i 

D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 11.2 , g ( L ) e s t le p lus g rand de s d i v i s e u r s m 
Pi 

de 8 t e l s que l ' o n a i t : 

(1 ) <r.( ex ) = X m mod $ = ( 3 ) . 

L e s é léments ^ e t - ^ ^ = sont des c a r r é s de K , mais ne sont pas 

c o n g r u s modulo 3 , à des p u i s s a n c e s 4 e m e de K . L e s c o n g r u e n c e s (1 ) 

sont donc so lub l e s pou r m = 2 et i n so lub l e s pour m = 4 . 

Qn a donc : 

g CL) = g CL) = 2 . 

+ P o u r l e s idéaux "jp ^ et de K , a s s o c i é s à (T^ e t ^ > 
o n a : 

V ( < 0 = 4 , v C2) = 0 ( i = 3 , 4 ) . 
" i P i 

D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n II . 2 , g CL) es t donc le plus g rand de s d iv i s eu r s 
I3 1 



m de 8 t e l s que l 'on ait : 

( 2 ) G". (<X ) e Xm mod 3 5 . i 
Les congruences : 

. 3 4 = X m mod 3 5 

. 3 s X m mod 3 5 

sont so lubles pour m = 2 et Insolubles pour m = 4 

On a donc e n c o r e : 

g ( L ) = g ( L ) = 2 . 

£ 

3 cas : p ^ 2 et p ^ 3 . 

Dans ce ca s on a t ou jou r s v^ ( o< ) = 0 ( c a r 

c< . C V Ï Ï 3 - 4 N/2 ) = 3^ ) et v p ( 2 ) = 0 , donc g p ( L ) es t le plus 

vgrand des d i v i s e u r s de m de 8 t e l s que l 'on ait : 

o( =- X m mod p . 

P a r des méthodes analogues aux p r é c é d e n t e s on détermine l es plcngements 

0 \ ( ° O de o< dans K = Q p C V i l 3 , V T , i ) , modulo $ . 

Pour p £ 113 on a p = ( p ) 

Pour p = 113 on a p = ( \ZÏÏ3 ) . 

Donnons des exemples de r é s u l t a t s : 

+ pour p = 113 , i l y a 4- idéaux de K a u - d e s s u s de 113 et on a 

g ( L ) = 2 pour chacun d 'eux . 

+ pour p = 5 , i l y a enco re 4- idéaux de K a u - d e s s u s de 5 et or 

a pour chacun d 'eux g ( L ) = 1 . 

+ pour p = 4-1 , il y a 8 odéaux de K a u - d e s s u s de 4-1 et on a 

pour chacun d 'eux g ( L ) = 1 . V 



- H -

III Déterminat ion de l ' ind ice de ramif ica t ion . 
N 

1°) La ramif ica t ion de p dans K ( V^O lo r sque p ne divise pas 

N.A-jç,, ou l o r sque v ^ ( t f ) f̂e 0 mod N . 

Ces ca s se t r a i t en t d i rec tement - sans p a s s e r à l ' ex tens ion 

locale et sans suppose r N de la forme 1 n avec 1 p r e m i e r - Les deux 

propos i t ions su ivan tes r e p r e n n e n t l e s r é s u l t a t s de [4-1 page 92 - C La 

Propos i t ion III. 2 e s t cependant plus p r é c i s e ) . 

Propos i t ion III. 1 . 

Si p X NA^ et si v p = 0 mod N , p e s t non rami-
j j 

f ié dans L = K ( V & ) . 

Démonstrat ion : D ' a p r è s le lemme I I . 5 on peut suppose r que l 'on a v p (<X) = 0 

le d iscr iminant de L / K divise le d i sc r iminant N^ . ĉ  des nombres j l , 

Vo(, . . . , V o ^ " 1 ? ; i l es t donc p r e m i e r avec p ( v (oO = v ( N) = 0 ) 

Proposi t ion 111.2 . 
Soit d le PGCD positif de ( ° 0 et de N ; e ^ ( L ) es t le 

produi t de — p a r l ' ind ice de ramif ica t ion de p dans K C^R") . 
d 

En p a r t i c u l i e r , e ( L ) = — si |) / d . A-^ . 
^ d 

Démonstra t ion : 

D ' ap rè s le lemme I I .5 on peut supposer que l 'or, a : soit 
v.p ) = d si d £ N , soit v^ ( »( ) = 0 si d = N . Dans ce d e r n i e r cas 

la p ropos i t ion e s t t r i v i a l e . 

Supposons donc v ^ (cxf) = d avec d d iv i s eu r s t r i c t de N . 

Soit G une rac ine N e m e de c* dans L = K C V ^ ) et v 
•r 

une valuat ion de L prolonge ant v . On a : 



D'où : 

e p ( L ) = v ^ ( 9 ) > 1 c a r L G IN et - > 1 

D 'au t re p&rt , soit K T le co rps d ' i ne r t i e de p dans L /K ; 

" T L/K étant cycl ique , K es t l 'unique s o u s - c o r p s de L de d e g r é n = — — 
e p C L ) 

p a r r a p p o r t à "K ; on a donc 

K t = K . 

D ' a p r è s ce qui p r é c è d e n d iv ise d ; on a donc : 

K c K t C K ( f c ô C L 

non r a m i f i é totalement r ami f i é 

L ' ex tens ion L / K ) e s t donc totalement rami f iée en tout 

idéa l a u - d e s s u s de p , d 'où le r é s u l t a t énoncé . 

Dans le cas p a r t i c u l i e r où p ^ d . A-^ , on applique le. p r o -

¥ 
posi t ion I I I . 1 à l ' ex tens ion k o t e ) . On a donc bien e __ ( L ) = — . 

Remarque : L e s deux propos i t ions p r é c é d e n t e s permet tent de se r amener à 
xr d. 

l ' é tude de l a ramif ica t ion de ;p dans lX(\/~c<~) avec -p d iv isant d . A ^ et 
v p ( ° 0 0 mod d . De plus d ' a p r è s l e s r e m a r q u e s f a i t e s au § 1.3°) , et 

d ' a p r è s la p ropos i t ion III. 1 , l ' i nd ice de ramif ica t ion de :p dans K ( p® es t égal à l ' i nd ice de ramif ica t ion de :p dans K (VôF) avec p nombre 

p r e m i e r de IN a u - d e s s o u s de p et d = p m . d ' C avec C d ' , p ) = 1 ) . 
pi* 

2°) La ramif ica t ion de :p dans K ( V o T ) l o r sque p divise p . A-̂ . 

et v (o( ) = 0 mod p m . 

a ) cas loca l : 

On cons idè re ic i un c o r p s k , complet pour une valuat ion dis-

c r è t e v , dont le c o r p s r é s i d u e l es t de c a r a c t é r i s t i q u e p -p 0 . On sup-

pose que k cont ient l e s r a c i n e s C p n ) e m e de 1 . Dans la sui te on p rendra 
A 

pour k , le complété K^ de K ( si K lui-même n ' e s t pas complet ) . 



S o i t ^ ^ u n e r a c i n e ( p*1 ) e m e d e 1 ( c o n t e n u e d a n s k p o u r 

1 ^ h 4 n ) . On r a p p e l l e q u e l ' o n a : 

v ( i . j h ) = l i i L = 

f C p h ) p ^ C P - D 

es t la fonct ion d ' E u l e r ) . 

Soit k^ une extens ion cyclique de k de d e g r é p n . 

On note v la valuat ion de k pro longeant v , D̂ e t ï ) l e s idéaux p remie r s 

C uniques ) de l ' anneau de valuat ion de k et de k ( on a ic i g (k ) = 1 ) . n n 
On suppose que l ' ex tens ion r é s i d u e l l e k^ / k es t s é p a r a b l e . 

Soit A l ' ensemble des ï e k te ls que l 'on ait : 

n 
k n = k ( ) . On suppose que l ' o n a pour X e A , v ( ^ ) = 0 

mod p n . 

D ' ap rè s le lemme 11.5 , il ex i s te i e A tel que l ' on ait v ( $ ) = 0. 
pn 

D'au t re p a r t , tf n ' appa r t i en t pas à k p ( c a r £k ( V y ) : k~J = p n ) . 

On déduit donc du c o r o l l a i r e I I . 3 que pour l es éléments ^ de A tels que 

v ( X ) = 0 , la congruence : 1+a. 
^ = X p mod p 1 

n ' a pas de solut ion dans k , 

L1 avec a , = a ( p ) =_ZJLE2_ + v ( p ) = p . . 

k = k . 
n 

p - 1 p - 1 

Le lemme suivant p r é c i s e le choix de Yé À tel que 

Lemme III . 1 . 

Soit A l ' ensemble des tf è. k t e l s que v ( <0 = 0 et o ^ 
k = k ( V T ) • Soit A le sup des -1) pour tf £ A n n o 

( 1) On a A a^ , et i l ex is te te l que l'or, ait : 

f i s 1 mod . 

( 2 ) Q u e l q u e s o i t , A n e s t l e s u p d e s À t e l s q u e la c o r . 



n À 

g r u e n c e ô s mod p ai t une solu t ion dans K 

( 3 ) On a A > 1 . n x 

Démons t ra t ion : 

+ On a vu que la c o n g r u e n c e : 

X ^ X P mod :p 

n ' a p a s de so lu t ion pour Y e A , on a donc b ien X <L a , e t À est r o n ^ 1 n 

f ini . Il e x i s t e donc t e l que : 

v ( p - 1 ) = A n . 

+ Soit > il e x i s t e x' e k t e l que : 

n 
^ = x ' P .p> 1 avec ( p , i ) = 1 . 

(A ) X 
D ' a p r è s le choix d e p , A a p p a r t i e n t à U n = l + ( f > ) n . 

i ( A n } 
On dédui t de la p r o p o s i t i o n I I . 1 que l ' o n a a u s s i [3 ç. U d 'où : 

n ^ 
= x 'P mod-P n 

n 1+A 
+ Si l ' o n avai t : % = yP mod n , on a u r a i t : 

v n11 C 1+ A ) 
v ( y ) = 0 et 0 = yP . £ avec l <z V n . 

On a u r a i t a l o r s ? p A et v ( é - 1 ) > X , c e qui e s t en c o n t r a d i c t i o n o ' n 
avec l a dé f in i t i on de À 

n 

+ V é r i f i o n s que l ' on a A n ^ 1 • Cela es t une conséquence de 

l a s é p a r a b i l i t é de l ' e x t e n s i o n k / k . En e f f e t , s i l a c o n g r u e n c e n 
= X P mod p 

A n — 
éta i t i n so lub le C avec 

i e A ) le polynome X P - / n ' a u r a i t p a s de r a c i n e s 
pii dans k et l ' e x t e n s i o n k (V^ïT ) / k ( qui e s t contenue dans l ' e x t e n s i o n 

K ^ ) s e r a i t purement i n s é p a r a b l e . 
Le lemme suivant p r é c i s e le l i en e n t r e la va lua t ion de x - 1 et 

ce l l e de ( V I T - 1 ) pour c e r t a i n s x de k . 



jj*avne III. 2 . 

Soit x e k tel que v ( x - l ) a , et tel que l es r a c i n e s de 
n 

XP - x soient dans k ( x 1 ) . 
n 

P ( 1) pour tout 6 e k^ te l que 0 p = x , on a : 

( x - 1 ) = p n . v (6-1 ) n 

( 2) Soit y 6. k te l que v ( y - 1 ) > v (©-1 ) , on a a l o r s : n ^ n n 

v n ( y p n - l ) > v n ( x - l ) . 

Démonstra t ion : 
n Neme Soit y n une r ac ine pr imit ive ( p ) de 1 . 

n p n 1 p n 1 
- On a : x - l = © p - l = T T ( 0 ) = T T T ( 6 - 1 ) + ( 1 - * 1 )] 

i=0 i=0 L / n J 

Vn L c e - D + C l . p j ( - inf [ v n ( 0 - D , v n ( l - p | ; SX v n ( e - l ) ^ v n ( l - p 

U [ V 6 ' V ; 3 1 V e - v n ( 1 - ) n } 

L'hypothèse v ( x - l ) 4 r a ^ implique : 

v ( p ) 

Y C p n ) 1 

v ( p ) 
On en déduit a lo r s ( en dis t inguant l e s cas v ( 0 - 1 ) et 

v ( p ) 
v C 0 - l ) = _ ^ ) que la r e l a t ion ( 1 ) es t v r a i e . 

4 > ( p n ) 

Soit a lo r s y e. k te l que v n ( y - l ) ) 
v n Cp) 

Soit v ( y - 1 ) , on a a lo r s , d ' a p r è s ( 1 ) : n 

n 

W ) 

( y p I 1 - l ) = p n . v n ( y - l ) v n ( x - l ) . 



V ( p ) 
Si v ( y - 1 ) , on a a l o r s en r e p r e n a n t le ca lcu l in i t ia l : 

n v ( p ) 

7 p - 1 X 

n 

"Remarque : une étude plus g é n é r a l e de v
n ( 6 ^ - 1 ) e n fonct ion de v (.0-1 ) 

peut ê t r e f a i t e p a r d e s méthodes a n a l o g u e s mais n ' e s t pas u t i l e ic i . 

Lemme I I I . 3 • n p 
Soit | î e k te l que \ = k ( V / i ) et te l que v ( / 3 - l ) = ^ n , 

(A e s t déf in i dans le lemme 111.1 ) . n 

Soit Q une r a c i n e de X^ - ft> dans k et e = e < 1 ( k ) , / n v n 
- l ' i nd ice de r a m i f i c a t i o n de :p dans k n . Si V

n ( ® - 1 ) e s t mult iple de e , 

( v (0 - 1 ) = e . a ' ) et s i TT e s t une u n i f o r m i s a n t e de k , on a : n r o 
F' — -

B = 1 + i"j TTa . A l o r s rj n ' a p p a r t i e n t p a s à k et le d e g r é r é s i d u e l f ( k ^ ) 

e s t mult iple de p . 

Démons t ra t ion : 

Soient TT et TT d e s u n i f o r m i s a n t e s de k et de k o n n 
On a : TT =H.-TTe avec £ u n i t é de k o n n 
Si v^CO - 1 ) = e . p.' , on a : 

i y-

c ' e s t - à - d i r e : 0 = 1 + rj TT0 avec rj u n i t é de k n . 

Supposons que l ' o n ai t : r j é. k ; a l o r s i l ex i s t e une un i t é a de k et un 

en t ie r b de k R t e l que l ' on ait : 

1 
= a + b TT . o 

e . [ l . a T t f ' U — • n c U ^ 

1 + aTT o 



O n a x £ k et v ( x ) = 0 

Posons : 0 ' = 1 + . TT 1+ K 

1 + a TT o 
n n n 

On a v n ( 6 ' ) = 0 et = 0 P = x P . 0 
n 

Donc = 0 , P appar t ien t à k avec v (|V ) = 0 et 

k n = k ( V /3 ' ) . 

On a : 

v n ( 0 ' - l ) ^ e . (JJL' + I ) > e.PI' = v n ( 6 - l ) . 

D ' a p r è s le lemme III. 2 ( p a r t i e 2 ) , on a donc : 

v ( f i ' . 1 ) > v ( f ] - 1 ) . 

Ceci e s t en con t rad ic t ion avec le choix de p> ( lemme III . 1 ) 

On a donc rj £ k donc f p ( k n ) = [^kn : k j ^>1 . 

Lemme III. 4- . 

Les hypothèses et l e s notat ions sont ce l l e s du lemme III. 1 

Si k / k es t non r ami f i é de d e s r é p n , on a néces sa i r emen t : A = a , n n i 

Démonstra t ion : n. 
.P 

Soit p e k tel que k n = k ( \J~p ) avec v ( f * > - l ) = À n . 

Soit © une r a c i n e ( p n ) e m e de . S i k n / k e s t non ramif ié , 

le lemme I I I . 3 s ' appl ique et on a : 

© = l + ^ I T ^ a v e c rj f k , T T o = n n . 

D ' au t r e p a r t , d ' a p r è s l e lemme 111.2 , on a : 

v n ( ^ - l ) = p n . v n ( 6 - l ) = p n .JJL . 

Comme v ( ^ - 1 ) = A n , on a A n = p n . 

Nous a l lons mont re r que , pour A n
 a 2 ' ^ e s t r a c i n e d 'un polynome n — _ _ 

de la forme XP - 6 ( avec ^ 0 ) , a lo r s que pour A n = a^ , ï j est 



r a c m e 
n 

d 'un polynome de la forme + C 
n - 1 _ 

n- 1 + B ( avec C n - 1 
P P 

et <£ non nuls ) . La p r e m i è r e éven tua l i t é e s t incompatible avec le fai t que 

k ( r j ) / k , s o u s - e x t e n s i o n de d e g r é £ 1 de k n / k , soit s é p a r a b l e . On a 

donc n é c e s s a i r e m e n t A „ = a-, . n 1 
A 

P o s o n s : p = 1 + S TTo ( avec E. un i t é de k ) . 

f j e s t r a c i n e de l ' équa t ion : 

1 " ( 1 + r ) n o ) p I 1 

ou e n c o r e : 

n 

i = l p 

P o s o n s , pour i e j 1, . . . , p n ] , i = p ^ i ' ( avec ( p , i ' ) = 1 ) . 
i 

On v é r i f i e que le coe f f i c i en t binomial C es t a l o r s d iv i s ib le " e x a c t e -

ment " p a r p n - t . On peut donc p o s e r : 
i ( n - t ) . v ( p ) 

C = C . . T T n I o 
P 

avec C. un i t é de k . i 

D où : 

n 
P i 

c
 n • i= 1 p ' 

que t 
On remarqueVp e s t le p lus pe t i t d e s e n t i e r s i t e l s que l ' on ai t : p / i et 

n - 1 - _ _ 

S f - ^ / i " o 

i p t + 1 / i 

( n - t ) v ( p ) 
l J 

J 

1«t J . 

P i i . 

On a donc : 
n f n-. X - ' 1 ( n - t ) . v ( p ) + pt.p> r t „ -, 

- " p : 
h P 

n 

avec , f , polynome dont l es c o e f f i c i e n t s sont des un i t é s de k 



f,( X) = t c . . X 1 " ^ " 1 
t 1 t 1 x ^ 1+p 

t /. + t+1 / . p / i et p / i 

On v é r i f i e que pour \ n a^ , c ' e s t - à - d i r e JJL <( v ( P ) ; o n a 

pour tout t ( { 0 , . . . , n - l ] , ( n - t ) v ( p ) + p t ^ . \ p n . ^ . 
n u. 

La r e l a t i on ( 1 ' ) se rédui t a l o r s , a p r è s simplification pa r Tf^ " 
n 

) 
o 

n 
mod TT o £ H f) P mod TT 

( On u t i l i se le fa i t que l 'on a J-L+O c a r X n 0 - lemme III. 1 ) . 

_ n -— 
On a donc montré que pour À n </ a^ , r j e s t r ac ine de X p - £ . 

Supposons maintenant A n = a^ , c ' e s t - à - d i r e = v (P^ . On a : 

^fCp11) 

pour t = n - l , v ( p ) + p . p. = a ^ = p . v > 

pour t e ^ 0, . . . , n - 2 j , ( n - t ) . v ( p ) + p t . | jLp? p n . ( X 

Après s impl i f ica t ion , la r e l a t ion ( 1 ' ) se rédui t donc à : 
n _ n - 1 

mod I \ o £ = r j p + c n _ 1 . f ) P mod 

ce qui prouve que , pour À ^ = a^ , Yj e s t r ac ine du polynome 
n n - 1 __ __ _ 

XP + C n _ 1 XP - £ ( a v e c C n _ 1 et £ non nuls ) . 

Propos i t ion I I I .5 . 

Soit k un co rps de c a r a c t é r i s t i q u e 0 , complet pour une valua-

t ion d i s c r è t e v . Soit ;p l ' i déa l p r e m i e r de l ' anneau des e n t i e r s de k pour 

v . On suppose que le co rps r é s i d u e l k e s t de c a r a c t é r i s t i q u e p + C et 

que k contient l e s r a c i n e s C p n ) e m e de 1 . Soit p> £ k tel que v (y? ) = 0 . 

Pn - -
Soit k n = k ( V7? ) . On suppose l ' ex tens ion r é s idue l l e k /k s épa rab l e . 

v Cp) On pose a., = p 
1 P - 1 



( 1 ) k / k es t de d e g r é p si et seulement si la congruence 

P> = 

n 1 1+a 
= XP mod V 1 

es t insoluble dans k 
p 

( 2 ) k ( \ / ^ ) / k es t une extension non ramif iée si et seulement si 

la congruence : 
a l 

f i =. XP mod 1 

a une solut ion dans k . 

( 3 ) Soit s le plus grand des h é | 0, n j- t e l s que la congru-

ence : 
h a 1 

j î = XP mod p 1 

ait une solut ion dans k ; a l o r s , l ' i nd ice de ramif ica t ion e^C k n ) de 

l ' ex t ens ion k n / k es t le produi t de p n S p a r l ' ind ice de ramif ica t ion de 
P

s 

l ' ex t ens ion k ( \/JÏ~ ) / k . 

P o u r s ^ 1 , f p C k n ) es t multiple de p -

Remarques : 

+ Cette propos i t ion permet de dé t e rmine r complètement la ramifi-

ca t ion de l ' ex t ens ion k /k dans l e s cas s = 0 ou s = 1 seulement . Pour s > l , 

des exemples numér iques peuvent mont re r que peut v a r i e r de p n - S 

. n - 1 

a p 

+ L e s p a r t i e s ( 1 ) et ( 2 ) de ce t te propos i t ion cor responden t au 

théorème de Hecke ( [ 1 ] § 39 Satz 119 ) . 

Démonstra t ion : 

La p a r t i e ( 1 ) r e p r e n d les r é s u l t a t s du § Il . 

P a r t i e ( 2 ) : Supposons que le. congruence : 
n * p, =• XH mod :p 

soit soluble dans k , pour A = a^ ; s i el le e s t a u s s i soluble pour A= 1+a^ , 
p p 

on a a l o r s k = k ( \ / / Ô ( l ' ex tens ion k ( VfO / k es t t r iv ia lement non rami-

f iée ! ) . Supposons donc la congruence insoluble pour A = l+a , a lors le 



nombre À-̂  r e la t i f à l ' ex tens ion k ( défini dans le lemme III. 1 ) est 

égal à a^ et on peut s u p p o s e r ^ chois i te l que : v (p> -1 ) = a^ . On a a l o r s , 

pour toute r a c i n e p e m e 0 de , dans k^ ( lemme III. 2 ) : 

_1 ) = _ . v ( A - l ) 
P P - 1 

V 1 ( P ) . ^ v ( p ) = e ? 3 ( k 1 ) . 
P - 1 

Le nombre es t donc multiple de e^C k^ ) , et d ' a p r è s le leir_me 

I I I .3 , f ^ ( k^ ) es t multiple de p . On a donc bien ) = 1 

c . f p C k x ) = p ) . 

P a r t i e ( 3 ) : Si le nombre s déf ini dans ( 3 ) vaut n , la propo-

si t ion es t t r i v i a l e . Supposons donc s < n ( s+1 < n ) ; le nombre A 
s+1 

rela t i f à l ' ex tens ion k ( \ f p > ) es t s t r i c t ement i n f é r i eu r à a 1 

C / 3 £ X1 
-s+1 

mod p ) . 

k = k ( n V Â n 

r k ( W ) 

totalement 
r ami f i é 

r ami f i é i 
k ( V ^ ) 

c o r p s d ' i ne r t i e 
I 

^ k 

j } non 
r ami f i é 

On déduit a lo r s du lemme 

I I I .4 que l ' ex tens ion k ( ( / ^ T ) /k 

est r a m i f i é e . L 'extens ion k n / k 

étant cyclique de d e g r é p , son 

corps d ' i ne r t i e e s t inclus dans 
? s 

k CX/js" ) . L 'ex tens ion 

k ( t f j ) / k ( V j T ) est 

donc totalement ramif iée , et 

e (k ) e s t bien le produi t de p p a r l ' ind ice de ramif ica t ion de l ' ex ten--P n 
s 

sion k ( V ] ? ) / k . 

D ' au t re p a r t , pour s ^ 1 , on déduit de la pa r t i e ( 2 ) que 
p 

k ( \ / j Ô / k es t non ramif ié ; e s t a lo r s multiple de p . 

b ) cas " global " : 
m On r e p r e n d les notat ions et l e s hypothèses du § I , avec N = p 

C p p r e m i e r ) , et p idéal p remie r de A-^ a u - d e s s u s de p . On suppose q u e 



pm 

l 'on a L = K (VôT) avec v O ) = 0 mod p m , et [ L : K~] = p m . 

On a vu au § Il le rô le joué pa r l e s nombres a ( m ) pour la déterminat ion de 

g p ( L ) . Ici l e s d i v i s e u r s de p m sont de la forme p*1 ( h.£ | 0, . . . , m J- ) . 

On pose a l o r s : 

h a^ = a ( p ) = + h . v p ( p ) . 

On déduit a l o r s des r é s u l t a t s du § Il et de la propos i t ion I I I .5 , la p ropos i -
tion suivante qui r é sume tous l es r é s u l t a t s obtenus , concernant la d é t e r -
mination de e ( L ) , f ( L ) , e ( L ) 

V f -P 

P r o p o s i t i o n III . 6 . C r i t è r e de dé terminat ion de e ^ C L ) , f p ( L ) , g ( L ) . 

Soit L une extens ion cycl ique de K de d e g r é p m et ;n un idéal 
P m 

p r e m i e r de A-^ d iv isant p . On suppose que l 'on a L = K ( V ^ " ) avec 

v p ( a ) = 0 . 
Soit r le plus grand des h fc j o , . . . , m | te ls que la con -

gruence : 
h l+ av, 

o< == XP mod p A 

C p ) 
ait une solut ion x & K ^ avec a^ = + h . v ^ ( p ) 

( 1 ) On a g ( L ) = p r ; et si r = m , e ( L ) = JLCL) = 1 . :p -f 

( 2 ) Si r m et s i la congruence 

o< = X P mod 1 + r 

n 'a pas de solut ion dans K , a l o r s e ( L ) = p m r et f ^ ( L ) = 1 . 

( 3 ) Si r < m et s i l e s congruences : 
h a 1 

c< = XP modrp i + r 

ont une solut ion dans K pour h e £ r + l , . . . , r + s ^ , mais pas de solution 

pour h r+s , a l o r s f ^ C L ) est multiple de p , et e ( L ) es t le produit 

m PTtS 
de p m - r ~ s p a r l ' ind ice de ramif ica t ion de ;p dans K ( \ / ô ( ) . 



m a l + r En p a r t i c u l i e r si la congruence : o( = X mod ^p n'a pets de solut ion, 

on e s t s u r que e s t r a m i f i é , s inon on ne peut pas conc lu re sauf dans le cas 
m - r - 1 s = 1 où l 'or, a e ^ C L ) = p et f ^ C L ) = p . 

Démons t ra t ion : 

La p a r t i e ( 1 ) e s t l ' e x p r e s s i o n de la p ropos i t ion II.4- dans le 

cas é tud ié 
/N 

P a r t i e ( 2 ) et ( 3 ) : i l ex i s t e p f tel que 

= P . i 
D ' a p r è s la déf in i t ion de r , on a : 

r ^ 1 
[ V * j • 

m - r -A ^ P 
m m - r 

et L = Kp(Vc< ) = K ( V f i 

P o s o n s : p n m - r î k — . — k . ' V ' cçt n 
On n o t e r a i c i p l ' un ique idéal p r e m i e r de l ' a n n e a u de va lua t ion de K . 

( O n a e s ( k ) = e f l ( L ) , f ^ ( k ) = f 3 3 ( L ) ) . v n v p n -p 

On se p l a c e dans le c a s m >y , c ' e s t - à - d i r e n ^ 1 , et on appl ique la p r o -

posi t ion. III .5 à l ' e x t e n s i o n k n / k , en u t i l i s a n t le lemme suivant : 

Lemme . 

Soit h 1 te l que la c o n g r u e n c e 
h+r a , 

o( s X P mod -p 1 r 

n ' a i t pa s de solut ion dans K , a l o r s le cong ruence 

p h /N a l 

fi = X p mod -p 

est i n so lub le dans k . 

h . a 1 -.,-P , A I X mod p avai t une En e f f e t s i l a cong ruence P> = 
en 

solut ion dans k , el lêVaurait"âUssi une dans K , e t on a u r a i t : 
h 

P -
d'où : 

/N a i ( a j | ) 
c P . y a v e c y è K , y é 1 + (p> ) = U 



h+r r r _ ( a 1 ) - r 
ne P P P I TT 1 P V = x r . y r avec y^ ç- j^u K ^ K 

D ' ap rè s le c o r o l l a i r e 11.2 ( pa r t i e ( 2 ) ) , on a : 

r ( a 1 ) n r ( a 1 + r . v ( p ) ) 
|_"u J e u 

D 'aut re p a r t , on a : a ^ + r = a 1 + r . v ( p ) . O n a donc : 
r a l + r h + r a . 

y P = 1 mod p + r e t o< = x P mod :p + r ce qui e s t absurde . 

Reprenons l ' hypothèse de la p a r t i e ( 2 ) . D ' ap rè s le lemme 
p 

précéden t et de la p ropos i t ion III .5CC2) ) ) k (X/ji" ) / k e s t ramif iée ; 

k /k es t a l o r s totalement r ami f i é , d 'où : n 7 

e ? CL) = e~ ( k n ) = p = p 

f CL) = Ck ) = 1 . 
•p V n 

Dans la p a r t i e C3) , on suppose qu ' i l ex is te s tel que la 

congruence : 
h+r a , 

oL ~ X P mod p i + r 

soit soluble pour l ^ h < ŝ , et insoluble pour h y s . 

Si r + s = m , la p r o p r i é t é énoncée es t t r iv ia le . 

On suppose donc m y r+s . D ' ap rè s le lemme C appliqué à h = s+1 ) , la 

congruence : 

-n 1 
X P mod £ 

s+1 . a 
l* ~ 

est insoluble . 
s 

P a «-i 

Montrons que la congruence : = X mod :p , est 

soluble . 
s+r a . 

On a : c< = x P . y , avec y = 1 mod :p . 
C a 1 ) A Si 

Donc y € U 1 + r = 1 +p 1 + r . 

On a > a = a C p r ) ; on déduit du c o r o l l a i r e 11.2 que l 'on a 

C a 1 + r ) Cax + r . v C p ) ) f ( a ^ - j r Vd. J U i + r . v i l p ; ; r ^ a 1 j i 
"U r = U = [ U J p 

n C a-, ) r 
o n c il ex is te y ' e U tel que y = y ' P , d 'où : 



c* = f i
P = ( x P ) P . y ' P 

S / N A I 
d'où : f \ s X p mod p . 

D ' ap rès la pa r t i e ( 3 ) de la propos i t ion I I I .5 , l ' ind ice de ramif ica t ion 

= e ( L ) es t égal au produi t de p n - S C = p m - r ~ s ) pa r l ' indice 
^ ?s 

de rami f i ca t ion de l ' ex tens ion k ( \ / ~ p ) / k , c ' e s t - à - d i r e p a r l ' ind ice de 

ramif ica t ion de p dans K ( \ f ô T ) . D ' au t r e pa r t on a supposé s ^ 1 , on 

a donc bien f ^ ( k n ) ( o u encore f ^ ( L ) ) , multiple de p . 

Conclusion : 

Il r e s t e à dé te rminer l ' i nd ice de ramif ica t ion e^ (k ) de y s 
l ' ex t ens ion k s / k avec k co rps loca l et : 

k s = k ( { / T T ) 
1+a, 

p, XP mod p 1 

S CL 

fi E XP mod p 1 ( s > 1 ) 

La méthode cons i s te à é tudier , en u t i l i san t la propos i t ion III.5 

( p a r t i e ( 2 ) ) la ramif ica t ion des ex tens ions i n t e rméd ia i r e s de d e g r é p 

k ( fi ) / k ( . V p j. On peut cependant évi ter de f a i r e des ca lcu ls dans 

les ex tens ions i n t e rméd ia i r e s s i on connaî t p a r a i l l eu r s le développement 

TT •adique d 'un nombre p S - p r i m a i r e de k ( éléments p c k te l s que 
P 5 , - s 

k C V p, ) / k soi t non ramif iée et de d e g r é p ) . 

En ef fe t , on a supposé que le c o r p s r é s i d u e l k admettait une 
n s extension cycl ique sépa rab le de d e g r é p , ( donc à f o r t i o r i de d e g r é p 

avec s ^ n ) . On en déduit C C 3 ] P a g e 63 ) , que k admet dans une c lôture 

a lgébr ique f ixée , une et une seule ex tens ion k g non rami f iée et de degré 
s ~ f P . ( L o r s q u e k e s t f ini , et a p éléments , el le s 'obt ient en adjoignant 

à k l es r a c i n e s ( p 1 ) e m e de 1 ) . Pu i sque k contient l e s r a c i n e s 
s P1 

(p ) e m e i ^ ce t te extension es t de la forme k (\Z~fi ) . 



pK 
C o n s i d é r o n s u n e s o u s - e x t e n s i o n k ( ) / k de l ' e x t e n s i o n 

k / k ( h <Çs ) . P e u r q u ' e l l e s o i t n o n r a m i f i é e i l f a u t e t i l s u f f i t , 

( e n v e r t u d e l ' u n i c i t é d e l ' e x t e n s i o n n o n r a m i f i é e de d e g r é p du c o r p s 

local k ) que l 'on ait : 

P K 

k ( V ( i ) = k ( V / 3 s ) 

et le d e g r é r é s i d u e l f (k ) e s t a l o r s le plus grand des d i v i s e u r s p d P̂ s 
G 

p te l s que l 'on ait : 

P K PK 

k C = k ( \ J~f r l ) • 

D'un point de vue pra t ique , il faut v é r i f i e r p a r des r é so lu t ions de congru 
i h h 

ences ( c f . c o r o l l a i r e II . 3 ) que l ' on a fi ' f i s G ( k pour i p , 

( i , p ) = 1 . 
/ 

- f 

Dans le cas où k es t f ini ( avec p éléments ) on peut pren-

d re : 
/ 3 s - < ô , X > P S 

f s 
où ô e s t une r ac ine pr imit ive ( p - 1 ) e m e de 1 et X un c a r a c t è r e com-

NR 
plexe ( ^ 1 ) du groupe de Galois G de k s / k ( cyclique ) et </ Q,X )> 

la r é so lvan te de Lagrange a s s o c i é e ( = Z I X C c " 1 ) © 6 ' . 

De maniè re généra le l e s nombres p n - p r i m a i r e s sont déf in is à p a r t i r des 

fonctions de H a s s e - Chafa rev i tch ( [ 5 ] , [6~] ) 

. Dans le cas où le corp 

de base e s t le c o r p s obtenu en adjoignant à (Q^ , l e s r a c i n e s ( p n ) e m e de 

1 , l ' e x p r e s s i o n des nombres p n p r i m a i r e s es t re la t ivement plus fac i le à 

obtenir , soit p a r des ca lculs d i r e c t s , soit pa r [ 7 ] 2°) Exemple de déterminat ion de l ' indice de ramif ica t ion . 

On r e p r e n d l 'exemple du § II , K = Q ( V Ï Î 3 , V? , i ) , 
g 

<X = VTÎ3 + 4 V2 , L = K ( ) . 



a ) si p ne divise pas 6 A^ : on a v^ ( c< ) = 0 

D ' a p r è s la p ropos i t ion 111.1 on a donc e ( L ) = 1 

T 

b ) si p divise : on a vu qu' i l y a 4 idéaux p r e m i e r s de 

Ay d iv i san t 3 , et que l 'on a : 
v (o< ) = v (o< ) = 0 ; v (cy ) = v ( c< ) = 4 . 

"Hj, +V 

D ' a p r è s la p ropos i t ion III. 1 , P ^ et P 2 sont non ramif iés dans L . 

D ' a p r è s la p ropos i t i on 111.2 p ^ et -p ^ sont ramif iés dans L ( e t non 

rami f i é s dans K (^CK) . On a donc e ( L ) = e _ ( L ) = 2 

c^ JLL-p d iv ise 2.A-^ : on u t i l i se la proposi t ion 111.6 . 

On a vu ( § II ) qu ' i l y avait 2 idéaux p r e m i e r s Jp ^ e t "P 2 divi-

sant 2 . On a c o n s i d é r é K comme un s o u s - c o r p s de ( V2 , i ) = K et 

'on a p r i s comme un i fo rmisan te de K l ' é lément : 

TT = 1 - i l L 

qui e s t a u s s i dans K . 

On a v é r i f i é que l 'on a : 
«v -i T-.10 Al 12 13 16 , 1 7 0< = 1 + TT + TT +TT + TT + TT m o c i TT 

D 'au t re p a r t l e s congruences 

= XZ mod p) j 

^ ^ x 2 h mod 

sont équiva len tes à : 

) = XZ mod TT' 

avec G"2( oi ) = - V H 3 + 4 \p2 = mod TT 1 7 

^ A 

9 h A 
o< = <T1 ( (X ) = X mod TT 

J] A 

On a v é r i f i é que l 'on a : 
4 a ° ( 1 ) ^ - x mod TT avec a 2 = 12 

2 o / 

et x f 1 + s f l +TT mod 77-

s = 0 ou 1 



( 2 ) mod TT 

d 'où g ( L ) = 2 . 
P. i 

2 ? 4. On v é r i f i e immédiatement que 1+sTT + TT̂  + "TT ^ ne peut ê t r e congru à 
1 2 

u n c a r r e m o d u l o TT o n a d o n c : 

o< £ X 8 mod TT 2 d 'où ^ = X 8 mod p . 2 ( i = l , 2 ) . 

On es t dans le cas où la p ropos i t ion III. 6 permet de conc lu re . On a 

donc e CL) = f ( L ) = g ( L ) = 2 ( p o u r i = 1 , 2 ) . 
S; t' 

k — 

Remarque : L ' ex tens ion K ( ) / K e s t non rami f iée pour tous les 
8 

i d é a u x , l ' e x t e n s i o n K ( v** ) / K n ' e s t ramif iée que pour l e s deux idéaux 

de Av d iv isant 2 . 
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