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SPIEGELUNGSSATZ .
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Nous exposons ci-aprés un " Spiegelungssatz " un peu plus

général que celui de Leopoldt ;[6] . L'extension L/Q considérée par

~ ce dernier est remplacée par une extension L/k . Soit £ un nombre

premier . Les hypothéses :"f ne divise pas [L:Q] et L contient
g eme

une racine primitive de 1'unité " sont remplacées par " J ne

. . . . em
divise pas [L:k] et L contient une racine primitive gn € de

12

Vunité

. Le résultat obtenu ( théoréme III ) a la forme suivante

Soit ¢ un caractére de G= Gal( L/k) , irréductible sur Qg

et soit ¢ son reflet . Notons dimm 98 le m-rang de la ¢-composante du
£~groupe des classes d'idéaux % de L, et dim 80¢ le e—r'ang de

la 75 -composante du groupe & des f-unités primaires de L .
Nous obtenons les inégalités :
_ (p o¢
. P :m
dlmm % d1mm % \( di 0 6 ,
Pour toute puissance de Y , notée m et inférieure a fn .

Dans son principe , la démonstration reste semblable a celle
de Leopoldt .

Relation du miroir.

%- Nous désignerons par :

L/k une extension finie galoisienne de corps de nombres ,
G son groupe de Galois ,

m  un entier ,

me

. o e s
une racine primitive m de l'unité .
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Nous supposerons que L contient 3 . D'autre part , soit M un corps
de nombres contenant L ,tel que M/k soit galoisienne et M/L abélienne
d'exposant divisant m . Comme L contient les racines m Sme de 1,
‘? l'extension M /L est une extension de Kummer d'exposant divisant m .
§ Nous désignerons par W son radical , c'est-a-dire :
; W={w;weM*,wm€:L}.
a

Définitions de trois structures de G-modules .

et t un prolongement de * & M.

Soit Y un élément de G

Considérons le groupe de Galois de M /L, noté Gal (M /L)
Si u appartient & Gal (M /L) la quantité t ‘ut appartient &
Gal (M /L) et elle est indépendante du choix de t . En posant
u® = t*ut on définit sur Gal (M /L) une stucture de G-module .

) et e ol O R

i

On note Gal (M /L))" le groupe des homomorphismes de
Gal (M /L) dans le groupe multiplicatif de L ,noté L*. Comme M /L

.2
v

est d'exposant divisant m , et que L contient les racines m®™e  ge 1,
ce groupe est le groupe des caractéres de degré 1 de Gal (M /L).

si ¥ appartient & Gal (M/L)" , nous définissons ]t en posant :

Xt(u) = X(ut) , pour tout u de Gal (M /L) . On obtient ainsi une struc-
ture de G-module pour Gal (M /L)" .( En toute rigueur , Gal ( M /L)

étant un G-module a droite , il faudrait noter Gal (M /L)" comme un
G-module & gauche )-

»
Considérons le groupe W/ L. Si w appartient & W et si
s -1 . éme
U appartient & Gal(M/ L), w" est une racine m de 1 et appar-
. ' »* ” .
ttent donc & L . Il s'en suit que wl” est indépendant du choix de t.

En posant : (wL*)r - wiL? , on définit sur W/L”Y une structure
de G-module .

Rappelons que la théorie de Kummer donne un isomorphisme
Canonique « entre les deux groupes W/L” et Gal(M/L)" ainsi défini:
Si wL* appartient a W/L¥ , 1'homomorphisme £ (wl*) de Gal(M/L)
dans ¥ correspondant & wLl™ est défini par : «(wL*)() = wit )
Pour tout u de Gal(M/L) .
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pfemlere définition deX . Pour tout t de G , nous désignerons par

T X*(x
) yla classe résiduelle modulo m définie par : 3 = 6 ),

West clair que X‘(‘C) ne dépend pas du choix de la racine primitive
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m de l'unité : f . De plus , X (Y) étant premiére & m , on peut

*
considérer X comme une application de G dans (2 / m2 )* . Clest

un homomorphisme .

Théoréme I. Les structures de G-module de W/L* et Gal(M/L)"
K*(x) vt

sont liédes par la relation :(D(CWL*))t= L((wl™) ) ,pour tout
w de W et tout t de Gal(M/L) .
Leopoldt appelle cette relation : '"Spiegelungsrelation ".

Démonstration . Soit u un élément de Gal (M/L) . Les notations ¥ et

t ont toujours le méme sens . Nous avons , d'aprés la définition de
T
* % u
Lwl™) @ «WLHWH) w = w . D'autre part :
-1 -1 -1 r
x t - T u . .
wi Y= o(wL Y) w , d'ou l'on déduit que w peut aussi s'dcrive
A -1

. ot -4 -t v
sous la forme : w® = wt YU —(a@wlL” Yu) wh )t=(f><(WL* ) wo.

M€ de 1 . Son image par t est

- xt) ‘ a
Or «(wL ) (u) est une racine m
s s . *. . éme
donc égale a sa puissance X (o) et nous avons :
v X*(t)‘c'1

wr o= «((wl™) Yw) w . D'ou la relation annoncée .

11

Décomposition du {-groupe des classes d'idéaux et du groupe des

f-unités d'une extension de degré premier & /. Caractére du groupe

des g-unités .

Nous désignerons toujours par L/k une extension finie
galoisienne de corps de nombres et par G son groupe de Galois .
Soit £ un nombre premier ne divisant pas le degré [L:k]. Cette

hypothése assure la semi-simplicité de 1l'algébre FE[GJ .

ERRQIS concernant les caractéres f-adiques de G . On trouvera

dans [7}1111 exposé élémentaire sur les caractéres f-adiques d'un
groupe abélien . Pour le cas général , nous renvoyons a [3} et [9]
Soit ¢ un caractére irréductible de G sur le corps
g-adique : QZ . (Clest la trace d'une représentation linéaire irréducti-
ble de G sur Q&). Ce caractere (;5 est une application de G dans

ZK et comme [/ ne divise pas l'ordre de G , son résidu modulo J est




un caractére irréductible de G sur [Fl . De plus , on obtient par ce

moyen une bijection entre l'ensemble des caractéres irréductibles de
G sur Qp et l'ensemble des caractéres irréductibles de G sur Ep

( [3] §76). C'est la raison pour laquelle nous noterons de la méme
facon ¢ et son résidu modulo /2 .

Soit X un caractére de G absolument irréductible ,au
dessus de glf . Soit QECX) son corps des valeurs . Comme l'algébre
Q, [G] est décomposée , ¢ sera la trace de X dans l'extension

(QE XD/ Q(’. . Soit 14, l'idempotent associé a Sb . Il est donné par

l‘P= (X /16D Z¢(6")o’. 11 s'agit donc d'un élément de Zg [c] .

6eG

Si H est un Z(-[G] -module noté multiplicativement , nous
appelerons ¢-composante de H , le sous-module :

1 1
H¢={h¢;héH}.
Nous le noterons simplement H® . On déduit des relations d'orthogo-

nalité entre caractéres , que H est le produit direct : H =TrH¢ ,

Q;S parcourant l'ensemble des caractéres irréductibles de G

sur Q, .
Lemme II. Si H est un ZZEG] -module et si J est un sous Zp [G] -
module de H |, la ¢—composante de H/J est canoniquement isomorphe
au quotient des ¢ -composantes de H et J . Clest-a-dire :

uf/18s (H/7)P

En effet : considérons l'application de ne dans (H/] )?S,

qui associe & h appartenant a H‘P, sa classe modulo J . C'est un

R A AR A ‘mmmwﬁmﬁmiﬁﬁkm&%ﬁw!;i&_:ihfi!%it!ﬁﬁmmmwfsm,.:_m_me,'«. i St Ak ik S )

homomorphisme surjectif qui a pour noyau ]‘P.

Définitions des symboles : dimg , dimm , dim¢, dim . Soit H un
2, (G] -module tel que HE=1. Il s'agit donc d'un F, [G] -module .
Nous noterons dim¢> H le nombre de lFe [(G] -modules simples de carac-

tere ¢ qui interviennent dans une décomposition de H en produit

direct de E, (G] -modules simples . Cette quantité est lide & la dimen-

sion de H? en tant que KFe -espace vectoriel par : dime Hst = ¢Cl)dim¢H.

Soit maintenant H un 2, [G] -module quelconque et soit m

Une Puissance de / . On désignera par dimm H le m-rang de H ,

C'est-a-dire : dimm H= dime Hm/e /H™ . On posera également :

P

dim?gm H = dim Hm/2 / H™ . On déduit du lemme ci-dessus la relation:
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¢(l) dim H = dim H¢ . En effet:
m m

oXeb dim(p ym/ ¢ / H™ = dimg (Hm/2 JH™ )¢=dim€(H¢)m/€ / HPymo dim__ H? .

Groupe des { -classes d'idéaux . Soit K un corps intermédiaire entre

k et L,tel que K/k soit galoisien . Soit U le groupe de Galois

de L/K . Désignons par %K (resp. %?L) le J-groupe des classes
d'idéaux de K (resp. L ) . Notons j l'application de XK dans %,
déduite de l'injection canonique du groupe des idéaux de K dans le groupe

des idéaux de L .

Soit 55 un caractére irréductible de G sur Qe . Rappelons
que l'ensemble des éléments t de G ,tels que gb(i‘) = ‘P(l) est le

- noyau de la représentation linéaire de G de caractére ¢ . Nous l'appe-

lerons simplement le noyau de (P . Si 431 est un caractére de G/U ,

en composant ¢1 avec la surjection canonique W de G sur G/U, on
obtient un caractére (P de G dont le noyau contient U . Si (P1 est
irréductible , alors ?5 est irréductible . On obtient ainsi une bijection
canonique entre l'ensemble des caractéres irréductibles de G sur Qf
dont le noyau contient U et l'ensemble des caractéres irréductibles de
G/U sur Qp . Désignons encore par T l'application de Qﬂ[Gl sur
Qg[G/U} déduite de T par linéarité . Si ¢ = 471 o T, les idempotents
associés & ¢ et (}51 vérifient : T Cl‘P) = l¢1 .

Proposition I a ., L'application j est un homomorphisme injectif . Son

lmage j(%K) est l'ensemble des éléments de %L invariants par

U=Gal(L/K). Si 951 est un caractére de G/U irréductible sur

Q@ et si 9b= ¢1 o1, on a alors : j(?@ft )=96L¢‘

Démonstration .  Désignons par Ay , Ay les anneaux d'entiers de

K et L . Soit a un idéal de K dont la classe appartient & Ker j .

Il existe donc a dans L tel que : aAp = aAL , d'ou :

Q[L:K] . NL/KCEQ Ay et Q[L:K] est principal . Or ClK(tl) est




d'ordre une puissance de P et f ne divise pas {L:K] . L'idéal «a

est donc principal et | est injectif .

Soit o un idéal de L , dont la classe est invariante par U.

(L:K]

On aura alors NL/K(Q) AL = qa . En utilisant une relation de

A i B o e NN

Bezout entre [L:K] et l'ordre de Cly(a) , on obtient :
ClLCa) =C1L( NL/K(a)u AL) et cela montre que CI-L(Q) appartient a
Y ple
j(?@K) . Comme T(14)=1; , nous avons B = %’K et
j(%K’“) = j( %K) C 9@% . Réciproquement , si t appartient & U , ¥ appar-

tient & Ker 525 et vérifie :7.'1?5 =1g . On en déduit que tout élément

de )@L est invariant par U , ce qui démontre l'inclusion :

%f ¢ j(%lf‘) :

Conséquence . Convenons d'identifier l'ensemble des caractéres de

G/U irréductibles sur Q(ﬁ a l'ensemble des :aractéres de G , irréduc-
tibles sur Qﬂ et dont le noyau contient U . Convenons également de
considérer %K comme un sous-groupe de %L' Nous constatons alors
que la décomposition du f-groupe des classes de tout corps intermédi-
aire K galoisien sur k , pourra s'écrire : %K =Tr96L, ce produit
étant direct et étendu aux caractéres irréductibles sur (Qe de

G/U = Gal( K/k) .

| £ Groupe des J-unités . On désigne encore par K un corps intermé-
| diaire entre L et k , galoisien sur k et par U le groupe de Galois :

Gal(L/X) . Soit Ey le groupe des unités de K . Posons :
gK = EK / Eé . Nous appelerons 8K le groupe des Z-unités de K .

|

?

|

[ I.v rd - .

‘ x Nous désignerons par i l'application de EK dans % déduite de l'in-
|

|

Jection canonique de EK dans EL .

\PPOEOSition IIb. L'application i est un homomorphisme injectif .

Son image i( 81() est l'ensemble des éléments de gL invariants

Par U = Gal(L/K) . Si ¢4est un caractére de G/U irréductible sur
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et si ¢ = ¢, o, alors i(8§5= gf

La démonstration de cette proposition est semblable & celle

de la proposition précédente .

*
Deuxiéme définition de X . Soit T le sous-groupe de torsion de

E; . Considérons le quotient T/T? . Clest wn F, (G] -module . 11 n'est
pas réduit & 1 si et seulement si L contient une racine primitive £%7¢
de 1 . Supposons que cette condition soit vérifiée et appelons 5 une
racine de 1 appartenant a L , d'ordre une puissance de ? 1a plus
grande possible : Qn . La classe de S modulo Tg engendre donc
T/TZ . Introduisons l'application X* définie au paragraphe précédent

*
comme un homomorphisme de G dans (2//" 2" tel que : § g (f)

2 . * s
~ Considérons le résidu modulo Z de X*, c'est-a-dire l'application

de G dans (Z/QZ)’é qui associe a 6 la classe de X*CG‘) modulo £.

Il s'agit du caracteére du [Fp [G] -module T/T? . Nous appelerons

ce caractére le miroir de L/k et nous le noterons encore X*. Par la
suite , comme nous l'avons dit au début de ce paragraphe , nous dési-
gnerons aussi par X*le caractére de G sur Qﬂ dont il est le résidu
modulo £ . En ce sens , X*est 1'1(1()3momorphisme de G dans le groupe
X*(§

&
multiplicatif de Ze tel que § =9 pour tout 6 de G .

Nous allons essayer maintenant d'exprimer le caracteére du

E [ G] -module &, .

Définition de Yo . Désignons par 0w la conjugaison complexe de C .

Soient T, ...T, les plongements réels de L dans C et W _, "'Tt+s’

—_—

“14—5 ) ...:[T“_ les plongements complexes_de L dans € . Convenons que
T est le conjugué de T , c'est-a-dire que 1= Il 65 Nous définissons Yo
de la facon suivante : si ¥ appartient 3 G et différe de 1 , alors Yo ()
&8st le demi nombre de plongements complexes Tl de L dans C tels que

T- T, D'autre part, on posera \i/ 1) = s+t .

Cas particulier . Supposons un instant L/Q galoisienne . Supposons
L PIOngé dans € et soit Lo= LNR et H,= Gal(L/L,) .Le groupe H,
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posséde donc 1 ou 2 éléments . On peut alors vérifier que l'application
Yo définie ci-dessus est la restriction & G du caractére de Gal(L/Q)

induit par le caractére principal de H, .

Théoréme 1I . Soit L/k wune extension finie galoisienne , de grou-
pe de Galois G . Soit ¢ un nombre premier ne divisant pas [L:K] .

Soit 8L le groupe des Z-unités de L, c'est-a-dire : EL = EL /Ef .
Notons 1 le caractére unité de G . Si L contient une racine primitive

eme
?

T TRNT Y SO TN TR VT E S

de l'unité , alors le caractére du !Fe [G] -module EL est

* N
YL =X+‘T’o-l . Si L ne contient pas de racine primitive [eme de

e

- 1'unité , le caractére de éL est \FL = \f/o-l

PER

4

Corollaire . Soit CPun caractére de G , irréductible sur QE .

Soit X le caractére absolument irréductible dont 95 est issu . Le nom-

bre de modules simples de caractéres ¢ dent 5L est produit direct

. dim, &. = (1/1Gl X6 v, (o).
est 1m¢ L i/t )€§G )\{’L

Démonstration . Soit f: EL —_— R *S T
g —— (Logle ']

14L¢s+t

PR IRABER Lol o8 8 sl hh s ik Borid Hemdsesha oy kol

+
le plongement canonique de EL dans RS, Rappelons que "E(EL) est
. ' s+t " .
un sous-groupe discret de l'hyperplan de R d'équation :
le + 22)(34_1 - 0. Définissons sur R°*" une structure de G-module de la
1{1gs 114t
fagon suivante : Si Y appartient & G, soit j, l'application de l'ensem-

ble des s+t premiers nombres entiers dans ui-méme , définie par

—

= 1 +t
e =T, . S DI lément de R®™" ,
. 1) ou Trjt.(i) Sott ( X, )1$1$s+t un élément de
. ) 5 . 5+t
Faisons opérer (& droite ) G sur R en posant :
. = . . 1 me? '
(xi )1‘51\( ot <xj~c(i)) pcigstt Le plongement f devient alors un

homomorphisme de G-modules.

+t . s
Soit D le sous-ensemble de R®" ainsi défini

D :{(X, e ,)~) ;)\GZ} . La somme directe agCEL)GBD €57 Un sous-
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groupe discret de . I s'en suit , qu'une Z-base de fCEL)e D

sera une R-base de RS"', si v appartient a G, soit Ay la matrice
de l'application de ‘;ﬁ(EL)e D dans lui-méme qui associe a

(xi) , Cxi)t . L'application qui associe a T , la trace de
141¢s+t 4£1£s+t

Ay est le caractére du Q[G]-module (iCEL)e D)Q , clest-a-dire du

Q[G] -module déduit de af(EL)e D par extension de 1'anneau des sca-
laires & Q[G] . Le résidu modulo D de cette application sera le carac-
tere du [Fy[G]-module Iﬂ(EL)@D /f(f(EL)eD) .

Pour calculer Tr(A,) , il suffit de chercher comment A .
transforme la base canonique de RS*" ., On obtiendra : Tr(Al) = s+t ,

Si ¢ différe de 1, la trace de A¢ est le nombre des entiers i compris

“entre s+l et s+t tels que j(i) =i . L'application: ¥ — Tr(Ay),

est donc égale a ‘-t/o.

Comme G agit trivialement sur D ) on en déduitmque Yo- 1
est le caractére de aﬁ(EL).Q , c'et-d-dire du Q(G]-module déduvit de
‘f(EL) par extension de l'anneau des scalaires & Q[G] . Le résidu
modulo £ de Yo - 1 sera le caractére du F, [G] -module £(EL) 1ﬁ£(EL).
De plus , le noyau de £ est le sous-groupe de torsion T de EL et
£(EL) /M(EL) est quotient de EL/ EE =£L par T/ Te . I1 s'en
suit , que le caractére de 8L , ‘-YL , est obtenu en ajoutant & \{'0- 1,
le caractére de T/ Tg. Si ce groupe est ‘réduit al, c'est-a-dire
si L ne contient pas de racine primitive 17 de 1 , SON caractere

L s *
est nul ; sinon-, il s'agit du miroir : X

Le corollaire s'en déduit . En effet le produit scalaire de

X et YL : (1/71GD ZX(G")\FL (6) mesure le nombre de modules simples
feCx
de caractéres ¢ dont 8L est produit direct .
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Enoncé du Spiegelungssatz .

Nous désignerons toujours par L/k une extension finie galoi-
sienne de corps de nombres , par G son groupe de Galois , par £/ un

nombre premier .

Hypothéses . On suppose que L contient une racine primitive 5 d'ordre
gn de 1 et que [L:k] est premier & /.

Définitions . Rappelons d'abord que X , appele le miroir de L/k
est le caractére de G sur Q, défini par S S e pour tout ¢ de G .

’

(P est un caractére irréductible de G sur Qﬂ , NMOUS pPOSerons :

(;(t) CP(L‘") X*(l') , pour tout Tde G . En introduisant la représentation
dont <;> est le caractére , on vérifie que gﬁ est le caractére d'une
representatlon linéaire de G sur Qp . Ce caracteére 4) est aussi irré-
ductible sur Qp . On l'appelera le " reflet " de ?5 ( Spiegelbild ) .
L'application 4) — 4) est une involution de l'ensemble des caracteres
irréductibles de G sur @ ; c'est-a-dire : (;5 ¢

Soit E (resp. E®) le groupe des unités de L (resp des uni-
tés f-primalres de L) . On pose 8 E/E et 5 =E° /E . On appelle
ces groupes : groupes des P-unités de L et groupes des f—unités pri-

maires de L .

Les symboles dim¢m et dim?s ont été définis au paragraphe

précédent .,

Théoréme III Soient L/k une extension finie galoisienne de corps de

nombres et G son groupe de Galois . Soit 2 un nombre premier . On

n eme

suppose que L contient une racine J de 1 et que /ne divise pas

le degré [L:k] . Pour toute puissance de f, notée m , et inférieure a

ﬁn , et pour tout caractere 925 de G irréductible sur Qf’ les ¢et 56-
composantes du f-groupe des classes 40 de L et la sb-composante
du groupe des f_unités primaires de L vérifient :

dim;m% - dimgﬁm% £ dim¢€

S e ———
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Remarque . Comme 6 s'injecte dans 8 , MOUS avons aussi :

dim 8 Sdlmgbg . Cette derniére valeur est donnée par le théoreme II.

v

Démonstration du théoréme III .

Lemme 1V , Soit H un Z,[G]-module et H" son dual, c'est-i-dire
le groupe des homomorphismes deH dans €* . Munissons H*de la struc-
ture de Z,[G]-module ainsi définie : Y G0 = §x*) , pour tout t de G
et tout x de H . Pour tout caractére ¢ de G irréductible sur @ K les

modules ( HP)* et ( HM)? sont canoniquement isomorphes .

Démontrons ce lemme . Considérons l'application de (H”")P

dans (HH? qui associe & § , appartenant & (HM)? , sa restriction
i H?. C'est un homomorphisme . Montron; qu'il est injectif .
Supposons que la restriction de { a H? scit égale 3 1 . Pour tout x de

H et pour tout caractére Y de G irréductible sur QE et différent de

1 141
CP, nous avons : § (x Y)= X(x ? Y) = XCl) =1 . D'ou l'on d&duit que :

| E(xl‘f) =1 pour tout caractére % ;d'ou finilement : ¥=1. Pour
i montrer que cet homomorphisme est surjectif , considérons un élément
‘. §de (H®)Y . Comme H est égal au produit direct : H = TTHY |
Y parcourant l'ensemble des caractéres irreductibles de G sur Q,,
il est possible d'obtenir un prolongement § de § & H tel que la restric-

‘ tion de § & HY , pour tout Y différent de 75, soit égale a 1 .

| . Venons en & la démonstration proprement dite du théoréme III.
- Désignons par M/L la f_extension abélienne non ramifide maximale de

L. Pour tout m, puissance de ? inférieure a I* , désignons par Mm le
corps intermédiaire entre M et L maximal tzl que Mm/L soit d'exposant

' : divisant m . L'extension Mm/L est une extension de Kummer et l'on

*

! désigne par W_  son radical; c'est a-dire :
( W ={w;weMm;wmeL*}.(Onadonc:M1=LetW1=L

)o
Munissons Wm/L* , Gal(Mm/L) 2t Gal(Mm/L)A des struc-

m

tures de G-modules définies au paragraphe [ . Rappelons que K et
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Gal(M/L) sont isomorphes ( en tant que G-modules ) par l'isomorphisme
de réciprocité du corps des classes . Les groupes GaI(M/M ) et
Gal(M/Mm/z ) correspondent dans cet isomorphisme a gemll .
Par restriction et passage au quotient , on en déduit 1ex1stence d'un
isomorphisme de G-modulesentre : Gal(Mm/Mm/Q ) et ge,m” /B
D'ou l'égalité :
dimg % - dimg g{sm/f IR - dimsb.cal(M My g -

D'autre part , .y /L* est un sous- G module de W /L
et nous confondrons le quotient (W_ A% )/Cwmlf /L*) avec

Wm/WmIZ qui lui est canoniquement isomorphe . L'isomorphisme de
la théorie de Kummer o« Wm/L* = Gal(iv{m/L)‘ a pour restriction

. . . _ P .
a Wm/i /L™ 1'isomorphisme O(m/l : Wm/Z JLT Z Gal(Mm/Z /L.

“En effectuant le quotient , on obtient un iscmorphisme de groupes :

~ . s -~
19m : wm/wm“, - Gal(Mm/Mm/g ).

Nous avons vu ( Théoréme I) que la relation du miroir était :
T *e)T
(e« WL*) "= & ((wl PUI ) .
Maintenant , £ ne dlwse pas l'ordre de G et on en déduit :
19 1‘7;
CI I RARIPI (% i

En passant- au quotlent , on obtlent :

15" l?,@‘ )
(ﬁm(wwm/e DRE= !gm((\vwm/g > ), pour tout w de Wm
Dans 1'isom;rphisme ﬁm , Gal(Mm/Mm/l )A¢correspor-1_d donc &
(Wm/Wm/Q )T . D'apres le 1e_mme v, Gal(Mm/Mm/e )¢ est un groupe
isomorphe & Gal(M /M m /e )¢A . Nous aurons donc :
, )¢‘ - dim

chmZ Gal(Mm/M (Wm/wmlﬂ )¢ . Comme ¢(1) = 9-5(1) , TOus

m/ {
en déduisons : dimg GalCMm/MmN ) = dim?S Wm/wm/l’ . Nous avons
démontré :

E&p&sition IVa. Les quantités : dimﬁm% et dim W _/W

?5 m' " m/é

sont égales .
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Définitions des applications 9m et Ym . Notons %(m) l'ensemble
em

des éléments de 4 dont la puissance m- ¢ est égale a 1 . C'est-a-

dire : %(m) = {h ; hedd; n™ =l} . Notons Ap \l'anneau des entiers
de L . Si w appartient & Wm , sa puissance m®he appartient a L et
engendre un idéal qui est une puissance m"™€  d'un idéal a de L .

On a donc : wmAL = am La classe de 1'idéal a (notée Cl(a) ) est

un élément de ge(m) . En associant a meM la classe de Cl(a)

modulo %(m/?) , on -définit une application :

. (m) (m(?)
Omt W/ Vo — & 1 %
Il s'agit d'un homomorphisme de G-modules .
Soit me/2 un élément du noyau de Gm . Si wmAL = o™ ,

am/?_ = aAL . D'ou wmAL =

. : , ¢
ae«'AL et il existe une unité & de L telle que w™ = a €. L'extension

f
L( Ve )/ L est une sous-extension de Mm/L et elle est donc non rami-

fiée . L'unité £ est donc /Z-primaire et appartient & E° . Soit
o
\f/ o Ker 9m - 8

l'application de Ker Gm dans E°/Ee - €° qui associe a mem/e la

classe de € modulo E! . On vérifie que \{/m est un homomorphisme de

e

H

G-modules . De plus \f/m est injectif . En effet si & appartient & E

w appartient a L~ et w e appartient & L . D'ol w appartient &

Wm/? . Nous avons démontré
Proposition IV b . 11 existe un homomorphisme de G-modules 9m de

Wm/wm/ﬁ dans ge(m)/%(mlﬂ) . Il existe un homomorphisme de G-modules,

injectif Ym de Ker Sm dans 80 On en déduit les inégalités :

- dim¢ %(m)/ x(m/e) \<dim¢ Ker 81’1’1 \<dim¢ é °

dim W _/W
m' "m

p

Pour déduire le théoréme 1II de ces deux propositions , il
reste & voir que dim %Cm)/ %(mlf ) - dim o % . Or nous avons d'aprés
le lemme 11 : (XJm/?,/%m )(P’—_‘:’ 9@¢m/ﬁ/%¢m . Ce groupe est isomorphe
€0 tant que [F£ -module a 38¢<m)/ Xﬁb(m/() et celui-ci est isomorphe ,

~

.
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(}e’(m) /%(mli)

d'apres le lemme II & : )95. Nous avons donc :

dime (Bﬁm”/%m)¢ = dim, (%(m) /%(m/é’) )95 . En multipliant par ¢ (1),
nous obtenons : dim gern/Q /%m = dim %(m) /%(m/ﬂ) .

v

Exemples .

1. Rappels concernant les classes réelles et les classes relatives .

Soit L/k une extension finie de corps de nombres ; soient

T et k les corps des classes de Hilbert de L et k , et soient Hk

et HL les groupes des classes d'idéaux de k et L . Désignons par

N”1'application de /L/L dans Hk déduite de la norme dans l'extension
L/k .

Proposition V a . Dans l'isomorphisme de réciprocité liant /'/k et
Gal( E/ k), l'image de //L par N correspond & Gal(‘}z/ Ln?) . Dans
l'isomorphisme de réciprocité liant HL et Gal( i/ L) le noyau de N
correspond a Gal(i /L‘}z)

Démonstration. Si b est un idéal de L , le symbole d'Artin :
L/k(b) k/k) est la restriction a k de (b Lk/L) et il laisse inva-

riant kNL . Donc il appartlent a Gal( k/ kf\L) Réciproquement ,

soit ¢ un élément de Gal(k / kf\L) . Cet automorphisme est la restric-
tion & k d'un automorphisme T de Lﬁ/L et il existe un idéal b de L
tel que Tt =(b ,Li /L) ; d'ou: o = (NL/k(b) , % /% . La deuxiéme

assertion se démontre de la méme fagon .

Définitions . Soit L un corps de nombres plongé dans € . Posons

Lo= LNR . On appelle groupe des classes réelles de L , le groupe

des classes de L, et on appelle groupe des classes relatives de L,

le noyau de l'application N de HL dans HLodéduite de la norme rela-
tive & L /L, . ( Ces notions dépendent donc du plongement de L dans

C choisi . Si L/Q est abélienne , L, ne dépend plus de ce plongement)

LY




—
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On déduit de la proposition ci-dessus que l'application N\ est

surjective . En effet , puisqu'aucune place de L ne peut se ramifter

A

dans le corps des classes de Hilbert io de L, , l'intersection [ ,NL

sera égale a L, . Il s'en suit que N(/-/L) = /‘/L . Nous avons démontré :
o

Corollaire . Le groupe des classes réelles de L est isomorphe au

quotient du groupe des classes de L par le groupe des classes rclatives

de L .

2. Comparaison du {-groupe des classes relatives et du £-groupe des

classes réelles de L, lorsque L contient une racine ™€ de 1 of

Tlorsque [L:Lo.}=2.

d

Désignons encore par L un corps de nombres plongé dans C
et par L, l'intersection : L, = LNR . L'extension L/L_ est galoisienne
si et seulement si [L:L,] {2 . En effet , si L/Lo est galoisiennc ,
de degré différent de 1, la restrictioﬂ{‘/de la conjugaison de € a |. ap-
partient au goupe de Galoisde L/L, . Le corps fixe de ¢, sera donc
L,et [L:L,] =2, -

Q

Supposons désormais , que L (et son plongement dans C)
vérifie cette condition . Soit £ un nombre premi er impair et soit
P ( resp. 360 , 96*) le £-Sylow du groupe des classes de L ( resp.
du groupe des classes réelles de L , du groupe des classes relatives
de L) . D'aprés le corollaire énoncé ci-dessus , nous avons
X, % /%", Mais nous pouvons énoncer un résultat plus précis:
¥ est produit direct de 360 et 9@*.

En effet , supposons [L:Lo] =2 .(Sinon , c'est clair ) .

Posons : Ly =k, G = Gal(L/k) = {1 " b‘,,}. Le groupe G posséde

deux caractéres irréductibles sur Qe : 1 et (P donnés par le tablcau:

1} 6
111} 1

?l—l

Les idempotents correspondants sont : 1l = %— (1+6,) et 1(? - =01 -

-
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D'aprés la proposition [l a ( appliquée avec K =k =1L, ) le groupe 3

est isomorphe par l'injection j de 980 dans 96 , au [—groupe des cles-
ses réelles o%o de L . On vérifie aussi , que %Pcoincide avec le fgrou-
pe ®*des classes relatives de L . Enfin , il est clair que # est pro-
duit direct de ’z}@l et 9‘@95.

La proposition suivante a été obtenue par L. Bouvier dans [2]

sous des hypothéses un peu plus restrictives

Proposition ¥V b . Soit L un corps de nombres plongé dans C et soit
Lo= LNR . On suppose que [L:Lo]=2 . Si 7 est un nombre premier
impair , soit n le plus grand entier tel que L contienne une racine

" °Me ge 1 , notée 3 Supposons n # 0 .( C'est -a-dire : supposons

-

. . e E‘emé
que L contienne une racine primitive

de 1) Pour toute puissance

de 2 , notéde m et inférieure a fn , les m-rangs des /—groupes des
x
classes réelles et relatives : %c et & de L , vérifient les inégalités :
* hy .
dimm % - dlmm 9@0 RS dlmZEL ,
. * . .
dimm by - dxmm 4 < dlmZEL - dlmZE Lt 1.
‘&, Si de plus , Sn‘est pas une unité {-primaire de L, on a alors plus
i précisément :
* - .
chmm 960 - dlmm% < dlmZEL - dlmZELo .

Les quantités dim E et dim_E sont les dimensions des Z-modules
Z°L Z L,
libres , quotients des groupes des unités EL et EL de L et L, par
[}
leurs sous-groupes de torsiomn.

Démonstration . Appliquons le théoréme III & L et k = L, . Comme

&0 -1
S =9, le caractére miroir de L/k est 525 . De plus 1 et ?é sont re-

flets 1'un de l'autre . Nous avons donc :
dim, b - dim¢m i < dlm¢> g ¢ dlm?s g,
dim % - dim # < dim 8 édim g .
$m 1m N 1 1
Pour calculer dimlg et dim g , on peut appliquer le théoréme .

Mais dans ce cas particulier, il suffit d'utiliser la proposition lb. On a

4
un isomorphisme ; 81_‘48]40 et 8 est produit direct : é’ - & 895, Nous




17

aurons donc: dimlg = dime 81 =dim, gL,,: dimZE Lo,puisque Lo ne peut

contenir c}e racine 4 eme de 1 . D'autre part, puisque L contient une
racine Zeme de 1 : ding = dimZEL +1 . D'ou:

. L , 1 s

dlm¢g = dlmeg - dlmeg = dlmZEL dlmZEL: 1.

Supposons maintenant que 5 ne soit pas une unité f-primaire
de L, c'est-a-dire que L(\Z/_S—)/L soit ramifiée . Considérons le
F, (G]-module £ /E°, isomorphe.da E/E° . Le sous-module de E/E° en-
gendré par la classe de 5 modulg E° n'est pas réduit & 1 et a pour
caractére : X*= $. 11 s'en suit que & /8° contient un F, (G]-module sim-
ple de caractére X*=sb . Comme le caractére de 8 est Yy - X*+\f’o -1
\fao—l et on a : dim §° {dim € -1.

‘ Bt

Remarques . La derniere hypothése : " § n'est pas une unité Z—pri-
n eme

b
1

le caractére de £°est " au plus

ol s g s . . N
maire de L " est vérifiée en particulier dans le cas ol L est le /

corps cyclotomique . Par exemple , pour n =1 , nous obtenons
\ .

} si &
| e ,

| la différence des f—rangs de ces groupes est bornée par :
I

1 0 ¢ dim, & - aim, ¥, { (£-3)/2 .

Ces inégalités ont été obtenues par Hecke ;[5] .

*
o et # " sont les f-groupes des classes réelles et relatives de QQ),

Kummer avait déja montré que si £ divise le nombre de classes
| réelles de QCD , alors 7 divise également le nombre de classes relati-
ves de (Q(e) . Ce résultat lui permettait de caractériser les nombres

l premiers £ divisant le nombre de classes de Q(D ( nombres premiers
irréguliers ) au moyen des nombres de Bernouilli . Il 1'obtenait a 1'aide

des formules analytiques ; ({1] Ch 58 6).

Signalons encore l'existence d'une autre propriété de Kum-
mer " : f étant toujours un nombre premier impair et n un entier quelcon -
| que , si le nombre de classes réelles du A corps cyclotomique

| est pair , alors le nombre de classes relatives de ce méme corps est
également pair . Ceci peut se démontrer facilement a l'aide de la formu-
| DT | COWIRED

le des classes ambiges appliquée a l'extension : @ / Q) . Toute-
fois , pour étudier ce type de question , les méthodes utilisant les for-
mules analytiques paraissent plus précises . On peut voir par exemple :

(4]§ 37 et 38 .

_
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3. Comparaison des 3-groupes des classes de k({d) et k({-3d) .
Proposition V ¢ . Soit k un corps de nombres ne contenant pas \[-:3 .

Soit d un élément de k tel que ni Vd, ni V=34 n'appartiennent & k .
Posons K = k(Yd) , K=xk(V-3d) et k'= k(V-3) . Soient %K , %’K ,
%k' , %k les 3-groupes des classes d'idéaux de K, K, k'et k.
Soient j, j , j' les injections canoniques de %k dans 961( , %R , %k'

Pour toute puissance de 3, notée m et telle que le sous-corps réel

. éme . .
maximal du m corps cyclotomique soit contenu dans k, on a les

inégalités :
a dimm%R/]—'( %k) - dimm%K/j( %k) RS dim ,Eq - dimZEk ,
) dim_ %, -dimm%k./j'c %o & dim E, -dim B, 1,

3 dim_%,,/i'(B) -dim_ 26, < dim E .
Les quantités dimZEK ) dimZEk, , dimZEk sont les dimensions des

E E

Z-modules libres , quotients des groupes des unités : E Ko Eg

K ’

de K, k' et k par leurs sous-groupes de torsion .

| Démonstration . Posons L = k(Vd , V-3d) et G =Gal(L/k) . Ce groupe

4 est un groupe de Klein . Notons ses éléments de la fagon suivante :
| G = {l , ¢, 6 ,oE} et supposons que © invarie K et § invarie K .
i Soient 1, ¢, ¢, X* les caractéres irréductibles de G sur Q; définis

par le tableau suivant :

» 1 o o 66

| 1)1} 1] 1)1

i

| X111 1
6 | 1] 1111
; 1 4-1 1 |-1

@t

Soit n le plus grand entier tel que le sous-corps réel maximal Q ) du

3n eme corps cyclotomique soit inclus dans k . Soit 5 une racine primitive

tive 3" ®Me 4o 1. Elle appartient & L . Le caractére miroir de L/k

est X et 1 , X* d'une part , 325 et 5 d'autre part , sont reflets l'un




19

de l'autre . Appliquons le théoréme Il & L/k , avec f=3 . On obtient
les inégalités : (Bet B désignentle groupe des f-classes et le grou-

pe des ! -unités de L)

dimg . B -dim¢m% {dimsbﬁ,
dimlm% - dimX*mZ}@ £ dimxfg,

- - . < .
dlmm% dlmlm% R chm1 g,

. \ e . Al
pour toute puissance de 3 notée m et inférieure a 3" .

D'aprés la proposition Il a nous avons %K = %196(/1’ ,(en con-
f sidérant %K comme un sous-groupe de 4 ) et 9@1 = i( Q@k) d'ou :

i

} %?J\:, %K/j(%k) et dim¢m98 = dimm %K/j(%k) . On interpréte de la

| " o . .

l _méme facon les quantités : d1m¢m96, dlmlm%, dlm)(’%n% .

f

.~' Soit i l'injection canonique de €k dans . Considérons

8K comme un sous-groupe de & , LOUS aurons gK = g¢8l et
81 =i( 8}() ( proposition 11 b ). Nous en déduisons @b;“-‘ 8K/i( Ek) et
dim¢g = dim3 856 = dim3 gK - dim3 gk . Remarquons enfin que ni K ,ni
k ne contiennent de racine cubique de 1 . Il s'en suit que :
dim3 gK = dimZEK et dim3 8k = dimZEk . On a donc :
dimy, § -dimyEy -dimyE, .

La quantité dimx*g s'interpréte de la méme facon . La seule

différence est que k' contient les racines cubiques de 1 et:

dim 8k. - dim E, +1 .

Remarques . De méme qu'd la proposition précédente , on peut ajou-
- ter que si f n'est pas une unité J-primaire de k', alors le chiffre 1

apparaissant dans l'égalité (2) peut &tre remplacé par O .

: Dans le cas particulier ol k = Q@ , les inégalités (2) et(3)
deviennent triviales . Il reste , si K= Q(Yd) et K = Q( V-3d ), avec
d rationnel positif , les inégalités :

0 £ dim, 961‘( - dim, by <1
Ce résultat est du a Scholtz ([8]) .
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