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Etude du O.module O®7[G] OK pour une extension K /(Q
abélienne de groupe G, avec O ordre maximal de n[G],

OK anneau des entiers de X.

par Daniéle CHATELAIN

rroduction. - Soit X/ M une extension galoisienne, OK l'anneau des entiers

Je K, G=gal (K/@). Pour étudier les propridtés entigres et galoisiennes de

OK’ il est naturel de le considérer comme module par rapport & un sous-anneau

de »[ G contenant G et entier sur Z , c'est-a-dire par rapport a un ordre

de 7 dans @[G ] contenant z[G].

OK a une structure naturelle de A _module pour tout anneau A

contenu dans A ={reQ[G] / . O <Ok } . On montre que A estun ordre
de 7 dans Q[G ] contenant Z[G]. C'est par définition l'ordre associé &
OK’ Pour les structures de Z [G] ou de p-module de OK’ on a les princi-
paux résultats suivants

K/ modérément ramifide o OK est Z[ G] projectif o p=7 [G]

(cf [M] s [] ])

K/q abélienne = OK est p-libre (cf [L])

11 est intéressant également, de considérer le O-module
O RN .
%’[G] OK associé a OK’ lorsque O est un ordre maximal de 7z dans Q[G],
2 cause des théoremes de structures des modules de type fini sur un ordre ma-
Ximal , Tout O-.module de type fini M s'écrit M=PoT, ot P est un O-mo-

dule projectif de type fini et T un sous O-module égal & la 7Z-torsion ("O-tor-




sion" par définition ).

Iciona : O®Z[G] OK = O.OK@T

ou T estun groupe fini dont l'ordre n'est divisible que par les idéaux premiers

sauvagement ramifiés dans K/ q (cf. [C-1]) et O.OK est O-projectif.

On peut penser ("conjecture de Martinet') que l'image de O®Z[G] OK dans le

groupe de Grothendieck GO(O) des O-modules de type finiest 1'élémentneutre.

La conjecture est vraie lorsque K est modérément ramifiée ( cf.

[F])etalors T=0, oulorsque G estun p-groupe (cf. [C-2]) ou un groupe
non abélien d'ordre p.q (cf. [C-1]).

Dans le cas ou G est abélien, O'OK est O-libre. On vérifie
dans cet exposé que l'image de T dans GO(O) est également 1'élémentneutre :

la conjecture est donc vraie pour les extensions abéliennes de n.

Remarque. Soient O).( lesordres maximaux des facteurs simples de
a{G] . Ona O®Z[G] Ok = E)_i(a (O).E ®Z[G] Ok ) et GO(O) ~ é; Go(of)'

1 .
L'image de O@Z [G] Oy dans GO(O) est la somme des images de O%® Ok

. s ez
.dan_s GO(Q%), On se raméne donc a 1'étude des O__-modules O_®Z[G] OK'

l. Rappels sur la structure de Oy et les caractéres de ramification lorsque

K/ est abélienne ( (L.

1°) Notations Soit P 1l'ensemble des nombres premiers ramifiéds dans K et

r
soit f= T p P {e conducteur de K (r_=1).
peP P

Soit Gl(p) le premier groupe de ramification de p dans K (pourpe P)

et 0/ la sous extension modérément ramifiée maximale de K/ Q. On pose

H=gal (K/).Ona : H=1 Gl(p).
p
1

. r -
Pour p#2, Gl (p) est cyclique d'ordre p p

Pour p=2, Gl (2) a deux structures possibles ce qui conduit & distinguer




deux types de corps abéliens.

Si G2 (2) est le deuxidme groupe de ramification ( en notation
r,-2
supérieure), G2(2) est toujours cyclique, d'ordre 2 si f est pair,

(et d'ordre 1 si f est impair).

Définition du type des corps abéliens.

On dit que K estde type I si f est multiple de 4 et si G1(2) # G2(2).

Alors le corps des genres de K contient Q(i) et Gl(2) = (co>. G2(2)

r,-2
est de type (2,2 ). Le groupe H estnon cyclique sauf si ro=2.

On dit que K est de type II si Gl(2)=G2(2) . Alors le corps des genres

de XK ne contient pas Q(i). Si f est pair, il est alors multiple de 8 et
r_ .2
G1(2)=G2(2) est cyclique d'ordre 2 2 . Le groupe H est cyclique.

Remarque.

Soit yx un caractére complexe irréductible de G=gal(K /2) .

Soit KX le corps fixe de Ker y. L'extension KX/ Q étant cyclique, lecorps

K est toujours de type 1l sauf dans le cas ou la 2 —composante F;z) ducon-
X

ducteur fx de x vaut 4.

. Caractares rationnels irréductibles de G et ordre maximal O.

Soit y un caractére complexe irréductible de G. La somme
des caractéres conjugués de x est un caractére rationnel irréductible de G,

noté ¥. On dira que ¥ estau-dessus de yx ouque y est sous Y. On a

Ker ¥ = ker x . Si Kf est le corps fixe de Ker g, on pose g>_( = [K;(. ;0.

On note 1_1l'idempotent de @[ G ] associé & %(1_:_L. z i(c_l)c)
X X7 |G| oceG

G étant abélien, il y a un seul ordre maximal de Z dans Q[G] qui est




O =®7[G] l_)_(.. On pose O§=Z [G] li ; c'est l'ordre maximal du facteur
X

simple Q[ G ] 1? .
A chaque caractére complexe x SOus ¥, on peut associer l'iso-

morphisme cpx de 9G] lf dans @ X défini par

® 8 A0 )= 1t A_x(a)
XcEG°>cch

L vérifi (1-)=1).
( qui vérifie ? X) )

Par l'un quelconque de ces isomorphismes 05(_ est isomorphe a l'anneau de
(g-)
Dedekind 7 * et le groupe de Grothendieck GO(O)_(.) est isomorphe au groupe

S (g-)
des classes d'idéaux de 7 X .

J. Caractéres de ramification et ordre ) associé a OK'

Ona A=z [G]1 , ol l@ est l'idempotent- de G[G ] associé au carac-
® $
tere de ramification ¢ de K. Rappelons comment ces caractéres sont définis.

‘Classes de caractéres semblables. On dit que 2 caractéres ( complexes irré-

ductibles) x et y' de G sont semblables si leurs conducteurs ont méme

facteurs multiples.

Soient o et 0, les sous extensions modérédes maximales de
X X

KX et de K ,, il est équivalent de dire que les extensions KX/QX etX ,/q;
X A ]
sont isomorphes et que K et KX, sont de méme type.
- X

Définition des caractéres de ramification.

Un caractére de ramification ¢ de K estla somme des carac-

teres d'une méme classe de caractéres semblables.

11 est clair que deux caractéres conjugués sont semblables et




e e i

| i . , .
! "uits par les caractéres rationnels irréductibles § de H. On a Kers = Kery,

.
]

que ¢ est somme de caractéres rationnels % de G (on dira que &
Jon¢

, au dessus de ¥ ou que ¥ est sous & ).
a8t

rmination des caractéres de ramification par leurs noyaux et idempotents

péte

“,‘ches.

wo_f_il_iP_n-" On note Ké le corps fixe du noyau Kers de 3.

() On_suppose K de type L. On pose H” = G2 (2)x 1 Gl (p) et on note
W p#2
¥ | corps fixe de H* (H* est cyclique ). On distingue deux sortes de carac-

(4

ores de ramification

a) Les caractéres de ramification définis & partir des caracteres

x fels que 8 X FX sont dits de lére espéce . Ce sont les caractéres induits

par los caractéres rationnels irréductibles y de H dont le noyau contient

,u' b} c = = =~ .
$"(2). Ona Kers Kerw,l@ l‘l’ et KQ/Q KX/QX
. (2) : . 2 *
Si 7= 4, KQ est compris entre le corps fixe de G“(2) et q".
X
(2 . : 1
Si fX =1, K<§ est compris entre le corps fixe de G7(2) et (.

b) Les caractéres de ramification définis A partir des caractéres

X tels que 8/f sont dits de 2&me espace. Ce sont les caractéres induits
X

Mr les caractéres rationnels irréductibles y de H* dont le noyau ne contient

Ms G2(2). On a Kers = Kery, Iy =1, et K /Q*NKX/QX'

() On suppose K de type Il. Les caractéres de ramification s de G sont

1, »
i lv et KQ/Q,NKX/QX .

el

[

ot e et e b e e e P e o




K de type 1 K de type 11

L? lére espéce ¥y = % Xp : 2&me espéce

4, Hauptsatz de Leopoldt:

(1) L'ordre A associéa Oy est A=®z[0] 1, , 0l &
% 3
décrit 1'ensemble des caractéres de ramification de X.

(ii) On pose pour tout caractére de ramification & de X ,

7w (o )

[Ky:0] xer  fx

ou y estle caractére résiduel de K, identifié au caractére y de G, AC®;
est la somme de Gauss normée primitive relative & y , f@ le conducteur de
K@ (égal au PPCM des conducteurs fX des caractéres y dont § estla

somme ), u la fonction de Mdbius..

, corps fixe de Ker .

TK, " est un entier de K(§




On pose TK= ? TK,@

TK est un entier de K tel que OK = A TK

etona Ty.l =TK,@ € K, et OK=?1[G]TK’§

Remarque.

OK est somme directe des Z[G ] modules monogénes Z[G] TK,@

qui ont la propriété d'étre indécomposables.

Expression d'une Z basede Z[G].T

K,s
Soit ¢ wun caractére de ramification de G, on note
0F si K estde type 1 et & de 2&me espéce

= /
Q0 sinon

et h, = [K<I> Py ]

On note Sg un élément de gal ( K/ OQ) dont la restriction a K<§ engendre

gal ( K(§ / QQ) et T un systéme de représentants dans G de gal ( Qg / Q).

Alors 72 [ G ]TK,Q admet pour Z-base

- .
(T , i teT , Osi<g(hy)]

H. » ‘. X B B
Décomposition du 7 module OX ®Z[G] OK

Méthode.

D'aprés le théoréme de Leopoldt on a

Le module OY ®, (G] Z2[G ]TK,@ est Z[ G ] monogéne, engendré par

1Y® TK,@ .




Soit x un caractére complexe de G sous ¥ et y lThomo-

=)
morphisme de Z[G] sur Z(gx associé,<¢ (zx_o) = £ A _x(Co)
N\ T ) o ¢
c€G
sa restriction °, a O;(— est un isomorphisme ).
On a les isomorphismes
(g)
2(6] 2(G] _ 7%
=~

[
Kery, & ¢120C1 Ty 5 ~

Kery +1 (1
q'x 9 ¢x
avec I(§= frez[G] / )"TK,@ = 0 }

Ces isomorphismes concernent les structures de modules sur 7 [G] , OU sur

(g)
O- ~ 7 X .
X

On va donc calculer LQ et ]X - ¢X(1§) et vérifier que ce dernier idéal

(g)

est un idéal principal de 7 * , (indépendant du choix de y sous Y ) .

Lemme 1.

Les notations sont celles du §1.4 .
(1) L'annulateur I(§ de TK,@ dans Z [G] estl'idéal de Z[G]

engendré par les éléments (-1 pour T,€Ker¢ et par 1'élément Ph ( Ss )

]
(ou P, (X)) estle h 1&me polynéme cyclotomique de @[ X 1).
h(§ i
v
(41) L'image ]x,@ de 1

; Par l'homomorphisme ¢X de 2[G]

)

dans 7 X , associé au caractére x sous Y, est la somme de 1'idéal ]l de
(g)

Z X engendré par les éléments x (G) -1 pour Té€Ker g , et de 1'idéal ]2

engendré par 1'élément Py (x ( 5500 -
)

coul e




Démonstration.

g
Keri’(

Ké §

K Rappelons que 3§ estle caractére de G induit par un

caractére rationnel irréductible y de Hé = gal (K/ Q@)

( avec O@ =0 ou aF selon l'espéce de 3 ) et que 1@ =l¢’
41 Ker & = Ker y .

Si s@ est un élément de Hcb dont la restriction & K

QJ.

engendre gal ( Ké / Q@), 1'élément 1@ s, estune racine

primitive n*™Me  de 1 dans le corps @[H@]1§ , (isomor-

()

phe & ¢ , avec n = h@ = [K@ : Q{b 1) (propriétés élémentaires des caracte-

res rationnels irréductibles ).

Soit P_ le n'®™€ polynéme cyclotomique ( de 0[X].Ona

s 5 )=0 et pour tout j € [¢m), n{ , il existe un unique polynéme

p(n)-1 K
(X)) = }\zo )‘kj X", de degré inférieur ou égala ¢(n)-1, tel que
i ¢ n-1 k
IDIN@] =P .(1 = (1
D sy =P {Tgsd = Zohg (1ysy)

Soit T un systéme de représentants dans G de gal CQQ/ ().

On calcule I = ArmZ (6] Tk, s en écrivant que l'on a

Soit Z1G telque A.T = 0.
re£L[G] telqu K8
A s'écrit de maniére unique

2 A= = a t.s) . G avec a € 7 .
teT t.s] . T ¢ t.s? .G
O<j<n 8 ?
Ge Kerd

- b IR ko BN T TR

G = U tsl.Kers
3 teT 2
3 0<j<n .
et que les éléments | Ty s tes 5 ; teT, O<k<o(n)} sont ¢£indépendants..
’




;
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En tenant compte du fait que TK 5 € K§ , corps fixe de Ker g ona
2

@3 A.T = 3 a . tsi T .
K¢ teT t.sé.c ?oK,e
O<j<n
Ge Ker @
- - j _ j
On a TK,@ 1y Tk 1@TK,§’ done sy TK,Q_(lésé) TK,@ :

En remplagant dans la somme (3) les termes correspondant & ¢ (n)<j<n par

leur expression déduite de la relation (1), il vient

n-1
k
ACT = 2 a + 2 x . a . t.S .T =O .
K, ¢ teT <t.s};.C j=ol) k] 'c.sJQ.G> 2 K,e
O<k<n '
Ge Kerd

D'aprés l'indépendance linéaire sur 7 des éléments

k

{tes, - Tg 5 5 t€T O<k<op(n)} on a

0 () < n-1
vteT, vke yen)l, T a + A: o & =0
[ [ G ecKerd t;s};.a j =oMm) k] tes? C>

5°
Soit
vieT, vke [0,0m)[, a =-.z a - Apsed .
’ t.s: GEKerg -1 t.s;(.a Ge Ker @ k] t.s%.a
. i =[e@),n[
En reportant dans la relation (2), on trouve que A est nécessairement de la
forme
K .

A= T a  y (E—l).t.s§ + 3 a i (t.sé.z- . xk.t.s};)

teT tesg .G te T t.s;.G 0 <k<op(n)

ke O,Cp(ﬂ)[ GE Kers

GeKer ¢-1 o(m)<j<n

Le polyndme Pnj(X) - Xj s'annule pour X = 1g Sy donc est multiple de

_x) :
P (XD Pn,jCX)'X +Qj()\).Pn(X)

\ . K . :
D'olu sg."(,"- Mej*Sg = séE—Pnj(s§)=sJ§<C~l)—Qj(s@)Pn(sé)

z
0 <k<pl)
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On en déduit que A appartient a l'idéal de 7 [ G ] engendré par les éléments
G -1 (pour TCeKer ¢) et Pn<5® e
Inversement , (G- 1)TK,‘I> =0 pour GeKer?
Pn(S@)TK,‘P = Pn<1@ S ) TK, 5 =0
On a donc bien

IQ = AnnZ[G] TK,@ = Cz—l, PHCSQ);'CGKer $)

D'ot ]X’§ = ¢X(1§)='<X<C)'17PHCX(5§));CE Ker 2 )
| ()
]X!§=Il+12 avec ]1=(X<C)-1;GEKEI'§)Z X
(g

]2 Phé(x(sé))-z X

Le lemme suivant permet alors de calculer ]l et ]2, en généralisant les
résultats classiques suivants

Pour tout entier me¢ IN*, ¢ désigne un élément de € qui est
racine primitive meM€ e 1 et pour tout ne IN® Pn est le ni®me polynéme

cyclotomique de 0 [ X].

- . . S . S .
.Si m est primaire c'est-a-dire m = p~ avec p premier,s>1,

(m)

Gy~ 1 engendre 1'idéal premier de Z au dessus de p.

.51 m estnon primaire, et m#1, (-1 estune unité de Z

(et pour m=1 -1=0).

tm
.Pn(l)=1 si n estnon primaire et n # 1

.Pl(1) =0

.si n=p° (s=1 p premier) PnC1)=p.

Lemme 2.

Pour tout entier me¢ IN*, la notation Cm désignera un élément

de € qui est racine primitive mieme de 1. On note pour nElN*, Pn(X) le

pteme polynéme cyclotomique de ¢[ X ].

(m)

e

R



<)) Pn(gm)=0 si et seulement si n = m.

(ii) si n#m, Pn<Cm) est une unité de Z(m) sauf dans les

cas suivants

(a) m=p°.n (ppremier, s>1) et alors

(m

Pn(gm)~l )=(gps+1 ~1)P L, Z<m> si p/n

- (m) .
_(gps-l).zm 51p/<n

() n=p°>.m (ppremier, s> 1) et alors

,(m) _ (m)
P (¢ V.27 =(p).z

Démonstration.

(1) évident

(ii) on pose | m =m'qy avec (m',n') =1 et on a nécessaire -

n=n'y ment n'# m'

Le polynéme Pn(X) divise X" -1 et Pn.(Xm) ( on compare les racines).

. n _
Donc Pn(§m> divise Cm-l—gm.—l , et Pn,(l).

En tenant compte de n' #m', (n',m') =1 etdes valeurs de Coy' ™ 1 et Pn,(l)

rappelées précédemment, il est clair que les seuls cas ol Pn(‘;m) n'est pas

(m)

une unité de Z sont
m' = ps m'=1
ou "
m' =1 n'=p

ler cas : 1rn'=ps et n'=1, soit m=psn (s=1 p premier )

Ona : Pn(X)= I (Xn/k— 1 )“(k) (p fonction de Md&bius)

k/n
d'ou : P (g ) =1 (gn{k -1 )"LG() et tous les termes écrits ont bien un
n °m /1 pbn
sens cur gnék -1 = ¢ s - 1 #0 car s=z=1.
pn pTk
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Dans cette expression de Pncgm) , les seuls termes qui ne sont pas des

unités correspondentda k=1 ou k =p ; ce dernier cas ne se produit que

si p/n.
Done si pXn : Pn(gm)-2<m)=(g s~ 1) -Z(m)
P
w5 N 1)
si p/n : Panm).Z = ;-1-)—-——->.Z ‘(g s+l 1)p- .Zm
§ s+l P

.- t .
2iéme cas : m'=1 et n' =p ; soit n=pt.m (t=1, p premier )

Posons m=p-.a (s=20, (a,p)=1).

s+t-1
Pn(X) divise Pp . ¢ XP ) (on compare les racines ).

Mais ces polyndémes sont unitaires et ont méme degré

o () =0 (P . 0 Ca)=p""" o (p) . 0 la)

s+t-1
. - P b =
Il1s sont donc égaux et Pn(Cm) p.c (gps . ) Pp.a (ga)
s+t-1
(on a posé C,=C s cee)
P .

or P (x)- 1 xPR w0 _p cxey o (xPalk q w®
p.o k/P-oz P k/«
k#1

D'ou P (¢ D)=P (1). 1 (Cp.a/k_l)uCk) : expression qui a un sens
n m P k o o

k#1
car (gz‘a/k-l) estnonnul pour k#1 et (k,p)=1.
Calcul de ] .
X

: (g)
g_.
On a ]Xr 5" J; + 1y avec Iy idéal de Z X engendré par les

éléments x(G)-1 pour GeKerg et ]2=<Ph (XCSQ))> <h§ et s sont
¢

définis au § 1.4).

Soit 0. la sous extension modérée maximale de Ki/ g (ou
X




-

14 -

K. est le corps fixe du caractére ¥ ). On pose m=[K_: n_]
X X X

s
et m=P P m, pour p premier divisant m, avec (mp P Y=1.

On note ¢ _ le caractére de ramification de X au dessus de X o
X

Pour le calcul de ] , on envisage différents cas.
X

$

’

2

ler cas : K estde type II, oude type 1 avec {77 =4,

Dans ce cas on a toujours ;=0 et Hy =H estcyclique (si
K est de type I, il n'a que des caractéres de lére espéce ).
‘Gi - K Soit ¢ un générateur de H, on peut prendre
Ao
O - - § - .
s;=0c etona Ker ¢ = (o >(h§—[KQ.Q]).
‘ Si [Ki- : Q)?:l:m’ onayx(ad=¢ (¢, racine pri-

. iéme
mitive m de1 ). On a alors

h'@
]1=(x<c) —1)C]2=(Ph§ GCa))

Q [Dou IX,§>=<Ph§(Cm))

Le trait appuyé correspond
aux positions de K§ relatives

aux caractéres § tels que

]X’ . # () et ]X’,§ < ().

Soit $_ le caractére de ramification de K au dessus de ¥.
X

Ona [K, :0]=m .On déduit alors du lemme 2 que les caractédres de

f -
X

ramification de K correspondent & un idéal ]X 5 # (1) sont les suivants :
’

(@) & tel que KQCKQ_{ et [Kéi: K.(15 ]=pt avec p/m (t

varie dans [1 Sp ]).
. p-1 82
si 1£t<sp, ]X’§=(gpt+1—l) . Z
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‘ ”(gx)
R (Cpsp -1).2
psp-l
Le produit de ces idéaux est égal & 1 (¢ s -1) =0 (¢_-1)
p/m  5°p p/m P
® 2=t ] ;. =(0)
X X1 3

() & tel que K§ > KQ_ et [K@ : KQ_]=pt avec p sau-

Tl

vagement ramifié dans K (t=1 et tSrp-s,-e, avec e =1, sauf sip=2

(g_)
et K de type II,ou 32=2) alors ]X(I’:p.z X .

Le produit de ces idéaux est égala [ K : K@ 1.

2iéme cas : K estdetype I avec 8/F.

i)
+ K N 5 '
Onpose H' =G . 1 G'(p) = (o)
P#2
on a H = (c0>.(o) avec c§=l .

X
.ﬂl:Q§ tion 3 de K

!ie lere espece (I)d,e 2.éme espéce
(i) 3 de lére espidce et [K§ i ] = h§ impair (Q§=Q et
I‘{Q =H ), onaalors Kerg = <o‘o> {o ?y on peut prendre S5 =0 -

(ii) § de lére espédce et [K@ : Q]=h§ pair (n@=Q’H§=H)
h'

on pose h§=2h'§ (h“b impair ) ona Kerg = (o %), S, 90 -

*

h

®
espéce on quelque soit y, IX’ - <Ph@ (x(c))> .

A

On distingue 3 cas pour les caractéres de ramifica-

(iii) s de 2iéme espéce alors né =0 et H@ = H¥ est cyclique,

on a \'KI> : Q*] =h§ toujours pair, Ker s = (¢ d >, S =g ; pour & de2izme

.
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Pour achever le calcul de ] 5 il faut distinguer plusieurs
X -

sous-cas selon le type de KX et la parité de fX. ( voir diagrammes). -

. Si 8/‘:‘X (KX est de type 1) on a

X(go)=l X(o)=gm avec m=[K§:Q)-(-] pair.

Le caractére @5.(_ de ramification de K au dessus

de y est de 2iéme espéce et tel que

hy =[X, :a"]=m ([K, :qn]-2m).
X X X

2=

~—~ Positions de K telles que Ji,e #C1) et ], 5 divise (p) ou (2).

(i) pour § de lé&re espéce avec hq) impair, on a

h

I =G, P -10cT, = (P (¢ )
$

donc ]x,é = <Phé (gm)) . L'idéal ]X’i’ est différent de (1) pour

s
52
h@_: [K‘§ : Q]=m2 avec m, tel que m =2 m, CZ/\mz).
52+l
On a alors ]X’és(gzsz—l)ﬂKécK avec[K@i:Kq’]:Z

# x

(il) pour 3 de lére espdce avec hQ pair (h@ =2 h,; Jon a

hl
J=Ce2-1), I,=(P. (gD

2n'"
h' 2
Donc Jp (gm§+1) et ]l+]23(2). Pour avoir ]X’Q#(l) il faut que

U'on ait h§=2m2 et alors ]X’§~=]1=]2=(g2 -1 _e_‘t_K§ CK@ avec

S2

(iii) pour § de 2iéme espéce on a ]X& = (Ph@(cm)) avec




T

- 17 -

hé - 0 Kq) : Q* ] . Les caractéres de 2iéme espéce tels que ]X"I’ # (1) sont

les suivants
les SULIVan.s

t
(a) & tel que K@CKQ)_(_ et [K‘§;:Kq’ 1=p avec p/m et

¢t variant dans [1, s -ép] (6 =0 si p impair, 6, =1)

3 p
si 1st<s, , ]x:§ = (¢ 141 -1t
si t=3s , IX:‘§=(C5 ~-1)
p P
=3 . = (0
®) 3 Z IX’% 0)

() & tel que KQ ! K<§ et [K@ : K§ ]=pt avec p sauva-
X X

gement ramifié dans K et t variant dans [1, Ty Sp- ep] ( ep = 1 si p
impair et ¢, = 2). Alors ]X’@ =(p).
Le pr'oldu‘it des idéaux ] (% de I'su2 espice ) tels que

Xy @

K. ¢ K. estégala <g DI S ) Le produit des idéaux
@_ 3 S /{
# X 2 2 P <

]qu’ tels que K, 2 K{§ est égal & [K : K@..] .
X
7K G‘\) Si 2Yf (XK estdetype 1 ) ona
<¢ N BEEANES X

x(co)=l , x(od=¢_ avec m= [Kx : QX]

impair.

{
f§ Le caractére de ramification q;,)z de K au dessus
’ de x estde lare espice avec [K(§ : 0]=h  =m.
W X '’
: SN S
by ; R Positions de Kj tel que ]X’ s # 1 et
) &')‘ Q ]X ; divise (p) ou (2).

=

e
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(i) pour & de lére espéce avec h impair, on a

§
Jpel=l - (Phé )

Les caractéres de lére espéce avec h§ impair tels que ] . # (1) sont
X1 -

les suivants

t
(@) ¢ tel que K, c K, et [Kiy: }%:]:p avec p/m et

7

t variant dans [1 sp] ( p nécessairement impair )

. - p-1
lSt<sp : ]X’§ = ( ngl -1)
t=sp : ]X,§=<C5—l)
D P
8 =38_ , = (0
®) 2 Ix,é.. )

(@ & tel que K(§ D K‘ii et [K‘§ : K@)?] =p1C avec p impair

sauvagement ramifié dans K et te [1 R 1 Jalors ]x s = (P).
’
(1i) pour & de lére espéce,h, pair (hé =2h;) ona

hl
J = (e -1) et I, = Py )

> (2). Pour avoir ]X Q;é(l) il faut hy =2m (alors K;DKQ ,

d'ou ]
X X

]

b

avec [K‘§ : K§~]=2)it ]X’§=<2)'
X

(iii) pour & de 2iéme espéce, on a

]X1‘I’ =(Ph§Cgm)> avec h(§ pair .

Les caractéres de 2iéme espéce tels que ]x 5 # (1) sont tels que h§ =2
b4

ou K, DKQR' avec [K‘§ : Kég—] 2ot o te[1 r, -2] onaalorij,f@).

Le produit des idéaux ] 5 tels que K 5C KQ' ( ¢ nécessairement de lare
X X
espece avec hy impair) est 1 (gp - 1). Le produit des idéaux IX :
p/m ’
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tels que K

s > K(p (¢ de lere ou de 2idme espéce ) est encore égal a

X

. Si F<X2)=4 , ona

x (co)= -1, X»(g)=m2 avec m, impair tel

ue K e =2 = m.
que [X L 1=2m
Le caractére de ramification & < de X au dessus

de y est de lére espace avec |:K§ ol =2my=m.

e Positions de K telles que ]  #1 et
$ X1 ®
divise (p) ou (2).
(i) pour § de lére espéce et h,@ impair , on a

7 = (x () F-1, x (o)-1)

h h
. ¢
soit J,=C¢ ¥ -1,2) et J,=(P, (C_D) > (c.?-1)
1 m 2 by Tmy m
h§ et m,, étant impairs, le seul cas ol ]X s X différent de (1) est
hq) = m, etalors ]X"I’ = ]1 =(2) (# ]2 qui est nul ), on a dans ce cas
K < K ( avec [K K ]1=2).
(ii) pour & de lére espéce avec h@ = 2hj§ on a
;=0 * -1 J,=(Poyr (-¢_)) =(P . (¢p No(c *-1)
1 m 2 Q.h§ m, zht§ 2m2 m,
donc J 5" (Ph (gm)) . Les caractéres de lére espéce avec hq) pair tel que
X

%

] # (1) sont les suivants
X2

(a) 3 tel que K K(§ et [Kg :Ké] - p" avec p/m2
X X

P

e e L e

T T e e e 3 B i A ety e o s 3 s L e AR TR T 2o 4.5 1




- 20 -

: _ p-1
si 1<t<s , ]x7§ (¢ 41 1)
t=sp , ]X’§=<€ sp-l)
P
®) t=5_ ] = (0)
X X§

X
() & telque XK. o K et [K : K ]-= p' avec p impair
$ ?é Q)? ] @;

t ifié d K et t 1, -1- 1 = .
sauvagement ramifié dans et te[ T, 1 sp] alors ]X1§ (p)

(iii) pour § de 2iéme espéce , on a ]X’@ = (Ph§<€m2)> avec

h@ pair et m, impair . Les caractéres de 2iéme espéce tels que ] # (1)
Xs¢

sont tels que h(§=2t m, avec tg [l,r2-2] d'ou K@ oK avec

$ _
. X
: K = = .
[K§ ‘5-)(] 2" et ]X, s (2)
Le produit des idéaux ]X 3 tels que KQ c K§ (& est de l2re espece )
est T (¢ -1) etle produit des idéaux ] tels que K, o K

(3 de 1'ov2’espace ) est LK : Ké 1.

On peut maintenant énoncer

Proposition.

(1) L'image de OTQ()Z [G] Oy dans le groupe de Grothendieck

(g
des Z X modules de type fini, est 1'élément neutre.

(ii) Soit &_ le caractére de ramification de XK au dessus de
X

X , soit K@ le corps fixe de Ker @;)( ; on peut écrire

O_®, ¢ Oy = O . Oy @'Zf@ZK/KL . avec
X
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(a) Z.= o O_® Z2{Gl.T
X §tel que x 2[G] e K@
KerioKers_

X
(g 7

Le Zz X -module ((7 peut s'interpréter comme la torsion de

Oi ®Z [gal (K§ /@)] OK<§ (oil~ OK est l'anneau des entiers de KQ_ D
X

— $_
X. X X
w C - o O_® 7[G1.T
'K/KQ__ % tel que X K,e
X  Kers CKerQ-Y
(g.)
L'idéalde 7z * canoniquement associé ( par les suites de Jordan Holder )
au module de torsion ZK/K(i est
X
. (gi)
Kk, - [K:K )z
3 X
) 0.0, =0_.T
R S

Si x est l'un des caractéres complexes de G au dessous de X, 1 , l'idem-

potent de T[G] et G(y) la somme de Gauss primitive normée associés,

G].1,.0 (g
l'application & » —— 2 estun Z X homomorphisme injectif de
G(x)
(g.) ()
o.. OK dans 7z * dont l'image est 1'idéal [K: K lez %,
X —

X

Démonstration.

Les points a et b résultent de la discussion qui précade

|G| L&
(c) Pour Gc¢ K, les éléments yK(X/G) =

Glx)
sont les y-coordonnées définies par Léopoldt ([L ]1). Les résultats énoncés

dans la partie 2.c de la proposition sont une conséquence immédiate des

propriétés des y-coordonnées (eton a Yk (X,TK s d=[K: KQ 1. ¢,
? - —_
‘ X X

- _L
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(g)
avec ¢ unité de Z ).

(g.)
Le fait que les images canoniques dans 7 * .de O_. OK et
X

de la partie ZK/K de la torsion de Qz ®Z[G] Ok se correspondent est
[ 3.

a rapprocher du résultat analogue concernant les extensions non abéliennes

de degré p.q, pour le caractére ¥ correspondant au facteur simple @(q) de

a[G] (voir [C-1]) .

Remarques.

Le fait que OY ®Z [gal K@\_ /n] OK@_ soit facteur direct de
X X

® O, apparait ici comme une conséquence du calcul des iddaux
O)_( Z[G] X PP q ]X’ 3

mais peut se démontrer directement.

- L'extension K@ est telle que (K§ /Ki) soit la sous exten-

X

sion modérée maxiamle de K/ K_, sauf dans le cas ol K est de type 1 avec
X

8/t , auquel cas K@ / K_ est non modérée en 2. Dans le premier cas
‘ X - X

1'idéal J_ associé au module de torsion 'Z__ est I_= 1 (¢ -1). Dans
X X X 2 P
- po/E
X
le deuxiéme cas , ona L. = (¢ _ -1). 1 (¢.-1) Cavec s, tel que
X 252 2/ p
2 ’ X
(2) 52+
fX = 2 , sz 1),
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