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Elude du CLmodule 0 ® 7 | - ç j O-^ pour une ex tens ion K / q 

abé l i enne de groupe G, avec O o r d r e maximal de n [ G ] , 

O t , anneau d e s e n t i e r s de K . 

p a r Daniè le CHATELAIN 

iiroduction. - So i t K / o une ex t ens ion g a l o i s i e n n e , O-^ l ' a n n e a u d e s e n t i e r s 

Je K, G - gai (K / Q). P o u r é t u d i e r l e s p r o p r i é t é s e n t i è r e s et ga lo i s i ennes de 

0 K , i l e s t n a t u r e l de le c o n s i d é r e r comme module p a r r a p p o r t à un s o u s - a n n e a u 

de n' [ G ] con tenan t G et e n t i e r s u r Z , c ' e s t - à - d i r e p a r r a p p o r t à un o r d r e 

de 7 d a n s Q [ G ] con tenan t Z [ G ] . 

a une s t r u c t u r e n a t u r e l l e de A .module pou r tout anneau A 

contenu d a n s A = { À € Q [ G ] / A . O j ^ c O ^ - } . On mont re que A e s t un o r d r e 

de Z d a n s q [ G ] con tenan t Z [ G ] . C ' e s t p a r dé f in i t ion l ' o r d r e a s s o c i é à 

0 K . P o u r l e s s t r u c t u r e s de Z [G ] ou de A - module de O-^, on a l e s p r i n c i -

paux r é s u l t a t s s u i v a n t s : 

K / 0 modé rémen t r a m i f i é e » O ^ e s t Z [ G ] p r o j e c t i f o A = Z [ G ] 

( c f [ M ] , [ J ] ) 

K/Q a b é l i e n n e => O ^ e s t a - l i b r e ( cf [ L ] ) 

Il e s t i n t é r e s s a n t éga l emen t , de c o n s i d é r e r le O-module 

0®., j - ç j O k a s s o c i é à O ^ , l o r s q u e O e s t xm o r d r e maximal de Z dans Q[G] , 

^ cause d e s t h é o r è m e s de s t r u c t u r e s d e s modules de type f ini s u r un o r d r e ma-

ximal . Tout O-modu le de type f ini M s ' é c r i t M = P © T , où P e s t un O - m o -

dule p r o j e c t i f de type fini et T un sous O - m o d u l e égal à la Z - t o r s i o n ( " O - t o r -



sion" pa r définit ion ) . 

Ici on a : ° ® ? [ G ] ° K "" ° K ® T 

où T e s t un groupe fini dont l ' o r d r e n ' e s t d ivis ible que par l e s idéaux p remie r s 

sauvagement r ami f i é s dans K / Q ( c f . [ C - l ] ) e t O.O-^ es t O - p r o j e c t i f . 

On peut p e n s e r ( "conjec ture de Mar t ine t" ) que l ' image de Qg^ j - ç j O ^ dans le 

groupe de Grothendiec k G (O) des O-modules de type f in i es t l 'é lément n e u t r e . 

La con jec ture est v r a i e l o r sque K est modérément ramif iée ( c f . 

[F] ) et a l o r s T = 0 , ou lorsque G es t un p -g roupe (cf . [ C - 2 ] ) ou un groupe 

non abélien d ' o r d r e p .q ( c f . [ C * - l ] ) . 

Dans le cas où G es t abé l i en , O.O^, est O - l i b r e . On vér i f ie 

dans cet exposé que l ' image de T dans G (O) es t également l 'é lément neutre : 

la con jec ture e s t donc v ra i e pour l e s ex tens ions abél iennes de f>. 

R e m a r q u e . Soient 0_ l e s o r d r e s maximaux des fac teurs simples de x 

0 [ G ] . On a : O ® z [ Q ] O x = ® ( O . ® z [ Q ] O k ) et G q ( 0 ) ^ © G q ( 0 _ ) . 

L'image de Oft ^ a n s G^(O) es t l a somme des images de 0_® O 
X K 

dans G ( 0 _ ) . On se ramène donc à l ' é tude des O -modules 0_® O t , . 
° X X X Z [ G ] K 

1. Rappels su r la s t r u c t u r e de O-^ et les c a r a c t è r e s de ramification lorsque 

K/o es t abél ienne ( [ L ] ) . 

1°) Notations : Soit P l ' ensemble des nombres p remie r s ramif iés dans K et 
r_ 

soit f= II p ^ le conducteur de K ( r > 1 ) . 
p e P p 

Soit G ( p ) le p remie r groupe de ramif ica t ion de p dans K ( pour p € P ) 

et n / o la sous extension modérément ramif iée maximale de K / Q . On pose 

H = gal (K / n ) . On a : H = n G X ( p ) . 
P 

• . r -1 
Pour p ^ 2 , G ( p ) es t cyclique d ' o r d r e p ^ 

Pour p = 2 , G"'" ( 2 ) a deux s t r u c t u r e s poss ib l e s ce qui conduit a d is t inguer 



deux types de c o r p s abé l i ens . 

Si G ( 2 ) es t le deuxième groupe de ramificat ion C en notation 
2 supé r i eu re ) , G ( 2 ) e s t tou jours cyc l ique , d ' o r d r e 2 si f es t p a i r , 

( e t d ' o r d r e 1 si f es t impair) . 

Définition du type des c o r p s abé l i ens . 

On dit que K es t de type I si f e s t multiple de 4 et si G 1 ( 2 ) ^ G 2 ( 2 ) . 
1 2 Alors le c o r p s des gen re s de K contient 0 ( i ) et G ( 2 ) = (a ) . G ( 2 ) 

1 

On dit que K es t de type II sî  G ( 2 ) = G ( 2 ) . Alors le co rps des genres 

de K ne contient pas Q ( i ) . Si f e s t p a i r , i l es t a l o r s multiple de 8 et 

R e m a r q u e . 

Soit x u n c a r a c t è r e complexe i r réduc t ib le de G = g a l ( K / û ) . 

Soit K le c o r p s fixe de Ker v . L ' ex tens ion K / Q étant cycl ique, le corps 
X * (2) K es t t ou jou r s de type II sauf dans le cas où la 2 —composante F ducon-

. X X 
ducteur f de y vaut 4 . 

X 

2. C a r a c t è r e s r a t ionne l s i r r éduc t i b l e s de G et o r d r e maximal O . 

Soit x u n c a r a c t è r e complexe i r réduc t ib le de G. La somme 

des c a r a c t è r e s conjugués de x es t un c a r a c t è r e ra t ionnel i r réduc t ib le de G, 

noté "x» On d i r a que x" es t a u - d e s s u s de x o u <lue x e s t s o u s X* a 

Ker x" = ker x • Si K_ es t le c o r p s fixe de Ker x, on pose g_ = [ K— : o ] • 
X X X 

1 
On note 1_ l ' idempotent de Q [ G ] a s s o c i é à ^ ( 1_. =* E 

X X - | q | ct€ G 

G étant abé l ien , il y a un seul o r d r e maximal de Z dans Q [ G ] qui est 

G1 ( 2 ) = G2 ( 2 ) es t cyclique d ' o r d r e 2 . Le groupe H est cycl ique. 



O = © Z TG ] 1— On pose 0 _ =z f G 1 1_ ; c ' e s t l ' o r d r e maximal du f ac t eu r 
X" x X L J X 

simple Q[ G ] 1_ . 
X 

A chaque c a r a c t è r e complexe x sous on peut a s s o c i e r l ' i s o -

(g-) 
morphisme cp de Q [ G 1 1_ dans G * dé f in i p a r 

X L X 

cp ( S X- O = e \ x ( c ) 
* a 6 G a£ G 

(qu i v é r i f i e cp (1—) = 1) . 
X X 

Par l ' un quelconque de ce s i somorphisme s O— es t isomorphe à l ' anneau de 
(g - ) X 

Dedekind Z x et le groupe de Gro thend ieck G ( 0 _ ) e s t i somorphe au groupe 
• „ Cgp ° x 

des c l a s s e s d ' i d é a u x de Z * • 

3. C a r a c t è r e s de ramif ica t ion et o r d r e A a s s o c i é à O-^. 

On a A = ©Z [ G ] 1 , où 1 es t l ' idempotent • de Q [ G ] a s s o c i é au c a r a c -§ $ $ 

tère de r ami f i ca t i on § de K. Rappelons comment c e s c a r a c t è r e s sont d é f i n i s . 

Classes de c a r a c t è r e s semblab les . On dit que 2 c a r a c t è r e s ( complexes i r r é -

ductibles) ^ et x ' de G sont semblab les s i l e u r s conduc teurs ont même 

fac teurs mu l t i p l e s . 

Soient o et Q , l e s sous ex t ens ions modérées maximales de 
x X 

K et de K , , i l e s t équivalent de d i r e que l e s ex tens ions K / Q e t K ,/ Q , 
X X X X x ' ' x ' 

sont i s o m o r p h e s et que K et K , sont de même t y p e . 
— X X 

Définition de s c a r a c t è r e s de r a m i f i c a t i o n . 

Un c a r a c t è r e de rami f i ca t ion § de K es t la somme des c a r a c -

tères d 'une même c l a s s e de c a r a c t è r e s s e m b l a b l e s . 

Il e s t c l a i r que deux c a r a c t è r e s conjugués sont semblables et 



c qu 0 $ est somme de c a r a c t è r e s r a t ionne l s x de G ( o n d i ra que 

l e s sus de x ou que x es t sous $ ) . 

, tcgnirn-mon de s c a r a c t è r e s de ramif icat ion p a r l e u r s noyaux et idempotents 

p r ^pos_vt jo_n L . - On note le co rps fixe du noyau Ker § de $ . 

* 2 1 (j)On_sue2£se K de type I . On pose H = G (2 ) x II G (p) et on note 
p ^ 2 

le corps fixe de H ( H est cyclique )- On dist ingue deux so r t e s de c a r a c -

tères de ramif icat ion : 

a) Les c a r a c t è r e s de ramif ica t ion déf in is à p a r t i r des c a r a c t è r e s 

te Is que sont di ts de 1ère e spèce . Ce sont les c a r a c t è r e s induits 
X X ' / n x 

l>,ir les c a r a c t è r e s r a t ionne l s i r r éduc t i b l e s (i de H dont le noyau contient 

0" (2 ) . On a Ker $ = Ker 1 = 1, et K. / K / n . $ if $ X X 

Si 4-, K est compris e n t r e le c o r p s fixe de G2(2) et n*. 
X 
(2) 1 Si f = 1 , K es t compr is e n t r e le c o r p s fixe de G (2) et o . X $ 

b) Les c a r a c t è r e s de ramif ica t ion déf inis à p a r t i r des c a r a c t è r e s 

X que 8 / f sont di ts de 2ème e s p è c e . Ce sont l e s c a r a c t è r e s induits 

par les c a r a c t è r e s r a t ionne l s i r r éduc t i b l e s f de H* dont le noyau ne contient 

*** G 2 ( 2 ) . On a Ker $ = Ker è , 1 = 1 et K / n* « K / n . $ ^ § X X 

^ Q^ suppose "K de type 11. Les c a r a c t è r e s de ramif icat ion § de G sont 
lnduits par les c a r a c t è r e s ra t ionnels i r r é d u c t i b l e s i|r de H . On a Kerf = K e r f , 

• • • / • • • 



K de type I K de type II 

V 1ère espèce 
I _ V ' 
l - E * l 

$2 = S X2 • 2ème espèce 
X2 € c 1 X 2 

4 . . Hauptsa tz de Leopoldt: 

(1) L ' o r d r e A a s soc i é à O-^ es t A = © Z [ a ] , où $ 

décri t l ' ensemble des c a r a c t è r e s de ramif icat ion de K. 

Cii) On pose pour tout c a r a c t è r e de ramificat ion $ de K , 

T 
K ' * [ K . : Q ] f x f x ° 

où x e s t le c a r a c t è r e r é s idue l de K, ident i f ié au c a r a c t è r e x de G, 

est la somme de Gauss normée primitive r e l a t ive à x , f le conducteur de 

^ ( égal au P P C M des conducteurs f des c a r a c t è r e s x dont § est la X 
somme ) , p, la fonction de Mobius.-

T v es t un en t ie r de K, , c o r p s fixe de Ker $ . 
K - , $ $ 



On pose T k = E T k > $ 

T-^ es t un e n t i e r de K tel que O-^ = T-^ 

et on a T K . = T K 6 K$ et O k = ® Z [ G ] T K 
§ ' 

R e m a r q u e . 

es t somme d i r e c t e d e s Z [ G ] modules monogènes Z [ G ] T ^ 

qui ont la p r o p r i é t é d ' ê t r e i ndécomposab les . 

E x p r e s s i o n d 'une Z base de Z [ G ] . T^. ^ 

Soit § un c a r a c t è r e de r ami f i ca t ion de G, on note : 

n si K es t de type I et $ de 2ème e spèce 

G sinon 

e t = [ K $ : % 1 

On note s^ un élément de gai ( K / dont la r e s t r i c t i o n à K engendre 

gai ( K / n ) et T un système de r e p r é s e n t a n t s dans G de gai ( nx / Q). $ ç $ 
Alors Z [ G ] T-jç ^ admet pour Z - b a s e 

i t K , $ ; . o ^ i < c p C h § ) } 

C g J 

H. Décomposition du Z * -module O-^ 

M é t h o d e . 

D ' a p r è s le théorème de Leopoldt on a 

° X ^ [ G ] ° K = ® 0 _ ® Z [ G ] T K j $ Le module Z [ G ] T-̂ - ^ e s t Z [ G ] monogène, engendré pa r 

X R > $ 



Soit x un c a r a c t è r e complexe de G sous x e t ty ITiomo-
(g-) X 

morphisme de Z f G ] s u r Z x a s s o c i é Yti ( e \ O) = £ X y (c t ) , 
A x a a€G CT 

sa r e s t r i c t i o n cp à O— es t un i somorph i sme ) . 
X X 

On a l e s i somorphisme s : 

o _ V G ] z [ G ] . T K i f - i m . „ - i m „ J L Ê ^ 
X X * X $ 

avec | X € Z [ G ] / X . T ^ = 0 } 

Ces i s o m o r p h i s m e s conce rnen t l e s s t r u c t u r e s de modules su r Z [ G ] , ou sur 
Cg_) 

O - « Z x . 
x 

On va donc c a l c u l e r L et J = è ( I . ) e t v é r i f i e r que ce d e r n i e r idéal 
« X ) $ r x ^ 

Cg-) 

est un idéa l p r i n c i p a l de Z X , ( i ndépendan t du choix de x sous x ) • 

L e m m e 1 . 

Les no ta t ions sont c e l l e s du §1.4- • 

( i ) L ' annu la t eu r de T ^ $ dans Z [ G ] e s t l ' i d é a l de Z [G] 

engendré p a r l e s é léments "£,-1. pour " ^ ç K e r $ et p a r l ' é lément P ^ ( s^ ) § 
( o ù P, ( X ) e s t le h i e m e polynôme cyclotomique de Q [ X ] ) . 

(ii) L ' image J , de I , p a r l 'homomorphisme <lf de Z T G 1 
X>* $ X 

Cg-) 
dans Z x , a s s o c i é au c a r a c t è r e x sous x> e s t somme de l ' i d é a l de 

Cg-) 

2 x e n g e n d r é p a r l e s é léments x C l j ) - l pour T J ç K e r f , et de l ' i d é a l J2 

engendré p a r l ' é l ément P ^ C x C s ^ ) ) . 



D é m o n s t r a t i o n 

K 

K e r $ 

Rappelons que $ e s t le c a r a c t è r e de G induit pa r un 

c a r a c t è r e ra t ionnel i r r éduc t i b l e i|i de H = gai (K / n ) 

C avec Q = n ou o selon l ' e s p è c e de $ ) et que 1 = 1 , § § 

Ker § = Ker ijr . 

Si s es t un élément de H dont la r e s t r i c t i o n à K $ § $ 

engendre gai ( K / n ) , l ' é lément 1 s es t une rac ine $ $ $ § 

primit ive n
i e m e d e 1 dans le c o r p s 0 [ H ] l , (isomor-

phe à o , avec n = h = [K : n 1 ) C p r o p r i é t é s é lémenta i res des ca rac t è 
§ $ $ 

res r a t i onne l s i r r é d u c t i b l e s ) . 

Soit P ^ le n
i e m e polynôme cyclotomique ( d e Q [ X ] ) . O n a : 

P n ( l $ ) = ° e t P o u r t o u t ^ ^ ^cpCn), n [ , il ex is te un unique polynôme 

ep(n)-l k 

P . (X) = E X , de degré i n f é r i e u r ou égal à c p ( n ) - l , tel que : 
k = 0 K] 

n , ] 

n - 1 
Cl) ( i s ) ] = P C l s ) = V x k i C l s ) k 

Soit T un système de r e p r é s e n t a n t s dans G de gai Cfi /o.)« 
§ 

On ca lcule 1$ = A n n ^ ^ j T^ ^ en éc r ivan t que l 'on a : 

G = U t s ] . Ker § t € T 
0 < j < n 

et que les é léments j T t . s 
K, $ ; t ç T , 0 < k < c p ( n ) } sont / i n d é p e n d a n t s 

Soit \ £ Z [ G ] tel que 

\ s ' é c r i t de manière unique : 

C2) \ = Z 
t € T 

0 < i j < n 
Z 6 Ker 

t . s .Z 
t . s . avec a 

t . s 



En tenant compte du fait que T ^ $ Ç , c o r p s fixe de Ker $ on a : 

C3) \ . T K = E a t s ] T . 
' t Ê T t . s j . £ 5 

0 < j <n 
Ker $ 

On a T K ) § = 1 $ T k = 1 $ T K > $ , donc s j
$ T K ^ = ( 1 $ s $ ) j T K . 

En r emplaçan t dans la somme (3) l es t e r m e s co r r e spondan t à c p ( n ) < j < n pa r 

leur e x p r e s s i o n déduite de la r e l a t ion (1), i l vient : 

I t€T t . S j . O J = q3Cn) t - s J . 6 ' 
0 <_k<n 9 

Ker $ 

D ' a p r è s l ' indépendance l i néa i r e s u r Z d e s é léments 

K, § t . s . Ttt . ; t ç T ; 0<k<cp ( n ) } on a : 

r n > V t ç T , V k ç [ 0 , cp(n) [ , E ( a , _ + E . a ) = 0 

C ^ K e r $ V t . s ^ . ^ j = cp(n) k j t . s ^ . S 7 

Soit 

Vtg.T, VkÇ [0,cp(n)[, a k = - E a , - v \ a t . s j S 6 K e r $ - l t . s f . Z fe^erl t . s j . g 
Yj =[cp(n),n[ 

En r e p o r t a n t dans la r e l a t ion (2), on t rouve que X es t n é c e s s a i r e m e n t de la 

forme : 
X = E a , ( < T - l ) . t . s k + E a (t.s\.Z- E- \ v . t . s k ) 

— k ^ § f t e T § 0<k<cp(n) k ] U 

IjÇ: Ker $ 
cp(n)<:j<n 

L" L 

Le polynôme P . ( X ) - s 'annule pour X = 1 $ . s $ , donc e st multiple de 

P ( X ) : P , (X) = X j + Q . C X ) . P ( X ) 
n n, j n 

D'où : s j . Z - E X, •. s k = s^ "G- P • (s ) = s^ ) - Q. (s ) P (s ,) 
* 0 <Jc<cp(n) k ] * $ n J $ * ] $ n $ 

f t € T t . s f . 5 

"SeKer $ -1 



r 

On en déduit que \ appar t ient à l ' idéa l de Z [G ] engendré pa r les éléments 

£ - 1 ( p o u r " C ç K e r $ ) et ( s$ ) . 

I n v e r s e m e n t , $ = 0 pour Ç K e r $ 

V S * ) T K , * = P n C l i S P T K , # = ° 
On a donc bien : 

= A ™ z [ G ] T K , * - ' V V ' ^ K e r 

D'où J § = 1, (1$) = Cx(<3)-1 , P n C X ( s § ) ) l ^ ë K e r 
A * A 

Cg_) 
J = J +J avec J = C X C C ) - 1 ; ^ 6 K e r O Z X 

Y • -L ^ -L 

Lelemme suivant permet a l o r s de c a l c u l e r J^ et J^, en généra l i san t les 

r é s u l t a t s c l a s s i q u e s suivants : 
"H" » » P o u r tout en t i e r mÇ TN > £ m dés igne un élément de (E qui es t 

. ième , . . . -n.-,* , ième n rac ine pr imit ive m de 1 et pour tout n 6 IN es t le n polynome 

cyclotomique de 0. [ X ] . 
* S . S i m es t p r imai re c ' e s t - à - d i r e m = p avec p p r e m i e r ; s > l , 

/ \ 

Çm - 1 engendre l ' i déa l p remier de Z au d e s s u s de p . 

. S i m es t non p r i m a i r e , et m ^ 1 , Cm--'- es t une unité de Z 

( et pour m = l £m ~ = ^ " 

. P ( 1 ) = 1 si n e s t non p r ima i r e et n ^ l 
• P ^ l ) = 0 

. s i n = p S C s > l p p r e m i e r ) P ( l ) = p . 

I- e mm e 2 . 

P o u r tout en t ie r mç IN , la notat ion ç dés igne ra un élément 
. . . ième , -acme primitive m de 

polynôme cyclotomique de C[X ] . 

X» 
Cg-) f 

, _ , r.. r e -r, 
2 ' L 

h = T \ C x ( s a ) ) . 7 -X 

• m ° f 
xèmG f de <£ qui e s t r a c i n e primitive m de 1 . On note pour nglN , P ( X ) le 

ième 



(i) P (r ) = 0 si et seulement si n = m. n ^ m 
(m) (ii) si n ^ m , p

n Q m ) e s t une unité de Z sauf dans les 

cas suivants : 

( a ) m = p s . n ( p p r e m i e r , s > l ) e t a l o r s : 

- Ce - 1 ) . z 
Cm) 

s i p / n 

p / V si n 

(b) n = p .m ( p p r e m i e r , s > 1 ) et a lo r s : 

P Cr ) . Z C m ) = C p ) . Z C m ) 

n b m 

D é m o n s t r a t i o n « (i) évident 

(ii) on pose (~m = m'a avec ( m ' , n ' ) = 1 et on a n é c e s s a i r e -

n = n ' a ment n ' jé. m' 

Le polynôme P ( X ) divise X n - 1 et P , ( X m ) ( on compare l e s r a c i n e s ) . 

< 

n 

Donc P ( r ) divise - 1 = C . - 1 , et P . C l ) . n bm m m n 
En tenant compte de n ' ^ m', ( n ' , m ' ) = 1 et des va l eu r s de r , - 1 et P , ( l ) 

r a p p e l é e s p r é c é d e m m e n t , i l e s t c l a i r q u e l e s s e u l s c a s o ù P n C ç m ) n ' e s t p a s 
(Vil une uni té de Z sont : 

i s m = p 

m 1 = 1 

1 e r c a s : m ' = p s e t n ' = 1 , s o i t m = p S n C s > 1 p p r e m i e r ) 

ou 
m ' = 1 

n ' - p * 

On a : P ( X ) = n ( X n / k - 1 f W ( ^ fonction de Môbius) 
n k /n 

d'où • P ( r ) = n ( r 1 1 ^ - 1 et tous les te rmes éc r i t s ont bien un n ^m , / = _s k /n p n 
n / k aeiii, c a r r L, 
P ^ 

1 - C Si p k 
1 ^ 0 c a r s > 1 . 



Dans cet te e x p r e s s i o n de > ^ e s s e u ^ s t e r m e s qui ne sont pas des 

un i t é s c o r r e s p o n d e n t à k = 1 ou k = p ; c e d e r n i e r c a s ne se produi t que 

si p / n . 

Donc si ? X n : P n ( C m ) . Z ( m ) = C C s - 1 ) . Z ( m ) 

P 

Q ~ 1 

2ième c a s : m' = 1 et n ' = p1 ; soi t n = p t . m ( t > 1 , p p r e m i e r ) 

P o s o n s m = p S . a ( s > 0 , ( a r , p ) = l ) . 
s+ t -1 

P ( X ) d iv i se P ( XP ) ( on compare l e s r a c i n e s ) . 
n p • a 

Mais c e s polynômes sont u n i t a i r e s et ont même d e g r é : 

cp ( n ) = cp ( p S + t ) . c p ( a ) = p S + t " ^ . c p ( p ) • cp ( c* ) 
s + t - 1 

I ls sont donc égaux et P n (C m ) = P C C
P

S ) - P p . a 
p • a 

s+ t -1 , , p 
C on a pose c = Ç s • • • J a p . a 

O r P ( x ) = n c x P « / k - i ^ - P n c x « ) n ( x P ^ k - i 
k / p . a P W a 

k ^ l 

D'où P ( r ) = P ( 1 ) . n : e x p r e s s i o n qui a un sens 
n P k / a

 a 

k ^ l 

c a r ( c P - a / k - 1 ) est non nul pour k ^ l et ( k , p ) = l . 
a 

C a I c u l d e J 
X. $ (g_) 
On a I = J, + ]o avec idéa l de Z x engendré pa r l es 

x , § i / 1 
éléments x ) ~ 1 pour £ <E Ker $ et J2 = ( P h C ) } ) C N e t s $ S O n t 

§ 

déf in i s au § 1 .4 )• 

Soit 0 - la sous ex tens ion modérée maximale de K_/ 0. C où 
X x 



K_ es t le c o r p s fixe du c a r a c t è r e Y"). On pose m = [~K_: 
X L X X J 

s 
et m = P ^ m pour p premier divisant m, avec ( m p ) = 1. 

P P i 

On note $ _ le c a r a c t è r e de ramif icat ion de K au des sus de 7 
X 

Pour le ca lcul de J , , on envisage d i f f é r e n t s c a s . 
X • 

X » 

.(2) 1er ca s : K es t de type II, ou de type I avec f = 4 . 

Dans ce cas on a t ou jou r s = n et = H es t cyclique ( si 

K es t de type I , il n 'a que des c a r a c t è r e s de 1ère espèce ) . 

Soit q un g é n é r a t e u r de H, on peut p rendre 
h . 

s = o et on a Ker $ = < a > ( h = [K : n ] ) . 

Si [K_ : n_l = m, on a x (a ) = ( ç rac ine pri-L ^ ^ - J ^ r 

mitive m n e de 1 ) . On a a lo r s : 

J x = CXCa) * - 1 ) c j 2 = C X C c ) ) 

D ' o ù J 

Le t r a i t appuyé cor respond 
aux pos i t ions de K re l a t ives f 
aux c a r a c t è r e s $ tels que 
J ^ (1) et J c (p). 
X> $ X>$ 

Soit le c a r a c t è r e de ramif ica t ion de K au de s sus de Y. 
X 

On a [K : n ] = m . On déduit a l o r s du lemme 2 que les c a r a c t è r e s de 
x" 

ramif icat ion de K correspondent à un idéal T , é (1) sont l e s suivants : c 

Ca) § tel que et [K^ : K^ ] = p avec p /m ( t 
^ X X 

var ie dans [ 1 Sp 

s i l £ t < s P ' J x - 5 = ( C
p t + l " 1 ) P _ 1 ' Z 

(g-) 



Cg ) 
si t = s , J = Cç 3 n - 1 ) • Z x 

P X>$ p P 
S p - 1 

P F 

Le produi t de c e s idéaux es t égal à iï ( ç - 1 ) = II ( £ -1 ) 
p /m p

s p p /m p 

Cb) § = * - : J $ = CO) 

Ce) § tel que K{ D et [ K $ : K$ J = p t avec p s au -
r x x 

vagement r ami f i é dans K ( t> 1 et t - r p - s p " £ p avec e = 1 , sauf si p = 2 

et K de type II ,où e 0
 = 2 ) a l o r s T = p . Z x . 

Le produi t de ces idéaux e s t égal à f K : K 1 . 
X 

2ième c a s : K e s t de type 1 avec 8 / F . 

m K „ 2 
On pose H = G (2) . n G'Cp) = < a > 

2 
o n a H = ( c t ) . ( c t ) avec a = 1 . o o 

„ „ On dis t ingue 3 c a s pour l es c a r a c t è r e s de r ami f i ca -

tion $ de K : 
jie 1ère espèce 2.ème espèce 

(i) $ de 1ère e spèce et f K : n 1 = h impair (n = Q et 
$ $ $ 

\ H = H ) , on a a l o r s Ker § = ( a ) ( a ) on peut p r e n d r e = <j . O 

(ii) $ de 1ère espèce et [ K : n 1 = h. pa i r ( n = n ,H = H ) L $ $ $ § 
h* 

on pose h = 2h ' ( h 1 impair ) on a K e r § = < cr $ > , s = o a . § $ $ $ o 

(iii) $ de 2ième espèce a l o r s = Cl et H^ = H es t cycl ique , 

h 
on a fK : n* ] = h^ t o u j o u r s p a i r , Ker § = (cr $ >, ŝ . = a ; pour $ de 2ième 

espèce on quelque soit X> ^ = ( ^h . CXCa))^) . 



n 

P o u r acheve r le calcul de J i l faut d i s t inguer p l u s i e u r s 
X. $ ° 

s o u s - c a s selon le type de K et la p a r i t é de f . ( v o i r d iagrammes) . 
X X 

. Si 8 / î ( K es t de type II) on a 
X X 

x ( c r 0 ) = l x ( ° ) = Cm
 a v e c m= [ K - : q _ ] p a i r . 

X X 

Le c a r a c t è r e de ramif ica t ion de K au de s sus 
X 

de x e s t de 2ième e s p è c e et tel que 

X X x 

P o s i t i o n s de t e l l e s que J X j $ ^ C l ) et J x > $ div ise ( p ) ou ( 2 ) 
(i) pour $ de 1ère e s p è c e avec h impa i r , on a 

Ji = ^ C m
 § - l ) c J o = CP^ C O ) m' 

donc J = ( P , Ce ) ) • L ' idéa l J e s t d i f f é r en t de Cl) pour 
\/ . é n . m — v . a — y. > X» 

2 = : ft] = m 2 a v e c m 2 . t e l 1 u e m = 2 m^ C ) 

On n a l o r s J 
X' 

C C9 s 0 - 1 ) et K c K avec [ K : K 1 = 2 ii " 9 / 9 — $ $ f x x 

s 2 + l 

Cii) p o u r $ de 1ère e s p è c e avec h . pa i r Ch = 2 h.' ) on a 5 * | f 

h - 1 ' * - 1 * • J 2 - C P à , 

h' 
Donc ] 2 3 C £ $ + 1 ) et ^ + J2 3 C2 ) . P o u r a v o i r J é Cl ) i l faut que 

JX,* = I 1 = J2 = C c
0 S 2

 _ 1 ) a V 6 C L'on ai t h = 2 m0 e t a l o r s 

[K : K 1 = 2 2 . s s J 

(iii) pour $ de 2ième e s p è c e on a J ^ = ( P ^ C £ m ) ) avec 



= [ YLç : n* ] • Les caractères de 2ième espèce te ls que Ĵ  ^ ^ Cl) sont 

les suivants : 

(a) § tel que K et : ] = p11 avec p / m et 
i x x 

t variant dans [ 1 , s - 6 ] ( 6 = 0 si p impair, ô2 = 1 ) si ^̂ p ' Jx,* =CV+1 "1} .P-1 

- t = S p , J x > $ = C C " D 
P P 

Cb) § = § - : J . = CO) 
X X , * -

Ce) § tel que 3 et [K^ : K^ ] = p1" avec p sauva-
i X X 

g e m e n t ramifié dans K et t variant dans [ 1 > r
p " s

p ~ e p 1 ^ e p = 1 s i P 

i m p a i r e t ^ = 2 A l o r s J x $ = C p ) . 

Le produit des idéaux J^ $ C § de l°ôo 2°espèce ) te ls que 

K c K es t égal à ( ç - 1 ) . JI C - 1 ) . Le produit des idéaux , § v s 9 p / £ 
X 

J tels que K K est égal à [K : K J . 
ï x X 

Si 2 y f C K est de type 1 ) on a 
: . x x 

x ( c 0 ) = l » x ( < 0 = C m
 a v e c m = [ \ \ ] 

impair. 

Le caractère de ramification § _ de K au dessus 
X 

de Y est de 1ère espèce avec [K : Ql = h. = m. A § _ s — X X 

Posi t ions de K^ tel que J ^ 1 et 

J . divise Cp) ou C2) . 
X' $ 



Ci) pour $ de 1ère e s p è c e avec h $ impai r , on a : 

' l c J2 = J x , 4 < V C
m 

L e s c a r a c t è r e s de 1ère e spèce avec h $ impa i r t e l s que J ^ ( l ) sont 
X » $ 

l e s su ivan t s : 

Ca) $ tel que K § c K$ _ et [ K $ _ : K ] = p t avec p / m et 
r x x 

t v a r i a n t dans [ 1 s ] C p n é c e s s a i r e m e n t impair ) 

l ^ - p •• J x , « - ( c
p t + 1 " 1 ) P " 1 

, = SP : ' x . * " C c . p " 1 ' 
p v 

Cb) « = , J . = C 0 ) 
X X , ^ 

. Ce) § tel que ^ et [ K § : J = p1 avec p impair 
r x x 

sauvagement r a m i f i é dans K et t € f 1 r - s - 1 ] a l o r s J = Cp) 
P P J 

Cii) pour $ de 1ère e s p è c e ) p a i r C h $ = 2 h^ ) on a : 

J l - C t ^ - l ) et I 2 - C P C C m » 
9 

d 'où I 3 ( 2 ) . P o u r avoi r ] f C1 ) i l faut HX = 2 m C a l o r s K => K 
x > $ X » $ $ § § -

X 

avec [ K $ : ^ ] = 2 ) _et J = ( 2 ) . 
X 

Ciii) pour § de 2ième e s p è c e , on a : 

* x , # - ( P h 4
C C m ) ) avec h $ p a i r . 

Les c a r a c t è r e s de 2ième espèce t e l s que J é C l ) sont t e l s que h = 2 tm 
X >* — § 

K § D K } avec [ K $ : K $ J = 2 t + 1 et t ç [ l r 2 - 2 1 on a a l o r s T =C2). 
X X ' x ' 

Le p rodu i t d e s idéaux J . te l s que K . c K . C § n é c e s s a i r e m e n t de 1ère 

e s p è c e avec li impair ) es t n (ç - 1 ) . Le produi t des idéaux J 
p /m P 



te ls que K^ r> K ^ ( $ de 1ère ou de 2ième espèce ) est encore égal à 
ï X 

Si- F C 2 ) = 4 , on a : 
X 

X ( a o ) = - 1 , x Ca)= m.̂  avec n^ impair tel 

q u e C K
v
 : ] = 2 ™2 = m. 

X X 
Le caractère de ramification § — de K au dessus 

X 
de x e s t de 1ère espèce avec ["K : n i =2m 0=m. 

X 

Posi t ions de K te l les que I é 1 et 
* X > § 

divise (p ) ou ( 2 ) . 

(i) pour § de 1ère e spèce et h impair , on a : 

Ji = ( x C a ) ^ - 1 , x C a G ) - l ) 

11 11 
s o i t i i = « 4 - ^ 2 > h - c v S ) } 3 ^ 4 - 1 ) 

h et m0 étant impairs , le seul cas où ] X différent de ( 1 ) est 9 Z X>? 
h. = m0 et a lors J = J1 = ( 2 ) ( ^ J0 qui est nul ) , on a dans ce cas $ z x > « J- z 

K c K ( avec f K : K 1 = 2 ) . 
f X x 

(ii) pour $ de 1ère e s p è c e avec h. = 2h.' on a : $ I 

donc J = (P , (C ) ) . Les carac tères de 1ère espèce avec h pair tel que y , § n m § -s j— 

J ^ C l ) sont l e s suivants : 
X , § ' " 

(a) $ tel que K c K et f K : K ] = p t avec p / m0 $ / § ç $ ^ 
r x x 



^ t e [ i , P p ] 

s i l 2 ? t < s P ' J x , s = C c t + ! - 1 ) P _ 1 

t = s , J = (G - 1 ) 
P X> $ S P 

P 

(b) $ = J = ( 0 ) 

X 

(c) i tel que K^ K^ e t [ : K ] = P* avec p impair 
^ X X 

sauvagement r a m i f i é dans K et tÇ [ 1 , r - 1 - s ] a l o r s J = ( p ) . 
P P X y s 

Ciii) pour $ de 2ième e s p è c e , o n a J = ( p ( r ) ) avec 
X.* m 2 

h p a i r et m„ i m p a i r . Les c a r a c t è r e s de 2ième e spèce t e l s que J C l ) $ z — — X j $ 

sont t e l s que h $ = 2l m^ avec t Ç [ 1 > r 2 ~ ^ ] d 'où K^ z> K^ avec 
^ X 

[K : K ] = 2 t et J = ( 2 ) . ï § _ J X » s 
X 

Le produi t d e s idéaux J t e l s que K^ c K^ C § e s t de 1è re e spèce ) 
X 

e s t n CG - 1 ) et le produi t de s idéaux J I t e l s que K d K 
p / m P $ ^ 

C§ de l°o« 2°espèce ) e s t : K^ ] . 
X 

On peut maintenant énonce r : 

P r o p o s i t i o n . 

Ci) L ' image de O ^ [ G ] ^ K ^ a n s g r o u P e de Grothendieck 

Cg_) 
d e s Z x modules de type f in i , e s t l ' é l émen t n e u t r e . 

Cil) Soi t le c a r a c t è r e de rami f i ca t ion de K au d e s s u s de 
X 

7 , soit K le c o r p s fixe de Ker §._ ; on peut é c r i r e : 
V x 

° X V G ] ° K = ° X • ' a v e c : 

X 



C a ) ® ° - ® 7 r n a x $ te l que X l l G j L J K , ? 
K e r § Z3 K e r 

ï X 

C g j 
Le Z x - m o d u l e C_ peut s ' i n t e r p r é t e r comme la t o r s i o n de 

X 

° X ^ [ g a l C K /Q) ] ° K C o ù ° K e s t l ' a n n e a u d e s e n t i e r s de K § _ ) . 
X X, X x 

0 0 ^ K / K , • ® 0 ® Z [ G ] . T K § $ t e i q U e X 
x Ker$ c K e r § _ 

X 

( g - ) 

L ' i d é a l de Z x canoniquement a s s o c i é ( p a r l e s s u i t e s de Jordan Ho lde r ) 

au module de t o r s i o n e s t : 

Cg_) 
X K / K $ = [ K : K ] Z x 

X X 

Ce) C L . Oy = Q _ . T v _ X K x K-»*'-
A. 

Si x e s t l ' un des c a r a c t è r e s c o m p l e x e s de G au d e s s o u s de x> 1 > l ' i dem-
X 

po ten t de C [ G ] e t £TCx) la somme de G a u s s p r imi t i ve n o r m é e a s s o c i é s , 

| G | . l .C? ( g _ ) 
l ' a p p l i c a t i o n C —£ e s t un Z x homomorphisme in iec t i f de 

G C X ) 

( g , ) C g J 
O . O k d a n s Z x dont l ' image e s t l ' i d é a l [ K : K^ ] . Z x . 

X 

D é m o n s t r a t i o n . 

L e s po in t s a e t b r é s u l t e n t de la d i s c u s s i o n qui p r é c è d e 

1 G | I v © ' 
Ce) P o u r ( 3 e K, l e s é l é m e n t s y ^ C x / 3 ) = — • 

sont l e s x ^ c o o r ^ o r L n é e s d é f i n i e s p a r Léopo ld t C [ L ] ) . L e s r é s u l t a t s énoncés 

d a n s la p a r t i e 2 . c de la p r o p o s i t i o n sont une c o n s é q u e n c e immédia te d e s 

p r o p r i é t é s d e s x - c o o r d o n n é e s C et on a y ^ ^ X ' ^ x $ ) = [ ^ : K ]• e > 
X X 



( g - ) 
a v e c s u n i t é d e Z x ) . 

(g_) 
Le fait que l es images canoniques dans Z * -de 0 _ . Q V et 

X K 

de la par t ie S ' K / R de la tors ion de 0 _ ^K s e C O R R E S P o n d e n t est 
§ X 

à r a p p r o c h e r du r é s u l t a t analogue concernan t l e s extensions non abél iennes 

de degré p.q> pour le c a r a c t è r e x c o r r e s p o n d a n t au f ac t eu r simple Q ^ d e 

Q [ G ] ( v o i r [ C - L ] ) . 

R e m a r q u e s . 

Le fai t que 0 _ r ^ ^ -j O-^ soit f ac teur d i r ec t de 
§ _ s — 

X X 

O <S> rr>-1 O-rr appara i t ic i comme une conséquence du calcul des idéaux J 
x 2 l g J K x > § 

mais peut se démont re r d i rec tement . 

- L 'ex tens ion K es t te l le que (K / K _ ) soit la sous exten-so § - X X X 

sion modérée maxiamie de K / K , sauf dans le c a s où K es t de type I avec 
X 

8 / f , auquel ca s K / K_ es t non modérée en 2 . Dans le p remie r cas 
x ^ x 

x X X 2 - P 
l ' idéal a s s o c i é au module de to r s ion es t I_. = n C 1 ) . Dans 

p 2 / ï 
X 

le deuxième c a s , ô n a L _ = ( ç - 1 ) . n (Ç - 1 ) ( avec s 9 tel que 
X 2 S 2 p 2 / £ x

 P 

fC2) _ „ s 2 + 2 ^ , , 
X , s 2 > 1 ) . 
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