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REMARQUES SUR L'ARITHMETIQUE DE CERTAINES

EXTENSIONS METACYCLIQUES

par Jean COUGNARD

L e but de ce travail est d'étudier les anneaux d'entiers d'extensions
métacycliques de degré p°n (p premier, n diviseur de p-1) en utilisant les
propriétés de groupes de cohomologie associés & ces anneaux d'entiers et
les théoremes de structure de modules sur certains ordres héréditaires, On
déduit de ces propriétés que le lien entre les sommes de Gauss galoisiennes
et les invariants définis par A, Fréhlich ([5], [6]) dans le cas des exten-
sions modérément ramifiées existe également pour les extensions métacycliques
de @ que nous étudions, Une telle relation était déja connue pour les extensions
abéliennes de @ ([8]) et nous sommes en mesure de la démontrer également
pour |es extensions du corps des nombres rationnels dont !e groupe de Galois
est quaternionien dlordre 8, Les résultats du § 2 généralisent ceux que nous
avons énoncés dans [4] (avec s =1 et n premier), Nous avons tenu a faire
figurer cette généralisation car !l'introduction de ['opérateur § due a

J. -F. Jaulent ([7]) rend la démonstration du Théoreme 2 plus agréable,

§1 - NOTATIONS ET RAPPELS.

Dans ce qui suit p désigne un nombre premier impair, t un entier
supérieur ou égal & 1 et n un diviseur de p=1, On note Gt le groupe engendré

par les éléments 5 et ¢ vérifiant les relations :

t
M P =" =1 et (2) 11" =o"

A Y ” - - - - - - - ’ t -
ol r désigne une racine primitive n=ieme de I'unité modulo p , Pour tout entier u

t-u
(0 < u < t) on note Hu le sous-groupe de Gt engendré par g ;: T est le

sous—-groupe engendré par r.



Soit 4 un corps et Nt/” une extension galoisienne de groupe de Galois
isomorphe a Gt , on note Nu (resp. Ku) le sous-corps de Nt formé des éléments
invariants par Ht —-u (resp. Ht-—u et T), I'entier t étant fixé on pose pour u =t
(resp. u = 0) N, = N (resp. N, = k).

Si L est une extension algébrique de degré fini de Q (resp. d'un complété

p-adique @, de Q), on note O la cléture intégrale de 7 (resp. de ZB) dans L,

2
Pour rester fidele aux usages, les extensions cyclotomiques de g (resp, de @E)

A

font exception a cette regle : on note Z;t une racine primitive pt—iéme de [lunité,

t-u
=rP = - fet T
C, =Gt et 7[¢,]= O@(Cu) (r-esp. Zz[gu] = O@g[c u]> On choisit un généra-

teur s de Gal (@(‘gt)/@> =~ Gal <@p(ct)/@p> ; on en déduit une fonction y(m) de

(Z/ptz>* a valeurs dans (Z/ptz>* définie par : sm("gt) = g;’(m).

Etant donné un anneau de Dedekind o de corps des fractions L. et deux

o-réseaux M, M' d'un L-espace vectoriel V on désigne par X (M, M") I'invariant
0

relatif de ces deux réseaux (cf, [11] pour les propriétés de cet invariant et le
lien avec les discriminants),
La relation de commutation (2) définit un caractere p-adique j, du groupe

. . i
T: 'r'c'r_|=cu('r)

et p,u('rl) est I'entier vérifiant : p,u(q-l) = p,(-,-') (p") , 0< p,u('rl) <p”. La congru-

ence p = 1(n) fait que les caracteres p-adiques irréductibles de T sont de degré 1 ;
ils forment un groupe multiplicatif ‘T’. Bour chaque y € T on note ew I'idempotent
de @p[T] associé a y.

Soit y = X4 Un caractere fidele de degré 1 de Ht a valeurs dans € ; pour

u
tout entier u (0 < u < t) Xtouy = Xp est trivial sur Hu et la représentation

G

Ht <Xt u) est une représentation absolument irréductible de

induite Proy = Ind t

degré n de Gt dont le noyau est Hu' On peut considérer cette représentation
comme une représentation fidele de Gt u= Gal <Nt u/”> . Toute représenta-~
tion absolument irréductible de degré n de G, _. (t # u) s'obtient de la méme fagon

en prenant un caractere conjugué de Xt_y® ©©S représentations ont méme con-



ducteur d'Artin, On désigne par cu le caractere de Py et Eu le sous—corps

de € obtenu en adjoignant & g les valeurs de c,- OnaE, C@(gu) et
[alg,) : E ] =n.

Etant donné un anneau de Dedekind o de corps des fractions L et M/l_
une extension galoisienne modérément ramifiée de groupe de Galois I', on
construit la LL algebre centrale simple A dont les éléments sont les sommes

¥ a vy munie de la multiplication définie par
ver ( ) ( ") (a ) '
a a = a a .
v Y y' Y v Y y! Yy

Ceux des éléments de A dont les coefficients aY appartiennent a OM constituent

un ordre héréditaire 9(M/L) et tout ®(M/L)-module sans torsion est une somme
directe de sous-modules isomorphes a des idéaux ambiges de M/L.. Nous
utilisons de tels ordres dans deux cas :

a) L est une extension algébrique finie de @p , on note r une uniformi-

sante de OM’ e I'indice de ramification de M/L ; les idéaux ambiges sont les

n'OM (0 < i <e). En désignant par I'' le groupe d'inertie de I'extension M/L ,
ceux des idéaux n'OM qui apparaissent dans la décomposition d'un 9(M/L)-

module R sont donnés par la structure de <O [F'] module de

M/m OM>

e-1 . .
<O >® R (cf. [10]). En particulier on a o(M/L) ~ [ & n O ]rl‘ 7]
M/ O o) LY M
M M i=0
et on a un isomorphisme de ®‘(M/I_)-module entre rrl O,, et rrl +eO quel que soit i,

M M

b)L =E,, M =@(gu);.

Pour plus de précision, on peut consulter [10] ou [12].

§ 2 - EXTENSIONS D'UN CORPS p-ADIQUE,

On suppose dans ce paragraphe que , est une extension algébrique de

degré fini de @p. Soit | le groupe dl'inertie de I'extension Nt/“ , oh sait que
Gt/l est cyclique ; le sous-corps de Nt formé des éléments invariants par |
est un sous-corps kl' de k, en particulier Nt/k est totalement ramifiée, Les

groupes de cohomologie modifiés au sens de Tate Iqm(Ht » ONy ) sont des p-groupes
’ t

finis sur lesquels le groupe T opere, ce sont donc des O(k/y)-modules et, par

restriction, des Zp[T]-modules finis, Le foncteur restriction de la catégorie



des ©(k/y)-modules finis dans la catégorie des Zp[T]-modules finis induit un
homomorphisme entre les groupes de Grothendieck GL(@(R/;U) et GL(Zp[T])

de ces catégories, On démontre :

e ~ 0
Théoreme 1 : Les Zp[T]—modules H (Ht ,0

dans 6, (2,[T]).

Ce théoreme se déduit du résultat plus précis :

N

t) et HO<Ht ,ONt> ont mé&me image

Théoreme 2 : Les ¢(k/y)-modules I:|°<Ht »ONy > et IA—IO(H,£ » ONy > ont mé&me image
t t
t
dans Go<®(k/u)>-
Cette propriété résulte dlune série de Lemmes., Soit Go<®(k/n)> le

groupe de Grothendieck de la catégorie des g(k/y)-modules de type fini ; si M

est un 9o(k/y)-module de type fini (resp. fini) on note [M] (resp, (M)) son image
dans Go<®(k/u)> <r~esp. G:)<®(k/n)>> . L'application qui, a tout §(k/y)-module
fini associe son ordre, définit un homomorphisme du groupe G:)<®(k/n)> dans @*

noté ord (pour tout anneau A, A% est le groupe multiplicatif des éléments inver-~

sibles de A).
Soit x € n* , il existe meg O -{O} tel que mx¢ On , ceci permet de définir
%

un homomorphisme g de ,* dans GL(@(k/%)) par :

8(x) = (mk/n)/m (D(k/n)) - <®(k/”ymx Q)(k/u))’

On en déduit la suite exacte :
8 t
050% 5% 56l (olk/u)) -6 <®(k/n)>
n o lo]
qui est un cas particulier de la suite exacte du Théoreme 2 de [13]. On a

immédiatement le lemme suivant :

Lemme 1 : L 'homomorphisme de GL(@(k/n)) dans GL(@(k/n)) x Q% qui, & (M)

associe <[M] , ord ((M))), est injectif,

Démonstration : cf. [4].

Remarque : Comme Qp®Zp ONt est un @p[Ht]—module libre, les 9(k/y)-modules
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l:‘-IO<Ht » Ong > et I310<Ht » ONy > ont méme ordre, le théoreme 2 équivaut donc &

t t

démontrer qu'ils ont méme image dans Go<®(k/n)) . Le groupe T opérant sur

Oy » (1=0)Oy, , O, on a la suite exacte de o(k/x)-modules :
t t
- ONt TNt/k ~0
0-H (H ,O >-> Y50 5H <H,O >->o.
o\ t’°N k t’ N
t (]—c’)ON t

t

La démonstration du Théoreme 2 se réduit donc a celle de I'égalité :

[On, /0,1 = (=)0 1.

p ~1
Lemme 2 : Le o(k/y)-moduie O est isomorphe & o(k/x) " .
N, /Oy
Démonstration : Compte tenu des rappels, il suffit de démontrer le lemme

lorsque k/, est totalement ramifiée, Soit alors 1 (resp, "t) une uniformisante

de k (resp. Kt) ; on peut choisir 1 de telle sorte que r(r) = ¢ 7 olt ¢ est une racine

t
p -1

primitive n-ieme de ['unité, L 'élément ' = ™y N est une uniformisante de ON
t
et, |'extension Nt/” étant totalement ramifiée on a un isomorphisme de ®(k/y)

p -1

et @ O

. . .
x' il suffit alors de constater le p(k/y) iso-
N, /O, = 2y Tk

modules entre O

morphisme entre Okn” et Okn' et d'utiliser les résultats rappelés au § 1,
l_n
n .

Notation : Soit 8 1'élément de Zp[Ht] égal a
|

-1 . i
r ouplr ')UM(T ). L'utilité de cet
=0

élédment tient au résultat suivant dont on trouvera une démonstration dans [7]

(chapitre 11 Scolie de la prop. 11.11),

L emme 3 : L'idéal d'augmentation (l-g)Zp[Ht] de Zp[Ht] admet I'élément g

comme générateur ; dans Zp [Gt] on a la relation e’l! g =06e ) Pour tout y € T.

Y

Fin de la démonstration du Théoreme 2 : 11 suffit de démontrer que les O(k/y)-

modules O et (1—0)ON sont isomorphes, donc, si kl est le sous-corps

N, /O, t



de k invariant par le groupe d'inertie, que les <Ok/ )[Gal (k/kl)]-modules
(mr)

O/ ® @] et O ®. (1-5)0., sont isomorphes,
/o) ok< Nt/0k> k/(n) o, N,

N définit un O, ~isomorphisme entre
t k

L.a multiplication par 8 dans O

(1-5) O, associés

k t
N l- Pl - - -
a l'idempotent e -1 est égal a celui de Ok/( )®O <ON o ) correspohdants a
VB ™ k t/ "k

I'idempotent e ., D'apres le lemme 2, pour chaque ¥ le nombre de facteurs de

O ®
< k/ ) (@]
() k
Soient u et v deux entiers vérifiant 0 < v< u < t, le groupe T opere

~ 0 ~ -
sur les groupes H (Ht-v s ON > et Ho(Ht-v , ON ) en appliquant
I—-It--u l-|t—u u

ONt/Ok et (1 —c,)ONt et le nombre de facteurs de Ok/(ﬁ) ®5

(ON /O > est indépendant de y, ce qui acheve la démonstration,
t k

u

le théoreme 2 a |'extension Nu/Kv’ on obtient le :

. Ao ~
Corollaire I : Les Z,[T]-modules A <Ht_\/H , oNu> et |—|o<r—|t_\%_l , On
t—-u

. t
ont méme image dans Go<Zp[T]> .
Soit maintenant |'ordre ’b(@p(ct/Et> = At' Il existe un isomorphisme

entre les groupes T et Gal <@p(ctVEt> qui envoie le générateur 1 de T sur

I'lautomorphisme défini par C,twg: on en déduit un isomorphisme d'algebres entre

t-1 t-1 . N
Zp[Gt:VO_’_Up P o(p-l )p > et A, en donnant ¢, pour image & 5, On a

alors :

est libre de rang [, : @p] .

Corollaire 2 : Le /\t-module ON /ON
t t=1

Démonstration : D'apres [10] (prop. 3 et prop. 6) il faut et il suffit que

(On /ONt_]y(l-c)<oN /Oy

t t t-1
[ : @p] . On note 4 (resp. ’6') la trace dans |'extension Nt/k (resp.

) soit un IF [T ]-module libre de rang

Nt ]/k) restreinte aux anneaux d'entiers, On a immédiatement la suite exacte :

o "G(ON )

ker G N T
0 — ___,/_}_f_,/____) 0.
(ker ") +(1 N Oy *t(-eloy p "@'(ON )

T t-1 T t-1



Or dans G;<Zp[T]> nous avons

ker "@ . R
e TR RLCXCREW) ECRCVRCVEPE

Ny

Ce qui, d'apres le Théoreme 2, est égal a:

<ok/‘?f(oNt)> ) <ok/?f '(oNt
“(0/, o )= (T 20,

) <O"/°‘G (ONt)> _<'p<'m>

t-1

N
ce qui donne dans GL(ZD[TD : <,‘;-LT’)—_O’ > = (O% o >= [u: @p] (Fp[T])
N T9EN k

t -1 t

car I'extension k/; est modérément ramifiée et O est Zp-libre de rang [y :@p] ;
"

ceci termine la démonstration: du Théoreme,

§ 3 - PROPRIETES LOCALES D'EXTENSIONS METACYCL IQUES RELATIVES DEQ.

Dans ce paragraphe, , est une extension algébrique de degré fini deg.

Pour toute place ¢ d'une extension LL de § de degré fini, on note L (resp. O

L)

< )

son complété (resp. le complété de la clbéture intégrale de 7) en 2.,
Fixons u (0 < u < t), notons p les idéaux premiers au-dessus de p dans

1 ! .
no p; CEUX au-dessus de p dans Nu , ':pi i ceux de Nt au-dessus de Pi- Soit Di,j

?

ND, . et

le groupe de décomposition de ‘bi ] dans Nt/“ puis V'i‘Jj = Ht U 0]
’ ’ - ’

T, .=TnD. ..
I N 1

e . ~ ~0 .
Proposition 1 : Les groupes Ho(Ht-u’ON > et H (Ht-u’ON > ont mé&me image

dans Gé(Zp[T]) . t t

Démonstration : Pour tout entier m, le groupe Fim<Ht U ’ON > est un p~groupe
- t

a Am Y - by
. . loct_8o
fini, donc isomorphe a Zp ®Z H (Ht-u ,ONt> clest-a-dire a



rtim(H > qui peut s'écrire I:1m<Ht_u, T ON ) Ce dernier

R
Z
i P

t—u’ Zp ONt

J
b
groupe est lui-méme isomorphe &

Tl I:im(Ht—u’UoN >
pilp U

pour chaque indice i fixons :Bi = ‘Bi o une des places ‘Bi i au-dessus de p;, on a
?

1
HON ~ Zp[Ht-—U] ®Z [Vu ] Op_ » €€ qui d'apres le lemme de Shapiro donne
J pt i, ] P

~Mm 11| u =
H (Ht-u’ON >:= T H <Vi,o’ ON«& ) Posons TI ‘Ti,o’ le groupe T opeéere sur
i

1 F—|m<v” 0] > Soit ' I'tun des groupes }:Im(v. ,
N‘15 o i,o0 N‘D
i i

stabilisateur dans T et rm = 11 h1"::I , on a rm = Zp[T]@z [T ]r;n.
2€T/¢ pl o
o

- O >,T son
o

11 suffit alors d'appliquer le Théoréme 2 aux groupes r‘(r)n et de remarquer que

I'extension des scalaires de Zp[To] a Zp[T] définit un homomorphisme de

GL<Zp[To]> dans GL(ZP[TD .

Théoreme 3 : Le Z[Gt]—module ON /ON est un module localement libre de
t t-1

z[G]

rang {x : Q] Sur‘/ .

<1+0p +... +g PP )

1
) est isomorphe a

[ EE——— t -
Démonstration : L'ordre Z[Gt] /(] +0p ... +0(p -1)p

®(@(€t)/Et> compte tenu des isomorphismes entre H, et le groupe des racines
pt-emes de |'unité d'une part et entre les groupes T et Gal (@(gt)/Et> d'autre
part, Puisque p est le seul idéal ramifié dans @(Ct)/Et’ il faut et il suffit que

Zp ®Z ON/ soit libre de rang [ : @] sur Zp ®Z @(@(gt)/Et> ; donc que
(@]
Nt—l

ON/ soit IFp[T]-Iibre de rang [y : @]. La démonstration est
t
°N

+{1=g)
1 coNt

t -



analogue a celle du corollaire 1 au Théoreme 2,

Remargues : Lorsque n est premier et 5 =Q, il résulte des calculs de [2]

(chapitre IX) que ONt/ON est libre de rang 1 sur @(@(gt)/Et> . Le méme

t-1
résultat est démontré dans [7] (chapitre IIl) en supposant n quelconque mais

Q(Qt) et N, linéairement disjointes sur Q. Une démonstration complete (nh quel-

conque, et pas d'hypothese de disjonction linéaire) sera fournie dans la version

définitive de ce travail,

§4 - LIEN AVEC LES SOMMES DE GAUSS GALOISIENNES,

Dans ce paragraphe, on suppose que , =Q ; pour toute représentation
p de Gt et tout élément x de Nt 11é1ément det ( EG g(r;l) p(g-l)) ne dépend que
du caractere cp de ; on le note (a, cp>N/@ ] g€ G,

On désigne par T(cp) la somme de Gauss galoisienne associée au carac-
tere Cp (cf. [9]). L'action du groupe de Galois de la cldture algébrique deQ
montre que ['élément (a, cp)N/@ T(Cb)_] appartient au corps @(cp) ([5] prop. 1. 5

et Th. 3). Lorsque a parcourt O, les éléments (a,c >N/@ r(c )=1 engendrent
i Y

N

unidéal de @(C‘p) noté <ON , Cb‘> T(CE)_]' 1l est bien connu que si N/Q est modéré-

ment ramifiée, cet idéal est égal & O

alc )* Nous nous proposons de démontrer
5

un résultat analogue lorsque |'extension N/@ est sauvagement ramifiée et que la
représentation p est une représentation fidele de G, ; hous donnons la démons-
tration lorsque Nt/@ et @(gt) sont linéairement disjointes sur Q.

Nous pouvons déja remarquer, d'apres le théoreme 4 de [ 5] que pour
les idéaux premiers & np, la valuation de <ON , cﬁ\) T(cp)-l est nulle,

Pour u fixé, on choisit la représentation matricielle suivante de Py ¢
r~n-i
( )=<a. -(c)> ol . {g) =6, .8
Pyu'c i, ] © Sy
(1) = (a; ;(r)) ol a; ;r) =6
p T a gt a; i
ol i (resp. j) I'indice des lignes (resp, des colonnes) est numéroté de 0 a n -1

i,j+1

modulo n ; par conséquent :
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(o5, 078%™ ) = o (r8™) = 6 jpp tl™ ouoy ((1%™) =6 s, cm"

ce qui donne :

2 9oy le™) =z o M8, (+86™)

est une matrice a n lignes, n colonnes dont le coefficient d'indice (i,j) :

m j-1 mrn—j
7 x) ¢

2o u

m
oh reconnaft la I'expression d'une résolvante de Lagrange ; hous notons pour

tout u (0 < u < t), tout x appartenant a Nu et tout caractere y de degré 1 de Ht ,

trivial sur H :
t=u

<x’¢>u=thj; hix) ¢(h™")

avec cette notation, le coefficient d'indice (i, j) de la matrice 3y g(x) pu(g-])
j-i P =i 9€ Sy
est donc {r (x) "Xy >t"
Soit S (resp. S') la partie multiplicative de Z formée des éléments

"]M)

- Y - —]
premiers & n (resp. & np) ; pour tout Z-module M, on note S~ M (resp. S'
les localisés correspondants,
Choisissons un élément g, de O . . .
t Nt qui engendre avec ses cohjugués une

base de Nt/@ , I'extension Nt/k étant modérément ramifiée pour les diviseurs
de n on suppose de plus que et engendre une base normale de S_]ON comme

t

-] — rd e
S Ok[Ht]—module. Pour 0 < u<t, onpose g = TNt/Nu(et) , cet élément

-y } =1
est un générateur de N | (resp. ONL;) comme Q[Gt/Ht-uj (r‘esp. s Ok[Ht/Ht_uD
module, On peut alors construire une famille fu (0 < u < t) de k=homomorphismes

d'espaces vectoriels définis sur Nu et 3 valeurs dans k(gu) par :

(X3 X3y

fu(x) = m

'- 2z
L 'image de ONu par f est un réseau pour les anneaux O, et Z[gu] et que fu(ONu)
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est isomorphe & O ([37] proposition II. 2 et 11,8). On sait aussi que
L/O
N
u-1

N est un ®<@(cu)/Eu> module localement libre, donc
L/O
N
u-1

'—] —] ( . . 2o
S ON estun S ®<@(gu)/Eu>-module libre, soit au un généra-~
Ysi=1o
N

u-1

[—] s z
N > est donc le S'” "Z[¢ ] réseau engendré par les

teur, L'image S'~ ] f(O
u

=1
{r au’xu>u

et le:discriminantide ce réseau est égal au carré du
CREPN

éléments

déterminant de la matrice (ai j> (0< i,j < n-1) ot
b

i j-i P
_|<<T au7xu>u <T au’Xu >u
a. .=r-7 >= r o
Iy J <9u,Xu>u < je Pn—J>
T U’XU u

Pour un anneau de Dedekind o de corps des fractions L et M/L une

extension séparable de degré fini m on note Ao(R) le discriminant d'un ¢ réseau

de M, de rang m, relativement & la forme bilinéaire déduite de la trace
([11] ch. 1V), On a:
<a s p >N /
-1 . u’Tu'N/a 2
(1) s'"'a f (O ))= — ).
Z[gu](u Nu> (n-l . n-j

on <TJeu7X: >

u

, -1 .
On a remarqué que S ONu =S ok[Ht/Ht_u] . 8, donc

1 -1 . . . .
Ok[gu] =g Ok[Gu] puisque les diviseurs premiers de n

-1 -
s™'t (o ) =5
u
ne sont pas ramifiés dans k(g )/k, on en déduit :

s bafe,] (fu(oNu)> -5~ 2,(0,)
ce qui donne la relation : N

@urpu/N /K 2
S—](AZ(Ok)Z{QuD:((n-I . ur\—j ) )

jEO <TJGU,XG >u
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Si un idéal premier g divisant n n'est pas ramifié dans Nu/k’ le

n-1 X n-j
choix de 0, fait que Ti (TJ eu,X: ) est premier A cet idéal or il existe
i=0
T(pu) 2
une unité ¢ telle que A_ (0O, ) = (———e> , comme r(X ) est premier & ¢, on en
7 "k 'r(xu) u

P - . -'] - Y z
déduit que : (au , pu>Nu/@ T(pu) est premier 4 p et par conséquent que

(O )"1 est premier 4 ¢, Si par contre |'idéal premier ¢ divisant

Nu u Nu/@ u
n est ramifié dans Nu/k il ne peut I'étre dans k/Q et par conséquent !'extension

P4 ’ o 2 . -] z “
N est modérément ramifiée en ¢ , (O i, est égal a O _, .
u/@ o ifi LIRS Nu’pu>Nu/@'T,fpu‘) gal a @(Pu)
d'apres le Théoreme 4 de [5].

Y rd - - d -]
n e é e e la valua ! a
Il nous reste & démontrer que la valuation de i'idéal (ONU, pu>Nu/0 T(pu)

est nulle pour la place de Eu au-dessus de p, Ce résultat va se déduire du calcul

de la p-composante du discriminant de Nt/k’

1

Ltanneau S'~ o, étant principal, le S'~ O, -module s"loN est libre,

k
u

- - -] - rd V4 rd

Choisissons une base de S' ON de la fagon suivante : ses €éléments sont notés
t
v i’ les indices i,j vérifiant : 0 < i< t, pouri=0, j=0etpourl <i<'t
’
o< < CP(D')—I et les éléments v; i vérifiant Vo o = 1 etpouri > 1 les V.
’ ’

b
-1 ~1
forment une S'” 'O, base de S' (@] .
k N.
i/O
NI 1

Soient alors les matrices B = (bi j) etC = (ce 1,) définies par
’ H

- t o _ _ g -1 : e = d .
OSI,J,e,fSp—],bo’j CE,O 1 et pour p < i,f<p bi,j c(v _ 8-1>’
2"'] g,1=-p
v(f-p® ™)
Ce ¢ =X (c_é) . {1 est bien connu que le produit des carrés des déterminants
, ;
t
de B et C vaut ptp X S'—]AO (ON ). Si par ailleurs on effectue le produit des
k t

deux matrices, on obtient une matrice D = (di j) dont les coefficients valent :
2
d, o= T =0 sij>0

I

N, /i <bi,o> AN
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X u-1
pour 0<u<t; pu—] < j<p” d. i s <bi o,x:(J—p )>t remarquons que pour
H b
u-1 . u . u-1 £y 2 X N .
p <j<p et i<p 1'élément bi o appartient a ON et par conséquent
H
(._ U—l) u-1
(bi o’X:J P >t=0' On en déduit que le calcul du déterminant de D ne fait
H
intervenir que les déterminants des matrices (di j) avec i, j vérifiant simulta-
H
nément soit i = j = 0, soit pu-] <hj< pu auquel cas on a:
. u-1
ot - vij-p )
do,o L di,j v i u-l’xu >t
u,i-p
- at-u Wi-pY "Ny _t-u_j-pY] y
- v Lo 7P S <<V . u=1"Xu"uy
u,i-p u,i-p

cette derniere égalité provenant de la disjonction linéaire entre k et @(gt). On

obtient donc, compte tenu de la définition de I'application fu :

u-1

. \ -1
di,j=pt'usJ"p (fu(v . u_])>SJ-pu ((Eau,xu}u).

’

Le déterminant de la matrice (di j) extraite de D avec pu'l < i,j< pu est donc
H

s (t=uplp") -1 . .
égal A p NN (c )/N <<eu,Xu>u>A -1 (S f, (ON )) ce qui conduit
Uy u S Ok u
a I'égalité :
t t u
ptP S'-]AO (O ) =p2t T p2(t'u)q’(p )NN (c )/N
k t u=1 u cu u

2 -1
<<eu’xu>U>S Ao <fu (ON )>
k u
les deux membres de I'égalité étant dans k, on obtient en prenant la norme dans

I'extension k/Q :

t u
ntp =1 pZn(t-u)cp(p )N

P ] k/a

e

2nt
A~ (O ))=p
Ok Nt > u

k/0 (S
<NNu(gu)/Nu(<eu XWe)) Ni/g (8" ! bo, (" (ONU)>>

. . 2
soit, puisque A0k<fu (ONU)> = Aok (Ok (gu)>Xok(Ok(cu) , fu (ONU)> et que

XZ=Nk/@ OXOk H
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t t u
pNtP Nk/@ (S"] ©y, )> - p2nt UE] p2n(t—u)cp(p N

A
O, "N, k/Q

(Mgte iy, (CBury ) Mo (57 o (Onge ) <77 (O o Tuon )
t £ ol
En multipliant les deux membres par Az(s"]ok>p -1 _ AZ (S'-]Ok>u=1

les relations classiques sur les discriminants nous donnent :

t t u
ntp -1 1/ t=1 _ .2nt 2n(t - u)p(p )
PPy (s Toy )az (870 ) =P E] P N

t u k/@

u

(NNu(cu)/Nu <<9u ’ Xu>3>> b7 <fu CNR)

clest-a-dire :
t t
ntp, -2nt- 3 2n(t-u)<p(pu)

t Stlenteus= -
T Az(fu(s'-]ONu»:p ot AS,-17_<S' ]ONt>

- -1 -
Asv-lZ<S ]Ok> UE, Nk/@(NN(cu)/Nu<<eu’xu>u2>>'

Si on calcule différemment le membre de gauche, on obtient :

Az<fu(s'-]ONu>>=Az(s' 2[c,])" Nate ) /@( =121 j(s'-]fu(ON ) -

u
Ceci donne en remplacant S'~ ] AZ[G ] (fu (ON )> par son expression (1) :
u u

<a ,p>
-1 LI n u’Pu'N,/a 2
s'=1a (f,004 1) = Tl " (o (2c )" N 1 (e —))"
e A s

N~

U
u

t
Si on compare maintenant {es deux expressions de T S'-]AZ fu(ON ) on obtient :

u=1 u
< ' P >
t u’N /@ 2 t 1
TN (( L)) T s s, 2, )"
. alg,) n-1_ . nej /- _ z u
v U/@ M <Jeu’X: >u ust
j=0

t t u

ntp - 2nt - z] 2n(t = u)plp) o(pY) 5
u=

P o) x Nk/@ (NNu(guyN <<eu ' X u))

ol f(pu) est le conducteur d'Artin du caractere oy
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en remplagant by (Z[gu]) par sa valeur, le membre de droite devient :

t  ©(u) )
L 'action du groupe de Galois de N(Cu)/@(gu) sur le produit :
n-j

n-1 i r‘
jEO <T eu;‘xu >u

montre que ce dernier appartient a @('Cu) , on en déduit qu'il en est de méme

2 . g
pour (au , pu>Nu/@ et donc en simplifiant :

t ; y
2 - o(p7)
T Nage e (Curen /@) = T 1oy
comme le conducteur d'Artin est dans Q ceci devient :
ﬁ N (3,10 08 ES
u=1 mcu)/@( uPu’N /o o)) =1-

L e résultat souhaité se déduit alors du lien entre les sommes de Gauss

galoisiennes et le conducteur d'Artin ([9]).
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