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REMARQUES SUR L'ARITHMETIQUE DE CERTAINES 

EXTENSIONS MET A C Y CL I QU E S 

par Jean COUGNARD 

L e but de c e travail est d'étudier l es anneaux d 'ent iers d 'extens ions 
métacycl iques de degré p s n (p premier , n d iv i seur de p - 1 ) en utilisant les 
propr ié té s de groupes de cohomologie a s s o c i é s à c e s anneaux d 'ent iers et 
les théorèmes de s t ruc ture de modules sur cer ta ins o r d r e s héréd i ta i res . On 
déduit de c e s propr ié t é s que le lien entre les sommes de Gauss g a l o i s i e n n e s 
et les invariants déf inis par A. Frohl i ch ( [ 5 ] , [ 6 ] ) dans le cas des e x t e n -
s i o n s modérément rami f i ée s e x i s t e également pour les ex tens ions métacycl iques 
de Q que nous étudions. Une t e l l e relat ion était déjà connue pour les extens ions 
abé l i ennes de Q ( [ 8 ] ) et nous sommes en mesure de la démontrer également 
pour les ex tens ions du corps des nombres rat ionnels dont le groupe de Galois 
e s t quaternionien d 'ordre 8 . L e s résu l ta t s du § 2 généra l i s ent ceux que nous 
avons énoncés dans [ 4 ] (avec s = 1 et n premier) . Nous avons tenu à fa ire 
f igurer ce t te généra l i sa t ion car l ' introduction de l 'opérateur 0 due à 
J. - F . Jaulent ( [ 7 ] ) rend la démonstration du Théorème 2 plus agréable . 

NOTATIONS ET R A P P E L S . 

Dans ce qui suit p dés igne un nombre premier impair, t un entier 
supér ieur ou égal à 1 et n un d iv i seur de p - 1 . On note G t le groupe engendré 
par les é léments CT et T vér i f iant les re la t ions : 

(D CT
pt = T

n = 1 et (2) T C T T ~ 1 = a r 

où r dés igne une rac ine primitive n - i è m e de l'unité modulo p 1 . Pour tout ent ier 
t - u 

(0 < u < t) on note H u le s o u s - g r o u p e de G t engendré par a*3 ; T est le 

s o u s - g r o u p e engendré par T . 



S o i t K un c o r p s et N t / n une e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e de groupe de Galo i s 

i somorphe à G t , on note N u ( resp . « u ) le s o u s - c o r p s de N t formé des é léments 

invar iants par H t u ( resp . H t u et T) , l ' ent ier t étant f i x é on p o s e pour u = t 

(resp . u = 0) N { = N (resp . N q = k) . 

S i L e s t une ex tens ion a lgébr ique de d e g r é fini d e Q (resp . d'un complété 
£ - a d i q u e Q de Q) , on note O. la c l ô t u r e in tégra l e de Z (resp . de Z ) dans L . 

V v 

P o u r r e s t e r f i d è l e aux u s a g e s , l e s e x t e n s i o n s cyc lo tomiques d e Q (resp . de Q ) 
V 

font except ion à c e t t e r è g l e : on note ç une r a c i n e pr imit ive p ^ i è m e de l 'unité, 

Cu = U et z [ C u ] = O q ( ) ( r e s p . Z £ [ ç J - O q f A On cho i s i t un g é n é r a -
U £ LH 

teur s de Gai ( o C ç ^ / o ) — Gai (ûp^C^/Qp) > o n e n déduit une fonct ion v(m) de 

t z ) * à v a l e u r s dans ( z / t ^ d é f i n i e par : s m ( ç t ) = P L) p 
Etant donné un anneau de Dedekind 0 de c o r p s d e s f r a c t i o n s L et deux 

o - r é s e a u x M, M1 d'un L - e s p a c e v e c t o r i e l V on d é s i g n e par y (M,M1) l ' invariant 

re la t i f de c e s deux r é s e a u x (cf. [1 1 ] pour l e s p r o p r i é t é s de cet invariant et le 
l ien a v e c les d i s c r i m i n a n t s ) . 

La re la t ion de commutation (2) déf init un c a r a c t è r e p -ad ique (j, du groupe 

-r . i - i _ M-(t ' ) T : t a T - a 

et |i,u(T') e s t l ' en t i er vér i f i an t : p, (T ') = p,(T ') (pU) , 0 < ^ ( t ' ) < P U . La c o n g r u -

e n c e p H 1(n) fait que l e s c a r a c t è r e s p - a d i q u e s i r r é d u c t i b l e s de T sont de d e g r é 1 ; 
A A 

i l s forment un groupe mult ipl icatif T . P o u r chaque j, f T on note e l' idempotent 
de Q [ T ] a s s o c i é à ^ . 

S o i t y = x un c a r a c t è r e f i d è l e de d e g r é 1 de H ( à v a l e u r s dans <D ; pour 
u 

tout en t i er u (0 < u < t) ^ = X
P e s t tr iv ia l s u r H u et la r e p r é s e n t a t i o n 

G t / \ induite pt u = lnd|_| u J e s t une r e p r é s e n t a t i o n absolument i rréduc t ib l e de 

d e g r é n de G t dont le noyau e s t H u . On peut c o n s i d é r e r c e t t e r e p r é s e n t a t i o n 

comme une r e p r é s e n t a t i o n f i d è l e de G = Gai (N / 

n ) . Toute r e p r é s e n t a -

tion absolument i r r é d u c t i b l e de d e g r é n de G ( (t ^ u) s 'obt ient de la même façon 

en prenant un c a r a c t è r e conjugué de ^^ u , c e s r e p r é s e n t a t i o n s ont même c o n -



ducteur d'Artin. On d é s i g n e par c u le c a r a c t è r e de p u et E u le s o u s - c o r p s 

de (C obtenu en adjoignant AQ l e s v a l e u r s de c u . On a E u C Q ( £ u ) et 

[Q<CU> : E
u ] = n -

Etant donné un anneau de Dedekind o de c o r p s d e s f r a c t i o n s L et M/L 
une ex tens ion g a l o i s i e n n e modérément r a m i f i é e de groupe de Ga lo i s r , on 
constru i t la L a l g è b r e c e n t r a l e s imple A dont l e s é l éments sont l e s sommes 

2 a y munie de la mult ipl icat ion d é f i n i e par 
v€ r Y 

(a y ) (a , y ' ) = a y (a ,) y y ' , 

Ceux des é l éments de A dont l e s c o e f f i c i e n t s a appart iennent à O. . const i tuent 
y M 

un o r d r e h é r é d i t a i r e <D(M/L_) et tout (D(M/L)-module s a n s tors ion e s t une somme 
d i r e c t e de s o u s - m o d u l e s i somorphes à d e s idéaux ambiges de M / L . N O U S 

u t i l i s o n s de t e l s o r d r e s dans deux c a s : 

a) L es t une e x t e n s i o n a l g é b r i q u e f i n i e de Q^ , on note n une uni formi-

s a n t e de O ^ , e l ' ind ice de ramif icat ion de M/L ; l e s idéaux ambiges sont les 

TT'O^ (0 < i < e ) . En dés ignant par r ' l e groupe d ' iner t i e de l ' ex tens ion M/L , 

ceux des idéaux TT'O^ qui a p p a r a i s s e n t dans la décompos i t ion d'un ® ( M / L ) -
moduleft sont donnés par la s t r u c t u r e de ( O ^ / ^ Q ) [ r ' ] module de 

°M/TTO ) ® o r t 1 0 ^ * E n P a r t i c u , i e r o n a =- [ © 

e - 1 
© 

'M/ ~ i = 0 

et on a un i somorphisme de (D(M/l_)-module en tre N-1 O ^ et JT 1 + e O ^ quel que so i t i . 

b) L = E u , M -Q(CU) ' . 

P o u r plus de p r é c i s i o n , on peut c o n s u l t e r [1 0 ] ou [1 2 ] . 

§ 2 - E X T E N S I O N S D'UN C O R P S p - A D l Q U E . 

On s u p p o s e dans c e paragraphe que K e s t une ex tens ion a lgébr ique de 
d e g r é fini d e Q ^ . S o i t I le groupe d ' i n e r t i e de l ' ex tens ion N t / H , on sa i t que 

G t / l es t c y c l i q u e ; le s o u s - c o r p s de N { formé d e s é l éments invariants par I 

e s t un s o u s - c o r p s k' de k , en p a r t i c u l i e r N t / k es t totalement rami f i ée . L e s 
A m i \ g r o u p e s de cohomolog ie modi f i é s au s e n s de T a t e H (Ht , O ^ J sont des p - g r o u p e s 

f in i s s u r l e s q u e l s le groupe T o p è r e , c e sont donc des ©(k/ K ) -modules et, par 
r e s t r i c t i o n , de s J p [ T ] - m o d u l e s f in i s . L e foncteur r e s t r i c t i o n de la c a t é g o r i e 



des ®(k/ H ) -modules f in i s dans la c a t é g o r i e des Z p [ T ] - m o d u l e s f in i s induit un 

homomorphisme entre les groupes de Grothendieck et 

de c e s c a t é g o r i e s . On démontre : 

T h é o r è m e 1 : L e s Z p [ T ] - m o d u l e s H ° ( l H t , 0 N ^ et l~1
0( ,~ ,

t > °|vj ) o n t même image 

d a n s G ^ Z p [ T ] ) . 

Ce théorème s e déduit du résu l ta t plus p r é c i s : 

T h é o r è m e 2 : L e s (J)(k/K)-modules H ° ( l - l t , 0 N j et HQ(lHt , O ^ j ont même image 

dans . 

Cet te p r o p r i é t é r é s u l t e d'une s é r i e de Lemmes. S o i t G o (©(k / H )^ le 

groupe de Grothendieck de la c a t é g o r i e des 0 ( k / K ) - m o d u l e s de type fini ; s i M 
est un ô ( k / K ) - m o d u l e de type fini (resp . f ini) on note [M] (resp . (M)) son image 

dans Go(<D(k/K)^ ( r e s p . . L 'appl icat ion qui, à tout ©(k/xJ-module 

fini a s s o c i e son o r d r e , définit un homomorphisme du groupe dans Q* 

noté ord (pour tout anneau A , A e s t le groupe multiplicatif d e s é léments i n v e r -
s i b l e s de A ) . 

S o i t x £ M* , il e x i s t e m £ O 0} tel que rrtxg O , c ec i permet de déf inir 
H K 

un homomorphisme ô de dans G^^DÎk/^) j par : 

ô(x) = ( o ( k / K > / m 4 ) ( k / H , ) - ( ® 0 V * / m x < D ( k / H ) ) -

On en déduit la s u i t e e x a c t e : 

0 O * H* I G ^ k / * ) ) Go(<D(k/K)) 

qui e s t un c a s p a r t i c u l i e r de la s u i t e e x a c t e du T h é o r è m e 2 de [l 3 ] . On a 
immédiatement le lemme suivant : 

Lemme 1 : L'homomorphisme de G ^ ( < D ( K / H ) j dans x Q * qui, à ( M ) 

a s s o c i e ( [ M ] , ord ( ( M ) ) ^ , e s t inject if . 

Démonstrat ion : cf. [ 4 ] . 

Remarque : Comme Q O. . e s t un Q [H ] - m o d u l e l ibre, l e s ®(k/ M ) -modules 



, O ^ ^ et H Q ( H t , O ^ ^ ont même o r d r e , le théorème 2 équivaut donc à 

démontrer qu' i l s ont même image dans G o ( < f ) ( k / H . L e groupe T opérant s u r 

O n , ( 1 - a ) 0 N > °|< o n a ' a s u ' t e e x a c t e de ©(k / H ) -modules : 

0 H 
T N 

1 0 - A ) O N * x 1 ' V 
t 

La démonstrat ion du T h é o r è m e 2 s e réduit donc à c e l l e de l ' éga l i t é : 

t7 k t 

4 1 

Lemme 2 : L e ©(k/^)-module O m e s t i somorphe à (D(k/n) 
t ' k 

Démonstrat ion : Compte tenu des r a p p e l s , il su f f i t de démontrer le lemme 
lorsque k/K e s t totalement rami f i ée . S o i t a l o r s n- ( resp . t^) une uni formisante 

de k ( resp . K t) ; on peut c h o i s i r TT de t e l l e s o r t e que T(TT) = e RR où e e s t une rac ine 

E L I 

primit ive n - i e m e de l 'unité. L 'é lément rr' = iTTrt e s t une uni formisante de O n 
t 

et, l ' ex tens ion N^/^ étant totalement r a m i f i é e on a un i somorphisme de ®(k/K) 
n i P - 1 , 

modules e n t r e On i / _ et © O^tt' i' suf f i t a l o r s de c o n s t a t e r le ®(k/K) î s o -
N t / 0 k i=1 k 

morphisme entre O^TT" et O^rr' et d ' u t i l i s e r l e s r é s u l t a t s r a p p e l é s au § 1. 

1 n - 1 . / K 
Notation : S o i t 6 l 'é lément de Z [H ] égal à - s ^ ( T - ' ) ^ . L 'u t i l i t é de cet 

P n ; = o 

é lément tient au résu l ta t su ivant dont on t rouvera une démonstrat ion dans [ 7 ] 
(chapi tre H S c o l i e d e la ppop. M i l ) . 

Lemme 3 : L ' idéa l d'augmentation 0 - C T)Z p [ H t ] de Z p [ H t ] admet l 'é lément Q 
A 

comme g é n é r a t e u r ; dans Z [ G t ] o n a , a r e la t ion e 9 = 0 e 1 pour tout ^ Ç T . 
P * * 

Fin de la démonstrat ion du T h é o r è m e 2 : Il su f f î t de démontrer que l e s ô ( k / H ) -

modules O n | /_ et 0 - C T ) O m sont i somorphes , donc, s i k' e s t le s o u s - c o r p s 
t / 0 k t 



de k invariant par le groupe d ' inert ie , que l e s ( o ^ / ) [ G a l ( k / ^ l ) ] - m o d u l e s 
/ (TT) 

° k / ( n ) ®Ok ( ° N t / o k ) e t ° k / M ®Ok
 0 S o n t i s ° m ° r p h e s . 

La multipl ication par 9 dans O ^ définit un O^- i somorphisme entre 

O., / _ et ( 1 - 0 ) 0 M et le nombre de f a c t e u r s de O . / 0-CT )O n . a s s o c i é s 
N . / O . IN. K / / \ U . IN t / k t ' (n) k t 

à l'idempotent e ^ es t égal à celui de O ^ / <8>q ( ^ N / q ) correspondants à 
i|r|ji~ / (n) k t / k 

l ' idempotent e . D ' a p r è s le lemme 2 , pour chaque ty le nombre de f a c t e u r s de 

( O K / ) <S>Q / O ) 6 S t '"dépendant de ^ , c e qui a c h e v é la démonstrat ion. 
/ (TT) k y ^ 

S o i e n t u et v deux e n t i e r s vér i f iant 0 < v < u < t , le groupe T o p è r e 

s u r les g r o u p e s H ° ( l H t _ v / , C>N ) et H Q ( H t _ / , O n ) en appliquant 
/ ' " ' t - u U / H t - u U 

le théorème 2 à l ' ex tens ion N m / K v , on obtient le : 

C o r o l l a i r e 1 : L e s Z p [ T ] - m o d u l e s H°(lH t / , O n ) et H 0 ( n t _ v / , O N ) 
/ H t - u U / H t - u U 

ont même image dans G
0 ( 2 p [ T ] J . 

S o i t maintenant l ' o r d r e = A t . H e x i s t e un i somorphisme 

entre l e s groupes T et Gai (Qp(C ty^E
t ) envo ie le g é n é r a t e u r T de T sur 

I "automorphisme défini par on en déduit un i somorphisme d ' a l g è b r e s entre 

Z pE G t + ~ 1
 + + ^(p - 1 )p* ~ 1 ) et At en donnant Ct pour image à a . On a 

a l o r s : 

C o r o l l a i r e 2 : L e A t -module O n / o n e s t l ibre de rang [ K : Q ] . 
t t — 1 p 

Démonstrat ion : D ' a p r è s [1 0 ] (prop. 3 et prop. 6) il faut et il suff i t que 

° N / ° N t _ 1 )/(\ - a ) V ° N t
/ 0 N t _ , J S O Î t U n ' F p [ T ] - m o d u l e l ibre de rang 

[ K : Q ] . On note (resp . la t r a c e dans l ' ex tens ion N ^ k (resp. 

N t ^ k ) r e s t r e i n t e aux anneaux d ' en t i er s . On a immédiatement la su i t e e x a c t e : 

ker € 
o - - T • 

(ker + - c t )O n 1 Ok1 + 0 - e ) O 



Or dans G o ( z p [ T ] j nous avons : 

/ ker 

(ker ° é ' ) + ( 1 - a ) 0 
H 

N, 
> ( H . ' ° N t ) ) - ( A o ( H t / h 

Ce qui, d 'après le Théorème 2, e s t égal à : 

/ « « o ^ N Y * ^ 
N t 

ce qui donne dans G ^ ( z p [ T ] ) : 
T ) - ( V B o H » : Q p ] ( F P [ T ] I 
~ a N / p ° k 

car l 'extension k/ H es t modérément ramif iée et O est Z - l i b r e de rang [H : Q ] ; 

cec i termine la démonstrationr du Théorème. 

§ 3 - PROPRIETES LOCALES D'EXTENSIONS METACYCLIQUES RELATIVES DEQ 

Dans ce paragraphe, H est une extens ion a lgébrique de degré fini d e Q . 
Pour toute p l a c e r d'une extens ion L deQ de d e g r é fini , on note L^ (resp. O^ ) 

\L 
d. 

son complété (resp. le complété de la c lô ture intégrale de Z) e n ^ . 
F ixons u (0 < u < t) , notons p l es idéaux premiers a u - d e s s u s de p dans 

« , p ! ceux a u - d e s s u s de n dans N , !B. . ceux de NA a u - d e s s u s de n!. So i t D. . RI y u ' r i , j t N I,J 

le groupe de décomposit ion de !B. . dans NVu puis V^ . = H , fi D. . e t r l , J t/ r t — U I, J 
T. . = T n D. . . i.J '.J 

Propos i t ion 1 : L e s groupes HQ(^Ht u , O^ J et u ' ° |s | ) o n t m ^ m e image 

dans G ê ( y T ] 

Démonstration : Pour tout ent ier m , le groupe H u , O ^ j es t un p-groupe 

fini, donc isomorphe à Zp <8>j H m ( H t u , O n ^ c ' e s t - à - d i r e à 



^ ( H t - u ' Z p ® Z ° N ) q u i p 6 U t s ' é c r i r e H m ( H t . u I ïï O n ) . Ce dernier 

groupe est lui-même isomorphe à 
'u 'u 

,m 
n H ( H , _ u , n o N 

Pî |P J 

pour chaque indice i f ixons "p. = !p. une des p laces . a u - d e s s u s de p ! , on a 1 1 n i, J i 

J ; PL '»JJ 
ce qui d'après le lemme de Shapiro donne 

r.m/, , ~ \ - n H m ( v u 

P | | P 
n H m ( v " O m ) . So i t r™ l'un des groupes H m ( v " O m ) , T son 

P I' | P ' V ; ' ? ; 
* . . . . .. . ~t~ i. m tt . _m _ _m _ „ _m stabi l i sateur dans T et r = 

H " ( H t _ u , 0 N T T H ( V ! o , O n j . P o s o n s T j - T . Q , le groupe T opère sur 
~ U t n . ' l p B ? ' 

n hr™, o n a r ' " - Z p r T ] « z [ T 
T/-,- K fcpL o J 

o 
Il suff it a lors d'appliquer le Théorème 2 aux groupes r m et de remarquer que o 
l 'extension des s c a l a i r e s de Z [T ] à Z [ T ] définit un homomorphisme de p o p 
G o ( V T o ] ) d a n s G o ( Z p [ T ] ) -

Théorème 3 : Le j [ G t ] - m o d u l e O ^ / o ^ est un module localement libre de 

zr<3] 
rang [K : Q] sur 

l + c / ' V . . + a ( p - 1 ) p t _ 1 

__ t - 1 , _ - t - 1 
Démonstration : L'ordre Z [G { ] / [ \ + CT

P + . . . +a P ~ J e s t isomorphe à 

<o(Q(Cj)/EtJ compte tenu des isomorphismes entre H t et le groupe des rac ines 

p ' -emes de l'unité d'une part et entre les groupes T et Gai d'autre 

part. Puisque p est le seul idéal ramifié dans Q ( ç t ) / E t , il faut et il suffit que 

Z O n / soit l ibre de rang [K : Q] sur Zp o f o ( ç t ) / E j ; donc que 

/ ° N ' t - 1 
O n / soit IF [ T ] - l i b r e de rang [H : Q] . La démonstration est 



analogue à c e l l e du c o r o l l a i r e 1 au Théorème 2 . 

Remarques : Lorsque n est premier et K = Q , il r é su l t e des ca lcu l s de [ 2 ] 
(chapitre IX) que C>N / c > N est l ibre de rang 1 sur ® ( Q ( ç t ) / E t ) . L e même 

résultat est démontré dans [ 7 ] (chapitre lll) en supposant n quelconque mais 

Q(Çt) et N { l inéairement d i s jo intes sur Q . Une démonstration complète (n que l -

conque, et pas d'hypothèse de disjonction l inéaire) s e r a fournie dans la vers ion 

déf ini t ive de c e travai l . 

§ 4 - LIEN AVEC L E S SOMMES DE G A U S S GALQ1S1ENNES . 

Dans c e paragraphe, on suppose que K =Q ; pour toute représentat ion 

p de G t et tout élément x de N ( l 'élément det ^ £ g(a) p ( g - 1) j ne dépend que 
9€ G t 

du c a r a c t è r e c de p on le note <a , c... • 

On dés igne par T(C ) la somme de Gauss ga lo i s i enne a s s o c i é e au c a r a c -
P 

t ère c (cf. f91 ) . L'act ion du groupe de Galois de la c lô ture algébrique de Q 
p Y - i montre que l 'élément <a , c >K. /_ T(C ) appartient au corps Q(c ) (T51 prop. 1.5 

p IN/U p 

et Th. 3 ) . Lorsque a parcourt O^ les é léments (a , c ^ / Q engendrent 

un idéal d e Q ( c ) noté < 0 ^ , 0 ) T ( c )~ . Il es t bien connu que si N/Q est modéré -

ment ramif iée , cet idéal es t égal à y Nous nous proposons de démontrer 
P 

un résultat analogue lorsque l 'extens ion N/Q est sauvagement ramif iée et que la 

représentat ion p est une représentat ion f idè le de G{ ; nous donnons la démons-

tration lorsque N ^ ^ e tQ(ç t ) sont l inéairement d is jo intes sur Q . 

Nous pouvons déjà remarquer, d 'après le théorème 4 de [ 5 ] que pour 

les idéaux premiers à np , la valuation de ( O ^ , C ) T(C )~ ' est nulle. 

Pour u f ixé , on chois î t la représentat ion matr ic ie l l e suivante de P( 

\ n ~ ' 
P u ^ - K j ^ O ° Ù œ i , j ( a ) = 6 î , j e u 

O ( T ) = ( A - - (T ) ) où a . . ( R ) = Ô- . , , Mu \ 1, j / 1, j 1, j +1 
où i (resp. j) l ' indice des l ignes (resp. des colonnes) es t numéroté de 0 à n - 1 
modulo n ; par conséquent : 



t i m> \ / { m\ o m r n - J / £ m\ „ „ m r n ~ 
a i , j ( T a ' J - P u ^ o J ~ è i , j + £ C u O U a 1 , j [ T * J = è ï , j C U 

c e qui donne : 
- K -m -

E g(x) pu(g ) = E a - m T ^ ( x ) p u ( T
c

a
m ) 

g€Gt e,m 

est une matrice à n l ignes , n co lonnes dont le coef f i c ient d' indice ( i , j ) : 

• 1 n - j -m j - 1 / \ m r J 
S A T (x) Cu 
m 

on reconnaft là l ' e x p r e s s i o n d'une ré so lvante de Lagrange ; nous notons pour 
tout u (0 < u < t) , tout x appartenant à N u et tout c a r a c t è r e ^ de degré 1 de H t 

trivial sur H. : t - u 
<x , t|f > = s h(x) i|r(h-1) 

avec ce t te notation, le coe f f i c i ent d' indice ( i , j ) de la matrice £ g(x) p 
. - n - j t i l r est donc <T

J M > X U > t-

S o i t S (resp. S 1 ) la part ie mult ipl icative de Z formée des éléments 

premiers à n (resp. à np) ; pour tout Z-module M, on note S ~ ^ M (resp. S , _ ^ M) 
les l o c a l i s é s correspondants . 

C h o i s i s s o n s un élément Q. de OK, , . t N t qui engendre avec s e s conjugues une 

base de N t /Q , l 'extens ion N t / k étant modérément ramif iée pour les d i v i s e u r s 

de n on suppose de plus que Q engendre une b a s e normale de S " ' o N comme 
t 

S O. [H t ] -module . Pour 0 < u < t , on p o s e 9 u = "T"N Aj (e t) , cet élément 
t / u 

es t un générateur de N u (resp. O n J comme Q [ G t / H t u ] (resp. S - 1 O k [ H t / H t u ] 
u ~ 

module. On peut a l o r s cons tru i re une famil le f (0 < u < t) de k-homomorphismes 

d ' e s p a c e s v e c t o r i e l s déf in is sur N u et à va l eurs dans k(£u) par : 

<x,Xu>u 

<e u »x u >u 

L' image de O ^ par f^ es t un r é s e a u pour les anneaux O^ et Z[ÇU] et que ^ ( O ^ ) 



est i somorphe à O.. / ( [ 3 ] propos i t ion 11.2 et II. 8 ) . On sait auss i que 

/ u - 1 

O n / e s t un module localement l ibre , donc 

7 ° N . / u - 1 

S , - 1 O n / e s t un S ~ 1 ( D ( q ( ç u ) / E u ) - m o d u l e l ibre, so i t a^ un g é n é r a -

1 ° N , u - 1 
' / s ' " 

teur. L ' image s ' ~ 1 f f o N ) e s t donc le S 1 Z[CU] r é s e a u engendré par les 
u 

< T ~ ' a ,X > u 
é léments —-, r et le d iscr iminant de c e r é s e a u es t égal au c a r r é du 

u ' ^u u 
déterminant de la matr ice f a . . J (0 < i, j < n - 1 ) où \ i, J / 

n - j 

. i / < T " ' a u ' X u > u X ^ " « u ' x Ç >u 
A ' . I ~ T ^ < 9 U ' X U > U > / J R N - J * 

< T J E u , x u > u 

Pour un anneau de Dedekind o de c o r p s d e s f r a c t i o n s L et M/L une 
extens ion s é p a r a b l e de d e g r é fini m on note A (R) le discr iminant d'un o r é s e a u 

de M, de rang m, re lat ivement à la forme b i l i n é a i r e déduite de la t race 

([1 1 ] ch. IV). On a : 
< a u ' P u > N / Q 2 

5 - ' Z [ e u ] ( V X > H n - • ' n. ,-
M \ t 0 ,x > 

j = o 

On a remarqué que S 1 O^, = S ~ 1 O ^ H ^ ^ ] • ®u ' d o n c 
N u 

S ~ 1 f f O ^ ^ = S ~ 1 O k [ ^ u ] = S ~ 1 O^r -i puisque l e s d i v i s e u r s p r e m i e r s de n 
u L fe u J 

ne sont pas rami f i é s dans k ( £ u ) / k , on en déduit : 

S " 1 A Z [ C U ] ( f u { ° N u ^ = S " l A z ( ° k ) 

c e qui donne la re lat ion : 
< a u ' P u > N / K 2 

S - 1 
( A z ( ° k ) z ^ J ) = { { — 

n < T i e u . x C n J > u 
j = o 



S i un îdéal premier Z divisant n n 'es t pas ramif ié dans N ^ k , le 
n - 1 . n - j 

T1 i r 
choix de Q fait que | I <T

J 9 , X ) es t premier à cet idéal or il e x i s t e 
u j = 0 U U 

/ r ( p u ) . 2 
une unité e t e l l e que A j ( O = — ^ e j , comme T(Xu) est premier à J , on en 

déduit que : ( a
u » P u ) | s j / n

 e s t P r e m i e r à Z et par conséquent que 
u' 

^ N 'PU^N /Û e S t P r e m ' e r à £ . S i par contre l'idéal premier £ divisant 
u u' 

n es t ramif ié dans N^Jk il ne peut l ' ê tre dans k / o et par conséquent l 'extension 

N ^ Q est modérément ramif iée en £ ,, <C>N , pjj>N / 0 T"(p~ ) est égal à O , , ., . . / u • - u p / 
d'après le Théorème 4 de [ 5 ] . 

Il nous r e s t e à démontrer que la valuation de l'idéal ( O ^ ,p ^ / T(p 
u U u'® U 

est nulle pour la p lace de E u a u - d e s s u s de p . Ce résultat va s e déduire du calcul 

de la p-composante du discriminant de N t / k . 

L'anneau S 1 - 1 O^ étant principal , le S 1 - 1 O^-module S 1 O^ est l ibre. u 
C h o i s i s s o n s une base de s ' ^ O ^ de la façon suivante : s e s é léments sont notés 

v. . , l e s indices i , j véri f iant : 0 < i < t , pour i = 0 , j = 0 et pour 1 < i < t ' > J 

0 < j < C D ( P ' ) - 1 et les é léments v. . véri f iant v = 1 et pour i > 1 les v. . " ^ i,J 0 , 0 1, j 

1 1 f forment une S , _ O^ base de s ' ~ fc>N 

v ° 

Soient a l o r s les matr ices B = (b. .) et C = (c J dé f in ies par 1, j e, t 
t P — 1 P i / 0 < i, j, e. f < p - 1 ; b . = c = 1 et pour p1, < i, f < p b. . = o v „ . 

v ( f - P ) 
| | 0 c f = X ( c ~ ) . fl est bien connu que le produit des c a r r é s des déterminants e, t 

t t ( 1 
de B et C vaut p ^ x S A n (Om ) . S i par a i l l eurs on e f fec tue le produit des 

k t 
deux matrices , on obtient une matrice D = ^d. dont les coe f f i c i en t s valent : 

d. = T. . b. ; d . = 0 s i j > 0 
1 , 0 N ^ V i,oJ > o , j 



1 (' U ~ pour 0 < u < t ; p ~ < j < p u d. = <b. q , x^ ~ P > t remarquons que pour 

pU ~ 1 < j < pU et i < p U _ 1 l 'é lément b. q appartient à O n et par conséquent 
, ' u - 1 

('
 u ~ ) 

<b. , X J - P > = 0 . On en déduit que le calcul du déterminant de D ne fait N i, o ' u ' t 

in terven ir que les déterminants des m a t r i c e s ^d. a v e c i , j vér i f iant s i m u l t a -

nément so i t i = j *= 0 , so i t pU ~ ^ < i, j < pU auquel c a s on a : 

d = p l ; d. . = <v , , X v ( j ~ p U " 1 K 

= p1 " U <v L X ^ - ^ ' S = p t - U s j - p U " V < v , f X > } K N . u - 1 ' u ' u v . u - 1 ' A u / u y U , I - p u, I - p 

c e t t e d e r n i è r e é g a l i t é provenant de la d i s jonct ion l i n é a i r e entre k et Q(ç t ) . On 
obtient donc, compte tenu de la déf in i t ion de l 'appl icat ion f : 

d. . = P
t - u s j - p U " V f (v , ) ) s J - p U " V < e , x > ) . 

I , J K Vu . u — 1 / \ N U u ' u / u / u , i — p 

L e déterminant de la matr ice ^d. ^ e x t r a i t e de D a v e c pU ~ ' < i , j < pU e s t donc 

É G A « à p ( t - U M P U ) N N ( ) / N ( < 9 u , X U > U ) A ( s 1 1 f u (C>N ) ) c e qui conduit 
u bu / u S O. u k 

à l ' é g a l i t é : 

t p 1 ^ ' - 1 ir^ \ 2 t fr 2(t - u)cp(pU) Kl P S ^O. N. = P p ^ N N (C ) /N k t u 1 u b u / u 

k u 
l e s deux membres de l ' é g a l i t é étant dans k , on obtient en prenant la norme dans 
l ' ex tens ion k/Q : 

> n , P ' V n ( s ' " V V ) = p 2 n ' ut P 2 n ( , - U M P U > N k/Q 

2 \ \ . , / _ i - 1 
JN (C ) /N ( < e u ' X u > u ) ) N k / o ( S " A O . C f u ( ° N u b u / u ' k u 

so i t , puisque A 0 ( f u ( 0 N )) = A 0 ( o k ( , ) * 0 ( o k ( > , (O ))* et que 
k u k feu k bu u 

X, = N. o X 
Z " " k / Q ° A O k • 



, p t v ^ ' - V v ) ^ 2 " ' n , p 2 n " - u M p U , v 0 K t U — I 

N U (C U ) / N U O u . V u ) ) N K / 0 ( S ~ ' *K ( 0 K ( C U ) ) ) * 4 ( ° K ( C U ) - f u ( ° N U » ) 

t 
t 
S cp(pU) 

En multipliant l es deux membres par 1 = a^ ( s 1 C>k^U ~ 1 

l e s r e l a t i o n s c l a s s i q u e s s u r l e s d i scr iminants nous donnent : 

ntp* / _ ' - 1 ^ \ - 1 \ 2nt f j 2n( t -u )œ(p U ) K 1 P F A, S O K I A , S O. - p M p ^ N N t ; û z u
, j 1

 p ' V Q 

N (C ) /N ( < 0 U ' X U > U ) K ( V ° N u teu/ u u 
(N 

c ' e s t - à - d i r e : 
t 

ntn1 _ ?.nt _ 
t ï 

n t p t - 2 n t - E 2n(t - u)cp(pu) 

n A z ( ' U ( S ' - ' ° N ) ) - P ' a ( s " ' o N u = 1 L V V u 7 / s ' z t 

, z ( s 1 ° k ) " ' u n N K / 0 ( N N ( C U ) / N U ( < 9 U , X U > - 2 ) ) . 

S i on c a l c u l e di f féremment le membre d e gauche , on obtient : 

4Z (FU ( S ' ' ' ° N U ) ) - AZ ( S " ' Z R C J ) N N 0 ( C ( j ) / q ( A s ( S " ' f u < ° N u 

Ceci donne en remplaçant S'~^ATrrj ] ( /u ^ N p a r S o n e x P n e s s ' o n : 

J ' 6 u ' X u >u J = 0 

t 
S i on compare maintenant l e s deux e x p r e s s i o n s de T T S 1 Aj f (O^ ) on obtient 

u = 1 u 
t ^ u ' P ^ N / q 2n 4 

n N ( w (CnTi ; ^TTTj ) ) = n s « - ' i z ( z [ Ç u ] ) n 

u = 1 u u / Q TT / J D V
R \ U = 1 

. V ^ V Û >u J = 0 

t 1 u ntp - 2nt - e 2n(t-u)cp(p ) Cp(p>-') 
p U = 1 T < P U > x N K / q ( N N u ( £ u / N ( < 0 u ' X U > 2 U 
où f (p ) e s t le conducteur d'Art in du c a r a c t è r e p^. 



en remplaçant A^ (Z [C u ] ) par sa va leur , le membre de dro i t e devient : 

- J J / V N
K / Q ( N N U ( C U ) / N ( < e u ' x u > 2 ) ) 

L'ac t ion du groupe de Ga lo i s de N(£ u )yQ(£ u ) s u r le produit : 

n - 1 . n - j 

. V ^ u ^ C >u J = o 
montre que c e d e r n i e r appart ient à Q(£u) , on en déduit qu'il en e s t de même 

2 
pour <au , p ^ / - et donc en s impl i f iant : u u / U 

comme le conducteur d'Art in e s t dans Q c e c i devient : 

ULLL N Q ( C U ) / Q ( < A U ' P U > N U / Q R ' ^ P U O = 1 • 

L e résu l ta t souha i t é s e déduit a l o r s du l ien entre l e s sommes de G a u s s 
g a l o i s i e n n e s et le conducteur d'Artin ( [ 9 ] ) . 
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