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B a s e s sur Z des idéaux pr imaires canoniques d'un corps K , extens ion 

de Q , cyc l ique , de degré premier impair t et approximations p-adiques 

des r a c i n e s d'un polynome fondamental f de K . 

I N T R O D U C T I O N 

L'objet de c e travail e s t la généra l i sa t ion aux extens ions 

de Q , c y c l i q u e s , d e degré premier impair t ( Z ^ 5 ) des ré su l ta t s o b t e -

nus sur la construct ion de Z - b a s e s des idéaux pr imaires canoniques 

d'une extens ion cubique cyc l ique de Q ( [ 1 3 ] , [ 1 4 ] et [ 1 5 ] ) . 

S o i t K une extens ion de Q , cyc l ique , de degré premier 

impair t . Notons D ^ son discriminant . S i 0 e s t un entier de trace 0 ou 

1 , suivant que -t d i v i s e ou ne d iv i s e pas D ^ , on note f le polynome mi -

nimal de 0 sur Q ( [ 1 7 ] ) ; f e s t appelé " polynome fondamental de 

K " ( [ 1 6 ] ) . 

Dés ignons par E ^ l'anneau des en t i er s de K . 

S o i t p un nombre premier . Nous savons ( [ 7 ] ou [ 1 6 ] ) 

que la décomposit ion de l'idéal p E ^ , engendré par p dans K , e s t l iée 

à c e l l e de f sur Q p par les équ iva lences su ivantes : 

- p E ^ = ^ » f e s t i rréduct ib le sur Z / p Z , donc f es t ir -

réduct ib le sur Q 
P 

- P e k = ^ w f e s t u n e P u i s s a n c e £ l e m e sur Z / p Z et f e s t 

i rréduct ib le sur Q » p d iv i s e . 
P K 

- p E K = ^ X X . . . X » f s e f a c t o r i s e sur Q p . 

Notons N ( $ ) la norme de l'idéal !p ; les idéaux primaires 

canoniques ( [ 6 ] ) de K sont les idéaux , où ^ es t un idéal premier 

de degré un , k es t un entier quelconque s i p = N( îp) ne d iv i s e pas D^ , 

k = 1 s i p d iv i se D ^ . 



Comme dans le c a s cubique , la représenta t ion des idéaux 

pr imaires canoniques de K par des b a s e s sur Z es t l iée au calcul e f f e c -

tif des approximations p - a d i q u e s , modulo p , pour tout entier k , des 

r a c i n e s dans Q d'un polynome fondamental f de K . 
P 

Dés ignons par D ( 8) le discriminant du polynome f . 

Nous avons : | D ( 0 ) | = I 2 ( 0 ) X D K ( [ 1 2 ] ) . 

Nous sommes amenés à dis t inguer tro is c a t é g o r i e s de nom-

bres premiers p : 

— ( l ) les d i v i s e u r s premiers p de D ^ . 

— (2) les nombres premiers p qui ne div isent pas D ( 0) et pour 

lesque ls l'idéal p E ^ s e f a c t o r i s e dans K . 

— (3) les nombres premiers p divisant D ( 0 ) et ne divisant 

pas D ^ . 

La première part ie de c e mémoire es t c o n s a c r é e aux c a s 

(1) et (2) . 

Dans le c a s ( l ) , nous indiquons une base sur Z de l'idéal 
s 

premier ^ tel que p E ^ = ^ . Nous montrons , de plus , que f es t i rré -
2 s 

ductible au module p près . Il en r é s u l t e a l o r s que f e s t i rréduct ib le 

sur Qp et que , pour tout ent ier k ^ 2 , l ' idéal 1JJ n 'es t pas un idéal c a -

nonique . 

Dans le c a s (2) , les congruences f ( x ) = 0 (mod. p ) a d -

mettent , pour tout ent ier k , t r a c i n e s deux à deux d i s t inc tes modulo 
k k p , et chacune d ' e l l e s e s t l 'approximation , modulo p , d'une rac ine 

p - adique de f . 

Dans la s e c o n d e part ie , nous étudions les nombres p r e -

miers p qui d iv isent D ( 0) sans d i v i s e r D ^ . Nous montrons d'abord que 

1 ( 8 ) et J Ô ^ sont premiers entre eux , par su i t e les nombres premiers 

c o n s i d é r é s sont les d i v i s e u r s premiers de 1 ( 0 ) . Nous montrons , de 



plus , que , si 1 ( 6 ) = 0 ( mod. p ) , l ' idéal p E ^ s e f a c t o r i s e dans K en 

un produit de t idéaux premiers deux à deux d is t incts . 

S i la congruence fondamentale f ( x ) = 0 ( mod.p ) admet au 

moins une rac ine s imple a , c e qui e s t toujours le c a s pour 1 = 5 , nous 

savons , à l 'aide du lemme de Hensel ( [ 3 ] ) c o n s t r u i r e une su i te d 'en-

t i ers a^ , déf in is modulo p , de premier terme a , qui converge v e r s 

une rac ine de f dans Q . A partir de ce t t e su i t e , nous savons trouver 
P 

les approximations , modulo p , des autres r a c i n e s de f dans Q^ . 

S î l > 5 , pour cer ta ins d iv i s eurs premiers p de 1 ( 8 ) , il 

peut a r r i v e r que la congruence f ( x ) = 0 ( mod.p ) n'admette que des r a -

c ines multiples . Nous donnons a l o r s une méthode de construct ion d'une 

su i te d 'ent iers a^ , ayant pour premier terme une rac ine multiple a et 

convergeant v e r s une rac ine de f dans Q . A partir de ce t te su i te , P 

comme dans le c a s d'une r a c i n e s imple , nous cons tru i sons les approx i -

mations des autres r a c i n e s de f dans Q P 

La tro i s i ème part ie de ce travail e s t c o n s a c r é e au c a s p a r -

t icul ier des corps de degré 5 . 

K étant un c o r p s cyc l ique de degré 5 , nous donnons des 

condit ions n é c e s s a i r e s et suf f i santes , portant sur 1 ( 9 ) et sur le qua -
(5) 

druplet d ' e n t i e r s conjugués de Q générateur de K , pour que la 

congruence fondamentale suivant un d iv i seur premier de I ( 0 ) admette : 

— ou bien , une rac ine double et t ro i s r a c i n e s s imples 

— ou bien , deux r a c i n e s doubles et une rac ine s imple 

— ou bien , une r a c i n e d 'ordre 4 et une rac ine s imple . 

Nous donnons , pour terminer , quelques exemples de d é -

veloppements p - a d ï q u e s . 



P A R T I E I 

Représentat ion des idéaux par des b a s e s sur Z dans les deux cas 

suivants : 

— p = N ( d iv i s e D^, . 

— p = N ( !p) ne d i v i s e pas D ( 8 ) et p E ^ s e f a c t o r i s e dans K . 

1. 1. - Notations et rappels . 

1 ) Notations . 

Dans tout c e mémoire, les notations u t i l i s é e s sont les s u i -

vantes : 

t : nombre premier impair , 1 ^ 5 . 

Q ' = Q̂  ^ : corps cyclotomique , engendré par e , 

• • * • » i èm e . .. .. • rac ine primitive l de l'unité . 

S o i t r un ent ier rationnel , 1 s r ^ l - l , tel que sa c l a s s e 

modulo t engendre le groupe multiplicatif ( Z / IZ)* • les é léments du 

groupe Gai ( Q ' / Q) sont les 1-1 automorphismes , notés T' , 1 s i ^ l-1, 

déf inis par les é g a l i t é s : T' ( ek ) = e r k , 1 < i < t-1 , r' K modulo l . 

Pour des r a i s o n s de commodité d 'écr i ture , pour tout ct€ Q1, 

le conjugué T' ( a ) de a s e r a noté EU , 1 ^ j ^ 1 - 1 , j = r' ( mod. I ) . 

K : ex tens ion cyc l ique de Q , de degré l . 

E. . : anneau des en t i er s de K . r\ 

G = Gai ( K/Û) = (CT) . Pour tout X € K , on notera X ; , 

1 s i ^ i , le conjugué a ' ( X ) de X . L e s é léments 9u d'un £ - u p l e de 

conjugués i rrat ionnels de K sont a l o r s numérotés , modulo l , de façon 

que a ( e u ) = 6 u + h . 

2) Rappels ( [ 1 6 ] ) . 

— Réso lvante de Lagrange d'un élément 9u . 
A 

Le groupe G des c a r a c t è r e s de G e s t un groupe cyc l ique 



d'ordre t dont les é léments , notés Xk > 0 ^ k ^ t - 1 , sont déf in is par : 

XQ ( ) = 1 , Xk ( ) = e h k , 1 < k < t - 1 , h € Z , h mod. I . 

La r é s o l v a n t e de Lagrange de l 'élément 9u re lat ivement au 

c a r a c t è r e x k
 e s t l 'élément du c o r p s KQ1 ( composé du corps K et du 

corps Q 1 ) : 

^ 8u ' x k ^ = ^ X K ( cp"1 ) cp( 9U ) , 0 ^ k ^ t - 1 , u mod. I . 
cp € G 

— Choix d'un polynome fondamental et d'une b a s e de E^, . 

L e s corps cyc l iques K , de degré premier impair t , sont 

cons tru i t s à partir des idéaux principaux 3JI de Q1 , qui sont engendrés 
i èm 6 

par la pu i s sance t d'une r é s o l v a n t e de Lagrange d'un élément p r i -

mitif 6 de K . 

J . J. PAYAN a établi l 'équivalence su ivante : 
jf J i = l ~ ] ï* 

® = ( < Q, Xu > ) , i ^ - t - i « ïf n «J k j - , J 

où : j* e s t un ent ier déterminé par : 1 ^ j* - t - 1 et j j * = 1 ( mod. Z ) , 

îfl e s t un idéal principal , 

SI e s t un idéal premier , de degré un , dont la norme es t sans 

facteur c a r r é et e s t première à l , et 2L e s t le conjugué T' (81) , j = r1 

( mod. t ) , ï = { 1, . . . , 1-1 } . 
En désignant par X une base de l' idéal principal 51 , par y, 

i* r une base de l ' idéal TI 21. , nous avons : 2R = ( X p ) . 

j=1 J 

Un corps K es t dit unitaire s ' i l peut ê t r e construit à l 'a i -

de d'un nombre p = 1 ( mod. t ) . Dans c e c a s , le - t - u p l e de conjugués 

{ 0u } construi t a v e c X = 1 , p , s = 1 , forme une b a s e de E ^ . 

Un c o r p s K e s t dit non unitaire s ' i l peut ê t r e construit à 

l 'aide d'un nombre p h e ( mod. t ) ( h £ 0 ( mod. I ) ) . Dans c e c a s , 

si { 9U } dés igne le t - u p l e de conjugués construi t avec X = t , p et s = 0, 

les en t i er s { 1, 0 u + 1 , 0 u + 2 , . . . , 3 forment une base de E K . 



Comme , dans les deux c a s , 1 et -t-1 des 0u forment une 

b a s e de "K , nous n ' u t i l i s e r o n s , dans la s u i t e , que les b a s e s de la 

forme { 1, 0u , 2 ^ ^ U + J ' m o d - £ ) e t P | u s p a r t i c u l i è r e -

ment la b a s e { 1, 0j , . . . , 0 j } . 

Nous c h o i s i s s o n s pour polynome fondamental f de K : le 

polynome minimal , à c o e f f i c i e n t s dans Q , de c e s 0u . 

— Calcul de D ^ . 

Le d iscr iminant D^. s e c a l c u l e à l 'aide d'une b a s e d ' e n -

t i e r s (1-1 ) 

D K 

U+-L-2 

_ » 2 ( 1 - s ) 

u+l-1 

0 u+£-3 

en posant M = V x 1 ~ ' m , a v e c s = 1 pour un c o r p s uni ta ire , s = 0 

s inon , et m = p. X p , X . . . X p , l es p. étant des nombres p r e m i e r s , I n • 

deux à deux d i s t inc t s , congrus à +1 modulo l . 

Calcul de D ( 0) ( [ 1 0 ] ) . 

1(1-1 ) 

D ( 0) = -1 

où D . e s t le déterminant de Vandermonde d 'ordre t : 

l igne î ^ 2 ,i-1 

l - 1 0 £ - 1 
1 î 

co lonne j ^ 1 

n 
1 £ i < j 

( e. - e, ) 



Relat ion entre D ( 0 ) et D ^ . 

Le quotient 1 ( 0 ) = / P.i- ^ ^ e s t un ent ier , appelé 11 in -

d îce de 0 " 

Nous avons donc : |D ( 0 ) | = I2 ( 0 ) x D K ( 1-2 ) 

— E x p r e s s i o n des r a c i n e s de f en fonction de l'une d'entre 

e l l e s . 

Pour tout u , 1 ^ u s: l , et pour tout h , 1 ^ h < t-1 , il 

e x i s t e un entier rationnel d^ , divisant 1 ( 0 ) et un polynome g^ , 

g^ € Z [ X ] , de degré infér ieur ou égal à , tel que : 

d h 6 u + h " 9 h ( 6u > d - 3 ) 

La méthode théorique pour déterminer les polynomes g^ 

es t la su ivante : 

u étant un ent ier , 1 ^ u ^ l , pour tout j , 2 ^ j < l - l , on exprime 0^ 

dans la b a s e { 1, 0u , . . . , 9u+/^_2 3 et on c o n s i d è r e les 1-2 é g a l i t é s o b -

tenues comme un s y s t è m e de Z-2 équations à Z-2 inconnues : 9u +j> ®u+2' 

. . . , 0 u + £ 2 • s y s t è m e e s t un s y s t è m e de Cramer , car son détermi -

nant A es t égal , en valeur abso lue , à I ( 0 ) . P a r les formules de Cra -

mer , on obtient a l o r s A 0U +^ , 2 ^ h ^ -£-2 , sous la forme d'un p o l y -

nome en 0u , à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s rat ionnels , de degré inférieur ou 

égal à 1 -1 . L e s formules ( 1 - 3 ) pour h = 1 , . . . , 1-2 s ' e n déduisent par 

s impl i f icat ion éventue l l e par le p . g . c . d de 1 ( 0 ) et des c o e f f i c i e n t s du 
Z-2 

polynome. On trouve enfin , eh ut i l i sant : 0 . . , = s - 0 . - E 0 
h= 1 

I . 2 . - Idéaux pr imaires canoniques de K . 

S o i t 3 idéal de K . On notera 3 U > u mod. I , les conju-

gués CTU( 3 ) de l'idéal 3 . 

S o i t p un nombre premier naturel . L e s décomposit ions 

p o s s i b l e s de l'idéal p E^. , engendré par p dans K , sont : 



— p E ^ = ^ , ? idéal premier de degré l ; c e cas s e produit 

si et seulement si f es t irréduct ible sur Z / p Z , donc aussi sur Q . p 
9 

— P ^K = ^ ' ^ idéal premier de degré un; ce cas s e produit 
p 

si et seulement si p d iv i se D ^ ou encore si et seulement si f ( x ) = ( x - c ) 
o 2 

(mod. p ) et f ( x ) ^ ( x - c ) ( mod. p ) . f es t a lors irréduct ible dans Q^ . 

u = 1 
— p E ^ = Il !Pu , les idéaux étant des idéaux premiers , 

u=1 

de degré un , deux à deux dis t incts ; c e cas s e produit si et seulement 

si f ( x ) = Tl ( x - c ) ( mod. p ) avec au moins deux rac ines de f 
u mod. I 

( mod. P ) c
u

 e t c
u i n o n congrues mod. p ; f s e f ac tor i s e a lors dans . 

C'est c e dernier cas qui nous i n t é r e s s e plus particulièrement dans ce 

travail . 

En 1965 , au cours d'un exposé ( non publié ) intitulé 
11 B a s e s arithmétiques de certa ins idéaux de corps abél iens de degré 

premier " , J . J . PAYAN a donné le résultat suivant : 

D é f i n i t i o n 1 . 1 : 

On appel le idéal canonique un idéal entier 3 de K dont la 

i - r k. 
décomposition es t de la forme : 3 = Tt , où les sont des idéaux 

i = 1 ' ' 

premiers , de degré un , de normes p. deux à deux dis t inctes . k. es t 

un entier supér ieur ou égal à 1 si p. ne d iv i se pas D ^ , k. = 1 si p d i -

v i s e D ^ . 

P r o p o s i t i o n L 1 : 

So i t 3 un idéal canonique , de norme q ; pour tout entier j, 

] £ j ^ t , il e x i s t e un entier rationnel c. , défini de façon unique au mo-

dule q près , tel que h c . ( mod. 3 ) • C e s ent iers c. ont les p r o p r i é -

tés suivantes : 



(i) f ( c . ) = 0 ( mod. q ) , 1 < j s i , et E c . = s ( mod. q ) 
j = 1 J 

(ii) { q , 0. - Cj , 1 i < l - l } e s t une base sur Z de l'idéal 3 . 

R e m a r q u e s : 

i ° ) 3 n z = q z . 

2°) L'idéal 3 de b a s e { q , 0. - c . , 1 i ^ 1 - 1 } s e r a noté 

3 = ( q , 6, - Cj , 1 £ î <: 1 - 1 ) . 

3°) On obtient e n c o r e une base sur Z de 3 > e n remplaçant 

dans la b a s e précédente l'un quelconque des 0. - c. , 1 ^ i ^ 1 - 1 , par 

V e * • 
4°) 0j = c. (mod. 3 ) =» a h ( 0. ) = 0 . + h = c. (mod. CTh ( 3 ) = 3 h ) , 

( i+h mod. I ) 

D'où : 3 h = ( q , 0 i + h - c. , 1 < i s i-i ) , 1 < h £ t , i+h mod. I . 

Mais 0. = CT ( 0 ; + £_ h ) ( i+£-h mod. I ) a v e c 9j+/^_h = c ] + i _ h ^ m°d. 3 ) 

d'où : 3 h = ( q , 0. - , 1 < i < £-1 ) , I s h ^ , i+£-h mod. I . 

Cas part icul ier : Idéal primaire canonique . 

Un idéal ent ier 3 de K es t un idéal primaire canonique si 

et seulement s î 3 = ? > °ù $ e s t un idéal premier de degré un ; k es t un 

ent ier quelconque s i p = N( !{$) ne d i v i s e pas D^, , k = 1 s î p d iv i s e D ^ . 

Il r é s u l t e de la propos i t ion 1.1 le : 

C o r o l I a i r e 1 . 1 : 

S o i t $ un idéal primaire canonique . Pour tout ent ier j , 

1 ^ j ^ 1 il e x i s t e un ent ier rationnel a. . , défini de façon unique m o -
J> K 

es t une b a s e sur Z de ^ . 

dulo pk , tel que 0, = a. . ( mod. ^ ) et { pk , 0. - a. . , 1 < i ^ t-1 } 
J J , K I I , K 

Pour cons tru i re ef fect ivement des Z - b a s e s des idéaux ^ , 

nous p r é c i s o n s comment nous obtenons les e n t i e r s a. . . Pour ce la , 
1, K 

nous dist inguons les tro is cas su ivants : 



N ( !J$) d iv i s e D ^ 

N( ip) ne d iv i s e pas D ( 9 ) 

N ( d iv i s e D ( 9 ) et ne d iv i s e pas D K . 

1 . 3 . - Cas où p = N ( ^ ) d i v i s e D ^ . 

Dans ce cas bien connu , nous avons les ré su l ta t s s u i -

vants : 

P r o p o s i t i o n 1.2 : 

S o i t p un d iv i seur premier de D ^ et so i t l'idéal premier 
p 

tel que p E ^ = . A l o r s { p , 9j - c , 1 ^ i ^ t - 1 } e s t une Z - b a s e de 

l'idéal . 

Démonstrat ion : 

D k S 0 ( mod. p ) « f ( x ) = ( x - c ) / E ' ( mod. p ) » p E K = y 1 . 

D 'après la proposi t ion I. 1 , pour tout i , 1 s ï ^ l , il e x i s t e c. € Z , 

unique mod. p , tel que 9j = c ; ( mod. $ ) et { p , 0. - c. , M i s t - 1 } 

e s t une b a s e sur Z de ^ . A l o r s : 0 = f ( c. ) = ( c - c. ) ( mod. p ) , d'où : 

c = c. ( mod. p ) , 1 ^ i < l , et on a bien ^ = ( p , 8. - c , 1 ^ i £ t - l ) . 

P r o p o s i t i o n 1 . 3 : 

S i D ^ H 0 ( mod. p ) et s i e s t l ' idéal premier tel que 

p E K = / , a l o r s : 

(i) Pour tout ï , 1 < i < t , 0. n'est pas congru à un entier r a -
2 

tionnel modulo l'idéal ty 
2 

(ii) La congruence f ( x ) H 0 ( mod. p ) n'a pas de solut ion et f 
2 

e s t i rréduct ib le modulo p . 

Démonstrat ion : ( Nous ra i sonnons par l 'absurde ) 

(i) S ' i l e x i s t e un ent ier i , 1 s i ^ -t , et a Ç Z te ls que 0. = a 
ry L. O 

( mod. !jr ) , a l o r s , pour tout h , 1 <; h t , a ( 0 . ) = 0 . + h = a (mod. y ) 
n 

( h+i mod. I ) , s o i t : 9U = a ( mod. $ ) , 1 ^ u < l . Par su i te , pour 

P = 

P = 

P = 



2 2 tout X € K , il e x i s t e x 6 Z tel que X = x ( mod. ) . Or p € , on au -
2 2 rai t a l o r s : X = r ( mod. «p* ) a v e c 0 ^ r < p , d'où c a r d . E ^ / $ = p , c e 

2 2 2 qui e s t imposs ib l e , car c a r d . E ^ / = N ( $ ) = p . 

(ii) S ' i l e x i s t e a € Z tel que f ( a ) = 0 (mod. p 2 ) , ( f ( a ) ) E K = 0 
2 2 -f ( mod. p E k = ty ) . Nous avons : a = c ( mod. p ) , d'où a - 0. = 0 

( mod. ip ) , 1 < i < £ , et ( a - 0. ) E K = «p x 3- , 1 < i <; t . Comme 

•L -t £ 
f ( x ) = n ( x - 0J ) , ( f ( a ) ) E K = ( n ( a - 0 . ) ) E K = II ( a - 0 ) E = 

i=1 i=1 i=1 

•t -P, 
y1 II 3 - h 0 ( mod. y?1) , d'où : II 3 . s 0 ( mod. ) . L' idéal p r e -

i=1 ' i=1 ' 

mier ^ d iv i sant le produit II 3 . , il e x i s t e au moins un ent i er i , 1 < i < - t , 
2 

tel que d i v i s e 3 | • P o u r cet en t i er i , on aurai t a - 0. = 0 ( mod. ^ ), 

c e qui e s t imposs ib l e d ' a p r è s (i) . 

On déduit de c e t t e propos i t ion le : 

T h é o r è m e I. 1 : 

S i Dj^ = 0 ( mod. p ) , la c o n g r u e n c e f ( x ) = 0 ( mod. p ) 

n'a pas de so lu t ion pour tout en t i er k > 1 et f e s t i r r é d u c t i b l e dans Q 

1 . 4 . - Cas où p = N ( ^ ) ne d i v i s e pas D ( 0 ) . 

S o i t p un nombre premier ne d iv i sant pas D ( 0) . On sup -

p o s e que f n ' e s t pas i r r é d u c t i b l e s u r Z / p Z . Nous s a v o n s a l o r s que p E ^ 

e s t décomposé en un produit de t idéaux p r e m i e r s , de d e g r é un , deux 

à deux d i s t i n c t s et c o n j u g u é s . S o i t l'un de c e s idéaux p r e m i e r s . Pour 

tout en t i er k ^ 1 , étant un idéal pr imaire canonique , nous avons : 

9. s a. k ( mod. ) , 1 < i < l , et tpk = ( p k , 0, - a. k , 1 £ i ^ 1-1 ) 

k k 
a v e c a. Z , f ( a . u ) = 0 ( mod. p ) et Z a. . H s ( mod. p ) , ( c o -

1, K 1, K . 1, K 

r o l l a i r e I. 1 ) . D 'autre part , e n t r e les 0u , nous avons l e s r e l a t i o n s : 

( 1-3 ) d. 0 . = g. ( 0 ) , 1 < h * 1 - 1 , 1 < u ^ l , u+h mod. I , 



où d^ d iv i s e 1 ( 0 ) . Nous avons a l o r s : pour tout h , 1 ^ h ^ 1-1 , 

d h ( 0h+1 - a h + 1 f k , - 9 h ( 0 1 , - d h a h + 1 l k = ° ( m o d ' ^ 
avec 0̂  = a^ ^ ( mod. ) . 11 en r é s u l t e : 

9 h ( a 1 k ) - d h a h + 1 k = 0 ( mod. 1}k fl Z ) a v e c HZ = p k Z , 

d'où d^ ah + . j ^ = g h ( a 1 ^ ) ( mod. p ) . Comme p ne d iv i se pas D ( 0), 

p ne d iv i s e pas d^ , pour tout h , et les congruences précédentes d é -

terminent k , 1 ^ h ^ l - l , de façon unique modulo p , s i k e s t 

connu . 

De plus , s i i / j , a. . è a. , ( mod. p ) . Car si i , K j , K 

a. . = a. . ( mod. p ) , comme c *p , on aurait 0. = a. . = a. . = 0. 
I , K J , K 1 1 > K J> K J 

( mod. ^ ) , par s u i t e D = ïï ( 0. - 0. ) € $ fl Z et D( 0) | = 

^ 1 < i < j < l J 1 

| D^ | = 0 (mod. p ) , c e qui e s t contra ire à l 'hypothèse . 

Nous avons donc obtenu la : 

P r o p o s i t i o n 1 . 4 : 

S i D( 0 ) ^ 0 (mod. p ) et s i f n 'est pas irréduct ib le sur 

Z / p Z , pour tout ent ier k , la congruence f ( x ) = 0 ( mod. pk ) admet l 

rac ines . Ces r a c i n e s sont deux à deux incongrues mod. p ( donc auss i 

mod. p ) et s i a^ ^ es t l'une de c e s r a c i n e s , les autres r a c i n e s 

1 s h s t-2 , sont déterminées par les congruences : 

k h = l k 
d h a h + 1 , k H 9 h ( a i , k } ( m o d ' p > » J ^ a h , k ( m o d - P > • 

k+1 k Comme , pour tout k ^ 1 , $ c , nous avons 

a. = a. . ( mod. p ) , c e qui montre que les -l s u i t e s { a. . } , 
I , K + 1 I, K I , K 

1 ^ i ^ l , convergent p - a d i q u e m e n t ( [ 3 ] ) , lorsque k tend v e r s l'in -

fini , v e r s les r a c i n e s de f dans Z P 

On dés igne par ©. , 1 ^ i s l , les r a c i n e s dans Q p du po -

lynome f et on les a s s o c i e aux r a c i n e s r é e l l e s de f de la façon s u i v a n t e : 



on chois î t arbitrairement ©, a s s o c i é e à 0, . a lors les rac ines ©., , a s -1 1 ' h+1 

s o c i é e s à 0 h + 1 , 1 ^ h < -t-1 , sont déf inies par les re lat ions : 

d^ = ( ) • A v e c c e s notations , la su i te { a. ^ } converge v e r s 

, et le nombre rationnel a. . s e r a appelé " approximation p - a d i q u e I I j K 

modulo pk de ©. " . 

De plus , c h o i s i s s o n s dans Q^ la d is tance d déf inie de la 

façon suivante : 
2 ( 1 n pour tout ( \ , p. ) € Q p , d ( \ , (i) = ( - j s i X ^ et X - |J = p ri , ri 

unité p - a d i q u e , d( X, p) = 0 si X = |i . Comme , pour tout î et tout j tels 

que i / j , a. £ a. . ( mod. p ) , d ( , ©. ) = 1 . 
' > • J > ' J ' 

Par su i te : 

T h é o r è m e 1 . 2 : 

Si D( 0) £ 0 (mod. p ) et si f n'est pas irréductible dans 

Z / p Z , l'équation f ( x ) = 0 admet t rac ines dans Zp et la dis tance p -

adique de deux quelconques des rac ines e s t 1 . 

T h é o r è m e 1.3 : 

S i D( 0) ^ 0 (mod. p ) et s i f n'est pas irréduct ible dans 

Z / p Z , pour tout entier k s 1 , l'idéal p E K s e décompose en un p r o -

duit de Z idéaux primaires canoniques conjugués : 

k h = ^ h k p E k = Il ct ( $ ) avec , pour tout h , 1 ^ h < l , 
h=1 

o » ( ï h - i £ - ( p k , e î + h - a î ) k > 1 ^ ï ^ - i ) = ( p k , e , - a I + 4 _ h f k , i ^ i ^ - 1 ) . 
i+h mod. t î+ t -h mod. Z 

f p k ' 0i+h " a i ) k , 1 ^ î } et { pk , 0. - a . + / L _ h > k , 1 ^ i ^ - 1 } 

sont deux Z - b a s e s ( identiques si h = £ ) de l'idéal et si a 1 ^ es t 

l'approximation p - adique modulo p de © , a. . , 2 £ î < l , es t I ' ap -1 I , K 
proximatîon p - adique modulo p de 0. . 



R e m a r q u e : 

La construct ion des Z - b a s e s des idéaux primaires cano-

niques de K , qui r é s u l t e de la proposi t ion 1.4 et du théorème 1.3 , es t 

t h é o r i q u e . Cette construct ion ne devient e f f ec t ive que lorsqu'on connaît 

explicitement un polynome fondamental de K et lorsqu'on sa i t é c r i r e les 

polynomes g^ ; c ' e s t c e qui a lieu dans le c a s part icul ier des corps c y -

c l iques de degré 5 . 

Les r é s u l t a t s de ce t te première part ie sont la g é n é r a l i s a -

tion immédiate des r é s u l t a t s obtenus dans le cas des corps cubiques c y -

c l iques pour les d i v i s e u r s premiers p de D^, et pour les nombres p r e -

miers p ne divisant pas D ( 8) . 



P A R T I E I I 

R e p r é s e n t a t i o n des idéaux par des b a s e s s u r Z lorsque p = N ( ) d i -

v i s e D ( 9 ) s a n s d i v i s e r D ^ . 

1 1 . 1 . - P r o p r i é t é s de s d i v i s e u r s de 1 ( 0 ) . 

P r o p o s i t i o n II. 1 : 

| I ( 9 ) et JD^, sont p r e m i e r s e n t r e eux . 

L e s nombres p r e m i e r s qui d iv i sent D ( 9) s a n s d i v i s e r D ^ sont a l o r s les 

d i v i s e u r s p r e m i e r s de 1 ( 9 ) . 

Pour démontrer de façon é l é m e n t a i r e c e ré su l ta t , nous avons b e s o i n du 

L e m m e 11.1 : 

S o i e n t K un c o r p s non un i ta i re et S l ' idéal premier , de 

d e g r é un, tel que l E K = Z 1 . A l o r s 8 2 = ( l , l 9 ] , 9f - 0 ] , 2 < i s i - \ ) . 

Démonstrat ion : 
1 - 1 

K étant non un i ta i re , s = 0 et J D ^ = (-C.2m ) 2 , par 

s u i t e Jo^ = 0 (mod. ll~1 ) et J\ D ( 8) | = 1 ( 0 ) x v ^ = 0 (mod. 

D ' a p r è s la propos i t i on 1 .2 , pour tout i et tout j , j / i , 0j - 9; € C; 

posons a l o r s pour tout couple ( i, j ) , 1 ^ i < j ^ t , ( 0. - 0. ) E K = 8 x 3 -J I rx J, 
f i t i ) 

Le produit II ( 0 . - 0 . ) comportant ^ f a c t e u r s 0. - 0. , 
1 s i < j U J ' 2 J ' 

nous aurons : 
l( 1-1 ) 

U\D(Q)\ ) E K - n ( e r e , ) E K - F L 2 n 3 ; i - 0 

( mod. l ~ ] ) ) , 

1(1-1 ) 
il en r é s u l t e : II 3 . . = 0 ( m o d . S 2 

1 < i < j £ l J ' 1 



L'idéal premier Q divisant le produit TT 3 j j j " e x i s t e au moins un c o u -

ple ( i, j ) , 1 <; i < j < £ , tel que 3 • - - 0 ( mod. 8 ) . Pour c e s ent i ers 
J ) 1 

2 i i 2 i, j , on a 9j - 8j = 0 (mod, S ) , ou encore cr (0) - ct (0) = 0 (mod. S ). 

Mais i / l , cr' admet un i n v e r s e ct-' ( / a' ) et fi e s t invariant par tous les 

é léments du groupe G = ( a ) , par s u i t e en posant cp = cr1- ' , on a : 

0 = cp( 0 ) (mod. Q2 ) , d'où 0 = cpk ( 0 ) (mod. fi2 ) , 1 <; k <; l . Comme on 

a 1 ^ j- i < 1-1 , cp engendre G et 0 e s t congru à tous s e s conjugués mo -
2 2 dulo S , c e qui s ' é c r i t auss i : H q^ = . . . = Q. = . . . = 0^ (mod. S ) . 

2 

Nous pouvons a l o r s c o n s t r u i r e une b a s e sur Z de l'idéal Q . 

Nous avons : l € S2 , l ( 0 ] - c ) € S 2 , 0. - 01 € C2 , 2 < i £ 1 - 1 . 

1 - 1 Cons idérons a l o r s l'idéal ent ier 3 = l X + £ ( 9 1 - c ) \ + Z X. ( 0 . - 9 , ) , o i i . = 2 i i i 

2 
avec Xj € E k , 0 < i < l - l . Il e s t c la ir que 3 = 3 . 

2 Démontrons que 0 E 3 • 

Or { 1 , 0. , 1 < i < l-l } e s t une b a s e de E ^ , et il en e s t de même 
2 

de { 1, 9 - c , 0j - 01 , 2 < i ^ l-l } . S o i t a € S , dans la base pré -

1-1 
cédente , a = xQ + x } ( 6 - c ) + Z x. ( 9, - 91 ) , x. € Z , 0 < i ^ 1 - 1 . 

i 2 

Remarquons d'abord que : a , - c , 0. - 6j , 2 ^ i < l-l , étant dans 

fl , Xq appartient à fl fl Z , d'où : Xq = 0 ( mod. I ) . 2 
D'autre part , a , l , Q.( - Q} , 2 < t < 1-1 , étant dans fl , x 1 ( 01 - c ) 

2 2 2 es t dans 0 . Nous avons donc : £ ( 0̂  - c ) € fl , x ^ ( 0 ^ - c ) € f l , 
o 

01 - c $ Q ( proposi t ion 1.3 ) . Il en r é s u l t e : Xj = 0 (mod. I ) . 

l - l 
A l o r s : a = X ^ + X 1 ^ ( 0 1 - c ) + Z x. ( 0 . - 0, ) € 3 ; o 1 1 i=2 1 1 

2 2 nous avons donc montré que fl £ 3 > P a r s u i t e fl = 3 • 

De plus , d 'après la démonstration précédente , tout é lé -
2 

ment de 0 s ' é c r i t , de façon unique , ( à c a u s e de l ' indépendance Ii -

néa ire sur Z de : 1 , 0 - c , 0. - 0 , 2 < i ^ 1-1 ) comme combinaison 



l inéaire , à coe f f i c i ents dans Z , des éléments : l , - c ) , 0. - , 
2 

2 < î < -t-1 . Il en résu l t e que c e s éléments forment une Z - b a s e de S , 

c e qui démontre que : 

s 2 = ( i , n © j - C ) , e. - e , , 2 < i < i-i ) = ( i , i e , G. - 0 ] , 2 <1-1 ) . 

Démonstration de la proposit ion 11.1 : Nous raisonnons par l 'absurde . 

So i t p un nombre premier tel que 1 ( 9 ) = 0 = a/D^ (mod. p). 
1-1 

Nous avons A/D^ = .2 ( 1 - s ) 
t PJ X P 2 X . . . X P N J 

2 avec s = 1 pour un 

y | D ( 9 ) | = 1 ( 9 ) X JUZ = 0 = Il ( 9 ; - 0 . ) (mod. p 2 ) . 
1 < i < i <: J f . J ' 

corps unitaire , s = 0 s inon . Il faut donc cons idérer deux cas : 

1 °) P _ t A • A l o r s P ^ { P { } 1 s î < n
 e t P s 1 ( mod. I ) . 

Par hypothèse nous avons : 
l+l 

( 9; - 0. ) (mod. p 
1 <ï < j 

1+1 l{l+1 ) 

Or D k = 0 (mod. p ) « p E K » ^ , d'où : p 2 E K = ^ 2 

Compte-tenu de la proposit ion 1 . 2 , et en posant , pour tout couple ( i , j ) 

1 <; i < j < l , ( 0 - 0. ) E k = $ x 3 j ; > n o u s avons : 
l( 1-1 ) ' 1(1+1 ) 

n ( 0 - 0 ) E =<P 2 n 3 : ; = 0 (mod. «p 2 

1 <i <j Z I J 1 1 <i <j < 1 J' 
9 

d'où II 3 - - = 0 (mod. ty ) . Par le raisonnement ut i l i sé dans la 
1 ^i <j < l J' 1 

2 
démonstration du lemme II. 1, on en déduit : 0j s . . . = 0. = . . . = 0^ ( mod. ^ ). 

1 2 Par sui te s = E 0. = l 0 ( mod. ty ) , 1 < u z l . Maïs , p es t premier 
j = 1 J U 

2 2 avec l et p € , il ex i s t e a lors r Ç Z tel que 0u = r (mod. ^ ) , c e qui 

es t impossible ( proposit ion 1 .3 ) . 

2°) p = . Puisque = 0 (mod. l ) , s = 0 et -s/D^ = 0 

( mod. ) , par sui te J \ D( 0) | = I ( 0 ) x = 0 ( mod. l l ) . So i t 
9 p X L 

S l'idéal premier tel que = S , a lors l E ^ = S . Compte-tenu 

du lemme II. 1 , et en posant , pour tout couple ( î, j ) , 1 < i < j ^ ^ , 



( 6 j - e î ) E K = Q 2 x 3 j > | . : 

n ( e. - e. ) E = o m _ 1 } n 3 . . = 0 ( m o d . s ^ 2 ) , 
1 < i < j < l J ^ 1 < i < j < t J> 

0 
d'où II 3 - • H 0 (mod. 2 ) . On en déduit encore : 

1 < i < j < t J' 1 

91 s . . . s 0, s . . . s ( mod. S 2 ) . On aurait : l € S3 , d'où 1 0 € S 3 , 

et 0. - 0 € fl3 , 2 < i < 1 - 1 , c e qui montre que 8 2 £ S 3 , d'où S2 = S 3 , 

c e qui e s t imposs ible . 

P r o p o s i t i o n 11 .2 : 

J S i 1 ( 0 ) = 0 ( mod. p ) , l ' idéal p E ^ s e décompose dans K . 

Démonstrat ion : 

1 ( 0 ) = 0 (mod. p ) => J \ D ( 8) | = 0 = Il ( 0. - 0. ) ( mod. p). 
1 < i < j <; l J 

Raisonnons par l 'absurde : s i l'idéal p E ^ es t inerte , il e x i s t e i et j 

te l s que 0. - 0. = 0 ( mod. p E, , ) et comme p E . . e s t invariant par les j 1 t\ rs 
éléments de G , on en déduit encore : 0 = . . . = 0j = . . . H 0^ ( mod. p E K ) 

l 
et s = E 0. = «t 0 ( mod. p E ^ ) , I s u < i . S i K e s t unitaire , s = 1, 

j = 1 J 

donc t 0U = s ( mod. p E ^ ) s p / t , S i K es t non unitaire , s = 0 et l 

d iv i s e D ^ , mais comme 1 ( 0 ) e s t premier à , l ne d iv i s e pas I ( 0), 

on a donc e n c o r e p / l . 

S o i t a l o r s X un entier quelconque de K . 
l - l 

Dans la base f 1, 0. , 1 <: i < £-1 } de E. , , X = x^ + Z x. 0. , x. € Z , L I K ' O . , 1 1 l ' 
1 = 1 

1-1 1-1 
0 < i s 1-1 , d'où : IX = lx + E Xj( l 0. ) = lx + s Z x. ( m o d . p E K ) . 

i=1 i=1 

Pu i sque p es t premier à t , il e x i s t e r € Z tel que X = r ( mod. p E ^ ) , 

par s u i t e car d. E ^ / p E ^ = p = N ( p E ^ ) , c e qui contredit l 'hypothèse 

p E ^ inerte . 



Conséquences : 

1°) Pour tout diviseur premier p de 1 ( 8 ) , l'idéal p E ^ est 

décomposé et comme 1 ( 0 ) es t premier à ^ D ^ , p ne d iv i se pas D^ . Par 

sui te p E , , s e décompose en un produit de -l idéaux premiers de degré 

un , deux à deux dist incts et conjugués , et si es t l'un quelconque de 

c e s idéaux premiers , pour tout entier k , es t un idéal primaire c a -
k k nonique et $ fl Z = p Z . 

2°) f s e f ac tor i s e dans Z / p Z et dans Q ( § 1.2 ) . P 

Soi t r l 'entier , r ^ 1 , tel que 1 ( 8 ) = 0 (mod. p r ) et 

1 ( 9 ) ^ 0 ( mod. p r + 1 ) . A l o r s J | D ( 6) | - | D | = I ( 0) x = 0 

(mod. p r ) et 7 j D { G ) | £ 0 (mod. p r + 1 ) , d'où D = II ( 0. - 0. ) 
l ^ ï c j ^ t J 1 

p i- p H-1 € , D ^ f ^ pour tout idéal premier ^ de norme p . Considérons un 

couple ( ï, j ) , 1 ^ ï < j s i : ou bien 0. - 9. $ ? , ou bien 8. - 0. € 
, p+i 

dans ce dernier cas , comme 0. - 0. f $ , il ex i s t e un entier r. . , 
r.J . 1 r. . + 1 ' 'J 

1 «s r. . £ r . tel que 0. - 0. € E '' J et 0. - 0. É B J . E n convenant i, J J ' J i > r 

que = E^ , on posera r. . = 0 s i 0. - 0. £ ^ . Dans c e s conditions , ïn '? J J ' 
pour tout couple ( ï , j ) , 1 ^ i < j ^- t , il ex i s t e un entier r. . , 

r. . r . . + 1 
1 > J 

0 < r. . <.r , tel que 0. - 0. € 03 ' 'J et 0. - 0. <É !B ' ' J ; il en résu l te : i, J J ' J i * 

. . ) ( Z r . . + 0 Z 

D . = n ( 0j - 0. ) € 
1 1 £ ï < j £ t J ' * 

c e qui montre que r = Z r. . ( en part icul ier , au moins un des 
1 s ï < j z i 1 ' J 

r. . e s t non nul ) . De plus , ® , 1 ^ u <• l , étant les rac ines p - a d i -i, j u 
ques de f , a s s o c i é e s aux rac ines r é e l l e s 0^ de f et d étant la distance 

l 1 \ r i ' p-adique définie au paragraphe 1.4 , nous avons : d ( (HL , ®. ) = ( — J ' J 

. ( 1 et 

Nous pouvons donc énoncer : 



P r o p o s î t î o n II .3 : 

S i 1 ( 6 ) = 0 ( mod. p r ) et I ( 6 ) £ 0 ( mod. p r + 1 ) ( r s 1 ) , 

pour tout idéal premier de norme p et pour tout couple ( i, j ) , 
r . . 

1 ^i < j <,i t ;i e x i s t e un ent ier r. . , 0 ^ r . . £ r , tel que 0. - 6. € ? J 

r .+ 1 1 ' ^ 1 ' ^ 1 

et 6- - 8. $ ^ ' ' et on a : r = E n. . . C e s e n t i e r s r. . m e -
J i 1 < i < j < ^ 1 ' J 1 ' J 

surent la d i s tance p - a d i q u e des r a c i n e s ©. et a s s o c i é e s à 8- et 6. et 
r ^ ' ^ ' n d( ©. , a ) = ( i ) . 

Pour c o n s t r u i r e des Z - b a s e s des idéaux ^ lorsque 

p = N ( d i v i s e 1 ( 8 ) , nous avons beso in des notions de rac ine multiple 

d'une congruence a lgébr ique et de rac ine d'un idéal . 

I I . 2 . - Rac ines mult iples d'une congruence a lgébrique . 

S o i t p un nombre premier , k un ent ier naturel et g un po-

lynome primitif de Z [ X ] , de degré v , c ' e s t - à - d i r e : 

g = aQ XV + a } XV~ 1 + . . . + a p X V _ P + . . . + a ^ X + a v , 

les a. , 0 ^ i ^ v , étant des e n t i e r s rat ionnels , premiers entre eux 

dans leur ensemble . Nous d é f i n i s s o n s l 'ordre de mult ipl ic i té d'une ra -

c ine d'une congruence a lgébr ique suivant le module primaire p par ana-

logie a v e c la définit ion d'une rac ine multiple d'un polynome dans un corps 

commutatif de la façon su ivante : 

D é f i n i t i o n II.1 : 

On appel le o r d r e de mult ipl ic i té d'une rac ine a de la con -

gruence g ( x ) = 0 ( mod. p ) le plus grand ent ier t tel que g so i t d î v î s i -
t k ble par ( X - a ) modulo p 

— Sî t = 1 , on dit que a e s t rac ine s imple ou rac ine d 'ordre 

1 de la congruence mod. . 

— S i t > 1 , on dît que a es t rac ine multiple d 'ordre t de la 

congruence . 



Pour tout polynome g , on pose g ^ = g et g ^ , k s 1 , 

dés igne le polynome dér ivé d'ordre k de g . Une rac ine d'ordre t d'une 

congruence a lgébrique suivant un module premier p es t a lors c a r a c t é r i -

s é e par la propriété : 

P r o p o s i t i o n 11.4 : 

So ient p un nombre premier et g un polynome primitif de 

Z [ X ] . A l o r s a € Z es t rac ine d'ordre t ( t s 1 ) de la congruence 

g ( x ) = 0 ( mod. p ) s i et seulement si : 

(1) 2 = o ( mod. p ) , O s k s t - 1 ; 
k ! 

(a) (2) S m £ o ( mod. p ) . 
t î 

Le résul tat es t connu pour t = 1 ( [ i l ] ) . La condition 

suf f i sante r é s u l t e immédiatement de la formule de Taylor . La condition 

n é c e s s a i r e es t obtenue en calculant , par la formule de Leibnitz , les 

d é r i v é e s s u c c e s s i v e s , mod. p , de g , qui , par définition , s ' é c r i t : 

g ( x ) = ( x - a ) l cp( x ) ( mod. p ) , c p € Z [ X ] , cp( a ) ^ 0 ( mod. p ) et en 

sachant que , puisque cp € Z [ X ] , il en es t de même de ^ ^ , pour tout 
q ! 

entier q ( [ i l ] ) . 

Nous connaissons le résul tat suivant ( [ 1 1 ] ) : 

So i t g un polynome primitif de Z [ X ] , de discriminant D non nul . 

A lors , s i la congruence g ( x ) = 0 ( mod. p ) a une rac ine multiple , D 

es t d iv i s ib le par p . 

La réc iproque es t v r a i e lorsque g es t un polynome fondamental d'un 

corps cyc l ique K de degré premier impair . En effet : nous savons déjà 

que si D ^ = 0 ( mod. p ) , la congruence fondamentale mod. p admet une 

rac ine d'ordre -t . Il r e s t e à démontrer la : 



P r o p o s i t î o n 11.5 : 

S i p est un diviseur premier de I ( 9 ) , la congruence fon-

damentale f ( x ) = 0 ( m o d . p ) admet une rac ine multiple . 

Démonstration : 

On suppose 1 ( 0 ) = 0 ( mod. p ) . So i t l'un quelconque 

des idéaux premiers divisant p E^, . Il e x i s t e au moins un couple ( i, j ), 

1 < i < j < l , tel que 0j - 9. € $ ( proposit ion II. 3 ) . Mais , d'après la 

proposit ion 1.1 , nous avons : 9j = c. , 9. = c. ( mod. ) , d'où 

9j - 9. = Cj - c. ( mod. ) et c. - c. € ^ H Z = pZ , par sui te 
u=l 

c. = c. = a ( mod. p ) . De f ( x ) = II ( x - 0 ) avec 9 s c ( mod. $ ) , J i U = 1 

1 < u ^ l , on déduit : 
u = 1 u=l 

f ( x ) = n ( x - c u ) ( mod. ) , puis f ( x ) = II ( x - c ) (mod.p) . 
u=1 u=1 

On a donc f ( x ) H ( x - c . ) ( x - c . ) II ( x - c ) ( mod. p ) , 
J 1 1 ^ u <, l 

u ^ i , j 
2 

ou encore f ( x ) = ( x - a ) cp(x) ( mod. p ) , en posant 

cp(x) = II ( x - c ) c e qui m o n t r e que a e s t r a c i n e mul t ip le d ' o r -
1 ^ u < t U 

u ï i , j 

dre t s 2 de la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) . Et puisque D^ ^ 0 

( mod. p ) , on a t ^ l ~ ] . 

Racine d'ordre t d'un idéal . 

En 1971 , au cours d'un exposé , J . J . PAYAN a donné la 

définition suivante : So i t 31 un idéal entier de K . On dit que a ( a € Z ) 

est rac ine de l'idéal SJ ( relativement à 8 ) si 9 - a € 21 . 

Nous al lons p r é c i s e r cette notion en déf inissant l 'ordre 

d'une rac ine d'un idéal . 



D é f i n! t i o n 11.2 : 
k * S o i t ( k € IKI ) un idéal primaire canonique . On dit que 

a ( a € Z ) e s t rac ine d 'ordre t ( t ent ier s i ) de l'idéal ^ , s ' i I e x i s t e t 
k k en t i er s i h te ls que 0. - a € ^ pour 1 ^ h £ t , et 0U - a f f s i 

h 
u * < h < t ' 

Conséquence : 

S o i t k un ent ier , k s 2 , et so i t a une rac ine d 'ordre t. de ' ' k 
l'idéal ^ ; comme ^ c <pk_1 , 0. - a £ pour 1 < h ^ t. , donc a 

'h k 

k-1 est rac ine d 'ordre ^ t^ de $ . P a r su i t e , une rac ine a d 'ordre 
k i t^ de l'idéal e s t rac ine d 'ordre t. de tout idéal pour 1 Ê j 5 k et on 

a : 1 < tk £ . . . <: t. ^ . . . £ t } . 

Relat ion entre les r a c i n e s de la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) 

et les r a c i n e s d'un idéal premier de norme p . 

P r o p o s i t i o n 11 .6 : 

S o i t p un d iv i seur premier de 1 ( 8 ) . 

A l o r s a ( a € Z ) e s t rac ine d 'ordre t ( 1 < t s -f, ) de la congruence fon-

damentale mod. p s i et seulement s i a e s t rac ine d 'ordre t de l'un quel -

conque de t idéaux premiers de norme p . 

Démonstration : 

La condition e s t su f f i san te . 

So i t a une rac ine d 'ordre t de l'un quelconque des idéaux premiers 

divisant p E ^ . Il e x i s t e donc t e n t i e r s i^ te l s que 0. = a ( mod. ty ) , 
h 

1 £ h £ t , et 8u ^ a ( mod. ip ) s i u ^ c?1 , en posant = { i h }j ^ h ^ t • 

Avec les notations de la proposi t ion 1.1 , nous avons : c . = a ( mod. p) 

s i j € et Cj ^ a ( mod. p ) s i j ^ Ŝ  . Il en r é s u l t e : 

f ( x ) = ( x - a ) t g ( x ) ( mod. p ) a v e c g ( x ) = Tl ( x - c . ) 
j M , J 



Comme a - c . £ 0 ( mod. p ) pour tout , g ( a ) ^ 0 ( mod. p ) , c e 

qui montre que a es t rac ine d'ordre t de la congruence f ( x ) = 0 (mod.p) . 

La condition e s t n é c e s s a i r e . 

So ient a une rac ine d'ordre t ( t ^ 1 ) de la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) 

et ip un idéal premier de norme p . Nous avons 0̂ . = ĉ . ( mod. $ ), 
u=l 

1 s j <; l , c . € Z . Comme f ( x ) = II ( x - c ) ( mod. p ) , f ( a ) = 0 
J u=1 
u = 1 

( mod. p ) » II ( a - c ) = 0 ( mod. p ) et le nombre premier p divi -
u=1 

s e au moins un des fac teurs a - c . Appelons t1 le nombre d'ent iers i, 

1 ^ i < l , te l s que c. = a ( mod. p ) , ( 1 £ t' < l ) et dés ignons par , 

1 s h < t ' , c e s t' ent i ers . Nous avons : 

a = c. h 0. ( mod. *p ) , 1 < h < t' , a =f= 0 ( mod. $ ) si u / i , , 1 s h ^ t ' . 
'h 'h 

a es t donc rac ine d'ordre t' de l'idéal , et d 'après la condition s u f f i -

sante t1 = t . 

R e m a r q u e : 

La proposit ion II. 6 n'est va lable que pour un nombre p r e -

mier p et les idéaux premiers de norme p . S i k > 1 , il n'y a plus 

co ïnc idence entre la notion de rac ine d 'ordre t de la congruence f ( x ) =0 

( mod. p ) et c e l l e de rac ine d'ordre t des idéaux primaires canoniques 

ip : pour k > 1 , s i a e s t rac ine d'ordre t de l'idéal primaire canoni -
k k que !p , a e s t rac ine d'ordre t ^ t de la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) 

et il e x i s t e des exemples numériques montrant qu'on peut avoir T > t . 

Puisque , pour les d iv i s eurs premiers p de 1 ( 0 ) , la c o n -

gruence fondamentale mod. p admet une rac ine multiple , il faut savo ir 

s ' i l e s t p o s s i b l e que toutes s e s rac ines so ient multiples . Dans la t ro i -

s i ème partie , nous montrons que , dans le c a s des corps de degré 5 , 

nous sommes a s s u r é s de l ' ex i s t ence , au moins , d'une rac ine s imple . 



Par contre , pour les d e g r é s l > 5 , on peut trouver des corps K et des 

nombres premiers p te l s que la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) n'admette 

que des r a c i n e s multiples . Un exemple s imple es t celui du corps K , 
20 primaire , non unitaire , de degré 1 1 , de discriminant 11 , construit 

i èm e 

à partir d'une rac ine primitive 11 de l'unité e , dont le polynome 

fondamental f s e réduit mod. 3 à : f ( x ) H X ( x + 1 r ( x - 1 ) ( mod. 3 ) 

( [ 1 6 ] ) . 

Comme il y a des c a s où la congruence fondamentale mod.p 

n'admet que des r a c i n e s mult iples , il faut trouver une méthode, qui 

permette , à partir de l'une quelconque de c e s r a c i n e s multiples , de 

cons tru i re les approximations p - a d i q u e s mod. p , pour tout ent ier k , 

des r a c i n e s de f dans Q^ . Cette méthode , qui présen te des analogies 

a v e c la méthode de Newton - P u i s e u x concernant les points cr i t iques des 

fonct ions a lgébr iques d'une var iab le ( [1 ] ) ( bien qu'e l le ait é té obtenue 

indépendamment de ce t t e d e r n i è r e ) nous es t s u g g é r é e par l'étude des 

propr ié té s des r a c i n e s suivant les p u i s s a n c e s s u c c e s s i v e s d'un idéal 

premier . 

I I . 3 . - Rac ines suivant les p u i s s a n c e s s u c c e s s i v e s d'un idéal premier . 

P r o p o s i t i o n 11.7 : 

So ient p un nombre premier divisant 1 ( 9 ) et !p l'un que l -

conque des idéaux premiers de norme p . On suppose que a € Z est r a -

c ine multiple d 'ordre t̂  ( 1 <t^ < t ~ ] ) de la congruence f ( x ) s 0 ( mod. p ). 

So i t h € N* et so i t a^ € Z , a^ = a ( mod. p ) une rac ine d 'ordre t^ de 

l'idéal ( t^ ^ 1 sî h > 1 ) ; a^ es t donc rac ine d 'ordre t. des idéaux 

i j : = h 
y pour 1 £ j < h , a v e c 1 < th ^ . . . < L ^ . . . tj . P o s o n s "T"h = Z L , 

et so i t e la part ie e n t i è r e du nombre rationnel ^ ( T^ - 1 ) > 0 . 

Dans c e s condit ions : 



f ( k ) ( a . ) T - h k 
(i) k , = 0 (mod. p J si 0 < k < e 

( t h } 

f n (ah) , T h - h t h + 1 
(ïî) £ 0 (mod. p 

'h ! 

R e m a r q u e s : 

1°) th - 1 £ e £ t1 - 1 . 

En e f f e t , so i t e = ( [ x ] désignant la partie ent ière de x ). 
j=h 

Comme 1 <: t h s . . . ^ t. <; . . . s t j , T h = Z t. < h , d'où 

ïï^h"1) - S " h ' e t e ^ 

j = 1 

= s - 1 • 

De même : h t^ s T^ , donc h t^ - h ^ T^ - h s T^ - 1 , d'où 

t h " 1 S ïï(Th~ 1 > e t t h " 1 * e • 

2°) S i h th < T h , a lors h t h s T h - 1 , d ' o ù ~ h * T h ~ 1 * e t 

t^ s e ; la propriété (i) s e r a encore valable pour k = t^ . 

Pour démontrer cet te proposit ion , nous avons besoin du : 

L e m m e 1 1 . 2 : 

So i t f un polynome fondamental d'un corps K , cycl ique , 
f (k ) 

de degré premier impair l ; pour tout entier k , 1 ^ k s l , es t un 
k ! 

polynome de Z [ X ] , de degré l-k ( [1 1 ] ) , qui s ' é c r i t sous la forme: 

k ! i' = 1 1 ' k 

k / ^-k \ où C . ( = C^ J est le coef f ic ient du binôme et chaque polynome P. i 

des l facteurs X - 6 , I s u a . 

t K v 1 ^ i < C , es t le produit des éléments d'une combinaison l - k à t~k 



Ce résultat s e démontre élémentairement, par récurrence , 

i 1 = 1 
à partir de : f ' ( X ) = E ( II ( X - 9 - ) ) ( [ 1 0 ] ) . 

i' = 1 1 <i m 
i ^ ï » 

P . , . , 1 , désignent les polynomes obtenus de la façon suivante: î , k 

à partir des l facteurs X - 0u , 1 ^ u ^ t , du polynome f , on forme 

toutes les combinaisons -t-k à t-k ( 1 s k < 1-1 ) de c e s l facteurs ; à 

chacune de c e s combinaisons on a s s o c i e le produit de tous s e s é léments . 

On obtient ainsi des polynomes de degré L-k , tous dist incts , en nom-

bre C , , qu'on numérote de façon arbi tra ire et qu'on note avec deux 

indices : un indice var iable i' , qui est le numéro du polynome , et un 
f ( k ) 

indice k , qui est l 'ordre du polynome dérivé cons idéré . 
k ! 

f ( t ) ( x ) 
Si k = l , on sai t que = 1 

l ! 

Démonstration de la proposit ion 11.7 : 

Les notations u t i l i s ée s sont les suivantes : 

- Pour tout j , J ^ j < h , on introduit les ensembles d 'en-

t iers <?. = { u , 1 < u < l , tel que 9U = a h ( mod. ^ ) } . 

Par définition d'une rac ine d'ordre t. d'un idéal , card . = L et les 

ensembles <5j forment une sui te décro i s sante pour l ' inclusion : 

<2J+1
 £ , 1 . 

On pose : 

<£' = <?,_ e t P ° U r t O U t J" , 1 ^ J" » <*! = <*!" <*!4.1 » h h J J J"1" i 
( <s! = 0 « a. = <?j+1 ) . 

- Pour tout j , 1 < h , t ! = card . cjj . On a donc : 

t^ = t h ( s 1 ) et pour j , 1 < j £ h-1 , t ! = tj - t j + 1 ( t j = 0 « <*j = 0 ) . 

- K = { j , 1 £ j £ h , tel que dfj ^ 0 } ( l 'ensemble W est non 

vide car d?̂  = d f h ^ 0 = » h € ï f ) . 



Démontnons (i) . 

1 °) k = 0 . Cons idérons f (a. ) = II ( a. - 0. ) x II ( a, - 0. ) h . r a n i . jl. „ n i i € S] i f S] 

T h 
et montrons que II ( a, - 0. ) € ^ . Pour c e f a i r e , il faut dist in -

i € ' 

guer deux cas : 

a) h = 1 ou h s 2 et pour tout j , 1 ^ j ^ h-1 , e?J = 0 

c e qui e s t équivalent à : h £ 2 et S . = Ŝ  , t = 11 , 2 £ j £ h . 

On a donc dans c e s deux cas : <S, = S. et T, = h t. . 
1 h h h 

Pour tout i 6 , a h - 0. € $ ; comme card . <?h = th , 
h t T 

nous avons : II (a. - 0. ) = II ( a. - 0. ) € ? = ? . . . . h i . - „ n i i € i e <sh 

p) h S: 2 et il e x i s t e j , 1 <; j <; h-1 , tel que <$! ï 0 . 

Dans ce c a s , en remarquant que <2. = U S î ( réunion d'ensembles 
1 j € W J 

deux à deux dis jo ints ) , nous avons : 

n ( a. - 0 ) = n ( n , ( a - 0 ) ) . 
i Ç i , h 1 j € HV i € <*! h ' ' 

Pour tout ! € cSj 0 , a h - 0. € ^ et card . tfj = t j > 0 , 

P a r s u i t e :
 v . t . Z j t ! 

n (a. - 0 . ) € 4 j et n ( n u . - 0.) ) € n 4 j = * J 
i € 3 : h ' j € H I € S ! n 1 J- € M 

J J 
, , J = h 1 J = h - 1 , 

Or <? ! = 0 » t . = 0 , a lors Z j t ! = Z j t . = Z j t . + h t. et on 
J J j € H J j=1 J j = 1 J 

h - 1 
é t ab l î t f a c i l emen t p a r r é c u r r e n c e que Z j t J = T h - h t h . 

j = h T h 
P a r s u i t e : Z j t ! = T e t on a b i en II ( a. - 0. ) 6 $ 

j=1 J h i e «?1 

T h T h 

Dans les deux c a s : f ( a h ) € $ HZ = p Z , c e qui éta -

blit (i) pour k = 0 . 



2°) • Cons idérons , pour chaque i' , 1 < i' ^ C , 

P . , , ( X ) = II( X - 0. ) , i prenant t - k va l eurs e n t i è r e s d i s t inc tes dans i ' ,k j i 

l 'ensemble { 1 ,2 , . . . , t } . Or , parmi les l f ac teurs X - 0 , 1 <• u ^ l , 

il y a tj fac teurs X - 0u pour l e sque l s u € c?̂  ; donc , parmi les t - k f a c -

teurs X - 0. de P . , ^ , il y a au moins t̂  - k fac teurs pour l e sque l s i € 3̂  

et au plus t - tj fac teurs pour l e sque l s i $ • Remarquons que : 

l Ê k ^ e ( £ t - 1 ) => tj - k ;> tj - e ^ 1 . 

Par contre le nombre des fac teurs X - 0. de P . , ^ pour l e sque l s i £ 

peut ê t r e nul . Nous é c r i r o n s : 

P . . . ( X ) = J! ( X - 9. ) X II ( X - 0. ) , 
1 ' k i € ^ ' i M , 

en convenant de poser II ( X - 0. ) = 1 , s i le nombre de fac teurs 
« M , 

x - 0. , i £ 5 e s t nul . 
k Nous démontrons que , pour tout i' , 1 ^ i' s C^ , 

T - h k T h " h k 

P . ( a ) Ç , en montrant que II ( a. - 0. ) Ç «p 
i ,k n i € <S] 

Pour tout j , 1 s h , dés ignons par t ! - s . , J J > ' 
0 i t î - s . .. s t ! . le nombre des ent i ers i € <$! / 0 te ls que X - 0. di -

J J, J J 1 

v i s e P . , , . Par convention , s i c? ! = 0 , on posera t ! - s . .. = 0 . i k J J J, ' ' 
On c o n s i d è r e à nouveau les deux cas : 

a) h = 1 ou h et pour tout j , 1 ^ j s h-1 , (Sj = 0 . 

A l o r s Si = S. = 3, et T, = h t. . Le nombre d 'ent iers i € S. te ls que h h 1 h h h 
X - 0. d iv i s e P . . . e s t t. - s. .. = t, - s. ., > t, - k . On en déduit : i i ', k h h, i ' 1 h, i ' 1 

h ( t - s ) 
s. .. < k et II (a. - 0. ) = II (a. - 0. ) € $ mais 

h ' " i h ' i €<5h
 h 1 

h t h " h s h , i ' = T h - h s h , i ' * T h ~ h k ' P a r s u i t e 

T. - h k , h (t. - s . . , ) T. - h k . h
 = <n h h> ' ' c m h ^ II (a. - 0. ) € ? ( puisque <p £ ? 

i € ^ 



3 ) h £ 2 et il e x i s t e j, 1 s j < h-1 tel que S ! / 0 . 

Comme S. = U S\ , le nombre des ent iers i € <S tels que X - 0. di -
1 j € » J 1 ' 

v i s e P . , . e s t : Z ( t ï - s . . , ) ^ t - k . i , k . ç M j j , i 

Mais t ! - s . .. = 0 si <S ! = 0 : on a a lors : J J, i ' J 

h-1 j=h 
= th + ^ ( l j - V i ) - £ s j , i - • 

j=h 
D'où : 0 < Z s : < k . 

j = 1 ' J ' . î ' 

Dans ce qui suit , les produits portant sur a^ - 0. seront 

e f fec tués pour les i te ls que X - 0. d iv i se P . , k , nous ne le répéterons 

pas chaque fo is . 

C o n s i d é r o n s : II ( a, - 0. ) = II ( II ( a. - 0. ) . - „ h i . . . . \ h i i € <?1 j € M i € cgj 

en convenant de poser II ( a^ - 0. ) = 1 , si , pour tout i 6 cŜ ! , X - 0. 
i € c? ! J 

ne d iv ise pas P . . . , donc s i t ! - s . .. = 0 . Compte-tenu de B0 = K i k ' j j, i ' K r "K > 

J C j - . j , , , ) 
nous avons , pour tout j € U , II ( a. - 0. ) € ® J J ' et 

i € Si h ' J 
w. 

n ( n , (a . - 0. ) ) € ' a v e c w = Z j ( t ' - s . ) . 
j € H i € <*! h ' 7 ' j € U J J ' 1 

Comme <?! = 0 => t ! - s . .. = 0 , on a a u s s i : 
J J J, 1 ' 

j = h f
 J " = h , j = h 

w = Z j ( t - s ) = Z j t - Z j S . 1
 j = 1 J J» j = 1 J j = 1 ' 

j = h j = h j = h < . . 
Or Z j t ! = T. ( p . 28 ) et Z j s . s h Z s ~ n ' 

j = 1 J h j -1 h > j=1 h ' 

d'où w. s T h - hk > 0 ( car k s e = L K ( T h - " 



T h - h k 
Par sui te , comme dans le cas a) , Il ( a, - 0. ) € ^ 

ï € S, ' 
T - h k 

Puisque P . , k ( ) € pour tout i' , 1 < i ' <: C^ , 

f ( k ) ( a . ) ï' = C k T. - h k T - h k n v - t - i - . / \ /- m n h 
p i ' , k K > € ? n n z - p k ! 

c e qui établit (i) pour 1 < k ^ e . 

Démontrons (ii) . 

Remarquons que , puisque : h t^ ^ T^ ( p. 26 ) , 

T h - h t h + 1 s i . 

f h ( X ) _ 1 
Nous avons - = Z ^ P . , . ( X ) . 

t ! î' = 1 1 ' h 

Pour chaque i' , P . ( ( X ) e s t le produit 
1 ' h 

son - t - t^ à des l fac teurs X - 0u 

des éléments d'une combinai -

lh 
Or card. c?̂  = t^ , donc , il ex i s t e un entier unique î  , 

1 ^ i ' ^ C n tel que , pour tout i € , X - 0. ne d iv i se pas P . t ( X ) . 
l - o n i 11 ' h 

T h - h k + 1 
— Nous démontrons d'abord que P . | . ( a . ) £ $ 

V h n 

Pour ce la , nous distinguons encore les deux cas : 

a) h = 1 ou h s 2 et pour tout j, 1 ^ j ^ h-1 , <5̂  = 0 . 

pro -A lors A = S. , T. = h t, et P. i ( a. ) = II ( a, - 0. ) ( ce h I h h i . . t, n . u _ n i T h i f 

duit comprenant -t-t^ termes ). Comme, par définition de â̂  , pour tout 

i i S, , a, - 0. è !B , d'où P . t „ ( a. ) £ ? . C'est le résultat annoncé , r 1 ' h i r 14. t, h r T 
1 h 

car dans ce cas : 1 = T^ - h t^ + 1 . 

p ) h s 2 et il e x i s t e j, 1 s j ^ h-1 , tel que ^ 0 . 

Il en résu l t e en part icul ier t^ < t̂  et S^ - S^ ^ 0 . 

D'après la définition de i! , P . i ( X ) ne contient aucun 
1 11 ' h 

facteur X - 0. , pour i € et contient tous les facteurs X - 0. pour 



i € S, - S. . Comme S, - <$. = U, S. , nous décomposons P . i . (a. ) 
1 h 1 h j 6 « \ {h} J 11' *h h 

sous la forme : P . I . (a, ) = II ( II , ( a . - 0 .) x II ( a. - 0 ) . 
' l ^ h h j € W \ [h} ï €<?.* h 1 J i M , 

t -t . f ac teurs -{,-t, fac teurs 1 h 1 

Cons idérons l' idéal ( p . , t ( a h ) j E K engendré par P . i f ( a h ) dans K : 

P , ( a . ) E = II ( II ( a - 0 ) E ) x II ( a - 0 ) E 
V 4 h h 7 K j € M \ { h } V ï € i j h ' K ; - M , 

Pour tout î £ 5.J , l ' idéal ( a h - 0. ) E ^ e s t premier a v e c . 

Pour tout j € W \ { h ] , et pour tout i € tf ! , a h - 0. Ç f 1 et a h - 0. £ y-1"1 . 

De plus, les ensembles étant deux à deux dis jo ints , l'idéal (a^-

ne dépend pas de j ; on peut donc poser ( a^ - 0. ) E ^ = ^ x SI. , avec 

(91- , >p) = E K , ( ( 9 1 ; , désignant le p . g . c . d . des idéaux SI. et *p . 

Nous avons a l o r s : 

j t | 
, / V V ^ K - » ' " , ^ ' , « 

J ( z j.;) 
ïï ( n , ( a . - 0. ) E „ ) = x gj en posant : 

j € M \ { h } ' € i ] 

31 = II ( I I 31. J . Compte-tenu de <£.' = 0 « t. - t . , , = 0 , 
j € * \ { h } V i € 5 ! ' ' J J J + 1 

. h-1 
Z j t . = I j t ! = T. - ht. ( p. 28 ) . 

j € W \ {h} J J-1 J h h 

D'où : 
T,_ - h k 

X © . avec © = 31 x 

i $ 

On a (© , tp) = E ^ , car © es t un produit d'idéaux tous premiers avec 

d'où le résu l ta t . t h 
— Nous démontrons maintenant que, pour tout i', 1 < i ' / ] ̂  , 

P . , t ( a h ) ) E K = ! p h x © , avec © = 31 x _ II ( a h - 0. ) E K . 

P l ' , t h
( a h ) € ^ 

T h - h k + 1 



Ce résultat s e démontre de la même façon que ( î ) pour 
t h 

1 ^ k ^ e . A v e c les mêmes notations , si 1 ^ î ' ^ î1 s C . , P . . . ( X ) 
T JL I , TH 

contient au moins un facteur X - 9- pour i € <?h , a lors le nombre des 

i € S. te ls que X - 9. d iv i se P . . . ( X ) est t. - s. .. s 1 . h i ' h n n, i1 

a) Si. h = 1 ou h et pour tout j , 1 £ j ^ h-1 , 3 j = 0 , 

h (t. - s, . , ) T - h t +1 
on montre que P . ( a ) € ' e ^ = ? , car 

1 

h ( t h - s h > . , ) ^ h * 1 et T h - h t h + 1 = 1 . 

p) _Si h 2: 2 et s ' i l e x i s t e j , 1 £ j £ h-1 , tel que S ! ^ 0 , 

on montre que : 
j=h 

- 0 £ Z s . s t. 
j = 1 J ' " h 

w. j=h j=h 
(a ) € f ' , avec w. = Z j t ! - Z j s . . 

'Y. n j = 1 J j=1 J' 

j=h 

j=h h-1 h-1 
Minorons w. = T h - _Z j S j J I = Z t. - _Z j S j > ., + th - s ^ ., - (h-1 ) s ^ ., 

h-1 
V ' h - ^ . i ' » - i s j , n + < h - ' ) s h , n J 

Or 
h-1 r h-1 
_Z j s j V , + (h-1 ) s h ) î , ^ ( h - 1 ) s j > I f + s h > I l j 

h 
= (h-1 ) Z s . 

j=1 J ' ' 

Par su i te , compte-tenu de Z s . .. ^ t. et t. - s. .. ^ 1 , on a 
' j = 1 J , ' ' n h h , i ' 

h-1 
w. ^ Z t. + 1 - ( h-1 ) t. = T - h t + 1 . 

j = 1 h h h 

Nous avons donc : 

P i ' , t <ah> € ? ' h 

T h - h t h + 1 
i . i . / i ; 

p i - t ( a
h > t ? 1 ' h n 

T h " h t h + 1 



f n (a. ) i '= C . T. - h t. + 1 
11 en résu l t e — = £ P . ( a. ) £ ^ 

th ! i'=1 1 ' h 

ce qui établît (ii) . 

Dans le cas particul ier , où h = 1 , t̂  = t , a^ = a , 

compte-tenu de la proposit ion 11.6 , nous obtenons le : 

C o r o l I a i r e II. 1 : 

So î t p un diviseur premier de I ( 0 ) . On suppose que a € Z 

es t racine multiple d'ordre t ( t > 1 ) de la congruence fondamentale 

f ( x ) = 0 ( mod. p ) , a lors : 

(i) f ( k } ( a } = o ( mod. p t _ k ) s i O s k i t - I ; 
k ! 

f ( t ) ( a ) (ii) LSi * 0 ( mod. p ) . 
t ! 

Application de la proposit ion 11.7 à la transformation du po -

I y nome f . 

C o r o l I a i r e 11.2 : 

So ient : p un diviseur premier de I ( 0 ) , a une rac ine mul-

tiple d'ordre tj ( t̂  > 1 ) de la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) , h € N* 

et a^ s a ( mod. p ) une rac ine d'ordre t^ ( t^ > 1 ) de l'idéal $ 

T. 
A l o r s : f ( x ) = A h p f h ( x h ) ( l l - î ) 

x - a h 
où A. est un entier rationnel premier à p et x. = C J i MII ç^iibit^i i QIIUI n i c i III^I a p h — H 

Démonstration : 

a h ( = a ( mod. p ) ) étant une rac ine d'ordre th ( th > 1 ) 
h h de l'idéal , posons : x = a h + p x h . Par la formule de Taylor , nous 

f ' k ) ( a h ' Lr Ur 
r i \ v n k h k V L - K avons : f ( x ) = L p x. = L b. x. . 

k = 0 k ! h k = 0 k h 



f ( M ( a . ) , T l 

car : — 

Pour tout k, 0 £ k <: l , b. = p h k — = 0 (mod.p h ) , 
k k ! J 

si 0 ^ k s e , c e la r é s u l t e du (i) de la proposi t ion 11.7 

s i e+1 z k < l , comme k s ï~( T
h - 1 ) + 1 > T h ~ 1 ) > h x h 

on a hk > T, - 1 , et les deux membres étant e n t i e r s : hk s T, ; h h 

f T h \ la congruence b^ = 0 (mod . p J en r é s u l t e immédiatement . 

De plus , d 'après ( ii ) de la proposi t ion 11.7 , b 
h 

f T h + 1 \ f mod. p J . P a r su i t e , le p. g . c . d. des c o e f f i c i e n t s b^ , 0 ^ k ^ t , 
T h 

es t de la forme A^ p , où A^ es t un entier rationnel premier avec p . 

T h 

On peut donc é c r i r e : f ( x ) = A h p f ( x h ) ( 11-1 ) 

où f^ es t un polynome primitif de Z [ X ] de degré l . 

R e m a r q u e : 

S i k s t + 1 , hk > h t . + h s h t . + 1 > T , +1 ( p . 2 6 ) , 1 1 l h 
T h + 1 > . , „ . . _ k a lors b^ = 0 ( mod. p J et le coe f f i c i ent de x^ dans le polynome f^ 

t h 

es t d iv i s ib le par p . P a r contre , le coe f f i c i ent de x^ n'est pas d i v i s i -

ble par p . On a a l o r s f^ ( x^ ) = cf̂  ( x^ ) ( mod. p ) , cf̂  étant un poly -

nome de Z [ X ] , de degré v , et on a : t^ ^ v ^ t̂  . 

Le polynome f^ va nous permettre de cons tru i re les su i t e s 

d'approximations des r a c i n e s de f dans Q ayant pour premï er terme une 
P 

rac ine multiple de la congruence fondamentale modulo p . 

h ' Relat ion entre les r a c i n e s de la congruence x^ ) = 0 ( mod. p ) 

( h' s 1 ) et les r a c i n e s des idéaux 

T h é o r è m e 11.1 : 

So ient : p un d iv i seur premier de I ( 0 ) , ip l'un quelconque 

des idéaux premiers divisant p E ^ , a une rac ine multiple d'ordre t̂  de 

la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) , h Ç N* et a, = a ( mod. p ) une rac ine 



d'ordre t h de l'idéal tph ( th > 1 ) . 

S o i t a l o r s f^ le polynome défini par la formule ( 11-1 ) . 

Dans c e s condit ions : a
h + 1 = a

h ( mod. p ) e s t rac ine d 'ordre 

( 1 <; t. , , £ t. ) de l'idéal !Bh+1 s i et seulement s i a. , = h + 1
u — es t v h+1 h r h ,1 h 

P 

rac ine d 'ordre de la congruence f^ ( x^ ) = 0 ( mod. p ) . 

Démonstration : 

La condition n é c e s s a i r e s e démontre t rès faci lement . 

De la formule ( II — 1 ) , on déduit , par r é c u r r e n c e , en dérivant par 

rapport à x^ : 

( k ) ( T - h k ) . . 
pour tout k , 1 s k a , f J ( x ) = A h p n f^1 ( ^ ) ( 1 1 - 2 ) 

h h Puisque a h + 1 s a h ( mod. p ) , on pose a h + 1 = a h + p a h 1 . 

Comme ( A^ , p ) = 1 , il r é s u l t e des formules ( II — 1 ) , ( 11-2 ) et de la 

proposi t ion II .7 appliquée à la rac ine a h + 1 , d 'ordre , de l'idéal 

: 

f ' k ) ( a , . ) f t. - k x f h + 1 (a. J 
= 0 ( m o d . p h + 1 ) s i 0 ^k ^ t. . -1 ; ^ 0 \ / n+i f 

K • h+1 ' 

( mod. p ) 

c e qui montre , compte-tenu de la proposi t ion 11.4 , que a^ ^ es t rac ine 

d'ordre t h + 1 de la congruence f h ( x h ) = 0 ( mod. p ) . 

Condition s u f f i s a n t e . 

Soient a h h a (mod. p ) une racine d 'ordre th ( th > 1 ) de 

l'idéal ( h > 1 ) et f h le polynome obtenu par le changement de 

var iab le x = a^ + p x^ , on suppose que a^ ^ e s t une rac ine , d 'ordre 

t h + 1 s i , de la congruence f h ( x^ ) = 0 ( mod. p ) . 

On pose a h+i = a h + p a h 1 ' a , o r s d 'après ( II — 1 ) : 



/ T h + 1 N / N T h + 1 

f ( a h + 1 ) = 0 ( mod. p n ) et ( f ( a h + 1 ) ) e k = ? x 8 . 

Cherchons une autre e x p r e s s i o n de l'idéal ( f ( a ^ + ^ • 

Comme a, , , = a. ( m o d . p ) , a, , , es t rac ine d'ordre t. h+1 h h+1 j 

des idéaux $ , 1 £ j ^ h , avec : 1 < th ^ . . . < t. ^ . . . <: t̂  . 

Nous reprenons les notations de la démonstration de la 

proposit ion 11.7 : 

- Pour tout j , 1 < j < h , 

3. = { u , 1 < u < l , tel que 9U = a h + 1 ( mod. ^ ) } 

« ; - ^ , et pour tout j , 1 £ j £ h-1 , i î = t̂ . -

H = { j , 1 < j < h , tel que <* ! ^ 0 } . 

n 
i = 1 

( \ ] = l 
Décomposons l'idéal (^ f (a h + 1

 = _TI ( a h - 0. ) E ^ sous la forme : 

( f U h + 1 0 E K = . 5 . U h ~ 0 i ) E K >< . 5 _ ( a h+l " 6 i ) E K ' i c o^ i ^ 

Nous avons : 

n < a h + r e i ) E K - -I I C Oj 

n ( - 6- ) E,. , si h = 1 ou h s 2 
; c A h + 1 1 K 
i € S h 

et (Sj = 0 pour tout j , 1 ^ j £ h-1 

n f n (a . , t - 0. ) , si h s 2 et il 
j € » i € $ ! h + 1 ' K / 

J e x i s t e j, 1 <j <h-1 , tel que <? ! ^ 0 . 

S i i € <?h , a h + 1 = 0. ( mod. <ph ) , d'où ( a h + ] - 0. ) E^, = 

h h t h ? xaij h , et comme card . <*h = , n ( a h + 1 - 0. ) E K = y X SI h , 
i € . h 

avec SI. = II 81. . . 
h i € c ? h

l ' h 

Si j € » \ {h} , et i € , a h + 1 s 0. ( mod. $ ) et 

a h + 1 * 0j ( m o d . ) , d'où : ( a h + 1 - e . ) E K = * p J 81.^. avec 

( . , <p) = E^ , et comme card . â\ = t ! > 0 , Il ( a - 0. ) E K = <p J 81 , 
I, J r̂  J J î Ç c?.' 

en posant 81 - = Il SI. . , et on a ( 81. , = E K . 
J i € S ' ' J J 



Si i £ S , a h + 1 £ 0 (mod. V et ( ïï (a - 0.) E K , <p ) = E K . 
i 

En écr ivant II ( Il (a, , , - 0. ) E . . ) s o u s la forme : 
j € M î € â! h+1 ' K 7 

n ( a . , - 0 ) X n ( n ( a h , - B . ) B k • /- ri h+1 i . „ s , , r, ,\ . ^ 0 1 h+1 i K. i € c?h j €M \ [ h ] i € 8 . 

j = h - 1 
et compte- tenu de : Z j t ! = Z j t ! = T. - h t. , on obtient 

« J • . J N H ' 
j € M \ [h } J = 1 

/ \ T h T h + 1 
f inalement ( f ( a

h + 1
 = ^ X 2Ih x » = ? x O où ( SB, = E K . 

A l o r s SI. = II 91. = 0 ( mod. , et il e x i s t e au moins un ent ier i' , 
i € Sh ' ' 

i' € <?h , tel que 21., h =0 ( m o d . !p ) ; il en r é s u l t e : 
h h*4" 1 ( a h + 1 - 0 . | ) E K = 'P ai - , h = 0 ( mod. $ ) , c e qui montre que a h + ] = 

h h+1 a. + p a. , e s t r a c i n e de l ' idéal *B ( re lat ivement à 0.. ) . S o î t a l o r s h h, 1 T i1 

t ' ( t 1 s 1 ) l ' ordre de ce t t e r a c i n e . D ' a p r è s la condit ion n é c e s s a i r e 

t , = t h + 1 ' 

C o n s é q u e n c e s : 

1°) Le nombre des r a c i n e s , non c o n g r u e s mod. p , de la c o n -

g r u e n c e f^ ( x^ ) = 0 ( mod. p ) e s t égal au nombre des r a c i n e s de l ' idéal 
_h+1 , h+1 t s « h 

ip , non c o n g r u e s mod. p , et qui sont c o n g r u e s a a^ mod. p 

En fait , il y a b i ject ion en tre les r a c i n e s de l ' idéal 'j/1^ , c o n g r u e s à 

a^ , mod. p , et les r a c i n e s de la c o n g r u e n c e f^ ( x^ ) = 0 ( mod. p ) 

a v e c c o n s e r v a t i o n des o r d r e s de mult ip l ic i té . 

2°) S o i e n t (3. , 1 < i ^ q , les r a c i n e s incongrues mod. p de la 

c o n g r u e n c e f^( x^ ) = 0 ( mod. p ) et s . l ' ordre de mult ipl ic i té de chacune 

de c e s r a c i n e s ( 1 s s . s t h pour tout i € { 1, 2, . . . , q } ) . 

i=q 
Montrons que Z s . = t, . Pour ce la , c o n s i d é r o n s les . . i h i = 1 

e n s e m b l e s : 

S. h + 1 = { u € Sh tel que 9U = a h + Ph P; (mod.<ph + 1 ) j , 1 s î <=q ; 

nous avons c a r d . S. . , = s . . H e s t immédiat que â. = U <$ • h + 1 i , h + 1 i h l ^ i ^ q l > n + 1 



avec 5 î ? h + 1 n i . h + 1 = 0 sï ï . 

i=q i=q 
Par su i te : card . & = t. = E card . S. . , , = E s . . h h . = ] i ,h+1 . = 1 i 

T h é o r èm e II. 2 : 

Les hypothèses sont les mêmes que c e l l e s du théorème II. 1 

On suppose de plus que : a h + 1 = a h ( mod. p ) es t rac ine d'ordre 1 de 

l'idéal . S o i t h' un entier s 2 ; a h + h , = a h + 1 ( mod. p h + 1 ) est ra -
a i 3 

cine de l'idéal !Bh + h si et seulement s i a . . . = l n + h ' . es t une ra -
h, h1 h 

' P 
h ' 

c ine de la congruence f^ ( x^ ) H O ( mod. p ) , qui est rac ine simple de 

cette congruence modulo p . 
La démonstration de ce théorème est analogue à c e l l e du théorème II. 1 . 

Condition n é c e s s a i r e . 

S o i t a h + h , = a h + 1 ( mod. p h + 1 ) = a h ( mod. ph ) une rac ine 
L IL | 

de l'idéal . A l o r s a h + h , e s t rac ine d'ordre th de , racine d 'or -

dre 1 de , et par sui te , rac ine d'ordre 1 de tous les idéaux ,ph+U , 

1 <; u < h' . On a donc : 1 = t . . < t, < . . . t , ^ . . . t , et h + u h j 1 1 z u <:h' 
j= h+h' . 

T h , = E t. = T h + h' . Comme a h + h , = a h ( mod. p ) , posons 
j = 1 J 

a h + h , = a h + p a h h , . Puisque ( A h , p ) = 1 , il r é su l t e de la formule 
h ' 

( l l - l ) : f h * a h h '* s 0 * m o d ' P * * 
h 1 

De plus , a, ,, , étant rac ine d'ordre I de î , le théorème II. 1 montre K » h+h' 

que a h es t rac ine s imple de la congruence f h ( x h ) = 0 ( mod. p ). 

Condition suf f i sante . h ' 
So i t a h h , une rac ine de la congruence f h ( x h ) = 0 (mod.p ) 

( h' s 2 ) qui so i t rac ine s imple de cette congruence mod. p . P o s o n s 
T. + h '. 

ah+h' ~ a h + ph a h h , . A l o r s f ( a h + h , ) = 0 ( mod. p h ) , par sui te 

\ T h + h ' 
f ( a h + h , ) ) E K = ? x a . 



Cherchons, à nouveau, une autre e x p r e s s i o n de l'idéal . h+h' ' / K 
L . I •» 

D'après le théorème 11.1 , a h + h , e s t rac ine d'ordre 1 de l'idéal tp ; 

par conséquent , il e x i s t e un entier unique i' € ^ tel que a h + h l = 8., 

( mod. <ph+1 ) et pour tout i € c?h , i i i' , 0. = a h + h , ( mod. !Jîh ) et 

9Ï + a h + h ' ( m o d ' } ' A l o r S : ( a h + h ' ~ 6 Î ' ) E K = ^ i ' . h ' e t 

( a h + h ' " e i ) E K = ^ ^ i , h , si i i / i ' , a v e c ( 2 I . ) h , ? ) = E k . 

Il en ré su l t e : 

. L ( a h + h ' - 0 i ) E K = ( a h + h . - e ï ' ) E K X. " ( a - 8 . ) E K h J % fh 
h+1 h ( t h ~ l ) 

= îph+1 « x!p X n 81 
1 ' h i € A ' ' h 

i ^ i ' h 

h t.+1 

en posant 21. = Il 21. , ; et puisque ( 21. . , = E u , n j ç ^ i, n i, h K 

i ^ i' 

si i € cSh , i ^ i' , on a : 2Ih + 0 ( mod. $ ) . 

En reprenant le raisonnement ut i l i sé dans la démonstra-

tion du théorème 11.1 , nous obtenons finalement : 

\ T h + 1 T h + h ' f *ah+h' 0 E K = ^ X 2 1 . 1 ) h x ® = < p X O , 
i_ t «i 

avec ( SB, $ ) = E k ; par su i te 2L, h = 0 ( mod. $ ) , et 

( a . ,, , - 8., ) E. . = 0 ( mod. B ) , c e qui montre que a. .. . es t racine h+h' r K h+h' 
.h+h' de l'idéal ^ ( relativement à 8., ) et l 'ordre de cette rac ine est I 

'h+h' ( puisque a. . . es t déjà rac ine d'ordre 1 de f ) . 

Il r é su l t e immédiatement des théorèmes 11.1 et 11.2 le : 



C o r o I l a i n e 11 .3 : 

So i t a une rac ine multiple de la congruence f ( x ) = 0 

( mod. p ) et so î t a^ = a ( mod. p ) une rac ine d'ordre t^ de l'idéal ^ 

( h ^ 1 , t^ > 1 ) . f^ étant le polynome déduit de f par le changement de 

variable x = a^ + p x^ , on suppose que la congruence f^ ( x^ ) = 0 

( mod. p ) admet au moins une rac ine s imple a^ ^ . Pour tout entier h', 
h ' h' 2: 2 , so î t h' ~ a h 1 m o c ' ' P ' ' a rac ine unique , au module p 

h ' 

près ( lemme de Hensel ) de la congruence f^ ( x h ) = 0 ( mod. p ) . 

A l o r s , la su i te des ent iers , déf inis par : 
a h + h , = a h + P

h a h ) h , , 

converge p-adiquement v e r s une rac ine de f dans Z . 

R e m a r q u e : 

Comme = ( mod. p ) = a ( mod. p ) , nous avons 

obtenu une sui te p - a d i q u e , de premier terme a , rac ine multiple de la 

congruence fondamentale mod. p et qui converge v e r s une racine p -

adique de f . 

11.4. - Application à la construct ion des approximations p-adîques d'une 

rac ine du polynome f dans Qp à partir d'une racine multiple de la 

congruence fondamentale modulo p . 

So i t r l 'entier ( r > 1 ) tel que I ( 9 ) s 0 ( mod. p r ) et 
r « « 

1 ( 9 ) ^ 0 ( mod. p ) . On suppose que la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) 

n'admet que des rac ines multiples . On chois i t parmi c e l l e s - c i une r a -

c ine a , d'ordre t̂  le plus petit poss ib le . 

So i t ip un idéal premier divisant p E ^ , a est racine d 'or -

dre tj de $ ( prop. 11.6) et on pose = { u, 1 <u < 1 , tel que 0U = a (mod. $ }. 

Par le changement de var iable : x = a + px^ , on obtient 

f ( x ) = A 1 p f 1 ) . 

Il y a deux cas poss ib l e s : 



— la congruence ) = 0 ( m o d . p ) admet au moins une ra -

cine s imple, auquel cas , d 'après le c o r o l l a i r e 11.3 , on sa i t cons tru ire 

une su i t e p - a d i q u e , de premier terme a , convergeant v e r s une ra -

c ine p - a d i q u e de f . 

— la congruence ) = 0 (mod. p ) n'admet que des raci -

nés mult iples . On chois i t a l o r s , parmi c e l l e s - c i , une rac ine a 1 . , 
' J ' 

d'ordre t 2 le plus petit p o s s i b l e ( 2 ^ t^ ^ t̂  ) . D 'après le théorème 
2 

II. 1 , a = a + p a 1 t e s t r a c i n e d 'ordre t„ de l'idéal ^ ( pour des 0 Ct 1 y 1 ^ U 
te ls que u 6 Ŝ  ) . 

2 2 On pose x = a 2 + p x^ = a + p a^ ^ + p x 2 et on a : 

t 1 + t 2 f ( x ) = A^ p f 2 ( x 2 ) • ( Remarquons que c e deuxième changement de 

var iab le x = a + p( a , . + p x j rev ient à fa i re dans f ( x ) le change -1 , 1 ^ i l 

ment de var iab le x^ = a^ ^ + p x 2 ) 

Aux r a c i n e s de la congruence f 2 ( x 2 ) = 0 ( mod. p ) sont 

a s s o c i é e s des r a c i n e s de l'idéal "p (re la t ivement à des 0u , pour u € 

a v e c le même o r d r e de mult ipl ic i té . 

S i la congruence f 2 ( x 2 ) = 0 ( mod. p ) n'a pas d é r a c i n é 

s imple , on continue le procédé . On cons tru ira ainsi , de proche en 

proche une su i t e ( f^ ) de polynomes de la var iab le x^ , jusqu'à l'obten -

tion d'un polynome f^ tel que la congruence f^ ( x h ) = 0 ( mod. p ) admet-

te une rac ine s imple . Un tel polynome e x i s t e d 'après la proposit ion sui -

vante : 

P r o p o s i t i o n 1 1 . 8 : 

So ient r. . les e n t i e r s déf inis dans la proposi t ion 11.3 . 
' t J 

S o i t p = sup r. . , pour les couples ( î, j ) Ç S. X S. a v e c i < j . A l o r s i, j i l 

on a : 1 < p ^ r , et il e x i s t e un entier h , h ^ p , tel que la congruence 

f^ ( x^ ) = 0 ( mod. p ) admette une rac ine s imple . 



Démonstration : 

Cons idérons les couples ( î, j ) € avec i < j . 

D 'après la définit ion de Ŝ  , pour tous c e s couples , 9. - 0; € ^ . 

D'autre part ( proposi t ion 11.3 ) , à chacun de c e s couples es t a s s o c i é 
r. . r. .+ 1 

un ent ier r. . tel que 0. - 9. € y l , J et 0. - 0. £ "p l , J 

'} J J ' J ' 
Nous avons donc : l ^ r . . < r , V ( i, j ) € <$7 , d'où : 

l , J i < j 1 

1 s p = sup r < r . A l o r s , V ( i, j ) € S 2 , i ? j , 0. - 9, £ . 
' ? J ' J ' 

— Ou bien nous avons obtenu un ent ier h , 1 ^ h < p-1 , tel 

que la congruence x^ ) = 0 ( mod. p ) admette une rac ine s imple et la 

proposi t ion e s t démontrée . 

— Ou bien nous avons construi t les polynomes f^ , 1 ^ k < p-1 

et les congruences f^ ( x^ ) = 0 ( mod. p ) n'admettent que des r a c i n e s 
multiples . S o i t a , « une rac ine d 'ordre t ( t ^ 2 ) de la congruence p -1 ,1 P P 
f ( x , ) = 0 ( mod. p ) . Il lui correspond une rac ine a d 'ordre t p-1 P-1 p p 
de l'idéal et le changement de var iab le x = a + p*3 x conduit au po-

P P 
lynome f tel que 

P 
T 

f ( x ) = A D p f ( x ) . p p p 

Or les r a c i n e s de la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) sont a s s o c i é e s 
P P 

aux r a c i n e s de l'idéal ( re lat ivement à des 9y , pour u Ç. ) avec 

le même ordre de mult ipl ic i té et l ' idéal n'admet que des r a c i n e s 

d 'ordre 1 relat ivement aux 0u pour u € . Il en r é s u l t e donc que toutes 

les r a c i n e s de la congruence i mod. p ) sont s i m p l e s . 

II. 5 . - Construct ion des approximations p - a d i q u e s de toutes les raci -

nés de f dans Q et b a s e s sur Z des idéaux , lorsque p = N ( !]}) d iv i se 
P 

1 ( 9 ) . 

S o i t p un d iv i seur premier de 1 ( 0 ) et so i t a une rac ine 

( s imple s ' i l en e x i s t e une , multiple s inon ) de la congruence f ( x ) = 0 

(mod.p) . Il e x i s t e un idéal premier ^ divisant pE K tel que 9 = a (mod. 



Nous savons c o n s t r u i r e ( par application du lemme de Hensel dans le 

cas d'une rac ine s imple , par la méthode du § 11.4 pour une rac ine mul-

t ip le ) une su i t e d 'ent iers a . , de premier terme a = a ( mod. p ) et 1,K 1,1 
k «M» î te ls que : f (a . ) = 0 (mod.p ) pour tout k € IN , et a . s a . (mod.pJ ) 

1 , K L, K I , J 

pour tout k € N* et tout j , 1 < j < k - 1 . 

Cette su i t e converge donc , lorsque k -> co , v e r s la rac ine 

p - a d i q u e de f , a s s o c i é e à la rac ine r é e l l e 0̂  ( p. 13 ) . A p a r t i r d e 

cet te su i t e p - a d i q u e , nous cons tru i sons les t - 1 autres s u i t e s p - a d i -

ques convergeant v e r s les t - 1 r a c i n e s ©^ , 2 v £ t , de f dans Q^ , 

de la façon su ivante : 

Cons idérons les e x p r e s s i o n s des r a c i n e s r é e l l e s de f en 

fonction de la r a c i n e 0 } : d h 0 h + 1 = g h ( 0 ) , 1 < h <; 1 - 1 ( 1-3 ) 

Pour tout h , 1 < h <; 1-1 , l es ent i ers d h d ivisent 1 ( 0 ) 

a v e c l 'hypothèse : 1 ( 6 ) = 0 (mod. p r ) et I ( 0 ) =}= 0 ( mod. p r + 1 ) ( r s 1 ). 

A l o r s , ou bien d^ ^ 0 ( mod. p) , ou bien d^ = 0 ( mod. p ) et comme 
p ^ i 

d h ^ 0 ( mod. p ) , il e x i s t e un entier r h , 1 < r h < r , tel que 
r h r h + 1 

d^ = 0 ( mod. p ) et d h ^ 0 ( mod. p ) . S i d ^ 0 ( mod. p ) , on 

posera r^ = 0 . 

Supposons que nous ayons construi t la su i t e ( a , . ) des 
1 , K 

approximations p - a d i q u e s , modulo p , de la rac ine de f . Il e x i s t e 

un idéal premier ^ , de norme p , tel que 01 = a^ k ( mod. ^ ) , pour 

tout k € N* . 

Pour tout i , 2 ^ i < t , dés ignons par a. . l 'entier ra t îon-I , K 
k k nel , unique au module p près , tel que 0. = a. . ( mod. îp ) ( c o r o l -

I I , K 

la ire I. 1 ) . Nous avons donc : f (a . . ) = 0 ( mod. p ) , \ <, \ <, l , et 
I , K 

i = t k 
E a. . = s ( mod. p ) c e qui détermine a , , s i les a. , , l £ k £ t - 1 , 

. i , K t , K i , k 

sont connus . a , étant connu , il su f f î t donc de ca lcu ler a. . pour 1, k I + 7 , K 

1 < î s t - 2 . 



Pour tout i, l ^ i ^ - 2 , d i ( e î + 1 - a . + 1 > k ) = g i ( e i ) - d . a i + 1 ) k 

k+r. k+r. 
Ç 1 ( Tj s 0 ) et comme 0. h a ( mod. ) , nous avons : 

' î i 
k+r. k+r. 

9 | ( a 1 , k + r ^ - V l + l . k € ? ' = P ' d ' ° Ù : 

k+r. 
d ï a ï + 1 , k s 9 I

( a 1 f k + r . ) ( m 0 d « P ' ) , ' ' i 

Or : ou bien , r. = 0 <=> d. £ 0 ( mod. p ) et la congruence 

(<3) s e réduit à : d. a . + 1 k H g.( a k ) ( mod. p ) a v e c ( d. , p ) = 1 
' ' r . 

ou bien , r . s 1 et d. = p d. a v e c ( d . , p ) = 1 . 

La congruence ( (3) montre a l o r s que , n é c e s s a i r e m e n t , 

r. r. 
g i ( a l , k + r . ) ( m o d ' P ' } ' d ' O Ù g i ( a l , k + r . ) = P ' G i ' i ' i 

i k et la congruence ( £ ) s e réduit à : d . k = G. ( mod. p ) . 

Dans les deux cas , ( <3) détermine a. + 1 k , 1 s i s 1-2, de f a -
^ k 

çon unique mod. p 

Nous savons de p l u s , ( proposi t ion 11.3 ) , que , pour tout 

couple ( i, j ) , 1 ^ i < j ^ l , il e x i s t e un ent ier r. . , 0 < r. . s r , tel ' > J ' J J r. . r. .+1 
que - 0. € tp ' 'J et 0j - 0. f ' ' J . Il en ré su l t e , pour ceux des 

couples ( i , j ) pour l e sque l s r. . : 
' > J 

a j , k " a i , k ( m o d « pl< ) S i 1 - r i , j ' 
a. . ^ a . ( mod. pk ) s i k s r. . + 1 . j , K i, K i, j 

S o i t p' = sup r. . , a l o r s pour tout ( i, j ) , 1 < î < j s £ , 
1 s i < j s i 1 ' J 

0. - 0. € ^ + 1 . P a r su i te , pour tout i, tout j / i, a. , è a . , ( mod. pk ) 
j i j , K i , K 

si k s p1 + 1 . 
En résumé , nous avons : 



P r o p o s i t i o n 1 1 . 9 : 

S o i t p un nombre premier tel que I ( 8) s 0 ( mod. p r ) et 

1 ( 0 ) ^ 0 ( mod. p r + 1 ) ( r :> 1 ) . Pour tout k Ç IN* , il e x i s t e l en-

tiers rat ionnels a. . , I s i s t te ls que : 
i , K 

f ( a. . ) H 0 ( mod. pk ) 1 s i s l 
I , K 

k+r. 
d r a J + t , k S 9 f ( a t , k + r . ) < m o d - P ' > 1 s i s 1-2 

' ' i 
l - l k 

k
 5 s - E a.^ k ( mod. p ) 

k k De plus : a. . = a. . ( mod. p ) s i 0 < k < r. . ; a. . f a. . ( mod. p ) 
J , K I , K I , J J , K L,K 

si k ^ r. . + 1 , et a. . k a. . ( mod. pk ) pour tout ( i, j ) , 1 s i < j s l i, J J » K i, K 

et pour tout k s p'+ 1 où p1 = sup r. . . 
1 s i < j s £ '»J 

L e s a. . , 1 s i <, l , sont les approximations p - a d i q u e s 
i , K 

modulo p des l r a c i n e s ©. de f dans Z et on a : i p 

n d ( © , © ) = ( ~ ) ( p. 19 ) 
1 < i < j < i J p 

Nous avons a l o r s les deux théorèmes suivants , analogues 

aux théorèmes 1.2 et 1.3 : 

T h é o r è m e 11.3 : 

S o i t p un nombre premier tel que 1 ( 0 ) = 0 ( mod. p r ) et 

1 ( 9 ) ^ 0 ( mod. p r + 1 ) ( r ;> 1 ) . A l o r s l'équation f ( x ) = 0 admet l ra-

cines ©. dans Zp et le produit des d i s tances mutuel les des r a c i n e s es t : 

n d(© © ) = ( i v r 

1 s i < j S l J M 



T h é o r è m e 11 .4 : 

So i t p un nombre premier tel que 1 ( 0 ) = 0 ( mod. p ) et 

1 ( 8 ) ^ 0 ( mod. p r + 1 ) ( r ;> 1 ) . Pour tout ent ier k , k à 1 , l'idéal 

p E ^ s e décompose en un produit de t idéaux pr imaires canoniques 

conjugués : 

k h = l h k 
P E = n a ( f ) K h = 1 

a v e c pour tout h , 1 < h <• t , 

a h (<p k ) = ^ = ( P
k , e h + ï " a i , k ' = 9j - k ' 

h+i mod. I 1+l-h mod. t 

> 0 h + i - a i , k ' 1 ^ e i - a i + ^ - h , k ' 1 £ î ^ ^ S O n t 

deux Z - b a s e s ( identiques sî h = l ) de l'idéal !ph et les a. k , \ <. \ < l , 

sont les approximations p - a d i q u e s , modulo p , des r a c i n e s 0. de f 

dans Q , que l'on ca l cu le à l 'aide de la proposi t ion 11.9 . 



P A R T I E (II 

Cas particulier des corps cyc l îques de degré 5 . 

III. 1. - Rappels . 

Les notations sont les mêmes que c e l l e s u t i l i s ées dans le 

cas général ; nous préc i sons cer ta ines d'entre e l l e s dans ce cas part i -

cul ier . 

Nous c h o i s i s s o n s r = 2 comme générateur du groupe multiplicatif (Z/ôZ)*. 

Nous avons a lors : G a l ( Q ' / o ) = (T) , les automorphismes T' , 1 £ î < 4, 
i k 2' k i étant déf inis par : T ( e ) = e , 2 k modulo 5 . 

Pour tout ot€ Q' , le conjugué T'( a ) étant noté eu , 1 ^j ^4, 
î 2 3 j = 2 ( mod. 5 ) nous avons : T( a ) = A2 , T ( a) = a^ , T ( a ) = A3 , 

T4 ( a ) = a 1 = a ; il en résu l t e , pour tout j , 1 ^ j < 4 , T ( 0CJ ) = a 2 J , 
2 3 4 T ( a - ) = a A ; , T ( a - ) = a , ; , T ( a ; ) = a . ( avec pour tout ( i, j ) Ç 

J ^ J J J J J J 

[ 1 , 2 , 3 , 4 } 2 , i j mod. 5 € { 1, 2, 3, 4 } ) . 

Les réso lvantes de Lagrange : 

< eu , Xk > = s X ^ c p - M c p C e . ) , o . k . 4 , seront notées : 
cp € G 

h=5 . 

0 u , j = < 6 u ' X 5 _j > = eJ e
u + h ' = , e t 

plus simplement , pour u = 1 , 

V < 0 1 ' ^ 5 - j > - [ l , e j h 0 h + 1 ' 1 • 

Le corps Q1 es t principal et nous savons que : ( [ 1 6 ] ) 

« 5 , 5 3 2 4 5 'n 4 i* 9 u , j = Xj a j a 2 j a 3 j a 4 j " a i j > 

1 ^4 i j mod. 5 

1 ^ i* <; 4 , i i* = 1 ( mod. 5 ) , 

X • € Q ' , 

avec 



a1 ' a 2 ' a 3 ' a 4 e n t î e r s conjugués de Q1 te ls que 

m = N ( a- ) = p, x p , X . . . X p„ , les p. étant des nombres premiers tous i \ £ n i 
d is t incts et p. = 1 ( mod. 5 ) pour tout i . 

Polynome fondamental f de K et base de E^. . 

Nous c h o i s i s s o n s pour polynome fondamental de K ( po ly -

nome dont quatre parmi les cinq rac ines forment avec 1 une base de E. J 

le polynome f défini par la formule ( III-1 ) : 

5 5 f ( X ) = ( 5 X - s ) 5 - 10 m x 5 2 ( l - S , ( 5 X - s ) 3 - 5 m x 5 3 ( l - S , l E 4 o^j a 4 i ( 5 X - s ) 2 

+ 5 m x 5 4 ( l " s ) - î = 4 2 
m - E Ct. <Xrj • 0 t A . 

i = 1 ' 

i = 1 

tes, \ c 5 ( l - s ) ' v
4 2 3 

(5X-s ) - 5 m L a 2 î a 3 i a 4 j 
i = 1 

a v e c s = 1 pour un corps unitaire , s = 0 s inon . 

Nous c h o i s i s s o n s pour base de E ^ : { 1, 0^, 02 , 0g» 0^ } 

Etude du discriminant D ( 0 ) du polynome f et de l ' indice 1 ( 0 ) . 

2 
Nous avons D( 0) = D^ ( p. 6 ) 

où D , = | e1."1 I = II ( 0. - 0. ) . 
1 S Ï S 5 ^ s i < j < 5 
1 s j <5 

• c comporte 10 fac teurs 0. - 0. et peut ê t r e mis sous la 0 J i 
forme de deux produits de chacun cinq termes : 

1=5 i=5 
n ( 0i+1 - 0. ) x n 

1 = 1 ( i + I m o d . S) 1 = 1 ( i+2 m o d . 5 ) 

en posant : 
ï=5 

= _ÏI ( 0 . + î - 0. ) = N( 02 - 07 ) = N ( ct( 0) -

D 5 = - N ( 0 Î + 1 - 0. ) X N ( 0 i + 2 - 0J ) = - M1 X M2 

M2 = _n ( 0 i + 2 - 0. ) = N ( 0 3 - 01 ) = N ( CT2 ( 0 ) - 0 ) . 

C e s en t î er s rat ionnels Mj et M2 ont la propriété suivante : 



L em m e 111.1 : 

M, et M_ sont d iv i s ib les par M = 1/D.. = 5 2 ( 1 - s ) m ( p. 6) 1 ii r\ 

Démonstration : 

So i t p un diviseur premier de M ; deux cas sont à c o n s i -

dérer : 

1°) p d iv i se m ( donc p ^ 5 ) . So i t !p l'idéal premier tel que 

ip5 = p E K . Pour tout couple ( i, j ) , i ^ j , 0. = 0. ( mod. *p ) ( p r o p o -

s i t ion 1.2 ) , donc en part icul ier 0 = 02 = 0^ ( mod. "P ) , il en résulte: 

pour 1 ^ j < 2 , M. € i p n Z = pZ , d'où M . = 0 ( mod. p ) . 
J J 

Puisque m = p, X p , X . . . X p , les p. étant des nombres premiers tous | Jmà M | 

différents , congrus à 1 mod. 5 , IVL , 1 £ j £ 2 , e s t d iv is ib le par m . 

Comme pour s = 1 , M = m , le lemme est démontré dans ce c a s . 

2°) p = 5 , a lors s = 0. So i t Q l'idéal premier tel que S^ = 5 E^, 

nous avons : 0. = 0. ( mod. Q ) pour tout i et tout j / i ( lemme 11,1 ) ; 

il en résu l t e , si 1 s i < 5 , 0. , - 0. € 8 2 et 0. _ - 0. € Q2 , d'où , I T | I F T' Z* I 

pour 1 < j < 2 , M. € ( Q2 ) 5 fl Z = 5 2 Z , et M. s 0 ( mod. 5 2 ) , 

ce qui , puisque ( 5, m ) = 1 , démontre le lemme dans le cas s = 0 . 

Conséquence : 

Pour j = 1, 2 , posons | Mj | =Mrr)j , a lors : 

V d T D = | D s | = | Mj M2 | = M2 m t m 2 = I ( 0) x JÔ^. ( p. 6, 7 ) , 

par sui te : I ( 0 ) = m? X m 2 ( Il 1-2 ) 

R e m a r q u e s : 

1°) Le résultat précédent s e g é n é r a l i s e sans diff iculté dans le 

cas des corps cyc l iques de degré premier impair quelconque t>5 . 

2°) M, et M_ s e calculent à l'aide des réso lvantes de L a -1 ^ 

grange , et on en déduit une e x p r e s s i o n de m^ et m 2 ne portant que sur 

les e , 1 < h Ê 4 et le quadruplet ( a , , a 9 , a - , a A ) : 



c1+3s i, 4 _ 3, _ 2 w 2 3 3 2* ,„ 4 , 3 2 o W 3 2 2 3 u 5 mj = | ( e - 2 e +2e -e) ( c^ctgOt^-aj a 2 a 3 ) + ( 2 e +e - e -2e ) (a 1 OjO^-a, c^a^) | 

3 2 4 + |5m(e - e ) ( c ^ a ^ - a j a 3 )+5m(e - e ) ( a , a 2 - a 3 a ^ ) | 

e1+3s i / 4 0 3 , _ 2 w 2 3 3 2 ^ / o 4 , 3 2 „ w 2 3 3 2U 5 m 2 = | ( e - 2 e +2e - e ; (a 1 c ^ a ^ - ^ a^ a^;+(2e + e - e - 2 e ) ( a 2 a 3 a ^ - a 1 c ^ ^ ) | 

3 2 4 + |5m(e - e )(a1 a 2 ~ a 3 a 4 ) + 5m(e - e ) ( a^ a^-c^a^) | ( avec s = 0 ou 1 ) 

3°) S i nous gardons 0̂  et échangeons les autres 9 de la façon 

suivante : nous remplaçons 02 par 0^ , 9^ par 0^ , 9^ par 92 , 9^ par 

, a lors M^ devient M 2 , e t m^ devient m 2 , c e qui revient à remplacer, 
3 

dans l ' express ion de M̂  , EU par T ( A - ) . 

III. 2. - Etude des r a c i n e s multiples de [a congruence f ( x ) H 0 ( mod. p ) 

pour les d iv i s eurs premiers p de I ( 0 ) . 

( Rappelons que le polynome fondamental f étudié dans la 

su i te est le polynome donné par la formule ( III — 1 > ) . 

P r o p o s i t i o n 111.1 : 

La congruence fondamentale f ( x ) = 0 ( mod. p ) n'admet 

pas de rac ine multiple d 'ordre 3 , pour tout d iv iseur premier p de I (9) . 

Démonstration : 

Supposons que la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) admette 

une rac ine tr iple a, a lors : f ( x ) = (x-a) (x-b) (x -c ) ( mod. p ) ( p. 1 9 ) , 

( b £ a ^ c ( mod. p ) et b ^ c ( mod. p ) ou b = c ( mod. p ) ) . 

So i t "p l'un quelconque des idéaux premiers , de norme p ; a es t rac ine 

d'ordre 3 de ( proposit ion 11.6 ) , et en remplaçant éventuellement "p 

par l'un de s e s conjugués , on peut supposer : 

61 H 9i H 9j s 3 ' 9h = b ' 6k " C m o d * ^ ) 

2 s i < j s 5 2 < h < k , h / k . 

( Remarquons que { 9, , 0; , 0j , Gh , 0k } = { 0, , 02 , 6 3 , 84 , 85 } 

à l 'ordre près ) . 



S o î e n t : E^, l'anneau des e n t i e r s du c o r p s Q1 

l'anneau des e n t i e r s du c o r p s KQ1 (composé de K et Q') t\ y1 

On dés igne par : ^ q , l ' idéal engendré par dans KQ' , c ' e s t - à - d i r e , 

1 W = * E K Q « = { j UJ ? J ' UJ € * » Ç EKQ- } (J e n ^ m b r e f i n i ) , 

et on dés igne par : le s o u s - a n n e a u de E ^ , const i tué par l 'ensemble Q' KQ' 

Jj ôj > o ù u j € * e t ô j € l Q -des sommes f in i e s Z u. ô; , où u. € et ô; € E , , donc : 
J 

- { f u J V Ô J 6 E Q ' } £ W ' 

j en nombre fini 

Remarquons qu'en général n 'est pas un idéal de » c a r le p r o -

duit d'un élément de $ par un ent ier de KQ' n'appartient pas n é c e s s a i -
rement à . Mais on démontre que : 

rQ' 

(1) e s t un module sur E Q , et J>Q| D EQ 1 = p E Q I 

- (2) s i ( D k , D q i ) = 1 , <PQI = ? K Q I 

( D ^ , Dq , désignant respec t ivement les d iscr iminants des corps K et Q'). 

Pour démontrer que fl E_. = p E - . , on u t i l i s e la p r o -Q Q' Q' 

pr ié té des d e g r é s : 

[ K Q ' : Q ] = ) = [ K : Q ] x [ Q': Q ] ( [ 2 ] ) , 

d'où il r é s u l t e ( [ 4 ] ) que les ex tens ions K et Q' de Q sont l inéairement 

d i s jo intes sur Q ; on montre a l o r s que tout X' Ç $ , fl E , e s t de la f o r -

me : X' = p ô' , ô' Ç E , ; le ré su l ta t s ' e n déduit immédiatement. 

Pour démontrer (2) , en invoquant le théorème sur la composit ion des 

c o r p s de nombres dont les d i scr iminants sont premiers entre eux ( [ 8 ] 

et [ 9 ] ou [ 5 ] ) on montre d'abord que tout élément § de s ' é c r i t : 

1-2 

§ = E a k e , a k € E ^ pour tout k ( E ^ désignant toujours l'anneau 
k=0 

des e n t i e r s de K ) , puis on montre que ^ , £ , d'où le r é s u l t a t . 



Cons idérons les r é s o l v a n t e s de Lagrange : 

w=5 w=5 , ,% 
ô = y vw y v ( w - 1 ) 0v £ 0w+1 e 8w 

w = 1 W=1 

1 < v s 4 (w+1 mod. 5) 

P o s o n s : 0u = a + a y s i u 6 { 1, i, j } , 6h = b + cth , 9k = c + a k , 

avec a , a h , a k dans $ . A l o r s Qv = uuv + Pv , 1 < v < 4 , où : 

uuv = a ( 1 + e + e ) + b e + c e t E. , 

v ( î — 1 ) v(j-l). v(h-1 ) v(k-l) _ _ Pv = aî+a. e + a-e + ah e + ak e € <PQ, 
L e s quatre e n t î e r s v ( î-1 ) , v ( j-1 ) , v ( h - 1 ) , v ( k-1 ) sont deux à deux 

d i s t incts et appartiennent mod. 5 à { 1, 2, 3, 4 } , donc : 

1 + ev( '-1 ) + cv( J"1 > + e^"1 > + ev(k"1 > - e4 + e3 + e2 + c + 1 = 0 . 
r-, / u \ v ( h - 1 ) . , x v ( k-1 ) Par s u i t e : ou = ( b - a ) e + ( c - a ) e 

Nous savons que ( [ 1 6 ] ) : 

"ë1 "ë4 = "ë2 "ë3 = m = "ëv , 1 s v s 2 , ( avec s - 1 pour un 

corps unitaire , s = 0 s inon ) . 

On a : 

\ Vv = ( + pv } ( Vv + Vv } = œv Vv + ( pv Vv + Wv Vv + PvP̂ -
= % Vv + vv 

avec € E Q I , v v € ( car «pQ, e s t un module sur E Q , ) . 

A l o r s 8 = 8 2 63 => («1 0U4 ~ ^3 = v 2 ~ V1 ' 

c e qui montre que U^ UÛ  - W2 OÛ  € FL E ^ , = P E Q I > , a congruence 

dans Eq , : t«1 - ou2 uu3 = 0 ( mod. p ) . 

Nous avons : 
w % r 4 h + k , h + 4k 2 h+3 k 3 h + 2 k -, uo1 au4 - uu2 uu3 = ( b - a ) ( c - a ) [ e + e - e - e J . 

P o s o n s y = 4 h + k = k - h ( mod. 5 ) , a lors 3 h + 2k = 2y ( mod. 5 ), 

2 h + 3 k = 3 y (mod. 5 ) , h+ 4k h 4 y ( mod. 5 ) ; comme 2 s h < k s 5 , 



nous avons 1 ^ k - h s 3 et y = 1 , 2 ou 3 ( mod. 5 ) , i I en r é s u l t e : 
v , 4 y 3y 2y + r 4 3 2 , -, / 

e y + e - e - e = - l e - e - e + s J suivant que y = 1 

( mod. 5 ) ou y = 2 ou 3 ( mod. 5 ) ^ . 

Par su i t e : 3 2 
uUj u)̂  - uu2 uu3 = 0 ( mod. p ) => ( b -a ) ( c - a ) [ e - e - e + e ] = 0 ( mod. p). 

4 3 2 % Mais ( e , e , e , e ) étant une base sur Z de E t , c e s quatre é l é -U 

ments sont l inéairement indépendants sur Z , et par conséquent 

( b -a ) ( c - a ) = 0 ( mod. p ) . 

Or ce t te dern ière congruence e s t imposs ible par h y p o t h è -

s e , par su i te la congruence fondamentale n'admet pas de rac ine t r i p l e . 

R e m a r q u e : 

La proposi t ion précédente s e g é n é r a l i s e t rès simplement 

dans le cas des corps cyc l iques de degré premier impair -t quelconque 

s o u s la forme su ivante : 

S i p es t un d iv iseur premier de I ( 8 ) , la congruence fon -

damentale mod. p n'admet pas de rac ine multiple d 'ordre l~2 . 

C o n s é q u e n c e de la proposi t ion IH. 1 : 

S i 1 ( 0 ) = 0 ( mod. p ) , puisque la somme des o r d r e s de 

multipl icité des r a c i n e s de la congruence fondamentale ( mod. p ) es t 5 

et que cet te congruence n'admet pas de rac ine tr iple , a l o r s : 

1°) il e x i s t e toujours au moins une rac ine s imple 

2°) les s e u l s cas p o s s i b l e s sont : 

— une rac ine double et trois r a c i n e s s imples 

— deux r a c i n e s doubles et une rac ine s imple 

— une rac ine d 'ordre 4 et une rac ine s imple . 

Nous étudions chacun de c e s d i f férents cas . 



E x i s t e n c e d'une rac ine double et de tro is r a c i n e s s imples pour 

la congruence fondamentale mod. p . 

P r o p o s i t i o n III. 2 : 

S o i t p un d iv i seur premier de I ( 0 ) = m ̂  x m 2 . 

La congruence fondamentale f ( x ) = 0 ( mod. p ) admet une rac ine double 

et t ro i s r a c i n e s s imples s i et seulement s i p S: 5 et un seul des deux nom-

bres m, , m„ es t d iv i s ib le par p . 

l ^ 

Démonstration : 

Condition n é c e s s a i r e . 

S o i t p un d iv i seur premier de 1 ( 0 ) , on suppose que 
2 

f ( x ) = ( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) ( x - d ) ( mod. p ) , a v e c , a, b, c, d ent i ers 

rat ionnels deux à deux incongrus mod. p , c e qui entraîne p à 5 . 

D 'après la proposi t ion 11.6, a e s t rac ine d 'ordre 2 , et b, c , d sont r a -

c ines d 'ordre 1 de l'un quelconque des idéaux premiers de norme p . 

b, c, d jouant le même r ô l e et en remplaçant éventuel lement l'idéal tp par 

un de s e s conjugués , nous avons deux cas à c o n s i d é r e r : 

0, = 0 2 s a , 0 3 = b , 0 4 h c , 0 5 = d ( mod. Ç ) 

e i S 0 3 H a , 0 2 = c , 0 4 = d , 0 5 = b ( mod. Ç ) . 

Le deuxième cas s e déduit du premier en conservant 0̂  et remplaçant 0 2 

par 0 3 , 0 3 par 0^ , 0^ par 0 2 et 0^ par 0^ , c e qui transforme rr̂  en m 2 

et revient à remplacer OU par T ( a . ) ( p. 51 ) . 

Nous étudions a l o r s uniquement le premier c a s : 

i=5 9, = 0 2 ( mod. «p ) => M1 = _TI ( 0 . + 1 - 0- ) 6 $ fl Z = pZ , 

d'où : |M1 | = Mm j = 0 ( mod. p ) et comme M = V D
K ^ 0 ( mod. p ) 

( proposi t ion II. 1 ) , m1 = 0 ( mod. p ) . 

De plus , les quatre e n t i e r s a, b, c, d, étant deux à deux 

incongrus mod. p , 0 . + 2 - 0. ^ $ pour tout i , 1 < î < 5 . Il en r é s u l t e : 



m 9 ( mod. p ) => M,, = II ( e , + 2 - 0; ) ^ 0 ( mod. p ) =» M2 ^ 0 ( mod. *p) 

M2 = n ( e i + 2 - e. ) f $ , donc |M2 I = M m 2 £ 0 (mod. p ) et m 2 £ 0 (mod. p). 
i = 1 

Condition s u f f i s a n t e . 

p étant un nombre premier , p & 5 , on suppose m^ = 0 

( mod. p ) et m 2 £ 0 ( mod. p ) . A l o r s M1 = 0 ( mod. p ) et auss i M1 = 0 

( mod. ^ ) , où Ç es t l'un quelconque des idéaux premiers de norme p . 

i=5 
L'idéal premier ^contenant le produit II ( + ^ - 0j ) contient au moins 

i = 1 

une des d i f f é r e n c e s 0. - 0. , et en remplaçant éventuel lement 1} par un 

de s e s conjugués , on peut supposer que 0 2 - 0̂  € $ . 

Démontrons que , pour tout i , 2 ^ ï ^ 5 , - 0. £ "P « 

a) 9 3 - 6 2 H ( r e s P - 81 - 0 5 $ ? ) s ' n o n 63 - Qj € ? ( r e s p . 

0 2 - 0g € !p ) , c e qui n 'est pas v é r i f i é , car 

i=5 n - i = 1 

et 0. „ - 0. $ $ pour tout i , 1 £ i £ 5 . Donc s ' i l e x i s t e i tel que I T* £ I 
- 9j ^ ? > a lors i = 3 ou i = 4 . De plus tp ne contient qu'une s e u l e 

des deux d i f f é r e n c e s 0^ - 0 3 et 85 - 0^ , s inon on aurait 0^ - 0^ € $ . 

p) 0^ - 0^ | 'P . Nous le démontrons par l 'absurde : 

s i e 4 - 0 3 € $ , il e x i s t e ( a, b, d ) € Z 3 t e l s que 0 s 0 2 = a , 0 3 s Q̂  = b, 

0 5 s d ( mod. ip ) ( proposi t ion 1.2 ) et puisque 0 3 - 01 £ ? , 0 2 - 65 £ 

on a , a ^ b ^ d ^ a ( mod. p ) . Comme dans la démonstra-

tion de la propos i t ion III. 1 , en posant : 0. = a + a- s i i = 1 , 2 , 

0. = b + <Xj , s i i = 3, 4 , 0 5 = d + a 5 , a . € !p , 1 < i s; 5 , nous o b t e -

nons 0 = (« + p , 1 < v ^ 4 , a v e c : 
v V V 

/ , , v \ , / , 3v v , . 4v uuv = a ( l + e ) + b ( e + e ) + d e 

= ( a - d ) ( 1+s V ) + ( b - d ) ( e 2 v + e 3 v ) € E Q , 



_ 2 4 3 2 

A l o r s 9j 84 = 8 2 8 3 => UU1 UU4 - A>2 OJ3 => (a-b) ( e - e - e + e ) = 0 ( p ) 

c e qui e s t imposs ible puisque a ^ b ( mod. p ) . 

Donc , s i 0 2 - 0 € $ , a l o r s 9 4 - 63 £ ? • 

y ) 0 5 - 9 4 | ? . En ef fet , s i 9 2 - 9 , € ? et 9 5 - 9 4 € *p , par 

conjugaison , on aurait : 

9 4 - 0 3 = a 2 ( 0 2 - 9, ) € a2(<p) et 0 2 - 9., = a 2 ( 0 5 - 0 4 ) € a 2 ( ! p ) 

c e qui e s t imposs ib le d 'après p), en remplaçant l'idéal *p par son c o n j u -

gué CT2( !p) . 

Nous avons donc montré que , s i p s 5 , m^ = 0 ( mod. p ) 

et m 9 ^ 0 ( mod. p ), il e x i s t e un idéal premier îp , de norme p, tel que : 

9 3 - 9 , € ? , e . + 1 - 9 , ^ , 2 £ i < 5 , 0 . + 2 - 6; £ <P , 1 ^5 . 

Toujours , compte-tenu de la proposi t ion 1.2 , il e x i s t e des ent i ers r a -

tionnels a, b, c, d , deux à deux incongrus mod. p , te l s que : 

61 H 0 2 s 3 ' 0 3 = b ' e 4 H c ' 05 = d * m o d ' ? ^ ' 
5 2 11 en r é s u l t e : f ( x ) = Tl ( x - 9. ) M x - a ) ( x - b ) ( x - c ) ( x - d ) ( mod. p ), 

i=1 

ce qui montre que la congruence fondamentale admet une rac ine double a 

et t ro i s r a c i n e s s imples . 

R e m a r q u e s : 

1°) Il r é s u l t e de la démonstration précédente que : 

9 = 9 = a et 9 A = 0 , = b ( mod. y ) 
ou 

0 2 = 0, = a et 0 5 = 0 4 h b ( mod. «p ) 

=> a = b ( mod. p ) 

En conservant 0 et en remplaçant 0 2 P a r , 63 Par 65 > ©4 P a r S2 et 

0^ par 0 4 , on en déduit : 

ou 
Î j M , = a et 0 2 = e 5 = b ( mod. !p ) 

03 = 0, = a et 0 4 = ô 2 = b ( mod. «p ) 

=> a s b ( mod. p ) 



2°) Relat ions v é r i f i é e s par les r a c i n e s a, b, c, d . 

On suppose rrij H 0 ( mod. p ) et m 2 ^ 0 ( mod. p ) . 
2 

Nous savons a l o r s que : f ( x ) = ( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) ( x - d ) ( mod. p ) , 

d'où : 2 a + b + c + d = s ( mod. p ) . 

Cons idérons l'idéal premier $ = ( p , 0j - a , 0 2 - a , 0^ - b , 0 ^ - c ) 

( a v e c 0g s d ( mod. îp ) ) . Nous posons 0. = a + a . , si i = 1 , 2 , 

0 3 = b + a 3 , 0 4 = c + a 4 , 0 5 = d + a 5 , a . € $ , 1 ^ i s 5 et nous cal -

culons ( avec les notations de la démonstration de la proposi t ion 111.1 ) 
ujj Wq - («2 (i)j . 

Nous obtenons a lors que u)̂  uû  - œ2 uû  = 0 ( mod. p ) , si 

et seulement s i : 

( b -a ) ( c - a ) + ( c - a ) ( d - a ) - ( b -a ) ( d -a ) = 0 ( mod. p ) . 

E x i s t e n c e de deux r a c i n e s doubles et d'une rac ine s imple pour 

la congruence fondamentale mod. p . 

P r o p o s i t i o n III. 3 : 

S o i t p un d iv i seur premier de 1 ( 0 ) . 

La congruence f ( x ) = 0 (mod. p ) admet deux r a c i n e s doubles et une r a -

cine s imple s i et seulement s i : 

p / 2 et p / 5 

rrij = m 2 = 0 ( mod. p ) 

" 1=4 2 3 Z a 2 i a 3 i a 4 i " 0 ^ m°d. P ) 

Démonstration : 

Condition n é c e s s a i r e . 

S o i t p un d iv i seur premier de 1 ( 0 ) . 
2 2 

On suppose que f ( x ) = ( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) ( m o d . p ) avec : 

a ^ b ^ c ^ a ( mod. p ) et 2 a + 2 b + c = s ( mod. p ) . 

( Remarquons que n é c e s s a i r e m e n t p ^ 2 ) . D 'après la proposi t ion 11.6 , 



a et b sont rac ines d'ordre 2 , c e s t rac ine d'ordre 1 de l'un quelconque 

des idéaux premiers divisant p E ^ , et parmi c e u x - c i , il ex i s t e au moins 

un idéal îp tel que l'on ait 0 = a ( mod. îp ) et 0. = a , b , ou c ( mod. îp ) 

s i i € { 2 , 3 , 4 , 5 } . 

A priori , il y a 12 cas à envisager . Compte-tenu de la 

remarque 1 °) p. 57 , 4 de c e s cas sont impossibles . Par conjugaison, 

à partir de c e s 4 cas , on élimine 4 autres cas . Il r e s t e a lors 4 possi -

bi l i tés qui s e déduisent de l'une d 'e l l es par conjugaison . Par sui te , 

nous étudions le seul cas : 

01 s 0 2 = a , 0 3 h 0 5 = b , 0 4 = c ( mod. <p ) . 

Nous savons que : 

01 = 0 2 ( mod. $ ) => m1 = 0 ( mod. p ) ( p. 55 ) 

On montre de même que : 

03 h 05 ( mod. $ ) =» m 2 = 0 ( mod. p ) . 

P o s o n s 0. = a + a . si i = 1 ou 2 , 0. = b + et; s i i = 3 ou 5 , 0^ = c + a ^ , 

a,j € $ , 1 s i < 5 . Nous avons : 6V = cdv + pv , 1 < v s 4 , avec 
/ , . v \ , ^ / 2 v ^ 4 v ^ 3 v uuv = a ( 1 + e ) + b ( e + e ) + c e 

= ( a - c ) ( 1 + e V ) + ( b - c ) ( c 2 v + e 4 v ) 6 E i 

Pv = | e V ( i " l ) - i ^ V • 

4 3 2 Nous avons uû  oû  - w2(m3 = ( a - b ) ( a+b-2c ) ( e - e - e +e ) . 

Comme a ^ b ( mod. p ) , «j - uu2œ3 h 0 ( mod.p) s i et seulement si : 

a + b - 2 c = 0 ( mod. p ) . 
2 2 Donc , si f ( x ) = ( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) ( mod. p ) , 

on a : 
a + b - 2 c = 0 ( mod. p ) 

2a+2b + c = s ( mod. p ) . 

Il en r é s u l t e : 5 c = s ( mod. p ) , c e qui montre que p ^ 5 

( car : s i s = 0 , 5 d iv i se D K et p d iv i se 1 ( 0 ) avec ( 1 ( 0 ) , ) = 1 , 

donc p , si s = 1 , puisque 5 c = 1 ( mod. p ) , p ^ 5 



Nous avons a l o r s f ( c ) = 0 ( mod. p ) a v e c 5 c - s = 0 

( mod. p ) . La formule ( III — 1 ) montre que : 

5 5 f ( c ) s - 5 5 ^ m Z a 2 ; a 3 i a^j = 0 { mod. p ) 

et comme p / 5 et p es t premier à m ( car m d iv i s e D ^ et p divisant I ( 0) 

est premier à D^, ) , on a : 

i=4 2 3 

I a 2 i a 3 i a 4 î = 0 ( mod. p ) 

Condition su f f i san te . So i t p un nombre premier , p / 2 et p / 5 tel que 

i = 4 2 3 rrij = 0 = m 2 ( mod. p ) et Z a 2 î a 3 î a 4 i = 0 ( mod. p ) . 

Pu i sque p d iv i s e m ( et m , ) , p d iv i se 1 ( 0 ) et la congruence f ( x ) = 0 1 z 

( mod. p ) admet au moins une rac ine multiple ( proposi t ion 11.5 ) . 

Compte-tenu des propos i t ions 111. 1 et 111. 2 , il y a, a priori , deux pos -

s i b i l i t é s : la congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) admet 

— so i t deux r a c i n e s doubles a et b et une rac ine s imple c . 

— so i t une rac ine a d 'ordre 4 et une rac ine s imple c . 

Démontrons que ce deuxième c a s e s t imposs ible . Pu i sque , par hypo -

thèse , p / S , il e x i s t e X € Z , tel que 5 d = s ( mod. p ) . 

'=4 2 3 5 
Z a 2 i a 3 i a 4 i = 0 ^ m o d ^ P ) => 5 f ( d ) = 0 ( m o d . p ) => f ( d ) = 0 ( m o d . p ) , 

i = 1 

Supposons que f ( x ) = ( x - a ) 4 ( x - c ) (mod. p ) , avec 4 a + c H s ( mod. p), 

a £ c ( mod. p ) . 

A l o r s f ( d ) = 0 ( mod. p) => d = a ou d = c ( mod. p ) 

— s i d s a ( mod. p ) , 4 a + c = 4 d + c = s = 5 d ( mod. p ) 

d'où a = d = c ( m o d . p ) , c e qui e s t imposs ible . 

— si d s c ( mod. p ) , 4 a + c = 4 a + d = s = 5 d ( m o d . p ) , 

d'où 4 ( a - d ) = 0 ( mod. p ) a v e c p ^ 2 par hypothèse , 

donc a = d = c ( mod. p ) , c e qui e s t imposs ible . 



P a r su i te le seul c a s pos s ib l e es t : 
2 2 f ( x ) = ( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) ( mod. p ) . 

C o r o I I a i r e : 

S o i t p un nombre premier , p / 2 et p / 5 , tel que : 

4 2 3 m = 0 S m 2 ( mod. p ) et Z a 2 i a 3 î a 4 j = o ( mod. p ) , a lors la 
i = 1 

congruence f ( x ) = 0 ( mod. p ) admet deux r a c i n e s doubles a et b et 

une rac ine s imple c . Cette dern ière e s t déterminée par : 

5 c = s ( mod. p ) . 

Donc : s i s = 0 , c = 0 ( m o d . p ) ; s i s = 1 , c e s t l ' inverse de s mod. p . 

E x i s t e n c e d'une rac ine d 'ordre 4 et d'une rac ine s imple pour la 

congruence fondamentale mod. p . 

R e m a r q u o n s d'abord que , s i 1 ( 0 ) = 0 ( mod. 2 ) , la c o n -

gruence f ( x ) = 0 ( mod. 2 ) admet une rac ine multiple ( proposi t ion II.5) 

et comme , modulo 2 , il n' y a que deux r a c i n e s incongrues , n é c e s s a i -

rement f admet une rac ine d 'ordre 4 et une rac ine s imple . 

Il r é s u l t e immédiatement des propos i t ions III.2 et III .3: 

P r o p o s i t i o n III.4 : 

S o i t p un d iv i seur premier impair de 1 ( 0 ) . 

La congruence f ( x ) = 0 ( m o d . p ) admet une rac ine d'ordre 4 et une 

rac ine s imple s i et seulement s i : 

m i = 0 = m 2 ( mod. p ) 

- i=4 2 3 
Z a2- ot 3 i a 4 i ^ 0 ( mod. p ) . 

i = 1 

Dans le c a s des corps cyc l iques de degré 5 , le calcul des 

polynomes g^ ( formule 1-3 ) s e fait e f fect ivement en uti l isant les f o r -

mules donnant les produits deux à deux et les c a r r é s des é léments d'une 



b a s e d 'ent i ers ( [16 ] ) . L'appl icat ion à c e c a s part icul ier de la propo-

s i t ion 11.9 et du théorème 11.4 permet a l o r s de cons tru i re les approx i -

mations p - a d i q u e s des r a c i n e s de f dans Q et d'obtenir des Z - b a s e s 

des idéaux pr imaires canoniques , lorsque p = N ( $ ) d iv i s e 1 ( 0 ) . 

I I . 3 . - Exemples de développements p - a d i q u e s des r a c i n e s du polynome 

f pour des nombres premiers p divisant 1 ( 8 ) . 

Dans les exemples suivants , nous donnons le discriminant 

D,, du c o r p s K c o n s i d é r é , le nombre a de Q ^ ut i l i sé pour cons tru ire 

K , le polynome fondamental f correspondant , la valeur de I ( 0 ) avec 

c e l l e de chacun des fac teurs m^ et m 2 > e t Ie début des développements 

p-adiques des r a c i n e s ®. de f dans Zp pour des nombres p divisant 1 (0 ) . 

A ) Cas où la congruence fondamentale admet une rac ine d ' o r -

dre 4 et une rac ine s imple . 

4 

1°) K es t le corps unitaire de discriminant D ^ = 1 5 1 , 

a = - e 2 + 3 e 3 + 2 e 4 ; f ( x ) = x 5 - x 4 - 60 x 3 + 1 2 x 2 + 784 x - 128 

Dans Z, 

I ( 0) = 2 9 ; m, = 2 3 , = 2 6 

® = 1 + 0 X 2 + 0 X 2 2 + 0 X 2 3 + . . 

® 2 = 0 + 0 X 2 + 0 X 2 2 + 1 X 2 3 + . . 

© 3 = 0 + 1 X 2 + 0 X 2 2 + 0 X 2 3 + . . 

® 4 = 0 + 0 x 2 + 1 x 2 2 + 1 x 2 3 + . . 

® 5 = 0 + 1 X 2 + 0 x 2 2 + 1 x 2 3 + . . 

.8 2°) K es t un c o r p s non unitaire de discriminant D^, = 5 x 61 

a = 3 e 2 + e 3 ; f ( x ) = x 5 - 61 0 x 3 + 4880 x 2 + 5185 x + 976 

I ( 0) = 21 1 x 41 , m, = 2 6 x 41 , m 2 = 2 5 

Dans Z 



©, = 0 + 0 x 2 + 0 X 2 2 + 0 x 2 3 + I x 2 4 + . 

© 2 = 1 + 0 x 2 + 1 x 2 2 + 0 x 2 3 + 0 x 2 4 + . 

® 3 = 1 + 1 X 2 + 1 x 2 2 + 0 x 2 3 + 1 x 2 4 + . 

© 4 = 1 + 1 X 2 + 1 x 2 2 + 0 X 2 3 + 0 X 2 4 + . 

© _ = 1 + 0 x 2 + 1 x 2 2 + 1 x 2 3 + 0 x 2 3 + . 

B ) Cas où la congruence fondamentale admet deux r a c i n e s dou-

bles et une r a c i n e s imple . 

4 

3°) K est le c o r p s unitaire de discriminant D ^ = 41 

a = e 2 + 2 e 3 + 3 e 4 ; f ( x ) = x 5 - x 4 - 16 x 3 - 5 x 2 + 21 x + 9 I ( 9) = 3 3 , m j = 3 , m 2 = 3 2 

Dans Z. 

© = I + 2 x 3 + 0 x 3 2 + 1 X 3 3 + . . 

© 2 = 1 + 1 X 3 + 0 X 3 2 + 0 X 3 3 + . . 

© 3 = 0 + 1 x 3 + 1 x 3 2 + 2 x 3 3 + . . 

© 4 = 2 + 0 X 3 + 0 X 3 2 + 0 X 3 3 + . . 

® 5 = 0 + 1 x 3 + 0 X 3 2 + 2 X 3 3 + . . 

4°) K es t un c o r p s non unitaire de discriminant D^, = 5 x 71 

c c = 3 e + e 2 + 2 e 3 ; f ( x ) = x 5 - 7 1 0 x 3 - 3 1 9 5 x 2 + 7 1 7 1 0 x + 69651 

1 ( 0 ) = 3 4 x 1 087 , m = 3 x 1 087 , m 2 = 3 3 

Dans Z. 

© 1 = 1 + 0 X 3 + 0 X 3 2 + 2 X 3 3 + . . . 

© 2 = 1 + 1 X 3 + 1 X 3 2 + 1 X 3 3 + . . . 

© 3 = 2 + 0 X 3 + 0 X 3 2 + 0 X 3 3 + . . . 

© 4 = 0 + 0 x 3 + 1 x 3 2 + 1 X 3 3 + . . . 

© 5 = 2 + 0 x 3 + 0 X 3 2 + 1 X 3 3 + . . . 



C) Cas où la congruence fondamentale admet une rac ine dou -

ble et t ro i s r a c i n e s s imples . 

5°) K es t le corps de l 'exemple 2°) de A ) . 

Dans : 

©1 = 33 + 12 x 41 + . . . 

© 2 = 33 + 40 x 41 + . . . 

© 3 = 7 + 15 x 41 + . . . 

© 4 = 16 + 15 x 41 + . . . 

©_ = 34 + 38 x 41 + . . . 
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