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Bases sur Z des idéaux primaires canoniques d'un corps K , extension

de @, cyclique, de degré premier impair 4 et approximations p-adiques

des racines d'un polynome fondamental f de K ,

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est la généralisation aux extensions
de Q@ , cycliques,de degré premier impair £ ( £ 25 ) des résultats obte~
nus sur [a construction de 7Z -bases des idéaux primaires canoniques

d'une extension cubique cyclique de Q ( [13], [14]) et [15]) .

Soit K une extension de Q@ , cyclique , de degré premier
impair £ . Notons DK son discriminant , Si 8 est un entier de trace 0 ou
1, suivant que £ divise ou ne divise pas DK , on note f le polynome mi-

"

nimal de 8 sur Q ( [17]) ; f est appelé polynome fondamental de

K " ([16]) .

Désighons par E‘K Itanneau des entiers de K ,

Soit p un nombre premier . Nous savons ( [7] ou [16])
que la décomposition de I'idéal pEK , engendré par p dans K, est liée
a celle de f sur @p par les équivalences suivantes :

- pEK =P o f est irréductible sur Z/pZ , donc f est ir -
réductible sur @p .

- pEK = ’D*’@f est une puissance &iéme sur Z/pZ et fest
irréductible sur @p & p divise DK .

- pEK = 5[31 X 152 X eee X ’1‘5& & f se factorise sur @p .

Notons N(P) la norme de I'idéal P ; les idéaux primaires
canoniques ( [6]) de K sont les idéaux ‘Dk , ou P est un idéal premier

de degré un, k est un entier quelconque si p = N( P) ne divise pas DK ,

k=1 si p divise DK .
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Comme dans le cas cubique , la représentation des idéaux
primaires canoniques de K par des bases sur 7 est |liéde au calcul effec -
tif des approximations p - adiques , modulo pk , pour tout entier k , des
racines dans @p d'un polynome fondamental f de K .,

Désignons par D(8) le discriminant du polynome ¥ .

Nous avons : |D(6) | = 12(6) xD, ([12]) .

Nous sommes amenés a distinguer trois catégories de nom-
bres premiers p :

- (1) les diviseurs premiers p de Dy -

- (2) les nombres premiers p qui ne divisent pas D(6) et pour
lesquels I'idéal pt‘-_'.K se factorise dans K ,

- (3) les nombres premiers p divisant D(8) et ne divisant

pas DK .

La premiére partie de ce mémoire est consacrée aux cas

(1) et (2) .
Dans le cas (1) , hous indiquons une base sur Z de i!idéal

premier P tel que pEK = 1‘>£ . Nous montrons , de plus , que f est irré -

ductible au module p2 prés . Il en résulte alors que f est irréductible
sur Q_ et que , pour tout entier k =22, [|'idéal qsk n'est pas un idéal ca -
nonique ,

Dans le cas (2) , les congruences f(x) =0 (mod. p) ad-
mettent , pour tout entier k , £ racines deux a deux distinctes modulo
pk , et chacune d'elles est |'approximation , modulo pk , d'une racine

p -adique de f ,

Dans la seconde partie , nous étudions les nombres pre-
miers p qui divisent D( 6) sans diviser DK . Nous montrons d'abord que
1(6) et A/DK sont premiers entre eux , par suite les nombres premiers

considérés sont les diviseurs premiers de I1(8) . Nous montrons , de



plus , que, si 1(8) =0 (mod.p), I'idéal PE, se factorise dans K en
un produit de £ idéaux premiers deux a deux distincts ,

Si la congruence fondamentale f(x) =0 ( mod.p ) admet au
moins une racine simple a , ce qui est toujours le cas pour £ =5, nous
savons , a l'aide du lemme de Hensel ( [3]) construire une suite d'en-
tiers A s définis modulo pk , de premier terme a , qui converge vers
une racine de f dans @p . Apartir de cette suite , nous savons trouver
les approximations , modulo pk , des autres racines de f dans @p .

Si 4 >5, pour certains diviseurs premiers p de 1(6) , il
peut arriver que la congruence f(x) =0 ( mod.p ) n'admette que des ra-
cines multiples . Nous donnons alors une méthode de construction d'une
suite d'entiers a ayant pour premier terme une racine multiple a et
convergeant vers une racine de f dans @p . A partir de cette suite ,
comme dans le cas d'une racine simple , nous construisons les approxi-

mations des autres racines de f dans @p .

Latroisiéme partie de cetravail est consacrée au cas par-
ticulier des corps de degré 5,

K étant un corps cyclique de degré 5, nous donnons des
conditions nécessaires et suffisantes, portant sur 1(9) et sur le qua -

(5)

druplet d'entiers conjugués de Q générateur de K , pour que la

congruence fondamentale suivant un diviseur premier de [ ( §) admette

- ou bien , une racine double et trois racines simples
- ou bien , deux racines doubles et une racine simple
- ou bien , une racine dlordre 4 et une racine simple ,

Nous donnons , pour terminer , quelques exemples de dé~

veloppements p -adiques ,
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PARTIE |

Représentation des idéaux ‘bk par des bases sur Z dans les deux cas

suivants :
- p = N(B) divise Dy -
- p=N(P) ne divise pas D(8) et pPE se factorise dans K.,
I.1.- Notations et rappels .
1) Notations .
Dans tout ce mémoire, les notations utilisées sont les sui-
vantes :

2 : nombre premier impair, £ 25 .,

Q'= @('f’) : gleme corps cyclotomique , engendré par e
3 H

Y
. T iéme .
racine primitive £ de 1'unité .

Soit r un entier rationnel, 1 <r < £-1, tel que sa classe

modulo 4 engendre le groupe multiplicatif (Z/ 22)* ; les éléments du

groupe Gal (Q@'/ Q) sont les 4-1 automorphismes , notés 7', 1 <i < £-1,
. i .

définis par les égalités : 'r'(ek) =" K , 1 =i 4~1, r'k modulo 4 .

Pour des raisons de commodité d'écriture, pour tout a€ @',

le conjugué T (a) de o sera noté a; 1<j<2-1, ji=r'(mod. 2) .

K : extension cyclique de Q , de degré 1 .

EK : anneau des entiers de K ,

G = Gal (K/@) = (o) . Pour tout X €K , on notera i; ,
1<i<t, le conjugué ci(}\) de X . Les éléments 6, d'un L-uple de

conjugués irrationnels de K sont alors numérotés , modulo £ , de fagon

h —
que © (eu)—eu+h .

2) Rappels ( [16]).

- Résolvante de Lagrange d'un élément eu .

~

e groupe G des caractéres de G est un groupe cyclique



dlordre £ dont les éléments , notés X » 0 <k =2-1, sont définis par :

Xo(ch)=l ) Xk(Gh)=ehk, 1<k =<4-1, h€Z, hmod, 1.

L.a résolvante de L.agrange de I'élément Gu relativement au

caractére X| ©st 1'é1ément du corps KQ' ( composé du corps K et du

corps Q') :
(8, X >= Z x (& ') ole,), 0sk=t-1, umod. £,
p€G
- Choix d'un polynome fondamental et d'une base de EK .

Les corps cycliques K , de degré premier impair 4, sont

a

construits & partir des idéaux principaux Ttde Q' , qui sont engendrés

. ieme . L1z .
par la puissance { d'une résolvante de L.agrange d'un élément pri-

mitif 6 de K ,
J.J. PAYAN a établi I'équivalence suivante :

M=(<8, x ), 1 sk=<t-1 e M=7" Il u
=t
. L% . _ L3 L ¥
ol : j” est un entier déterminé par : 1 <j" <4-1etjj =1 (mod. 4),
% est un idéal principal ,

U est un idéal premier , de degré un , dont la norme est sans

facteur carré et est premiere a £, et 91] est le conjugué T (%) , | = !

(mOdl'f/)’i:{],.oo, '{z"‘"}-
En désignant par A une base de I'idéal principal &, par U
-1 .

T g

une base de I'idéal I %IJ ,
i=1

hous avons : M = (X{u) .

Un corps K est dit unitaire s'il peut &tre construit & 'ai-
de d'un nombre u=1 (mod, £) . Dans ce cas , le £-uple de conjugués
{eu} construit avec A =1, U, s =1, forme une base de E .

Un corps K est dit non unitaire s'il peut &tre construit &

Itaide d'un nombre pu = ¢V (mod. 1) (h £0(mod. £)) . Dans ce cas ,
si { 8y } désigne le £ -uple de conjugués construit avec A =4, uets=0,

8 8 } forment une base de Ex -

les entiers { 1, ut2 ? 7 uta—1

ut+1?



Comme , dans les deux cas, 1 et £-1 des eu forment une

base de E nous n'utiliserons , dans la suite, que les bases de la

K H
forme { 1, eu s voes eu_%_z } (u+j, défini mod, £ ) et plus particuliére-

PRI

Nous choisissons pour polynome fondamental f de K: le

ment la base { 1, By 5eeer 8

polynome minimal , a coefficients dans Q , de ces eu .

- Calcul de DK .

Le discriminant DK se calcule a I'aide d'une base dlen-

tiers : (1-1)
2
1 ® ® 08 0 800 ¢ 0 0o ]
eu eu+z&—1
2{(1~ - -
D = . . =['ﬂ( S)m:|)Z’I=M’t]
eu+{,--2 eu+z8,—3
_,2(1-s) _ - _
en posant M = { m , avec s =1 pour un corps unitaire,s =20

sinon , et m = P, XPoy X eee XPps les P; étant des nombres premiers ,
deux a deux distincts , congrus a +1 modulo 1.

- Calcul de D(6) ( [10]) .

2{2-1)
D(g) = (-1) 2 Di ,
ol D{, est le déterminant de \Vandermonde d'ordre 4 :
] [ BN 3 BN ] I * 9 8 &0 ]
ligne i 22 = . o1 : =D, = I (9--—9i)
. . : ty<ci<jsg
4-1 4-1
% 1 %

colonne j =1



- Relation entre D(6) et Dy -

Le quotient 1(6) =/ Dée) est un entier, appelé " in -

K

dicede 8" .
Nous avons donc : ‘D(9)|=lz(9)XDK (1-2)

- Expression des racines de f en fonction de l'une d'entre

elles .

Pour tout u, 1 s=us<¢{ , et pourtouth, 1t <h <4{-1, il

existe un entier rationnel dh , divisant [(8) et un polynome 9, »
9, €Z [X], de degré inférieur ou égal & t-1 , tel que :
d Ousn = 91 (0,) (1 =h=t-1) (1-3)

La méthode théorique pour déterminer les polynomes 9,

est la suivante :

u étant un entier , 1 <su <4, pourtoutj, 2 <j <4-1, on exprime Sd
dans la base { 1, By » oo euﬂ_z } et on considére les -2 égalités ob -
tenues comme un systéme de £-2 équations a £-2 inconnues : euH, eu+2’

eee; B Ce systéme est un systéme de Cramer , car son détermi -

uti-2 °
nant A est égal , en valeur absolue, 3 1(8) ., Par les formules de Cra -

mer , on obtient alors A6 2 <h <1-2, sous la forme d'un poly -

u+h ?

nome en eu , a coefficients entiers rationnels , de degré inférieur ou
égal A 1-1 . Les formules (1-3) pour h =1,,.., £-2 s'en déduisent par

simplification éventuelle par le p.g.c.d de 1(8) et des coefficients du
2-2
polynome, On trouve enfin 910 €N utilisant : eu%_] =s - eu- hEI eu+h'

1.2.- Ildéaux primaires canoniques de K ,

Soit Jun idéalde K, On notera 3, umod. ¢, les conju-

gués o () de Ilidéal § .

Soit p un nombre premier naturel , Les décompositions

possibles de I'idéal pEK , engendré par p dans K , sont :
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- pEK =P, P idéal premier de degré {1 ; ce cas se produit
si et seulement si f est irréductible sur Z/pZ , donc aussi sur Q_ .

p
t , Bidéal premier de degré un; ce cas se produit

it

- pEK Y
sietseulementsi p divise DK ou encore si et seulement si f(x) = (x—c)£

(mod. p) et f(x) #(x-c)’r’ (mod, pz) . f est alors irréductible dans @p .
- pgE,_ = 1l P, » les idéaux P, étant des idéaux premiers ,

de degré un , deux a deux distincts ; ce cas se produit si et seulement

si f(x) = I (x—cu) ( mod. p ) avec au moins deux racines de f
u mod, £

( mod. p) <, et c,1 hon congrues mod, p ; f se factorise alors dans @p .

Clest ce dernier cas qui hous intéresse plus particulierement dans ce

travail .,

En 1965 , au cours d'un exposé ( non publié ) intitulé
" Bases arithmétiques de certains idéaux de corps abéliens de degré

premier ' , J.J. PAYAN a donné le résultat suivant :

Définition I, 1 :

On appelle idéal canonique un idéal entier § de K dont la

i=r Kk,

décomposition est de la forme : S= 1[I ‘13i' , ol les ‘Bi sont des idéaux
i=1

premiers , de degré un, de normes P; deux a deux distinctes . ki est

unh entier supérieur ou égal a 1 si p; ne divise pas DK , ki =1sip di -

vise DK .

Proposition l.1:

Soit S un idéal canonique , de norme q ; pour tout entier j,
1 <j<4, ilexiste un entier rationnel < défini de facon unique au mo-
dule q preés , tel que ej = c; (mod. ) . Ces entiers <, ont les proprié -

tés suivantes :

—— G F—————————————"




-
0
i

0O(mod.q), 1<j<t,et 2 c.=s (mod. q)

(i) {a, -c;, 1 =i <41 } est une base sur Z de I'idéal .

Remarques :

1°) §NzZ-=qZ.
2°) L'idéal § de base { q, 6, -c;, 1 =i <2-1} sera noté

S=(Q;ei"ci;1375/ﬁ—1).

3°) On obtient encore une base sur Z de § , en remplagant

dans la base précédente I'un quelconque des Oi-— < 1<i<4%-1, par

9

2~ %2
4°) 9 =c (mod. 3) = o (8)=8_ =c (mod. o"(3)=5,
(i+h mod. %)

Dlot : 3, = (q,eHh—ci,l <i<4-1), 1<h<4, ith mod, ¢ .

. h
Mais 8, = 0 ( 841 ( mod. &)

dloti :  J, = (a, 6 - Ciypp» 1 ST =1-1 ), 1 <h

) ( i+4-h mod. 4 ) avec e;%_h =Ciiioh

£, it4~-h mod, 1.

A

Cas particulier : ldéal primaire canonique ,

Un idéal entier J§ de K est un idéal primaire canonique si

. k . . . .
et seulement si §= P , ol P est un idéal premier de degré un ; k est un

entier quelconque si p = N(B) ne divise pas D » k=1sipdiviseD_ .
Il résulte de la proposition 1.1 le

Corollaire 1,1:

Soit ‘.pk un idéal primaire canonique , Pour tout entier j ,
1 <j<41, il existe un entier rationnel aJ. K ? défini de facon unique mo -
?
dulopk,telquee.za. (mod.ilSk)et{pk,e.-a. , 1 <i<t-11}
J i, K i i,k

est une base sur Z de ‘Bk .

. . . . K
Pour construire effectivement des Z -bases des idéaux T,
nous précisons comment nous obtenons les entiers A e Pour cela ,
)

nous distinguons les trois cas suivants :
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- p=N(P) divise Dy

N () ne divise pas D(9)

- p

- p=N(P) divise D(8) et ne divise pas Dy -

1.3.- Cas ol p=N(P) divise Dy -
Dans ce cas bien connu , nous avons les résultats sui-

vants :

Proposition 1,2 :

Soit p un diviseur premier de DK et soit P I'idéal premier
tel que pEK = ’DL . Alors {p, 6i -c, 1<i<2-11}estune Z-base de

lidéal P .

Démonstration :

Dy =0 (mod, p) e f(x) E(x—c)*’ ( mod. p) ﬁpEK=‘1$L.
D'apreés la propositionl,1, pour touti, 1 <i <4{ , il existe c; €7,
unique mod, p , tel que 8, =c; (mod. Plet{p, 6, ~c;, 1 =i =41 }

est une base sur Z de B. Alors : 0 Ef(ci) E(c—ci)}(’(mod. p), dou:

c = c; (mod. p), 1<i<t, etonabien B=(p, 6, - c, 1 <0 <2-1),

Propositionl,3:

Si D=0 (mod, p) et si P est Ilidéal premier tel que
pEK = EIS{ , alors :

(i) Pourtouti, 1 <i<¢, 6, n'estpas congru a un entier ra-
tionnel modulo I'idéal 1’52 .

(i1) La congruence f(x) =0 ( mod, pz ) n'a pas de solution et f

est irréductible modulo p2 .

Démonstration : ( Nous raisonnons par |'absurde )

(i) S'il existeunentier i , 1 <i <1, eta€Ztelsque § =a

( mod., ‘]32), alors, pour touth, 1 <h <%, oh(ei)= 6, =a (mod, ‘bz)

+h

( h+i mod, £) , soit: 6, =a (mod. ’Dz), 1 <u <4, Par suite, pour
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tout A € K, il existe x € Z tel que )\ = x ( mod, ‘bz).Orpé‘.]}z, on au -~

rait alors : A =r ( mod. ‘bz ) avec 0 <r <p, dlol card, EK/ ‘132 = p, ce
qui est impossible , car card, EK/ ‘]32 = N( 'bz) = p2 .

(i1} S'il existe a € Z tel que f(a) =0 (mod. pz), <f(a) E=0

2{,).

( mod., p2 Ex=" Nous avons : a =c (mod. p) , d'oli a - 8, =0

(mod, P), 1 <i<p, et (a-ei)EK=‘]3x$i , 1 <is<4 ., Comme

¢ L
I (a- 6.))E, = Il (a-8)E,

i=1

F(x) = _ﬁ](x— 5;), (f(a))E, = (
=

J; =0 (mod. ‘]3{’) . Llidéal pre-
1

= 0 ( mod., ',Bz&) , dlots :
1 i

I e

mier P divisantle produit I] Si , ilexiste au moins un entier i, 1 <i <24,
tel que P divise Si . Pour cet entier i , on aurait a - ei = 0 ( mod. ‘1,32 ),

ce qui est impossible d'aprés (i) .
On déduit de cette proposition le :

Théoréme [,1:

Si D =0 (mod. p ), la congruence f(x) =0 ( mod. pk)

n'a pas de solution pour tout entier k > 1 et f est irréductible dans @p .

l.4,- Cas ol p=N(%P) ne divise pas D(8) .

Soit p un nombre premier ne divisant pas D( §) . On sup -
pose que f n'est pas irréductible sur Z/pZ . Nous savons alors que pEK
est décomposé en un produit de £ idéaux premiers , de degré un , deux
3 deux distincts et conjugués, Soit P I'un de ces idéaux premiers, Pour
tout entier k =21, ‘Jsk étant un idéal primaire canonique , nous avons :
6. =a. _ ( mod. 23k), 1<i<g, et mk=(pk, . -a, _, 1 <i<L-1)

i i, K i I, K
K et K
aveca, L €7, f(a, ./ )=0(mod, p )et » a.,  =s{mod. p ), (co-
i,k i,k =1 i,k
rollaire I, 1) . D'autre part, entre les eu , hous avons les relations

(1-3) dh9u+h=9h(eu),IShS{,—l,]SuS&,u+hmod.L ,
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ou d  divise 1(8) . Nous avons alors : pour tout h , 1 <h<g-1 ,
= = K
I Bner = Bhar, i ) T 9n(8) —dpa =0 (mod. T7)
avec 0§, =a, ( mod., qsk) . Il en résulte :
H
g.(a ) ~d_a = 0 (mod q&kﬂZ)avec‘bkﬂZ=ka
h' 21,k h ®h+t, k . ’

k
' ~ = - 3
d'ol dy, i,k = gh(al,k) ( mod, p ) . Comme p ne divise pas D(#§),
p ne divise pas dh , pour tout h , et les congruences précédentes dé -

terminent a 1 <h <{-1, de fagon unique modulo pk , Si a, | est
4

h+1,k
connu .
De plus , si i #j, 3; K *aj,k (mod. p) . Car si

= k 1 = = =
3 K =a; (mod, p), comme P < P, on aurait 6 =8 T8 = ej

(mod. ), par suite D, = i (6, -6)€pNnz et /|D(8)]| =
1si<j<s? J
'DL‘ = 0 (mod. p) , ce qui est contraire & I'hypothése .

Nous avons donc obtenu la :

Proposition I,4:

Si D(6) £0 (mod, p) et si f n'est pas irréductible sur
Z/pZ , pour tout entier k , la congruence f(x) =0 ( mod, pk ) admet £
racines ., Ces racines sont deux & deux incongrues mod. p ( donc aussi
k X . .
1
mod, p ) et si a]’k est |'lune de ces racines, les autres racines ah+],k’

1 =h <1-2 , sont déterminées par les congruences :

k h=¢ k
dhah_l_],k:gh(a],k)(mOd.p ),h§.1 ah,kES(mod.p ).
1 sh<(-2 =
Comme , pour tout k =21 , ‘Dk-H c Isk , hous avons
= k H -
3 k+1 - 3k (mod. p ) , ce qui montre que les { suites {ai,k 1,

1 <i <41, convergent p-~adiquement ( [3] ), lorsque k tend vers Ilin -
fini , vers les racines de f dans Zp .
On désigne par @i , 1 =i <4, les racines dans @p du po -

lynome f et on les associe aux racines réelles de f de la fagon suivante:
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alors les racines ®h+ as-

on choisit arbitrairement @1 associée a § .

] ’

sociées a eh+] , 1 <h <4-1 , sont définies par les relations :
dn 8 pq = gh(@)1 ) . Avec ces notations , la suite { 3 } converge vers
®. , et le nombre rationnel ai |k Sera appelé " approximation p - adique

! ’

modulo pk de ®i ",
De plus , choisissons dans @p la distance d définie de la
facon suivante :

n
pourtout(k,u)é@i, d(k,u)=<-:—)> si A #uet A-u=p'm, n
unité p -adique, d(A, u) =0si A = 4. Comme , pour tout i et tout j tels
que i #j, ai"%zaj’](mod.p), d(®j’ ®i)=1 .

Par suite :

Théoréme 1,2

Si D(6) £0 (mod. p) et si f n'est pas irréductible dans
Z/pZ , l'équation f(x) =0 admet ¢ racines dans Zp et la distance p-

adique de deux quelconques des racines est 1 ,

Théoréme 1,3 :

Si D(68) £0 (mod. p) etsi f n'est pas irréductible dans
Z/pZ , pour tout entier k 21, I'idéal pk E se décompose en un pro -

duit de 2 idéaux primaires canoniques conjugués :
K h=%4 4 &

p EK=hH o (P ) avec, pourtouth, 1 <h <2t ,
=1

h k k . k
o (ﬁ<)=$h==(p, Oipn =81 K 1<i<t-1)=(p ,er-%+é4%k,1si54_n,

’

i+h mod, £ i+4-h mod, £
k . k .
{p , ei+h_ai,k’ 1<i<t-1} et {p, ei'ai+&—h,k’ 1<i=<z2-11}
sont deux Z -bases ( identiques si h =1 ) de Ilidéal ‘Bﬁ etsi a, | est
H
[lapproximation p - adique modulo pk de @1 TR 2<i<4¢, estltap -
H

proximation p -adique modulo pk de ®i .
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Remarque

La construction des 7 -bases des idéaux primaires cano-
niques de K , qui résulte de la proposition 1.4 et du théoréme |,3 , est
théorique . Cette construction ne devient effective que lorsqu'on connait
explicitement un polynome fondamental de K et lorsqu'on sait écrire les
poliynomes 9y, clest ce qui a lieu dans le cas particulier des corps cy-

cliques de degré 5 .

Les résultats de cette premiére partie sont la généralisa -
tion immédiate des résultats obtenus dans le cas des corps cubiques cy-
cliques pour les diviseurs premiers p de DK et pour les nombres pre-

miers p ne divisant pas D(8§) .
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PARTIE 11

Représentation des idéaux ‘bk par des bases sur Z lorsque p = N(B) di-

vise D(6) sans diviser Dy -

I1.1.- Propriétés des diviseurs de 1(8) .

Proposition Il.1:

1(8) et DK sont premiers entre eux ,

LLes nombres premiers qui divisent D( 6) sans diviser DK sont alors les
diviseurs premiers de 1(8§) .

Pour démontrer de fagon élémentaire ce résultat , nous avons besoin du

Lemme II,1:
Soient K un corps non unitaire et 8 ['idéal premier , de

degré un, tel que /LEK=8&.AIor~s 92=(&,£9], ei-ei , 2<i<t-1).

Démonstration :

4-1
K étant non unitaire , s =0 et / DK = <£2m> 2 , par
suite /D, =0 (mod. ¢*"1) et /| D(8) | =1(8) x /D =0 (mod. ¢¥7),
D'aprés la proposition 1.2 , pour tout i et tout j , j#i , ej -6 € 8;
posons alors pour tout couple (i,j), 1 si<]j<4, (ej - ei)EK = g x Sj .
b
Le produit I (8. - ei) comportant 204-1) facteurs 6. - 6.,
1<i<js<g 2 i
nous aurons :
2(4-1)
( lD(e)l>EK= il (8;-8)E =8 2 il J:; =0
1<i<j<e 1<i<j<e b
( mod. 8“ t-1) ),
2(2-1)
il en résulte : i 5. . =0 (mod. g 2 ) .

1<i<j=<gqg Jo!
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L'idéal premier 8 divisant le produit [l SJ. - il existe au moins un cou-

’

ple (i,j), 1 <i<j<2zt, tel que SJ. . =0 (mod. 2) . Pour ces entiers
H

i, i, ona ej - 9. =0 (mod, 8%) , Ou encore ol (8) = o' (8) = 0 (mod. 82),

i
Mais i # 4 , o' admet un inverse O'—I ( # O'I ) et @ est invariant par tous les
éléments du groupe G = (0 ) , par suite en posant o = ! , on a:

cpk(e) (mod, 92) , 1 =k £2 . Comme on

I

8 =0(6) (mod. 82), dlot 6

al<j-i £4-1, pengendre G et § est congru a tous ses conjugués mo -

dulo 92 , ce qui s'écrit aussi : e] =0, = . =0, 5. = 6& (mod. 32 ).

Nous pouvons alors construire une base sur Z de I'idéal 82.
Nous avons : LEQZ, {,(GI—C) 692, 6. - 61 692, 2<i<4-1,

L4-1
+ 7 xi(ei—e,),

Considérons alors I'idéal entier 3= £} + 2( 0, -c)A
i=2

1

avec ); €E 0<i=<4-1. 1l est clair que § < 8 .

K b

Démontrons que 532 c 3.
Or {1,868 ,1=i=4-1 } est une base de E, etil en est de méme

de {1, 8, ~-c, 6, -8 2 <i<2-11}, Soit cLESZ, dans la base pré -

1 i 1

-1
(8 _

-c)+ L xi(ei—e

cédente , a=x_ + x
© i=2

), x €Z, 0<i<t-1,

1 1 1

Remarquons d'abord que : o, e] -c, B. - 91 , 2 <ij <4-1, étant dans
8, x, appartienta 8NZ , dlot : x =0 (mod. 2) .

D'autre part , o, 24, 0. - 9 2 <i<4~-1, étant dans Sz , X -c)

i 1

est dans 92 . Nous avons donc : £2(8

1 (8

—c)e@, x. (8 ~c)e 8,

1 1
=0 (mod. 1) .

1

8, - ¢ ¢ 2% ( proposition 1,3 ) . Il en résulte : x4

2-1
Alors : a=X 4L+Xx 4(6, ~c)+ L x.(6:.-06)€F ;
o 1 1 iog 1 1
. 2 o . 2 _
nous avons donc montré que § < &, par suite 8 =5 .
De plus , d'aprés la démonstration précédente , tout élé -
ment de 532 slécrit , de fagon unique , ( & cause de lI'indépendance Ii -

néaire sur Z de : 1, 6] -c, 8;-8;, 2<i<¢-1 ) comme combinaison
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lindaire , & coefficients dans Z , des éléments : £, £( 61 -c), 6, - 9] ,

[ rd , rd 2
2 <j <£4~1 ., Il en résulte que ces éléments forment une Z -base de § ,

ce qui démontre que :

zsis&—l>=<L,{,el,6.—e Zsis&—l>.

= (1, 200,-c), 8 -8 -8

i 1°?

Démonstration de la proposition II,1: Nous raisonnons par |tabsurde,

Soit p un nombre premier tel que I(8) =0 = VD (mod. p).
L-1

Nous avons "/DK = [ {,2( 1-s) Py X Py X eee XPy :] 2 avecs =1 pour un

corps unitaire, s =0 sinon , Il faut donc considérer deux cas :

1°) p#4 . Alors pe{pi}]sisn et p=1 (mod. 2).
Par hypothése nous avons :
s
JID(e) | =1(8) xBg=0= T (8-6) (mod.p? ).
1<i<j<tg ! !
4+ 2(441)
or D_=0 (mod.p) e pE_=7", dov: p2 E_=17p 2
K . K ’ ' K .

Compte-tenu de la proposition 1,2, et en posant , pour tout couple (i, )

1<si<j<2, (ej—ei)EK=‘Dij . » hous avons :
?
2(2-1) 2 (4+1)
1l (ej—ei)EK=tp 2 Il 3, ;=0 <mod.tp 2 )
<i<jsi 1<i<jsg P
d'ol II §. . =0 (mod. ‘]S'f’) . Par le raisonnement utilisé dans la
1<i<jsg o

démonstration du lemme Il, 1, on en déduit : el =,,, = Gi E SL (mod.‘lpz).

L
Par suite s = ., 5 =128, ( mod, ‘152) , 1 <u<4,Mais, p est premier

=1
2 . . _ 2 .
avec Letp € P, il existe alors r €Z tel que § =r (mod. P7), ce qui

est impossible ( proposition1,3) .

——— — -

( mod. el ), par suite ,/|D(8)]| =1(8) x,\/bIEO(mod. 1Y) . soit

2
= QL, alors /Z,*’ Ex = gt .

du lemme 11,1, et en posant , pour tout couple (i,j) , 1 <i<j<4,

Q¢ I'idéal premier tel que LEK Compte -tenu
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)
(ej—ei)EK-s XSj,i
2
T (s -6, = at{+1) il 5. =0 (mod. g% ),
i 1 1<i<j<g b

d'od Il §. . =0 (mod. 9t) . on en déduit encore :

(mod. 92) . Onaurait: 1 € 83, dlot £ 9, € 93,

3, don 82 = 93,

e = o000 = ei = LN = e
3 . . 2
etei-—eléﬂ,ZSISL—I,cequlmontr‘equeﬂ cg

ce qui est impossible ,

Proposition I1,2:

, Sil(68) =0 (mod. p), I'idéal pE, se décompose dans K ,

K

Démonstration :

I(G)EO(mod.p)=>A/|D(G)|EO-=- I (8, -8 ) (mod. p),

1<i<]jst

Raisonnons par |'absurde : si |'idéal pEK est inerte , il existe i et j
tels que ej - ei =0 ( mod, pEK) et comme pEK est invariant par les

éléments de G, on en déduit encore : §, =... = 6;=... = 8, (mod, pE, )

et s =

' szteu(mod.pEK), 1 su<? . SiKestunitaire, s =1,
J

I Mes

1
donc {;eu =s (mod, pEK) > p#4 . Si K est non unitaire, s =0et ¢
divise D¢ , mais comme 1(0) est premier a @ , 4 ne divise pas | (9),
on a donc encore p # 4 .

Soit alors X\ un entier quelconque de K ,
y A= Xt Li] X; ei y X €7,

i=1

Dans la base { 1, 8, , 1 si=<4-1 }deEK

£-1 -1
0<i<t-1,dod:ar=4x_+ 2 x.(428.)=4x_+s 2 x, {mod.pE_).
o P=1 i i o P=1 i K
Puisque p est premier & £, il existe r € Z tel que A =r (mod. PEL ),

par suite card, EK /p EK =p= N(pEK) , ce qui contredit |'hypothése

o} EK inerte .,
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Conséquences :

1°)  Pour tout diviseur premier p de 1(8) , I'idéal pE, est

K
décomposé et comme 1( 6) est premier & JB; , P ne divise pas D . Par
suite p[—:K se décompose en un produit de { idéaux premiers de degré
un , deux a deux distincts et conjugués , et si P est |'un quelconque de
ces idéaux premiers , pour tout entier k , ‘Zpk est un idéal primaire ca~

nonhique et ‘Bk Nz = pk z .

2°) f se factorise dans Z/pZ et dans @p( §1.2) .

Soit r Ilentier , r 21 , tel que 1(8) =0 (mod. p" ) et

1(8) 0 (mod. p"*') . Alors /|D(8)|=|D,|=1(8) xy/D =0
(mod. p" ) et ./[D(6) | £0(mod.p"™"), douD, = I (8, -6.)

1<i<js? /
€ ‘br , DLQE ‘DPH pour tout idéal premier P de norme p . Considérons un

couple (i, j), 1 £i<j<4 : oubien ej—ei¢1§,oubien 6; - 6; € B;

dans ce dernier cas , comme 91 - ei 4513'”“ , 11 existe un entier . K
rs . r. .+1 ’
1sr.er, tel que ej-—eiE’.|3"Jet ej-eietq}"J « En convenant

I,

que P° = EK , on posera Pi,j =0 si OJ. - ei ef‘b . Dans ces conditions,

pour tout couple (i, j) , 1 Sir<j <2, il exis;e u: lentier‘ YRR

0 Sri,j <r , tel que ej - 6 €D L et ej - ei ¢ P P ; 11 en résulte :
<\ RN '"i,j) ( Z '"i,j“)

D, = il (ej—ei)equ'QSL etD, € P T=i<i=t ,

1<i<j<®

ce qui montre que r = )y Pro ( en particulier, au moins un des
1<i<j<ag "

r; ;estnon nul ) ., De plus , @u , 1 <u<4{, étant les racines p-adi -
b

ques de f , associées aux racines réelles eu de f et d étant la distance

p-adique définie au paragraphe [.4 , nous avons : d(@j R @“i) = (% > '

r
ot T dle,e)=(1) .
1si<jss 7 P

Nous pouvons donc énoncer :
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Proposition 11,3

Si1(6)=0(mod, p" )et1(8) £0 (mod. p" ') (r=1),
pour tout idéal premier P de norme p et pour tout couple (i, j) ,
r. .
1<i<j=<4, il existeunentierr, .,0=<pr. .<r, telque 6. - 6, €D s
r. +-| l’J I’J J I
et ej-ei$‘1‘>"“’ etona:r = X r. ; . Ces entiers r, .me-
1<i<js<ag " 2
surent la distance p -adique des racines ®.i et ®i associées a ej et ei et
r
I ate;, )= (L) .
1<i<j<4 P
Pour construire des 7 -bases des idéaux ‘bk lorsque

p = N(B) divise I(8), nous avons besoin des notions de racine multiple

d'une congruence algébrique et de racine d'un idéal ,

11.2.- Racines multiples d!'une congruence algébrique .

Soit p un nombre premier , k un entier naturel et g un po-
lynome primitifde Z[ X ] , de degré v , c'est-a-dire :
g = a, >(V+al AL +a, xVP 4+ ... ta, , X+a
les a; , 0<ic<v, étant des entiers rationnels , premiers entre eux
dans leur ensemble . Nous définissons i'ordre de multiplicité dlune ra -
cine d'une congruence algébrique suivant le module primaire pk par ana-

logie avec la définitiond'une racine multiple d'un polynome dans un corps

commutatif de la fagon suivante :

Définition II,1:

On appelle ordre de multiplicité d'une racine a de la con -

gruence g(x) =0 ( mod. pk ) le plus grand entier t tel que g soit divisi-

ble par (X-a)t modulo pk .

- Si t=1, on dit que a est racine simple ou racine d'ordre

1 de la congruence mod, pk .

- Si t>1, on dit que a est racine multiple d'ordre t de la

congruence ,
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Pour tout polynome g , on pose g(o) =g et g(k) , k=21,
désigne le polynome dérivé d'ordre k de g . Une racine d'ordre t d'une

congruence algébrique suivant un module premier p est alors caractéri-

sée par la propriété :

Proposition 1l,4:

Soient p un nombre premier et g un polynome primitif de
Z[X] . Alors a €Z est racine dlordre t (t =1) de la congruence

g(x) =0 (mod., p) si et seulement si

(1) S——EO(mod.p), 0<k =st-1

k!
(t)(a)

(2) 9———-—' £ 0 (mod, p) .
t!

.
L

Le résultat est connu pour t=1 ([11]) . La condition
suffisante résulte immédiatement de la formule de Taylor . LLa condition
nécessaire est obtenue en calculant , par la formule de Leibnitz , les
dérivées successives , mod. p , de g, qui, par définition, s'écrit:

g(x)E(x-a)t w(x)(mod. p), 9€Z[X], wla) £0(mod.p) et en

sachant que , puisque o € Z [X], il en est de m&me de g(_g_) , pour tout
q!

entier g ( [11]) .

Nous connaissons le résultat suivant ( [11])

Soit g un polynome primitif de Z[X ] , de discriminant D non nul .

Alors , si la congruence g(x) =0 ( mod. p ) a une racine multiple , D
est divisible par p .

La réciproque est vraie lorsque g est un polynome fondamental d'un
corps cyclique K de degré premier impair . En effet : nous savons déja

que si DK =0 (mod. p ), la congruence fondamentale mod. p admet une

racine dlordre £ ., Il reste & démontrer la :
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Proposition I1,5:

Si p est un diviseur premier de 1 (§), la congruence fon-

damentale f(x) =0 (mod., p ) admet une racine multiple .,

Démonstration :

On suppose 1(8) =0 ( mod. p) . Soit P I'un quelconque
des idéaux premiers divisant pE,. . 1| existe au moins un couple (i, j),

1

A

i<j<4, tel que ej -6 €D ( proposition 11.3 ) ., Mais , d'aprés la

proposition 1.1 , hous avons : ej =<, 6. = c (mod. B) , d'ou

ej-ei =c-¢ ( mod, P) et c; - ¢ € PNZ = pZ , par suite

0
n
0

u=4
i iEa(mod. p). Def(x)=u£I] (x—eu)avec euzcu(mod. D),

1 <u<{ , on déduit :

L u
(X—Cu) (mod, B) , puis f(x) =
1 u

L
]( X -c, ) (mod. p).

fx)

M
=N
=

On a donc fix)={x-c.)({x=-c,) Jil (x—c) ( mod, p),
J I u <4

<
#' ,

(x-a)2p(x) (mod. p) , en posant

i

ou encore f(x)

cp(x) = il (x - = ) ce qui montre que a est racine multiple d'or -
<y < {,
751

?
dre t 22 de la congruence f(x) =0 (mod. p) . Et puisque D, £ 0

(mod. p), ona t< -1,

Racine dl'ordre t d'un idéal .

En 1971 , au cours d'un exposé , J.J. PAYAN a donné la
définition suivante : Soit ¥ un idéal entier de K , On ditque a (a €7)
est racine de I'idéal ¥ ( relativement 3 6) si 6-a €4,

Nous allons préciser cette notion en définissant I|lordre

d'une racine d'un idéal ,
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Définition 1.2 :

Soit ‘ka ( k € N*) un idéal primaire canonique . On dit que

a(a€Z)estracine dlordret (t entier =21 ) de I'idéal 1‘>k , s'ilexiste t

entiers ih tels que ei —-a € $k pour 1<h <t , et eu _a ¢ ‘Dk Ssi
h

u ¢ {ih}l <h <t ®

Conséquence :

Soit k un entier ;, k 22, et soit a une racine d'ordre tk de

—aE’Zpk—1 pour 1 <h < donc a

h

est racine d'ordre tk-] =t de ‘Dk—l . Par suite , une racine a d'ordre

Itidéal ‘Dk ; comme ‘Dk c ‘J}k—l , B,

i tk’

t, de tidéal ‘Bk est racine d'ordre tj de tout idéal 13J pour 1 <j <k et on

: Sh <. st <., <t .,
a 1 Kk ] 1

Relation entre les racines de la congruence f(x) =0 ( mod, p )

et les racines d'un idéal premier T de norme p .

Proposition 11,6 :

Soit p un diviseur premier de 1(9) .
Alors a (a €Z) estracined'ordret (1 <t <4 ) de la congruence fon-
damentale mod, p si et seulement si a est racine d'ordre t de I'un quel -

conque de { idéaux premiers de norme p .

Démonstration :

La condition est suffisante ,
Soit a une racine d'ordre t de I'un quelconque des idéaux premiers P

divisant pE, . Il existe donc t entiers i, tels que 8, =a ( mod. B) ,
h

1=hs<t,etg fal(mod. B)siu¢d, , enposant & ={i }, _, _, .
Avec les notations de la proposition I,1 , nous avons : Cj =a (mod., p)
sijGGl et cj$a ({ mod. p) sij¢51 . Il en résulte

f(x) = (x-a)tglx) (mod. p) avec gi(x) = T (x-c ) .

it !
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Comme a-c £ 0 (mod. p) pour tout j¢<$] , gla) ¥0(mod. p), ce

qui montre que a est racine dl'ordre t de la congruence f(x)=0 (mod.p).
La condition est nécessaire ,

Soient a une racine d'ordre t ( t =1) de la congruence f(x) =0 (mod. p)

et P un idéal premier de norme p . Nous avons ej = ¢, ( mod. ),

u=4{
1=j<t, c;€Z . Comme f(x)= Il (x-c,) (mod.p), fla)=0
u=1
u=4
(mod. p) & 1l (a-cu)EO(mod.p)et le nombre premier p divi-
u=t

se au moins un des facteurs a -~ c, Appelons t' le nombre d'entiers i,
1<i=<¢f, telsquec, =a (mod, p), (1 <t'<4) et désignons par i
1 <hs<t', ces t' entiers . Nous avons

(mod. ), 1 =shs=t', a#@u(mod. D) siuyfih, 1<hst',

i

O

il
D

a
h h

a est donc racine dlordre t' de I'idéal B, et dlaprés la condition suffi-

sante t'=1t .

Remarque :

La proposition 11,6 n'est valable que pour un nombre pre~
mier p et les idéaux premiers P de norme p . Sik >1, ilnly aplus
coTncidence entre la notion de racine d'ordre t de la congruence f(x) =0
( mod, p) et celle de racine d'ordre t des idéaux primaires canoniques
‘Dk : pour k > 1, si a est racine dlordre t de I'idéal primaire canoni -
que Isk , a est racine d'ordre 1 2t de la congruence f(x) =0 ( mod. pk )

et il existe des exemples numériques montrant qu'on peut avoir 7>t

Puisque , pour les diviseurs premiers p de 1(68), la con-
gruence fondamentale mod, p admet une racine muitiple , il faut savoir
sli] est possible que toutes ses racines soient multiples , Dans la troi-
siéme partie , nous montrons que , dans le cas des corps de degré 5,

nous sommes assurés de l'existence , au moins , dl'une racine simple ,
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Par contre , pour les degrés £ > 5, on peut trouver des corps K et des
nombres premiers p tels que la congruence f(x) =0 ( mod. p ) n'admette
que des racines multiples . Un exemple simple est celui du corps K,

primaire , non unitaire , de degré 11, de discriminant ]120 , construit

a partir d'une racine primitive ”iéme de |'unité ¢, dont le polynome
fondamental f se réduit mod. 3 & : f(x) = x> ( x+1 1* ( x=1)* (mod. 3)
([167) .

Comme il y a des cas ol la congruence fondamentale mod,p
n'admet que des racines multiples , il faut trouver une méthode, qui
permette , a partir de l'lune quelconque de ces racines multiples , de
construire les approximations p - adiques mod, pk , pour tout entier k ,
des racines de f dans @p . Cette méthode , qui présente des analogies
avec la méthode de Newton -Puiseux concernant les points critiques des
fonctions algébriques d'une variable ([1] ) ( bien qu'elle ait été obtenue
indépendamment de cette derniére ) nous est suggérée par |'étude des

propriétés des racines suivant les puissances successives d'un idéal

premier P .

[1.3.- Racines suivant les puissances successives d'un idéal premier ,

Proposition II,7:

Soient p un nombre premier divisant 1(8) et P I'un quel~

conque des idéaux premiers de norme p , On suppose que a € Z est ra-

cine multiple dlordre t, (1<t , <4-1) de la congruence f(x) =0 (mod.p).

1 1

Soit h € N et soit a, €Z, a, =a ( mod. p ) une racine d'ordre t, de

Itidéal ‘Dh ( t, =1 si h>1) ; a, est donc racine d'ordre tj des idéaux
i=h

™

t.

Q3Jpour* 1 <j<h, avec 1 sths... <t. =.,.. Stl . PosonsTh= i

et soit e la partie entiére du nombre rationnel % (Th -1)>0,

Dans ces conditions :
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h) T,-hk
(i) T =0 (mod.p > si 0k e
(t,)
f (ah) T-ht +1
(it) £ 0 (mod. p ) .
1
th !
Remarques
1°) 4 -T<est -1,
En effet, soit e = [%(Th—l)] ( [x] désignant la partie entiére de x ),
i=h
Comme 1 <t <... <t <...s<t , T = z t; < ht, , dob

i=1

1 1 1
h(Th—])stl—h’ et es[t'-h] t,-1 .

De méme : ht, =T, donc ht -h <T -h=<T -1, dob
1
-1 = 5(Ty-1) et t -1 < e,
. N ]
2°) Slhth<Th,a!orshthsTh—1,d'outhSF(Th—l) et

t <e ; la propriété (i) sera encore valable pour k = t

h h °*

Pour démontrer cette proposition , nous avons besoin du :

l_emme 11,2 :

Soit f un polynome fondamental d'un corps K, cyclique ,
¢ (k)

k!

de degré premier impair 4 ; pour tout entier k, 1 =k <4, est un

polynome de Z [X] , de degré £-k ( [11]) , qui s'écrit sous la forme:

£ () _

L P (X)),
k! i' = '

ol Ck = C'{’_k est le coefficient du bindbme et chaque polynome P.i
2 1 i, k?

?
1 <i' SC: , est le produit des éléments d'une combinaison £-k a £-k

des { facteurs X—-E)u , 1 =u=<yg,



-27 -

Ce résultat se démontre éiémentairement, par récurrence,

+1
i =4
apartirde: f'(X)= T ( 1 (x-ei)> ([1071) .
it=1 1<i<4
i #i!
Pi' K ? 1<i'< C: , désignent les polynomes obtenus de la fagon suivante:
?
a partir des £ facteurs X - eu , 1 =u<4{ , du polynome f, on forme

toutes les combinaisons 4-k 3 £4-k (1 <k <4{-1) de ces 4 facteurs ; &
chacune de ces combinaisons on associe le produit de tous ses éléments,

On obtient ainsi des polynomes de degré f-k , tous distincts , en nom-

bre Ci_k , qu'on numérote de fagon arbitraire et qu'on note avec deux
indices : un indice variable i' , qui est le numéro du polynome , et un
(k)
indice k , qui est I'ordre du polynome dérivé considéré .
k!
(2)
St k=4, onsait que -f——-——(-x—) 1 .

2!

Démonstration de la proposition Il,7 :

Les notations utilisées sont les suivantes :
- Pour tout j , 1 <j <h , on introduit les ensembles d'en-
tiers t$j ={u, 1 <su=<4t, tel que §, =a_ (mod, 331 )Y .
Par définition d'une racine d'ordre tj d'un idéal , card. é'j = tj et les

ensembles éj forment une suite décroissante pour lI'inclusion

é'jﬂgc‘ij, 1 <j<h-1,
On pose :
| . - t_ _
6h—6h et pour tout j , 1 <j £h-1, é'j é'j é'j+1’
1
.=¢ e 8. =84 .
(6J @ | _|+1)

- Pour tout j , 1 £j<h, t;
_ . . 1 _ _ 1 _ Y
t —th(zl)etpourj,ISJsh—l,tj t; tj+](tj o@aj ) .

- H={j,ls_ish,telqueé'j'#qs}(I'ensembleuestnon

= card, 6} . On a donc

. 1
vide car £h—6h75¢ > h€H) .
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Démontrons (i) .

1°) k=0 ,Considérons f(a, )= Il (a.-6.) x II (a_-19.)
—— h . h ™ . h [
€8, |¢é‘1
Th
et montrons que I (a -6.)€P = . Pour ce faire, il faut distin -

1651
guer deux cas :
a) h=10ou h=22 etpour toutj, 1 <j<h-1, 6}=¢

ce qui est équivalent & : h 22 et cSJ.=61 , tj=t], 2<j<h .,

On a donc dans ces deux cas : 61 = 6h et Th = hth .

. h | =
Pour tout i € éh y @ - ei € P ; comme card. cSh =t
ht T

hous avons : 1] (ah—e.)= II (a-e.)e‘ph=‘ph.
. i . h i
|€<S'1 |Eé‘h

B) h =22 et il existej, 1 <j=<h-1, tel que 6;75¢ .

Dans ce cas , en remarquant que 61 = U 4. (réunion dlensembles

!
jen !
deux & deux disjoints ) , nous avons :

T (a_-6.)= 1 T (a_-06.)) .
i €8, h 7 j€H<i66} h '>

Pour*toutiEé‘J!#d), ah—eie‘Bl et card, é‘Jf=tj'>O,

par suite : Lo
it it j%u“j
M (a -8)€B Jet T (1 (a,-9))e T p =1 i
iEé‘j je iGé'j jeH
' | ,_dsh o ish-1
Or §.=¢ et. =0, alors L jt.= 2 jt.= 1L Jt.+ht eton
h-1
établit facilement par récurrence que rojt. = Th--hth .
Jj=1
j=h Th
Par suite: ). jt!=T_etonabien Il (a_-96.) €D .
. J h . h i
J=] ,65]

Th Th
Dans les deux cas : f(a, ) €P "NZ=p ~Z, cequi éta -

blit (i) pour k=0 ,
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2°) 1<k <e ., Considérons , pour chaque i! , 1 <i! sC'Z ,
P.,  (X)=Il(X-29.), iprenant £-k valeurs entiéres distinctes dans

I'ensemble { 1,2,..., £} . Or , parmi les 4 facteurs X - eu , 1 fu=<y,

iltyat, facteurs X - eu pour lesquels u € 61 ; donc, parmi les t-k fac -

1

teurs X -~ ei de Pi il y aaumoins t, - k facteurs pour lesquels iEcS'1

1

facteurs pour lesquels i $ 61 . Remarqguons que :

l’k’

et au plus ¢4 - tl

1<k <e (st]-l) = tl—kzt]-ezl .

Par contre le nombre des facteurs X - ei de Pi' | Ppour lesquels i { é']
’

peut etre nul , Nous écrirons :

? i €8 i €4
1 1
en convenant de poser 0 (x- h ) = 1, sile nombre defacteurs
i¢s
1
X -8, i¢6] , est nul ,
Nous démontrons que , pour tout i' , 1 <i' < Clz ,
Th—hk Th—hk
P. (a, ) €D , enmontrantque [ (a_-86,)€D .
ik h X h i
IEé'I
Pour tout j , 1 <j<h , désignons par t} —sJ. T
H
0 stj' -sj i StJ! , le nombre des entiers i E@Jf # ¢ tels que X - ei di -
?
. . . oal _ 1 -
vise Pi',k . Par convention, si 6J. ¢ , on posera tJ. sj,i' 0.

On considére a nouveau les deux cas :

a) h=1o0u h=2 et pour toutj, 1 <j <h-1, 6}=¢ .

Alors 6;1 =48 =8 et Th = ht, , Le nombre d'entiers i € 6h tels que

h 1 h

X - ei divise Pi',k est th—sh,i' = t] "sh,i' b 1:1 -k . On en déduit:
hit, = sy i)

s, ., <ke I (a -8)= I (a -86)¢€mD ’ mais
h, i . h i . h i

i €8 i €8

1 h
hth_hsh,i' = Th—hsh,i' P Th—hk , bar suite
T, -hk h(t -s_ .,) T, -hk
h . h ! h
T (a -6)€D <pu|sque‘b h, cP >
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B) h=2 etilexiste j, 1<] < h-1 tel que 6} ¢ .

Comme 61 = U &', le nombre des entiers i € é‘] tels que X - ei di -
jes !
vise P., | est: zo(t! - s, i')ztl’k .
? jen J -I’
Mais t!-s. . = 0 si 8! =¢ ; onaalors
J Js ! J
5 | jzh \ j=zh—1
(t.-s. . )= (t.-s. ., )=t -s_ . + (t, -t . ~-s. .)
jey | Iy i i=1 J Iy i h h, i P=1 i it Jyi
h-1 JEh
=t + X (t -t )= S. .y .
h i=1 ] j+1 i=1 3, i
i=h
Dlob : 0 < L s. ., <k .
. J, 0
i=1
Dans ce qui suit , les produits portant sur a, - ei seront

effectués pour les i tels que X ~ E)i divise P‘il K » hous ne le répéterons
3

pas chaque fois .

Considérons : ] (ah-ei)= I ( Il (ah—ei)) ,

i €4 jeuies;
en convenant de poser [l '(ah—ei)=l,si, pour toutiéd}, ><—ei
i€eéd.
J
ne divise pas Pi',k’ donc si tj—sj,i|=0.Compte-tenu de ‘}3°=EK )
j(t! - s, i')
nous avons , pour tout j €¥ , I (a8 )ep 4 et
i €6,
J
Vi
il < Il '(ah—ei)>€’b avec w, = L j(tl-s. ., ) .
jEW €8, jew 4D
Comme é’j'=¢:tj'-sj .y =0, on a aussi :
b
PARIES )= T e g
W, = jlt.=-s. ., ) = jt. - is: o)
| j=1 J Iy j=1 J j=1 Iy !
i=h i=h i=h
or T jt!=T, (p.28) et T s ., sh L s =M
= =1 =1
T

dlot w, =T, ~hk >0 <cark3e=[l(T —1)]<1(T -1 <)

i h h' h “h''h A
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Th-hk
Par suite , comme dans le cas a) , 11 (a -6 ) €D .
i €8 !
Th-hk K

Puisque Pi',k(ah) € P pour tout it , 1 <it=C, ,

) (a ) i =ch T, ~hk T, -hk

—_—= L P (a,) €7 Nz =p z

K ! it=1 o

ce qui établit (i) pour 1 <k <e ,

Démontrons (ii) .
Remarquons que , puisque : hth < Th (p. 26) ,

T ~-ht +1 21,

h h
(t ) . th
£ (x) S C
Nous avons —2% = 7 Py, (X) .
t! it=1 Yot
Pour chaque i', P (X) est le produit des éléments d'une combinai ~

it

son £-t, a 4-t, des £ facteurs X - eu .

h h

Or card. Gh = th , donc , il existe un entier unique i; R
t
1<i! <C h tel que , pour touti € § , X - 8. ne divise pas P, (X).
1 L h i Il, th
Th—hk+l
- Nous démontrons d'abord que Py (ah) €D .
1’ 'h

Pour cela , nous distinguons encore les deux cas :
a)h=10uh 22 etpour tout j, 1 <j<h-1, 6}=¢ .
Alors & =6 , T =ht_ et pi',t (ah) = .H (ah—ei) ( ce pro-
1’ 'h u{cs,

duit comprenant £-t_ termes ), Comme, par définition de 6] , pour tout

1
i€8, ,a -6 €D, dotP,, (a, ) € B. Clest le résultat annoncé ,
1 h i '1’th h

car dans ce cas : 1=Th—hth+1 .
B) h =22etil existej, 1 <j <h-1, tel que 6;7595 .

Il en résulte en particulier th <t1 et é'l - é'h 0 .

D'aprés la définition de i y Pov oy (X) ne contient aucun
1’ "h

facteur X - ei , pour i € 6h et contient tous les facteurs X - 9'. pour
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i€g, -8 .Commed -6 = U 8!, nous décomposons P.i1 , (a,)

17 % 17 % T e\ ) i1, 1, °h

sous la forme : P t(ah)= I ( I '(ah-ei)>x Il (ah- ei).
1’ 'h jeu\{h}ieaj i¢61

~ v — & v P )

t1—th facteurs {'_tl facteurs

Considérons {!idéal <P., (a,) > E, engendré par P.: , (a ) dans K:
il th h K i, h

1 1’ 'h
P, (a))E, = il I (a -8)E.)x I (a -6)E_.
< 'l’th h > K jEﬁ\{h}<'€5' h  7j K) l'fé'] h i K
Pour tout i € 6, , I'idéal (a, - 6,)E estpremier avec P .

Pour tout j€¥\ {h}, et pour tout i € é'J! y 8 ei € ’B' eta_ - ei QE:[?H-] .
De plus, les ensembles 6} étant deux a deux disjoints, Itidéal (ah— ei)EK
ne dépend pas de j ; on peut donc poser ( ay, - ei )EK = JS" X ﬂli , avec
(zui , B)= Ex > <(9,Ii , B) désignant le p.g.c.d, des idéaux U, et ‘b) .

Nous avons alors :

ieé'Jf i
Gt

I (a, -06)E = $J€
jeuQ{h} <i€6j h ' K>

x U en posant

U = il ( il ﬂi>. Compte-tenu de cS'.'=¢ﬁt.—t.+] =0 ,
je¥\ [n} iEé‘Jf ] i
1 h-1 i
L jt,= ¥ jt.=T_-ht_  (p.28).
. iz J h h
jeuN\{h} =1
Diot :
Th-hk
<Pi' t(ah)>EK=‘1.‘> x 8 , avec $B=9,Ix.H (ah—ei)EK .
1’ "h 1 ¢£]
Ona (8, D)= E, » car Best un produit d'idéaux tous premiers avec T,
d'ol le résultat .
'
- Nous démontrons maintenant que, pour tout i!; 1 <i! ;éi'] <C,,
Th—hk+1

’"h
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Ce résultat se démontre de la méme fagon que (1) pour

t
1 <k <e . Avec les mémes notations , si 1 <! 7'£|'I SC&h » Poy g (X)
*h

contient au moins un facteur X - ei pour i € £h , alors le nombre des

|€<sh tels que X - ei divise pi',th(x) est th-sh,i' > 1 .
a) Si h=1o0u h =22 et pour toutj, 1 <j<h-1, 6J!=¢,
h(t -s_ ..) T, -ht_+1
onmontre que P, , (a,) € P h™ ®h,i S P = h h . car
'h

) 2h =21 e T_~ht +1 =1,

h(t h h

h = h,i!

B) Si h=22 ets'il existej, 1 <j<h-1, tel gueé}#qb ,

on montre que :

jzh
- 0 < s, ., <t
1
=1 Iy h
W, th : th
- P. (a,) €D avec w, = it) - is. .
] b] ) .
I,th h i i=1 J i=1 J, i
Minorons w. =T - is. ., = t. - js. ., +t. - ., —{h- .
e ! h i=1 ! Jy 1! Jj=1 J =1 JSJ"' h Sh," ( I)Sh"
h-1 h-1
=j§] tj+(th_sh,i')_ j§1 Jsj’i|+(h—1)sh,i,] .
h-1 h-1
Or : j§1 Jsj,i'+(h_1)sh,i' < (h-1) jgl sj,i‘+sh,i':l
h
=(h"]) Z S. ] .
j=1 b
h
Par suite , compte-tenu de j§1 Sipr Sty et =S g =1, ona
h-1
w, 2j§1 t+1 -(h=1)t, = T, -ht, +1.
Nous avons donc :
T, -ht_+1 t
h h . .1 h
I
Pi,’th(ah)G‘D 1 <i %IISC&
T, . -ht_+1

h h
Pi;,th(ah) $1’> .



(t ) t
£ N (a,) |'=c&h T, -ht +1
Il en résulte —mm———— = P.,,(a ) 9D nz
. it h ?
t, ! i'=1 "“h
h
ce qui établit (ii) .
Dans le cas particulier , ot h=1, t,=t, a, =a,

compte-tenu de la proposition 11,6 , nous obtenons le :

Corollaire II,1:

Soit p un diviseur premier de [(8) ., On suppose que a € 7

est racine multiple dlordre t (t > 1) de la congruence fondamentale

f(x) =0 (mod. p) , alors

f(k)(a)
k!
(t)

r_(a) #0 (mod.p) .
t!

(i) =0 (mod. pt-k) si 0 <k <t-1 ;
(ii)

Application de la proposition 11,7 & la transformation du po -

lynome f .

Corollaire II,2:

Soient : p un diviseur premier de 1(8) , a une racine mul-

tiple d'ordre t, ( t, >1 ) de la congruence f(x) =0 (mod, p), h € NF
et a =a ( mod, p ) une racine d'ordre t, ( t, >1 ) de I'idéal ‘Dh .
Th
Alors : f(x) = A p ~ f (x) (1-1)
x - ay
ol Ah est un entier rationnel premier 3 p et X, = —F -
p

Démonstration :

ap, ( =a (mod, p) > étant une racine d'ordre t ( th > 1 )

de I'idéal ‘Dh , posons : x =a_ + ph X, 0 Par la formule de Taylor, nous
k=1 k) (a ) k=1
_ hk h™ k _ k
avons : fix)= 2 p — X, = z b X -
k=0 k! k=0
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(k)

f (a, ) T
Pour toutk, 0 <k <1, b|< = phk _h =0 (mod.p h>,
k!
car : - si 0 <k <e, cela résulte du (i) de la propositionIl,7

. 1 1
- sue+1sks&,commekz[F(Th_l)]+1>F(Th_1) ,

on a hk > Th—l , et les deux membres étant entiers : hk 2 Th ;
Th
la congruence bk =0 (mod. p > en résulte immédiatement .

De plus , d'aprés (ii) de la proposition 11,7, b, £ 0
h
Th+1
<mod. p ) . Par suite , le p.g.c.d. des coefficients bk , 0k <41,

T
est de la forme Ah P h , ou Ah est un entier rationnel premier avec p .

T

On peut donc écrire : f(x) = Ahp h

fh(xh) (1-1)

ou f,, est un polynome primitif de Z[X ] de degré ¢ .

Remarque

St k=t +1, hk=ht +h =ht +1 2T +1 (p. 26),

T +1 K

) et le coefficient de X dans le polynome fh
t

est divisible par p . Par contre , le coefficient de xhh n'est pas divisi -~

alors bI< =0 <mod. p

ble par p . On a alors fh(xh) qu_‘(xh) (mod, p ), o, étant un poly -

nome de Z[X] , de degré v, etona : t,Svst .

L.e polynome fh va nous permettre de construire les suites
d'approximations des racines de f dans @p ayant pour premier terme une

racine multiple de la congruence fondamentale modulo p .

1
Relation entre les racines de la congruence fh(xh) =0 (mod.ph )

!
(h' 21) et les racines des idéaux ‘ph+h .

Théoréme 11,1 :

Soient : p un diviseur premier de I (8), B I'un queiconque
des idéaux premiers divisant pEK , @ une racine multiple dlordre t] de

la congruence f(x) =0 (mod, p), h € N* et a, =a ( mod. p) une racine
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dlordre t _ de I'idéal mh (t > 1) .

Soit alors f,_ le polynome défini par la formule ( I1-1) .

h

- ) - h ; !
Dans ces conditions : ah+l =a, ( mod, p ) est racine dlordre th+1

_2ht1 "%
h, 1 h
p

h+1

(1<t <t ) de I'idéal P si et seulement si o est

h+1

racine d'ordre t de la congruence fh(xh) =0 (mod, p) .

h+1

Démonstration :

L.a condition nécessaire se démontre trés facilement .

De la formule ( 11-1) , on déduit , par récurrence, en dérivant par

rapport a Xy,

(T, -hk)
pour toutk , 1 <k ¢ , f(k)(x)=Ahp h ka)(xh) (1-2)

h

Puisque a =a, ( mod, ph) , on pose =a +tp «

h+1 qh+1 h,1 °

Comme (A, , p ) =1, il résulte des formules (1I-1), (1I-2 ) et de la

d'ordre t de Itidéal

proposition 11,7 appliquée a la racine ah+] , ht1

h+1
P

fﬁk)(a ) t -k f

h, 1 < h+1 ) . .
0 | mod. p si 0<k sth_H—l ; )

!
k! et

( )
(a, )

h, 1 _1*;0

Tt

(mod. p )

ce qui montre , compte-tenu de la proposition Il.4 , que ahoq estracine
?

d'ordre t de la congruence fh(xh) =0 (mod, p) .

h+1

Condition suffisante .

Soient ah =a (mod. p) une racine dlordre th ( th > 1) de

Itidéal Sph (h=>=1) et fh le polynome obtenu par le changement de

. h .
variable x = a, +p X on suppose que o est une racine , d'ordre

h )

t,4q 21, de la congruence f (x ) =0 (mod.p) .

= ! & -
On pose a4 =3, TP onh’1 , alors d'aprés (11-1)

h, 1
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Th+1

0 <mod.p Th'!

) et (f(ah+1)>EK=‘Dh X9 .

Cherchons une autre expression de |'idéal <f(ah+1 )>EK .

h)

f(

]

)

qh+1

Comme a4 =3, ( mod, p

des idéaux EBJ , 1<j<h , avec : l<ths,,, stjs,,, st1 .

i 1
v 84 est racine dor-dr'etj

Nous reprenons les notations de la démonstration de la

proposition Il.7 :
- Pour toutj , 1 <j<h,

é'j={u, 1 <us<{, tel que euEah+I ( mod. ‘BJ)}

' . » H '= —
- ¢, =8, , etpourtoutj, 1 <j=<h-1, 6j 6] 6]"']
- ¥={j, 1<si<h, telque §;#¢].
i=4
, '- Vd = hadd
Décomposons |'idéal <f(ah_|_1 )>EK iEI (a ei)EK sous la forme

(fla 4 ))Ex= T (a,-0)E x T (a, -6)E

‘ i €8, i €8 A
Nous avons :
ig6(ah+1_ei)EK’ si h=1ouh =2
h I . .
.H (ah+l_ei)EK = < et é'j=¢ pour tout j, 1 <j<h-1
'€ -23<-25-(3h+1'9")EK>’ si h=22 et il
J i .

lexiste j, 1 <j <h-1, tel que GJ! #o.

- h N
Si1€8,, 3, =6 (mod, BP') , d'ol (ah+1 -8, E =

h ht

_ h
P x jS’h , et comme card. §, = 4o

I (a -8 E =P x¥U -,

|Ec€h

avec 91h='ﬂ mi,h'
|€6h

.. . ' _ j
SijEUN\ [h}, et Ede y B =6 ( mod. 1) et
(41 . .
a1 $6i (mod, P ), dlou : (ah_l_l--ei )EK=’BJ mi,j avec

= "= g! - =g 4
(ﬂi’j,‘b)—EK,etcommecar‘d.cij tj>0’_H (ah+l ei)EK P U,

en posant ﬁlj=i2£'91.j, et on a (%IJ.,‘I&)=EK .
J



-38-

Si 146, , a,, £8; (mod.D) et (iga(ahﬂ—ei)EK,‘p): E, .
1

En écrivant 11 ( I (ah+1 - 6, )EK> sous la forme :

JEH i €8
J
I (a -8.) x Il < I (a.,,-0.)E >
. h+1 i ) . 1 h+i j K
i €6 Je:u\{h}leaj
J = h-1
et compte-tenu de : ¥ jtJ! = X jtj' =Th - hth , oh obtient
j€ ¥\ {h} i=1
T T +1
finalement <f(a ))E =P h s XB8="T h xQ ol (W, P=E
h+1 K h ! K*
Alors o, = [ . =0 (mod. ), etil existe au moins un entier i' ,
ieg
h
i'€8 , tel que U, =0 (mod, B) ; il en résulte
H
(a -8, )E_ = qshm =0 ( mod ‘bhH) ce qui montre que a =
h+1 i K i, h ’ ’ h+1
ap, + ph a, 4 estracine de I'idéal ‘J}hH ( relativement & ei') . Soit alors
H

t' (t'=1) I'ordre de cette racine . D'aprés la condition nécessaire

Conséguences :

1°) Le nombre des racines , non congrues mod, p , de la con-

gruence f (xh) =0 ( mod., p ) est égal au nombre des racines de |lidéal

‘bhH , hon congrues mod, th , et qui sont congrues a a, mod, ph .
En fait , il y a bijection entre les racines de I'idéal ‘J}hﬂ , congrues a
a, , mod, ph , et les racines de la congruence fh(xh) =0 (mod., p)

avec conservation des ordres de multiplicité ,
2°) Soient B, 1 si=<aq, les racines incongrues mod, p de la
congruence fh(xh) =0 (mod. p) et s, llordre de multiplicité de chacune
de ces racines (1 <s. st pour tout i € {1,2,.., q 1) .
i=q

Montrons que ) s, = th . Pour cela , considérons les
i=1

ensembles :
_ _ h h+1 } . .
é’i’hﬂ—{uééh tel que eu—ah+p Bi(mod.‘b )i, 1<si<q;

= t immédiat que §_ = 8.
nous avons card, 6i,h+1 S, - Il est immediat que & ISEJSq i, h+1
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avec ai,h+l ﬂdj,h+1= ¢ sii#j .
i=q i=q
Par suite: card, § =t = _Z—L card. 6i,h+l = z s. .

Théoréme 11,2 :

Les hypothéses sont les mémes que celles du théoréme 11,1,
On suppose de plus que : 341 =23 ( mod, ph ) est racine d'ordre 1 de

Ifidéal "1 . Soit h! un entier 2 2 ; 8 4h1 = 3p4q (MO, ") est ra -
_Zhth! " %h

h, h! h
P

. . +h! . .
cine de |'idéal qsh h si et seulement si « est une ra -

. 1
cine de la congruence fh(xh) =0 ( mod. ph ) , qui est racine simple de

cette congruence modulo p .,

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théoréme Il,. 1,

Condition nécessaire .

. _ h+1y _ h .
Soita, 1y =34 ( mod, p ) = a, ( mod, p ) une racine
de I'idéal ‘Dh+h' . Alors 3 1pt OSt racine d'ordre t_ de *].‘>h , racine d'or-
dre 1 de 'Dhﬂ , et par suite , racine d'ordre 1 de tous les idéaux ‘Dh+u,
1 <u<ht, On a donc : 1 = th+u <ths.,, tjs.,, t1 , et
1 <u<h!
j= h+h! H
= = f =
Thint j E. 1 t; T, *+h' . Commea,, , =a, (mod, p' ), posons
_ h . B .
a gy =3yt P A pr e Puisque ( Ay P ) =1, il résulte de la formule
- ht
(1-1) : fh(ah,h,)=0 (mod. p ) .
De plus , a_ ., étant racine d'ordre 1 de T>h+l , le théoreéme II, 1 montre

que a, ,, est racine simple de la congruence f, (xh) =0 (mod. p).
H

Condition suffisante .

'
Soit a,, ,,, une racine de la congruence fh(xh) =0 (mod.ph )
?
( h' =2 ) qui soit racine simple de cette congruence mod, p . Posons
) T, +h!
a1 =3, TP ah,h' . Alors f(ah+h') =0 (mod. P > , par suite
T, +h!

(Flay ) )Ex = B X9 .
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Cherchons, a nouveau, une autre expression de |'idéal <f(ah+h')>EK .
D'apreés le théoréme Il,1 , 3 Lt est racine d'ordre 1 de I'idéal ‘DhH ;

par conséquent , il existe un entier unique i! € 6h tel qu A iht = 8.

_ h
i =a, (mods D7) et
h+1

ei,)EK=‘D mi',h , et

( mod., ‘bhH)et pour tout i €8 , i #i', 6

+1).

h
; *ah+h' ( mod., P Alors : (a,_ ., -

h . s .
(ay 1p1 = 6. )E =9 mi,h , st i €6, i A, avec(illi’h, P)=E .

1l en résulte :

I (a -8B =l -8 ) B x T (e - ) By
i €8 €
i £
h(t, -1)
=q3h+121|,hx15 h x I 9.
. i,h
2 IE&h 7
i # 0
hth+1
=D X ml,,h x U,
en posant 2Ih=_H mi,h ; et puisque (ﬂli h,‘B) = E
i € &, ’
i #it
sii€g, , i#i', ona: iuh$0 ( mod. B) .

En reprenant le raisonnement utilisé dans la démonstra-
tion du théoréme IlI.1 , nous obtenons finalement :

T, +1 T, +h!

(‘c(ah+h')>EK='ls XUy, xB=3 X2,

avec (B, ‘b)=EK ; par suite U =0 (mod, ‘,Bh'_]) , et

ih
(a - 8. )E_ =0 ( mod ‘13h+h' ) , ce qui montre que a est racine
h+h! it K * ? h+h!
!
de I'idéal ‘Dh+h ( relativement a ei' ) et I'ordre de cette racine est |
+
"y

( puisque a est déja racine d'ordre 1 de ‘Dh

h+h!

1l résulte immédiatement des théorémes Il1.1 et [1.2 le
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Corollaire 11,3:

Soit a une racine multiple de la congruence f(x) =0
( mod. p) et soit a, =a ( mod. p ) une racine d'ordre t, de I'idéal ‘Dh

(h=z1,t >1 ) . f_ étant le polynome déduit de f par le changement de

h h
variable x = a, + ph X, » ©On suppose que la congruence fh(xh) =0
( mod. p ) admet au moins une racine simple g e Pour tout entier h',

?

ht 22, soit a, ,, =a. . ( mod. p) la racine unique , au module ph
’ H

prés ( lemme de Hensel ) de la congruence fh(xh) =0 (mod. p ) .
Alors , la suite des entiers I définis par :

a =a, + ph a h! 21

h+h! h h, ht ?

converge p -adiquement vers une racine de f dans Zp .

Remargue :

Comme a =a, (mod. ph ) = a(mod. p), nous avons

h+h! h

obtenu une suite p -adique , de premier terme a , racine multiple de la
congruence fondamentale mod, p et qui converge vers une racine p -

adique de f ,

11.4,.- Application a la construction des approximations p-adiques d'une

racine du polynome f dans @p a partir d'une racine multiple de la

congruence fondamentale modulo p .

Soit r llentier (r =1) tel que 1(8) =0 (mod. p" ) et

r+1 )

1(6) £0 (mod, p On suppose que la congruence f(x) =0 (mod.p)

n'admet que des racines multiples , On choisit parmi celles-ci une ra~

cine a , dlordre t. le plus petit possible .,

1
Soit P un idéal premier divisant PE, , aest racine d'or-

dre t, de P (prop.l1.6) etonpose 61 ={u, 1<ux<i, telque 6, =2 (mod. D) 3.

Par le changement de variable : x =a + px, , on obtient

tl
f(x) =A] p fl(x1) .

Il y a deux cas possibles :
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- la congruence f](x1 ) =0 (mod.p) admet au moins une ra -
cine simple, auquel cas , d'apreés le corollaire 11,3, on sait construire
une suite p-adique , de premier terme a , convergeant vers une ra -
cine p-adique de f ,

- la congruence fl(x] ) =0 (mod. p ) ntadmet que des raci -

nes multiples , On choisit alors , parmi celles-ci , une racine 0y g
H
d'ordre t, le plus petit possible (2 < t, <t ) . D'aprés le théoréme
.1, a,=a+p a, , est racine d'ordre t, de Itidéal 232 ( pour des o,
b

tels que u € &, ) .

On pose x = a +pzx =a+pc1] ]+p2x2 et on a :
?
t]+t2

2 2

f(x)= Az p fz(xz) . ( Remarquons que ce deuxiéme changement de

variable x =a + p ( @y 4 pxz) revient & faire dans 1"1(x1 ) le change -
?

1

ment de variable x, = a
1 1,1

Aux racines de la congruence fz(xz) =0 ( mod, p) sont

+px2)

associées des racines de I'idéal 153 (relativement & des 8, » Pour u € é?])
avec le méme ordre de multiplicité .

Si la congruence fz(xz) =0 (mod, p) n'a pas de racine
simple , on continue le procédé , On construira ainsi , de proche en
proche une suite (fk) de polynomes de la variable X s jusqu'a l'obten -
tion d'un polynome f, tel que la congruence fh(xh) =0 ( mod, p ) admet-
te une racine simple. Un tel polynome existe d'apres la proposition sui -

vante :

Proposition 11,8 :

Soient r ] les entiers définis dans la proposition 11,3 ,
b
Soit p = sup r. i pour les couples (i,j) € 6‘1 X 6] avec i <j, Alors
H
ona: 1 <p=<r, etil existeunentier h, h <p, tel que la congruence

fh(xh) =0 ( mod. p ) admette une racine simple .
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Démonstration :

Considérons les couples (i, j) € é'lz avec i <j .
D'aprés la définition de é'] , pour tous ces couples , ej - ei €EP .

D'autre part ( proposition 1,3 ), & chacun de ces couples est associé

Foos - .t 1
un entier ML tel que ej-eieqs 1 et ej—ei$‘]3 2 .

?

Nous avons donc : ]Sr‘ier‘, v (i, j) € 6?? , d'oli
? i<j

1 <p=sup r*iJ.Sr . Alors , V(i,j)EG?, i #i, ej_ei ¢$p+l .
?

- Ou bien nous avons obtenu un entier h, 1 <h < p-1, tel

0 ({ mod. p ) admette une racine simple et la

Il

que la congruence fh(xh)
proposition est démontrée ,

- Ou bien nous avons construit les polynomes f_ , 1 <k < p-1
et les congruences fk(xk) =0 ( mod, p) n'admettent que des racines
multiples , Soit ap—l,  une racine d'ordre tp ( tp = 2 ) de la congruence
fp-l (xp—l) =0 (mod. p) . Il lui correspond une racine aFJ d'ordre tp
de I'idéal ‘bp et le changement de variable x = ap + pp xp conduit au po-
lynome fp tel que

T
fix) = A p Ff (x) .

Or les racines de la congruence fp(xp) =0 ( mod, p) sont associées
aux racines de |'idéal ‘bpﬂ ( relativement a des eu , pour u € 61) avec
le méme ordre de multiplicité et [lidéal $p+l nfadmet que des racines

dlordre 1 relativement aux eu pour u € 6'1 . Il en résulte donc que toutes

les racines de la congruence fp(xp) =0 ( mod. p) sont simples,

11.5,~ Construction des approximations p -adiques de toutes les raci -

nes de f dans @p et bases sur 7 des idéaux ‘bk , lorsque p = N( ) divise

1(9) .

Soit p un diviseur premier de 1(68) et soit a une racine

( simple s'il en existe une , multiple sinon ) de la congruence f(x) =0

(mod.p). Il existe unidéal premier P divisant pE, telque 9] =a (mod. D).
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Nous savons construire ( par application du lemme de Hensel dans le
cas d'une racine simple , par la méthode du § 11.4 pour une racine mul-

tiple ) une suite d'entiers ay de premier terme a =a (mod, p) et
?

1,1
tels que : f(a]’k) =0 (mod.pk) pour tout k € N¥, et al,k = al,j (mod.pj)
pour tout k € N* et tout j , 1 <j <k-1 ,

Cette suite converge donc, lorsque k = o, vers la racine
p - adique @1 de f, associée a la racine réelle 6] (p., 13) . A partirde
cette suite p-adique , nous construisons les £-1 autres suites p -adi-
ques convergeant vers les {-1 racines @V , 2<v =4, de f dans @p ,
de la fagon suivante :

Considérons les expressions des racines réelles de f en
fonction de la racine 6, : d, 8, ., = gh( e,) , 1 <h < -1 (1-3)

Pour tout h , 1 <h s{-1, les entiers d, divisent 1(6)
avec I'hypothése : 1(8) =0 (mod, p' ) et 1(8) %0 ( mod. p'MH Y (r21),
Alors , ou bien d £ 0 (mod. p) , ou bien d,, =0 (mod. p) et comme

d. £0 (mod. p"7 1),

r r,+1

h h .
dhEO(mod.p )etthf'O(mod.p ).S|dh$0(mod.p),on

posera r = 0.

il existe un entier Pl 2 1 sr, <r, tel que

Supposons que hous ayons construit la suite ( a]’I< ) des
approximations p —adiques , modulo pk , de la racine @1 de f . Il existe
un idéal premier P , de norme p, tel que 61 Eal,k ( mod. ‘bk ), pour
tout k € N* .

Pour tout i, 2 <i <4, désignons par ai,k I'entier ration-
nel , unique au module pk prés , tel que o, =2 k ( mod. ',Dk ) (corol-

laire 1,1 ) . Nous avons donc : f(ai k)EO { mod. pk) , 1 <i<t, et
’

i=4

L a.

i =S ( mod, pk ) ce qui détermine a si les a, ko | <k <4-1,
i=1

2,k? i,

sont connus , a, K étant connu , 1l suffit donc de calculer 8;4q  Pour
? ?

1 <1 <4-2 .
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Pour tout i, 1<i<t-2, di(6i+1—ai+1,k) =9i(91)‘ diai+l,k
k+r, k+r.
ep ! (r,20) et comme 8, Ea],k+r~i(m°d' B '), nous avons
Kk+r. k+r.
gi(al’k_l_ri)—di 241k € P 'nz=p 'z , dou
k+r.
(c) diqu,k Egi(aI,k+ri)(rnod.p Y, 1 sise-2 .,
Or : oubien, r. =0 « d £ 0 (mod. p) et la congruence

(¢) se réduita : d ) ( mod. pk)avec(di,p)=l

RN :
oubien, r. =1 etd, =p 'di' avec (di',p)=l .
La congruence () montre alors que , nécessairement ,

r. r.
|

= J e =
gi(a1,k+ri)‘° (mod. p "), dlod gi(al,k+r‘i) PG

et la congruence (C) se réduit a : di' 341 Kk = G; ( mod. pk) .
H
Dans les deux cas , (C) détermine a, . |, 1<i<¢-2,de fa-
H
. k
gon unique mod, p .
Nous savons de plus, ( proposition 1.3 ), que, pour tout

couple (i, j), 1 <i<j<21, il existe un entier i 0=<r, i <r, tel
?
1

r. . r. .+
que ej - ei €D bl et ej - ei ¢ D s . Il en résulte, pour ceux des

couples (i,j) pour lesquels i #0 :
H

( mod, pk)silskswi -
?

%,k = %k
k .
aj’k#ai’k(mod.p )suer‘i,j+1 .

Soit p' = sup r; ., alors pour tout (i,j), 1=i<j=a,
1 <si<j=<g 7?

_ p'+1 . . . . k
ej o, € . Par suite, pour tout i, tout j # 1, a; #ai,k ( mod.p )

si k 2p'+1 .,

En résumé , nous avons :
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Proposition 1l1.9:

Soit p un nombre premier tel que 1(6) =0 (mod. p' ) et

+
1(g) £0 (mod. p" "y (r=21). Pour tout k € N*, il existe 4 en-
tiers rationneis a; o 1 <i<4, tels que :
2
- k .
f(a, ,) =0 (mod, p ) 1 <i<q
i,k
I<+r‘i
1 9 ai+1,kEgi(a1,k+r‘i) ((mod. p ) 1sise-2
1-1 K
a, | =s- -_Z- 3 (mod. p )

. - k . . k
De plus : aj K =3 k(mod. p )siO<k Sri,j’aj,k #ai,k (mod. p )

’ ’

. k .. L.
S|k2r~ij+1,etajk#aik(mod.p ) pour tout (i,j), 1 <i<j<4

b ’ ’

et pour tout k =2 p'+1 oUu p! sup r. . .

1si<j=st '

Les 3 o 1<i <4, sont les approximations p -adiques
H

modulo pk des 4 racines ®i de f dans Zp etona :

r
1l d(e,e)= (< (p. 19)
1<i<j=<4i . : <p > P

Nous avons alors les deux théorémes suivants , analogues

aux théorémes 1,2 et 1,3 :

Théoréme I1,3:

Soit p un nombre premier tel que 1(6) =0 (mod, p" ) et
1(8) #O ( mod., pPH ) (r21) . Alors I'équation f(x) = 0 admet £ ra-
cines @i dans Zp et le produit des distances mutuelles des racines est :

-
1 d(e., @)= (L) .
1<i<j<4 J : (p>
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Théoréme I1.4:

Soit p un nombre premier tel que 1(8) =0 ( mod, pr ) et
1(8) 20 (mod. p"*1) (r=21) . Pour tout entier k , k =1, I'idéal
pk EK se décompose en un produit de £ idéaux primaires canoniques
conjugués :
h=4%
k h, k
P Eg = I o ()
h=1
avec pour touth , 1 <h <¢{ |
h, Ky _ ok _,; k . .k .
o (P )=95, =(p, B = 3p, 1 0 15T S )=(p, 8 = Bipgop, k? 1 5] <2-1).
h+i mod, 2 i+4~h mod, 4

k . k .

deux Z -bases ( identiques si h = 4 ) de Itidéal ‘}3:: et les a1 1 <1 <%,
3

sont les approximations p-adiques , modulo pk , des racines ®i de f

L

dans @p , que l'on calcule a l'aide de la proposition 1.9 ,
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PARTIE I

Cas particulier des corps cycliques de degré 5 .

ll. 1.~ Rappels .

l_es notations sont les mémes que celles utilisées dans le
cas général ; nous précisons certaines d'entre elles dans ce cas parti-
culier ,
Nous choisissons r = 2 comme générateur du groupe multiplicatif (Z/SZ)*.
Nous avons alors : Gal{Q'/Q) = {(r), les automorphismes r , 1 =i <4,

;
k
) 2 k

étant définis par : P (e)=¢ , 2'k modulo 5 .

Pour tout a€ @', le conjugué T'( ) étant noté ;s 1<j<4,
j=2'" (mod. 5) nous avons : Tla)=a,, 'rz(on)=on4, 'r3(0t)=a3 ,
’r4(oc)=<x] =@ ; il enrésulte, pour toutj, 1 <j <4, 'r(aj)=a2j ,
2 3 4 .
T (aj)=a4j , T (aj)=a3j, T (aj)=ocj ( avec pour tout (i,j) €

{1,2,3,4}2 , ijmod, 5 €1{1,2,3,4}) .
Les résolvantes de lL.agrange

(8, %’ = %ka(cp_l)cp(eu),OSkle, seront nhotées

®
h=5 ih
eu,j = <eu’X5—j>=h§] e Oy4p » 1SuU=<5,1=<j=5-k=<5 , et
plus simplement , pour u=1 ,
_ h=5 ih
e.i=e1,j=<91’X5—j>=h§1 € g o T IS5

Le corps @' est principal et nous savons que : ( [16])

i=4 L%
5 _ .5 3 2 4 _ .5 i
1<j<4 ij mod. 5

avec: 1<i*<4,ii*=1 (mod, 5) ,

!
>\.j€@ ?
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Op» Qg g,y Gy entiers conjugués de Q' tels que

m = N( ai) =Py XPgy Xeae XP, les P; étant des nombres premiers tous

distincts et p, =1 ( mod, 5) pour tout i ,

Polynome fondamental f de K et base de E

K L]
Nous choisissons pour polynome fondamental de K ( poly-

nome dont quatre parmi les cing racines forment avec 1 une base de EK)

le polynome f défini par la formuie ( [11-1)

i=4
5% £(x) = (5%-5)% = 10m x 52 () (5%-6)3-6mxs3175) 5" o a0, (5%-s)?

[o

=1 4§
=4 =4

4(1-5)[ ' 2 ] 5(1-s) 2 3

+ 5m x5 m- Y ;0o gy (5X-s) -~ 5 m % Ay Gg; @

i=1 i=1 41

avec s = 1 pour un corps unitaire , s =0 sinon ,

Nous choisissons pour base de EK : {1, 61, 92, 93, 94} .

Etude du discriminant D( 8) du polynome f et de I'indice 1(0) .

Nous avons D(8) = Dg (p. 6)
ol Dy=l6 | = M (8-6).

1<i<5 1<i<j<5

1<j<5

D5 comporte 10 facteurs ej - ei et peut &tre mis sous la

forme de deux produits de chacun cing termes :

i=5 i=5
D5=—_EI (ei-l']—ei) X_EI (ei_l_z"ei) =—M] XM2
=1 ( i+1 mod, 5) I=1 ( i+2 mod.5)
en posant :
i=5
i=5 5
M2 =.¥ (%+2"%) =’“(93-9])= N(o (9) - e) .

Ces entiers rationnels MI et M2 ont la propriété suivante :
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Lemme lIlI,1:

M, et M, sont divisibles par M = ”;/DK = 52(1_5) m (p. 6)

Démonstration :

Soit p un diviseur premier de M ; deux cas sont & consi ~

dérer :
1°) p divise m (donc p #5) . Soit B I'idéal premier tel que
155 =pE, . Pour tout couple (i,j) , i#ij, 8, = ej ( mod. PB) ( propo -

K
sition 1.2 ) , donc en particulier 9§, = 8, = 65 ( mod. B), il en résulte:

1

pour 1 <j <2, Mj €EPNZ=pZ , dou MJEO (mod. p) .
Puisque m = P, XPgy X eee XPpo les P; étant des nombres premiers tous
différents , congrus a 1 mod, 5, Mj , 1 £j <2, estdivisible parm .,
Comme pour s =1, M=m , le lemme est démontré dans ce cas.

2°) p=5, alors s = 0, Soit 8 |'idéal premier tel que 85 = 5E,,
nous avons : 6. = 6, ( mod, 82 ) pour tout i et toutj #i(lemmell,1);
il enrésulte , si 1 =i <5, Oieq 6; € Bz et 0., -6 € 82 , dlolt ,

pour 1 <j <2, Mj e(gz)Snz=szz , et MJ.EO (mod.52),

ce qui , puisque (5,m) =1, démontre le lemme dans le cas s =0 .,

Conséquence :
Pour j=1, 2, posons |MJ.| =Mm, , alors :
2
JDT8) = |Dg | = MMy | =M“m, m,=1(8) xs/D (p.6,7),
par suite : 1(9) = m, xm, (111-2)

Remarques

1°) Le résultat précédent se généralise sans difficulté dans le

cas des corps cycliques de degré premier impair quelconque £ >5 .,

2°) Ml et M2 se calculent 3 llaide des résolvantes de La-

grange , et on en déduit une expression de m, et m, ne portant que sur

h
les ¢ , 1 <h <4 et le quadruplet ( a5 Gy, O3, a4) :
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1+3s

4 3 2 2 3 3 2 4 3 2 32 23
5 m]=|(€ ~2e”+2e"-e) (05050, -0 0, 05)+(2¢ +e e -2e)(a, 05 oy - 0 o5 0, |

+|5m( e3-¢2) (0 0p=0ry 0g J+5m(c=e) (o 0y-aqa,) |

2

2 2 3 3 4 3
+2¢ —€)(C1](12(14—C1103C(4)+(2€ +e

1+3s 4 3 2 2 3 3 2
51 %m = (e -2¢ ~e“-2e) (a0, -0 0y 05) |

4
+|5m(e3—ez)(onl az—a3a4)+5m(e -e)( a, on3-<12a4)| (avecs =0ou 1)

3°) Si nous gardons 91 et échangeons les autres § de la facon
suijvante : nous remplacons 92 par 93 , 63 par 65 , 84 par ez , 65 par

94 , alors M  devient Mz,et m, devient m, , ce qui revient a remplacer,

1

dans I'expression dem, , o, par T3(ai) .

1

[11,2, - Etude des racines multiples de la congruence f(x) =0 ( mod. p)

pour les diviseurs premiers p de 1(6) .

( Rappelons que le polynome fondamental f étudié dans la

suite est le polynome donné par la formule (111-1)) ,

Proposition IIl,1:

La congruence fondamentale f(x) =0 (mod, p) n'admet

pas de racine multiple d'ordre 3 , pour tout diviseur premier p de 1(8).

Démonstration :

Supposons que la congruence f(x) =0 ( mod, p ) admette
une racine triple a, alors : f(x) = (x-a)3 (x=b) (x-c) (mod, p) (p.19),
(b¥a*c(mod,. p)etbstc(mod. p)oubs=c(mod.p)) .
Soit P I'un quelconque des idéaux premiers , de norme p ; a est racine
d'ordre 3 de B ( proposition 1.6 ), et en remplagant éventuellement P
par l'un de ses conjugués , on peut supposer :

=9 =6 =a, g =b, 8 =c _(mod.ib)
2<i<j<5 2sh<kss,h;£}7£k .

(Remarquonsque{el, 8 eJ., 8, > ek}={el’ By s B35 84 65}

4 ll'ordre prés ) .
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Soient : E@, 1'anneau des entiers du corps Q'
Ex a' I'anneau des entiers du corps K@' (composé de K et Q')

On désigne par : “DK@' I'idéal engendré par P dans KQ', c'est-a-dire ,

‘BK@' = tpEK@' = {JZ uj gj » Y €D, i;‘j € EK@'} (j en nombre fini},

et on désigne par : ‘D@, le sous-anneau de E constitué par l'ensemble

Ka!

des sommes finies 2, u; 8, , oliu; €Pet 5 €E
i

g = {J-Z”J b0 U €9, 8 €Eq ) € Beqr -

j en nombre fini

Q donc :

Remarquons qu'en général ‘b@' nlest pas un idéal de EK@' , car le pro-
duit dlun élément de ‘p@, par un entier de KQ' n'appartient pas nécessai-
rement & By, . Mais on démontre que :

- (1) By est un module sur Eo et B, NE , =PE

Q' Q Q'

- (2) si ( DK’ D@|) =1 ’ 13@1 = )DK@I

(DK , D@I désignant respectivement les discriminants des corps K et Q').

Pour démontrer que ‘D@' N E@, = pE@, , on utilise la pro-
priété des degrés :
[Ka':@l=4(g-1)=[K:@)x[a:a] ([2]),
doll il résulte ( [47] ) que les extensions K et Q' de Q sont lindairement
disjointes sur Q ; on montre alors que tout A! € ‘D@, n EQ, est de la for-

me : AM=pd, S'EE le résultat s'en déduit immédiatement,

Q

Pour démontrer (2) , en invoquant le théoréme sur la composition des
corps de nombres dont les discriminants sont premiers entre eux ( [8]

et [9] ou [5]) on montre d'abord que tout é1ément £ de Exa s'écrit

1-2
E= L « ek o, € E,, pour tout k ( E_. désignant toujours |'anneau
oo TkE %kt EK K

des entiers de K ) , puis on montre que ‘I&K@, = ’IS@, , dlol le résultat,
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Considérons les résolvantes de Lagrange :

w=5 w=5

- VW viw=1)
6 = L e 8 = ¥ ¢ )
\Y w=1 w1 w=1 w
1 <v <4 (w+1 mod., 5)
Posons : eu=a+au5|u€{l,i,j}, 6, =b+a,, § =cto  ,

avec a ., Qp s O dans P, Alors -év=wv+pv , 1 sv<4, ol
wv=a(1+eV('—1)+eV(J_l))+beV(h—1)+ceV(k-1) cE,

+a, €v( i-1) +a eV(J—] )+ah eV(h_”+ak €v(k—l) c ‘D@'

i

pv al

Les quatre entiers v(i-1), v(j-1), v(h-1), v(k-1) sont deux & deux
distincts et appartiennent mod, 5& {1,2,3,4 } , donc :

M=) o ov(=1) o vilh=1) | vilk=1) 4 3 2, L0 .

1+
Par suite : wv=(b-a)ev(h'])+(c-a)ev(k“]) .
Nous savons que ([167])
'9'] §4='éz'§3 = 52(l_s)m=-e-v-§&_v , 1=v<2,6 (avecs =1 pour un

corps unitaire, s =0 sinon) ,

On a
6\/ "e'&_v = ( w, + pv) ( Wy vt Pyy ) = w, W, + (o, Wy o T W, 0t pvp&_v)
= w0y, 0, Ty,
avec w, w, € E@, y v, € ‘J}@, ( car ‘13@ est un module sur E@, ) .

Alors 91 e4=eze3 = W, Wy = Wy W T Vy =V,
i - = - dlot
ce qui montre que Wy Wy = W,y g € ‘]3@, N E@: pE@, ; dloli la congruence

dans E =0 (mod. p) .

[ U T S R
Nous avons :

= (b-a) (c-a) [eXh*tk, nFak  2hi3k  3h+2k 4

Wy Wy = Wy Wy
Posons y =4h+k =k -h (mod. 5) , alors 3h+ 2k =2y {(mod. 5),

2h + 3k =3y (mod, 5), h+ 4k =4y (mod, 5) ; comme 2 <h <k <5 ,
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nhous avons 1 <sk-h <3 ety =1, 20ou3 (mod. 5) , il en résulte
€y+€4y_€3y_€2y=-_*:[€4_€3_62+€-_| (suivantque y =1
(mod, 5) ouy =2 ou 3 ( mod. 5)) .
Par suite
Wy Wy = Wy Wy =0 (mod. p)= (b-a) (c-a) [6—63—€2+€ ] =0 (mod.p).
Mais ( 64 , e3 , ez , €) étant une base sur Z de E@| , ces quatre élé -
ments sont linéairement indépendants sur Z , et par conséquent
(b-a)(c-a) =0 (mod. p).

Or cette derniére congruence est impossible par hypothé -

se , par suite la congruence fondamentale n'admet pas de racine triple.

Remarque :

La proposition précédente se généralise trés simplement
dans le cas des corps cycliques de degré premier impair £ quelconque

sous |la forme suivante :
Si p est un diviseur premier de I (6), la congruence fon -

damentale mod, p nladmet pas de racine multiple d'ordre £-2 .,

Conséquence de la proposition I, 1

Si 1(6) =0 (mod. p) , puisque la somme des ordres de
multiplicité des racines de la congruence fondamentale ( mod. p ) est 5
et que cette congruence n'admet pas de racine triple , alors :
1°) il existe toujours au moins une racine simple
2°) les seuls cas possibles sont :
- une racine double et trois racines simples
- deux racines doubles et une racine simple

- une racine d'ordre 4 et une racine simple .

Nous étudions chacun de ces différents cas .
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Existence d'une racine double et de trois racines simples pour

la congruence fondamentale mod, p .

Proposition IIl,2:

Soit p un diviseur premier de 1(8) =m, xm

1 2 °
La congruence fondamentale f(x) = 0 ( mod. p ) admet une racine double
et trois racines simples si et seulement si p 25 et un seul des deux hom-

bres m, m, est divisible par p .

Démonstration :

Condition nécessaire .

Soit p un diviseur premier de 1(6) , on suppose que
f(x) E(x-a)2 (x-b) (x-c) (x-d) (mod. p ), avec, a, b, ¢, d entiers
rationnels deux & deux incongrus mod. p , ce qui entrathe p =5,
D'apreées la proposition 11,6, a est racine d'ordre 2, et b, c, d sont ra-
cines dl'ordre 1 de I[lun quelconque des idéaux premiers P de norme p .
b, ¢, d jouantle méme rdle et en remplagant éventuellement Ilidéal P par

L

un de ses conjugués , nous avons deux cas a considérer :

i

d, 65 =b (mod. B) .
Le deuxieme cas se déduitdu premier en conservant 6, et remplagant 8,
par 63 , 93 par 65 , 94 par ez et 65 par 64 , ce qui transforme m1 enm,
et revient & remplacer oci par 'r3(a,i) (p. 51) .

Nous étudions alors uniquement le premier cas :

i=5
6, =6, ( mod, B) =>M]=i_£[] (em—ei) €PBPNZ =p7,

dlots : [M, | =Mm, =0 (mod. p) et comme M=4A/-f)—';$0 ( mod. p)

1

( propositionli.1), m, =0 (mod. p) .

1

De plus , les quatre entiers a, b, c, d, étant deux a deux

incongrus mod. p, 6;,, - § ¢ Ppour tout i, 1 <i <5, Il enrésulte
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(6,

Bz - 6;) ¢ B, donc IMZ‘ =Mm, % 0 (mod.p) et m2$0 (mod.p).

Z
1
=,

Condition suffisante .,

p étant un nombre premier , p 25 , on suppose m, =0

( mod. p)etm2 £ 0 (mod. p). Alors M, =0 (mod. p) et aussiM, = 0

(mod, B), ol P est I'un quelconque des idéaux premiers de norme p .
i=5

L'idéal premier P contenant le produit [ ( 8,

- ei ) contient au moins
i=1

1

une des différences 6141 6., eten remplagant éventuellement P par un
de ses conjugués , onh peut supposer que 62 - 6] € P,

Démontrons que , pour tout i , 2 <i <5, 6, =8 €D,

a) 93-ez$‘b(r~esp. 91—85¢’D)5m0n 83-616‘b(r~esp.

8, - 65 € B) , ce qui n'est pas vérifié , car

i=5
m, £0 ( mod. p)ﬂM2=iI=11 (6,0 =6 )F0(mod. p)=M, 0 (mod. D)
et 0..,-0 € P pour tout i , 1<i<5 ., Donc s'il existe i tel que
GH_] - ei €D, alors i =3 ou i =4, De plus P ne contient qu'une seule

des deux différences 64 - 93 et 65 - 94 , sinon on aurait 65 - 93 €P.

B) 8, - 65 ¢ B . Nous le démontrons par I'absurde :

1}

si 64—936‘]3, ilexiste(a,b,d)EZ3telsque 6]56 a

2 b

85 =d (mod. B) ( proposition 1.2 ) et puisque 8, - 8, €D, 6, - 6 €5,
85 - 64 ¢P,ona, atb+difa(mod., p). Comme dans la démonstra-
tion de la proposition IllI,1 , en posant: ei =a+ o; si i=1, 2,
ei=b+cgi , si i=3, 4, 95=d+oc5 y @ €B, 1 <i <5, nous obte -
nons 5V=wv+pv, 1 <v<4, avec

wV=a(1+eV)+b(ezv+e3v)+d64V

= (a-d) (1+e¥)+(b-d) (e + %) € B,
i=5 .
o, = L ev('_])ai € Pyt -
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Alors 61 -54 = 62-53 = W Wy = Wy Wy @ (a=b)? (e-c3-c%4¢) =0 (p)

ce qui est impossible puisque a £#b (mod. p) .

Donc , si 92—916‘]3, alors 94-—93{’]3.

v) 95—e4¢‘13.Eneffet,si62-61€‘Det95—946‘b,par
conjugaison , on aurait :
2 (%)

ce qui est impossible d'aprés B), en remplacant I'idéal B par son conju -

. 2 2 2
By~ 85=0 (92—9])60 (P) et 8, -8, =0 (65~94)€0

gué oz(qs) .

Nous avons donc montré que , sip=25, m, =0 (mod., p)

1
et m, %‘0 ( mod. p ), il existe un idéal premier P, de norme p, tel que:

By -8, €By B4q - 6 €P, 2<i=<5, 8 40— 6; €D, 1<i<5
Toujours , compte-tenu de la proposition 1.2, il existe des entiers ra-

tionnels a, b, ¢, d, deux a deux incongrus mod. p, tels que:

6

n

a, 6, =b =c, B =d (mod, B) .

(A]
D
i

1= 82

(x-a)2 (x=b) (x=c) (x=d) ( mod. p),

]

1l en résulte : f(x) = (x-ei)

1

I — o

i
ce qui montre que la congruence fondamentale admet une racine double a

et trois racines simples .

Remarques :

1°) Il résulte de la démonstration précédente que :
6, =6, =a et 9, =0,=D ( mod, B)

ou = a=b (mod, p)
6, =6, =3 et 6,=0, =b ( mod. )

En conservant §, et en remplacgant 92 par 93 , 93 par 95 , 94 par 82 et

1
es par 64 , on en déduit :

]
n

8; =6, =a et §, =6; =b ( mod. B)
ou = a=b (mod. p)

6, =b ( mod. B)

1l

[an]
I}
lep]
il

=a et 64
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2°) Relations vérifiées par les racines a, b, c, d .

On suppose m, =0 (mod, p) et m21¥.0 (mod. p) .

1

Nous savons alors que : f(x) = (x-a)% (x-b) (x-c) (x-d) ( mod. p),

1}

dlols : 2a+b+c+d=s (mod. p) .
Considérons Ilidéal premier B=(p, 8, -a, 8, -a, 83-b, 6, - c)
(avec essd(mod. ) >. Nous posons 6, =a+a, , si i=1, 2,
e3=b+a3, 8, =cta,, 65=d+a5, o; €EP, 1 <i<5etnous cal -
culons ( avec les notations de la démonstration de la proposition 11,1 )
(;!)1 UJ4 - wz U-)3 .

Nous obtenons alors que w, w, - w, wy =0 (mod. p) , si

et seulement si :

(b-a) (c-a) + (c-a) (d-a) - (b-a) (d-a) =0 (mod, p) .

Existence de deux racines doubles et d'une racine simple pour

la congruence fondamentale mod. p .

Proposition IIl,3:

Soit p un diviseur premier de 1(9) .
La congruence f(x) = 0 (mod, p) admet deux racines doubles et une ra-

cine simple si et seulement si :

( p#2 etp#5
m, =m, =0 ( mod, p)
X =4
Iy agi Qg azi = 0 (mod, p)
i=1

Démonstration :

Condition nécessaire ,

Soit p un diviseur premier de 1(9) .
On suppose que f(x) = (x-—a)2 (x-b)2 (x-c) (mod. p) avec

s (mod. p).

[l

a¥bfcfa (mod.p) et 2a+2b+c

( Remarquons que nécessairement p # 2 ) . D'aprés la proposition 11,6
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a et b sont racines d'ordre 2, c est racine d'ordre 1 de I'un quelconque
des idéaux premiers divisant pEK , etparmi ceux-ci, il existe au moins
un idéal P tel que l'on ait g, =a (mod, P) et 6, =a, b, ouc ( mod. B )
si 1€{2,3,4,57%.

A priori , il y a 12 cas a envisager , Compte-tenu de la
remarque 1°) p. 57 , 4 de ces cas sont impossibles , Par conjugaison,
a partir de ces 4 cas , on élimine 4 autres cas . Il reste alors 4 possi -
bilités qui se déduisent de I'lune d'elles par conjugaison . Par suite |,
nous étudions le seul cas :

6, =6, =a, 8356, =b, 6, =c (mod. ) .
Nous savons que :

6 Eez(mod.ﬂ}):m =0 (mod. p) (p. 55)

1 1

On montre de méme que :

63595(mod.$)=>m2 0(mod, p) .

Posons ei=a+aisii=]ou2, ei=b+aisii=3ou5, e4=c+a4,
aieqs, 1<i<5 . Nous avons : 6V=wv+ oy 2 1<sv<4, avec
wv=a(1+ev)+b(ezv+ e*Vyree3V
= (a=c) (1+e) + (b=c) (2V + *Y) € By
i=5 .
_ v(i-1)
py= L € a; € By -

Nous avons Wy = Wylg = (a-b) (a+b-2c) ( e4—es—ez+e ) .
Comme a b (mod. p ), w,w, - wyws =0 (mod.p) si et seulement si
a+b-2c =0 (mod. p) .
Donc , si f(x)E(x-a)z(x—b)z(x-c) (mod. p) ,
a+b-2c =0 (mod. p)

on a:

2a+2b + c s (mod, p) .

il

Il en résulte : 5c=s (mod, p), ce qui montreque p #5
<car~:sis=0, 5 divise Di¢ et p divise 1(8) avec (1(8), "/DK)=1 ,

donc p#5 , sis =1, puisque 5¢c = 1 (mod.p),p;é5>.
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Nous avons alors f(c) =0 (mod. p) avec 5¢c-s =0

(mod., p) . La formule ( I1I-1 ) montre que :
s
5 _ 5(1-s) ' 2 3 _
5" f(c) =-5 mE aZia:ﬁaM:O(mod.p)

i=1

et comme p # 5 et p est premier a m ( car m divise D, et p divisant 1(8)

est premier & D ), ona:

i=4 5
, Xoi C3i Oy =

M

Condition suffisante .

Soit p un nombre premier , p#2 et p #5 tel que

i=4 5 3
(mod, p) et Y a2ia3ia4i50(mod.p).
i=1

1 =0=m,

3
n

Puisque p divise m, (et m, ), pdivise I (8) et la congruence f(x) =0

( mod. p ) admet au moins une racine multiple ( proposition 11,5 ) .

Compte-tenu des propositions IlI,1 et 11,2, il y a, a priori, deux pos -
sibilités : la congruence f(x) =0 ( mod. p ) admet
- soit deux racines doubles a et b et une racine simple c .

- soit une racine a d'ordre 4 et une racine simple c .
Démontrons que ce deuxiéme cas est impossible ., Puisque , par hypo -
théese , p #5 , il existe \ €Z, tel que 5d=s (mod. p ).

i=4
0 (mod, p) = 55f(d) =0 (mod,p ) = f(d) =0 (mod.p).

™

2 =
Coi O37 Qgi =

i=1

Supposons que f(x) = (><—a)4 (x-c) (mod. p), avec 4a+ c =s (mod,p),

0

afc (mod. p) .
Alors f(d) =0 (mod.p)= d=a ou d=c (mod. p)
- sid=za(mod.p), 4a+c=4d+c=s=5d(mod. p)
d'ot a =d =c(mod.p) , ce qui est impossible .

- sid=c(mod, p), 4a+c=4a+d=s =5d (mod. p) ,

0 ( mod, p) avec p # 2 par hypothése ,

d'od 4(a-d)

donc a=d=c (mod, p), ce qui est impossible .
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Par suite le seul cas possible est :

F(x) = (x-a)? (x=b)? (x=c) (mod. p) .

Corollaire :

Soit p un nombre premier , p #2 et p #5 , tel que

4
2 3
(mod. p) et 1 Qo Qg Op

i=1

1 =0=my

3
m

=0 (mod. p) , alors Ia

congruence f(x) =0 (mod. p ) admet deux racines doubles a et b et
une racine simple ¢ . Cette derniére est déterminée par :
5c =s (mod. p) .

Donc :sis=0, c =0 (mod.p) ;sis =1, c est Itinverse de s mod. p .

Existence d'une racine d'ordre 4 et d'une racine simple pour la

congruence fondamentale mod. p .

Remarquons d'abord que , si I(6) =0 (mod,2 ), la con-
gruence f(x) = 0 { mod, 2 ) admet une racine multiple ( proposition 11, 5)
et comme , modulo 2, il n' y a que deux racines incongrues , nécessai-

rement f admet une racine d'ordre 4 et une racine simple ,

Il résulte immédiatement des propositions 1lI,2 et 111,3:

Proposition Ill.4:

Soit p un diviseur premier impair de 1(9) .
La congruence f(x) =0 (mod, p) admet une racine d'ordre 4 et une
racine simple si et seulement si

m, =0=m, (mod, p)

2 3
L ah Gz ag ¥0 (mod.p) .

Dans le cas des corps cycliques de degré 5, le calcul des
polynomes 9, ( formule 1-3 ) se fait effectivement en utilisant les for-

mules donnant les produits deux a deux et les carrés des éléments d'une
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base d'entiers ( [16 ]) . L'application & ce cas particulier de la propo-
sition 11,9 et du théoréme 1.4 permet alors de construire les approxi-
mations p - adiques des racines de f dans @p et d'obtenir des Z - bases

k
des idéaux primaires canoniques B , lorsque p = N(B) divise 1(8) .

11,3.- Exemples de développements p-adiques des racines du polynome

f pour des nombres premiers p divisant 1(8) .

Dans les exemples suivants , nous donnons [e discriminant

(5)

D, du corps K considéré , le nombre o de Q utilisé pour construire

K
K , le polynome fondamental f correspondant , la valeur de I(8) avec
celle de chacun des facteurs ml et my s et le début des développements

p-adiques des racines ®i de f dans Zp pour des nombres p divisant 1(g),

A) Cas ol la congruence fondamentale admet une racine d'or~

dre 4 et une racine simple ,

1°) K est le corps unitaire de discriminant DK = 1514 ,
cx=-¢;:2+3e:3+2€4 ;f(x)=x5—x4—60x3+12xz+784x—128
l(e)=29;m =23,m = 25
1 2
Dans Zz:
2 3
®1=1+0x2+0x2 +0x2 +...
2 3
®2=0+0x2+0x2 +1 x27 +...
@3=o+1xz+ox22+oxz3+...
®4=0+0x2+1x22+1x23+...
®5=0+1x2+0x22+1x23+...
ce s . I 8 4
2°) K est un corps non unitaire de discriminant DK =5 x 61

2 2

a=3¢ +e:3 ; f(x)=x5-610x3+4880x + 5185 x + 976

1(g)=2"" x 41 , m]=26x41 , mz=25

Dans Zz :
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®, = 0+0x2+0x2%+0x2%+1 x2¥+ ...
®, = 1+0x2+1 x22+ox23+0x24+...
o, = 1+1x2+1x22+0x2>+1x2%+ ...
®4=1+1 X2+ 1 x22+0x23+0x24+...
@5= 1+0x2+1 ><22+1 x23+0xz3+.,.
B) Cas ol la congruence fondamentale admet deux racines dou-

bles et une racine simple .

3°) K est le corps unitaire de discriminant DK = 414
=e2+263+3e4;f(x)=x5—x4-16x3-5x2+21x+9
3 2
1(g)=3 ,m1=3,m2=3 .
Dan523:
2 3
®1=1+2x3+0x3 +1x3 +...
B, =1+1x3+0x3%+0x3%+...
O, = 0+1x3+1x3%+2x3%+ ..,
@, =2+0x3+0x3%+0x3>+..,
®5=O+1x3+0x32+2x33+...
o ce s . - _ =8 4
4°) K est un corps non unitaire de discriminant DK =57 x 71
a=3€+ez+263;f(x)=x5—710x3—3195x2+71710x+69651
I(e)=34x1087,m1=3><1087,m2=33
Dan523:

- 2 3
®1_1+0X3+0X3 +2x3 +...
@2=1+1x3+1x32+1x33+...
@3=z+ox3+ox32+ox33+..,

- 2 3
O. =2+0x3+0x3%+1x3>+...
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C) Cas ot la congruence fondamentale admet une racine dou -

ble et trois racines simples ,

5°) K est le corps de l'exemple 2°) de A) .

Dans Z,,
®, =33+ 12 x 41 + ...
®z= 33+ 40 x 41 +,..
B, = 7+ 15 x41 + ...
O, = 16 + 15 x 41 + ...
@, = 34+ 38 x 41 + ...
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