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par Jean COUGNARD

Un des problémes majeurs de la théorie des nombres algébriques
est celui de la détermination du nombre des classes d'idéaux de I'anneau
des entiers d'un corps de hombres algébriques, Nous donnons ici une
méthode permettant de répondre & cette question pour certaines exten-
sions diédrales de degré 8 de Q (précisées dans la premi&re partie),
Pour cela, on rapproche des algorithmes existants, tout en modifiant

l'lun d'entre eux,

Un théoréme de Brauer [B], modifié par Wwalter [W], ramene
le calcul du nombre des classes d'une extension galoisienne a celui de
ses sous-corps et & celui d'indices de groupes d!'unités, Dans le cas des

extensions diédrales, ces formules ont été améliorées par C, Castela [C],

Dans la situation ol l'on se place, il faut déterminer le nombre de
classes d'une extension de degré 4 de Q contenant un corps quadratique
imaginaire euclidien ; cela peut &tre fait au moyen d'un travail de
H. Amara [A:] . Cette étape nous permet également de calculer une unité
fondamentale de ce corps biquadratique, Il est alors possible, en adaptant
un travail de Wada, de déterminer le groupe des unités de I'extension dié-
drale, La connaissance de llaction du groupe de Galois permet alors de

terminer la détermination du nombre de classes cherché :

Le §1fixe les notations pour llextension diédrale, le §2 rappelle
ce que devient la formule de Walter, le § 3 indique comment adapter Itar-
ticle de Wada pour calculer le groupe des unités, le § 4 résume le travail
de Amara, La faisabilité de la méthode est vérifiée sur un exemple numé—

rique qui n'a rien de glorieux, |lauteur ayant travaillé avec une H,P, 15 C,



§ 1 - Extension diédrale de degré 8 :

Soit N/Q une extension diédrale de degré 8, son groupe de

Galois G est engendré par deux éléments ¢ et T vérifiant les relations :
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Nous appelons Go (resp_ G] ,GC'),G]' et H> le sous—-groupe de G

engendré par T (resp. To, T et cz, To et 02, c).

Le corps invariant par G_ (resp, G, ,G:),G]',H> est noté K_
(r‘esp, K] R ko , k] , k> .

Les autres sous-groupes de G sont :

cGo c_] engendré par '1'02 dont le corps des invariants est °<Ko>

cG] c_] engendré par 'rc3 dont le corps des invariants est o(K]>

et le centre de G engendré par 02 dont le corps des invariants est C,

ce qui hous donne le diagramme suivant :
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K

Dans tout ce qui suit, le corps ko est supposé &tre un corps quadra-

tique imaginaire dont I'anneau des entiers est euclidien pour la norme,

K* Sk Ex> CZK, thonnom-

bre de places réelles, complexes, son groupe des unités, son groupe des

Pour chaque corps K, onh note r E

classes, son nombre de classes, Le corps k0 étant complexe, pour un
plongement de N dans une cléture algébrique de @, le groupe de décompo-

sition de la place & I'infini est soit G] , soit oGlc—] ; on en déduit que



r =2, r,=r, =0 puisquer,_  =r =2 53 pr,_ =r =0,
Ky ko ke “1 ok, Ko o(k,)

ce qui permet de déterminer le rang, rg (EK> , du groupe des unités

de chaque corps K :

(e rs (g ) <ro e, )ra(5)=

1

oo ) s )

§2 - Le théoréme de Walter ([W] , [C] chapitres | et ll> :

. Pour tout sous-groupe G' de G, G' désigne ['élément T g
geG'

de Z[G] et n(G') le degré [N : NG'] ; si M est un Z[G]-module,
‘IRG' est le sous-groupe de M formé des éléments invariants par G', wz(G')
le nombre de racines zp—iémes de |'unité contenues dans NG'.
On note lg, le caractére de G obtenu par I'induction de G'a G du carac-
tare identité de G' [sS1].

. Pour tout sous-groupe E' de Eny E' est I'image de E' dans le

quotient EN de E,, par son groupe de torsion,

. N étant considéré comme plongé dans C, on note D le sous-

groupe de G engendré par la conjugaison complexe,

. Si W et W' sont deux Z[G ]-modules, sans torsion, de mé&me rang,

plongés dans un mé&me espace vectoriel V, [‘m : ’IR'] est l'indice de ' dans
i ([sz] ch, 4),

On peut alors définir un Z[G]-module L par la suite exacte
0—>7 —7lc]D — L —> 0

ol Z[G]D est I'idéal a gauche de Z[G] engendré par S, et I'injection envoie
Ilentier n sur NG, On peut montrer (cf. [W] que L et U ont méme rang

(théoréme de Herbrand) et que :

Théoréme <th. 4,1 dans [W]> : Si M est un sous—Z[G]-module de EN ,

Z[G] isomorphe a L, la relation




(1) z al@g"® =0, alghez
G'CG G

conduit & I'éqgalité :

(2) M hen?@) -1 (n(G')Wz(G') [eC': MG'Da(G').
G! G! N

En appliquant ce théoréme & une extension diédrale de degré 8 N/Q,

on démontre <cf. [c] chapitre Il> les relations :

WZ(N) [EN M)

(3) h, . =h_ .h_h_ x x
N K * k'K p—
© ] W2<Ko> Wz(k) W2<Kl> [EEO, MGO] [_EE . MH][EGI.MG1]
: . : N
G G G! G!
hKo ) hK] w2<K0> w, (k]> [EN°: M ©] [EN] : M 1]
(4) 7 = —. X x X5 S -
ko ki Wy <ko> W2<K1> [EGJ:, MGo] [EN' i M 1]
N

On sait aisément déterminer le nombre des classes d'un corps quadra-

tique [Ch], donc si on connaft hK et I'action de G sur EN la formule (4)
nous donne h . ©

Ky

La formule (3) permet alors de calculer hN .

§3 - Les unités de N :

Supposons connu le groupe EK .
Lorsqu'une extension L/Q est ?:omposée dl'extensions quadratiques

de @, il est possible de déterminer son nombre de classes connaissant ceux

des corps quadratiques, Ces méthodes, antérieures a celle de Walter, relé-

vent du théor&me de Brauer déja évoqué (faisant lui-méme appel aux pro-

priétés des fonctions zéta) et nécessitent la connaissance du groupe des

unités, La méthode utilisée dans [Wa] peut s'appliquer ici, d'une part

pour déterminer EC’ puis connaissant E

Ec(Kg)

nons des notations simplifiées pour alléger la démonstration,

Kk et bien entendu
o

Indiquons comment procéder et pre-

=c<EK >, déterminer Enc
(o]

Considérons une extension L/F & groupe de Galois Z/2Z x 7/2Z



Gal (L/F) =1{1d,o,p,p = ap} puis désignons par L, (resp, L, ,|_3> le

corps invariant par o (resp, p,u), par Ei le groupe des unités de l_i

et par E celui de L,

Soit € une unité de L, on a l'identité

2 (eeaXeep)

ECDE

et donc ez appartient au sous-groupe E,Z E, E, de I_*. Si les <€i J.)
?

12 3 1=j=< r‘i
forment un systé@me de générateurs de Ei (i =1,2,3), 1l faut regarder quels
ti .
sont, parmi les éléments T| ﬂei ’j" <avec ti j= 0 ou 1>, ceux qui sont des
1 ?

I, ’

carrés dans L, Les racines carrées de ces unités, ajoutées aux €; i for-
?

ment un syst&me de générateur de E,

Soit donc maintenant € un élément de El Ez E3. Si e est un carré
dans L, les NI_/I_ (e) sont dans Ei2 . Cette propriété peut &tre vérifiée si
i

on cohnaft les groupes Ei avec suffisamment de précision, Supposons donc

que les NI_/I_ (e) appartiennent a Ei2 pour chaque i, On peut alors choisir
i

des Bi dans Ei tels que

2 _ 2 _ 2 - o
B) —NL/L](e), B, NL/I_Z(e), B, NI_/L3(<-:)
et B. B.B., = ¢ B2

1°2°3 3

Par conséquent, ¢ est un carré dans L si et seulement si B, B, B; en est un,

3
Posons alors : b= Nl_i/F<Bi>

€ =B, BZB3+b<BI+BZ+B3>

Cc = TPL/F(E) .

On a alors llidentité

— g2
B] BZB3C g°,

Donc B] BZ B3 est un carré dans L si et seulement si I'élément ¢ de F



en est un, La vérification de cette derniére propriété revient a tester si
le quotient de deux éléments de F est un carré dans F, Dans la situation

du §1, le corps F est soit @, soit ko’ le test est donc utilisable,

Il ne nous reste plus qu'a déterminer |'unité fondamentale et le

nombre des classes de Ko.

§ 4 - Unité fondamentale et groupe des classes de K0 :

Dans cette partie, on reprend l'article de Amara [A] . Les résultats
sont énoncés dans i'ordre ol ils sont utilisés,
Puisque l'anneau des entiers Zk de ko est euclidien, donc principal,
o

il existe 6 € Ko tel que ZK = Zk [e] et tout idéal entier | de ZK posséde

o o o
une Zk base {a,6-c} oll a et c sont deux entiers de Zk : le nombre a
o o
engendré la horme dans Ko /ko de I'idéal | et si f est le polyndme irréduc-

‘tible de & dans Ko/ko, on a la congruence

flc) = 0 (a).

Le corps N étant considéré comme un sous-corps de €, pour chaque

é1ément x de N, on note |x| son module, On définit alors :

Définition 1 : Un idéal entier | de base {a,0-c} sur Zk (noté | = (a,G—c))
o

est dit réduit si et seulement si il vérifie la propriété sujivante : pour tout

E€l, E#0, ona:

lal = sup (le], 1 1).

Lemme |l ([A] lemme [V 1>: Soit | =(a, 8 -c) un idéal entier avec
lo-c| < |a|, pour que | soit réduit, il faut et il suffit que pour tout

E=\a+p(6-c) dans | avec A et p non nuls et vérifiant :

w22 e

le-e7 |

oh ait :

jal = sup (2, 11,



On peut démontrer que dans chaque classe d'idéaux il y a un idéal réduit
(cf. [sm] ch, 11),

Bien entendu, un idéal est réduit si et seulement si son conjugué

sur ko est réduit,

Démontrons maintenant qu'il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux réduits :
. 2 2\2 .
Si la\ = NK /O(” > = \}DK /Q° on peut dlaprés le Théoréme de
o o

Minkowski trouver £ € | tel que :

2
o
el <lal, g | <]al
et donc I'idéal | n'est pas réduit, Donc pour que [!idéal entier | soit réduit,
2
il faut que \a|2 < (%) \}DK / . Il ne peut donc y avoir qu'un nombre fini
o

dlidéaux réduits,
Il va donc falloir déterminer tous les idéaux réduits de Ko et les
regrouper classe par classe, ce qui va se faire au moyen de cycles d'idéaux,
On peut donc déja faire la liste des premiéres étapes de I'algorithme,

1. Dresser la liste & une unité prés des entiers a de ko vérifiant

‘3\25 ? VDK/ .

2, Chercher pour chacun de ces entiers a, les entiers c de ko intérieurs
au disque de centre 6, de rayon a, vérifiant f(c) =0 (a),

3. Pour chaque a, identifier les c obtenus dont la différence est divisible

par a.
4, Eliminer les idéaux non réduits au moyen du lemme II,

La proposition suivante nous donne une condition nécessaire et suffi-

sante pour que deux idéaux soient dans la méme classe,

Proposition [l <[A] prop. |.2> : Soient | = (a,e-ci> et J= (b,e—c2> _deux

idéaux réduits, Pour que J I—] soit principal, il faut et il suffit qu'il existe

dans | un élément h_ tel que \ho| < |a| et Vvérifiant :

. _ (T - N e
(i) u= <ho/a>l et NKo/ko <ho> €ab ou e est une unité de ko'

2
(ii) Pour tout h € 1- {0} tel que |h| <\ho\ oh a lhf> | < n° |



cette derniére condition est appelée condition de réduction et tout élément

h'el- {g} et vérifiant (ii) est appelé élément réduit dans |,

1l existe des éléments réduits '"naturels!' :

Lemme 1V <[A] Lemme 11 3> : Soient u_une unité de ZK et 1=(a,b-c),
' o

si_|u| <1 alors ua_est un élément réduit de |,

Soient h' un élément réduit de |, u une unité de ZK et h un élé-
o]

ment de | tel que |h| < |uh'| ceci entraine \u_]h\ < |h'| puis, h'étant

2 2 2 2 2
réduit, |h'C | < Ju % h° | soit \(uh'>° | < |n°

. L'ensemble Rl des

éléments réduits de I'idéal | est infini, En conservant les notations du

lemme |V, considérons les éléments h de | tels que |au| < |h| < |al,
puisque h € | on ne peut avoir |h° | < la| = |a° | car alors
nl 19 () < la] | a
hi |h =N h) < la]| |a =N 1.
K, /@ K, /Q

On a donc soit

soit

o2 o2
W1 > 1(au)”|
il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de | vérifiant simultanément :

lau| < [h]| < |a]

2
lal < |n7 | = |au® |.
cz
Choisissons-en un, h], tel que h soit minimal, |l est alors immédiat que,
pour tout h'€ | tel que |h'| < )h]] , ona:
2 2
In'? |z |nd 1,

1
En remarquant <cf. [A] lemme 1, 3> que deux éléments réduits de 1,

E et m, ont méme module si et seulement si £ = me ol € est une unité de

Zk , on peut construire une suite <hn>n€N et une application surjective ¢
o




de N dans |'ensemble des modules des éléments de RIU Ha\ | de la facon

suivante :
ho= a et (o) = Ihol
puis o(n) = lhnl ou h, est un des éléments de 1- {0} vérifiant :

M I l<ln

2
. c o
(i7) pour tout he 1-{o} et |h| < \hn_]\ ona |h | = \hn .
On peut alors démontrer :
Théoréme V : Soient | = (a, 06— c) un idéal réduit, Rl = {e hn} (n enN-{o} ,

€€ Z: ) I'ensemble des éléments réduits de I, On définit les idéaux I _ par

2
O‘ > T4 d - . - - 2
= étés s es e é :
ln <hn/a I. Les propriétés suivant sont verifiées

. . > = - e
(i) 1l existe d=0 tel que, pour tout n, lhyg= lp» les idéaux I

sont en nombre fini, ils constituent le cycle de 1,

(i) Les idéaux réduits équivalents & | sont ceux du cycle de |,

(iii) Soit d' le plus petit entier naturel non nul tel que Tqr=1 alors
hd'/a est une unité fondamentale de ZKO,
Pour construire le cycle de I'idéal réduit |, il suffit de savoir

déterminer, pour chaque idéal réduit J, le premier élément de la suite

RJ associée, Ceci peut étre fait de la fagon suivante :

L_emme VI ([A] lemme IV.2> : Soient 1 = (a,8-c) un idéal réduit, Ml

I'ensemble de ses racines <c'est—é-dir*e les entiers c de ko vérifiant

B-ckt l>. Il existe dans MI unh unique élément c:I appelé racine mini-

male et vérifiant :

(i) \9—c|\ < la\,

(il) Pour tout c € M, avec lo-c| < |al ona |8° -clls 169 _¢
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Proposition VII ([A] L.emme |V,3> :Si 1= (a,@—cl> est un idéal réduit,
c, sa racine minimale et RI = {ehi} % si on écrit

ien-{ol, ecz, T

o
h =X a+ p,°<6—c|> , on a les inégalités :
2
lal sl —c|
Lol < = Il <1+ ol

le-67 |

La construction de I'idéal |,, successeur de |, est facilitée par la

1
remarque ([A] remarque [V, 5) :

Soient | = (a,e-c|> un idéal réduit, c, sa racine minimale et

h] = )\Oa + u0<6- cl> le premier des éléments réduits de | (4 une unité
de ko prés),

Si A ju, =0 alors h, =6-c et I, =(b,6—C) avec b=f<C|>/a et

2

c=6+¢° - ¢,

Sinon, A, et 1, sont premiers entre eux etona |, =(b,6-c) avec

e)

2
_ — (o)
b= Nk, /ko<h’>/a et c=-[A N a -k e+ uo<e+e ‘°|> ot Ta

1

oll >\] et by sont deux entiers de k tels que :

Aoky = Boh = 1.

Ayant |'idéal réduit I,, on recommence la construction pour obtenir

1
le cycle de 1|,

[A] H. AMARA : Groupe des classes et unités fondamentales des exten-
sions quadratiques relatives a un corps quadratique imaginaire

principal, Pacific Journal of Mathematics, vol, 96, n°1, (1981), 1-12,

[B] R. BRAUER : Beziehungen zwischen Klassenzahlen von Teilkdrpern
eines galoischer K8rpers, Math, Nachr 4, (1951), 158-174,

[C] C. CASTELA : Nombre de classes d'idéaux d'une extension diédrale

d'un corps de nombres, Thése de troisigdme cycle, Bordeaux I, (1978),
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[Ch] A. CHATELET : L'arithmétique des corps quadratiques,
Enseignement Mathématique, n° 9, Genave, (1962),

[s1] JU.-P. SERRE : Représentation linéaire des groupes finis,

Deuxigme édition, Hermann, (1971),
[s2] JU.-P. SERRE : Corps locaux. Seconde édition, Hermann, (1968),
[Sm] R. SMADJA : Calculs effectifs sur les idéaux des corps de hombres
algébriques, Publication du Laboratoire de Mathématiques de I'U, E,R,

de Luminy (Université d'Aix-Marseille), Mars 1976,

[Wa] H. WADA : On the class number and the unit group of certain alge-
braic number fields, Journal Fac, Sci, Univ, Tokyo 13, (1966),
pp. 201-209,

[W] C.D. WALTER : Brauer's class number relation, Acta Arithmetica
XXXV, (1979), pp.33-40,

Venons-en maintenant a I'exemple humérique, Choisissons

N =@<\]Tl-i,\[_l_-—i_> et fixons Ko=@<m>’ k0=@(i).

§ 5 - Nombre de classes de @(\!1 +i> :

L'idéal premier au-dessus de 2 dans Z[i] étant engendré par (1+1i),
ona 6 =\1+i et le discriminant de Ko/ko est engendré par 4(1+i) et donc

= _ 59
DKO/@ 16 Xx2x16 =27,

On devra avoir \al2 < *iz 512 # 9,1705,
b

Soit 0 < |a| <€ 3,0283,

Les normes a possibles, & une unité de Z[i] prés, sont

1, 2, 3, 1+i, 1+2i, 2+i, 2+2i qui ont pour modules

1, 2, 3, V2, V5, V5, 2\2.

On regarde les éléments c de Z[i] tel que |8-c| <3 et on dresse

le tableau suivant :



- 12 -

c l6-c| 2‘f(C) = Décomposition de f(c)
- (+1i) en éléments irréductibles
-2i 2,6897,.. -5-i -(3=-21)00+1
1 - 2i 2,4571,.. -4 -5i -(4+5i)
2-2i 2,6153,,. -1-09i -i(4-50)(1+1)
-1 =i 2,5538,.. - 141 i(1+1)
—i 1,8233,.. -2 -(2 +i)
1-i 1,4584,,, ~1-3i -2 +1+1)
1-2i 2,4571,.. -4 - 5i -{4+51)
3-i 2,3942, ., 7-7i -7i(1+1)
-1 2,1475, .. -i — i
0 1,1892, .. -1-1i -(1+1)
1 0, 4657,.. — i — i
2 1,0097,.. 3-1i —i2+i)(1+1)
3 1,9550,.. 8 i (3-2i)(2 +1)
4 2,9368,.. 15— -i(8+7i)1+1)
~1+i 2,1683,,. -1-3i -2+ +1)
i 1,2264,.. -2 -(2+17)
1+1i 0,5538,.. -1+ i(1+1)
2 +i 1,0532,,. 2 +3i 2 +3i
3+i 1,9779... 7 +5i (6 ~i)(1+1)
4+i 2,9520,.. 14 +7i 7(2 +1)
- 1+2i 2,6060.,. -4-5i - (4 +51)
2i 1,8957,,. -5-i -(3-2i)(1+1)
1+2i 1,5481,., ~ 4 +3i 2 +1)2
2 +2i 1,7886... - 1+7i (-4 +3i)(1-1)
3+2i 2,4498, .. 441110 44117
3i 2,7719,.. -10-1i -(10+1)
3i+1 2,5468, .. - 9+5i -7+ 2i)(1+1)
3i+2 2,6998, .. -6+11i —6+11i

qui nous permet de conclure que :

pour a =3, (1+i)3, 2, (1+2i),

Pour a =2+i, les valeurs suivantes de ¢ sont telles que f(c)

c=-i, 1-i, 2, 3,

—1+1,

i, 4+i,

il n'y a aucun c tel que f(c)

1+2i, 2 +2i,

=0 (a).

0 (a)
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Parmi celles-ci, les valeurs de c qui suivent satisfont a le—c] < |2 +i)

c=-i, 1-1, 2, 3, =-1+i, i, 1+2i, 2+2i mais on a les relations :
2=—i+@+i); -t+i=-i+i(2+D) 3 1+2i ==-i+(2+)(1+1)
I-i=i-i2+i);3=i-i(2+i)0+i);2+2i =i+(2+1i),

on en déduit que les idéaux (2 +i,06+i) ; (2+i,86-1) sont peut-&tre

réduits,

Pour a =1+i, les valeurs suivantes de c sont telles que f(c) =0 (a),
c=-21 32-2i 3 =113 1-133-i303 233 4;-1+4+i;1+i; 3+i; 2i;
2+2i; 3i+1,

Les seules qui satisfont a |6—c\ < l2+i| sont :

c=0; c=23; c=1+i,

Toutes ces valeurs sont congrues entre elles modulo 1+i, on retient

donc I'idéal (1+i,0) qui est peut-&tre réduit,

Pour a = 1, la congruence est toujours vérifiée mais seuls c =1 et
c =1+1 sont tels que \9—c\<1.
On obtient donc (1,6-1) = ZK .
o
Les idéaux qui restent aprés cette étape sont :
2+i,6+i) ; (2+i,86-1) 3 (1+i,8) 3 (1,6-1) mais les relations

62 =141 ; (B+D(-6+1) =(B-i-0-1)=-1-6°

ces idéaux sont principaux,

= - (2 +i) montrent que tous

On a par conséquent h

20

§6 - Unité fondamentale de @(\}IH) :

En revenant a la définition d'un idéal réduit, on constate que ZK

P . . o
est réduit, Cherchons sa racine minimale,

1+1.
2,5537,..

Les c tels que Ie—c\ <i1sontc=1;c
ona |-6-1| =2,1474,.. |-6-(1+1)]

La racine minimale est donc c =1,

It

La proposition VIl permet de limiter la recherche de h] aux éléments

h=2%a +u(6-1) avec

1+ | -\T+1 -1 B

lul| < =1,32... I <2,32...

WT+7 + VT+7]




“1-i, -1,

~1-2i,

14 -

ce qui permet de choisir p =0, p=1et A\ =0, 1, 1+i, i,
1-1, 2, 2+i, 1+2i, 2i, -14+2i, -2+i, -2,
-2i, 1-2i, 2-1,
On établit alors le tableau suivant :
2 2
h —hn’° module de h°
01 B+1 2,1475,, .,
1+6 -1 S) 1,1892,,.
T+i+6-1 O i 1,2264,,,
i+06-1 1-i+6 2,1683,..
-1+i+6-1 2-1+46 3,1462,,.
-1+6-1 2+6 3,9534,..
-1-i+06-1 2+i+06 3,4233,..
-i+6-1 1+i+6 2,5538,..
1-i+06-1 O +i 1,8233,,.
2+6-1 8-1 0, 4657..,
2+i+6-1 -1-i+86 0, 5538,,.
142i+6~1 -2i+6 1,8957,,,
2i+6-1 1-21+6 2,6060.,, .
~1+2i+6-1 2-2i+9 3,4625,.,,
—24+14+0-1 3-i+6 4,1347,,,
-2+60-1 3+60 4,1239.,.
-2-i46-1 3+i-6 4,3493,, .
-1-2i4+86-1 2+2i+86 3,9534,,.
~-2i+6-1 1+2i+6 3,2299,..
1-2i+0-~1 2i+6 2,6897,,,
2-i+6-1 -1+i+6 1,4584,,,
2

— 141,

_],

—2-1,

Pour | =0, le module de hc serait entier donc supérieur & 0,4657,

L'élément h

successeur

b =N
Ko/ko

1

de Z
Ko

(1+8) ; c'est donc une unité et le successeur de 7

dans son cycle, la norme de cet idéal est

K

(o]

est donc égal & 1+6 qui est une unité, Construisons le

est 7,, .
Ko

Le théorédme Vv permet dlaffirmer que ['unité fondamentale est 1+6,
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§7 - Le corps N et ses sous-corps :

On peut établir rapidement le diagramme représentant les sous-
corps de N, On indique a cbété de chaque corps L un systéme de géné-
rateurs de Gal (N/L).

N = a(VTFT,VT=T)

\

K, =@(\[E-2\[E> c<K1> = @(\/’z‘+z\l’z’) C = @(e ,\/E) 0<Ko> =Q \/TT> Ko=@(\ﬁ'ﬁ>

(m\‘(ms) (2) \ (?) ()

k, =a(Z) k=a({=2) K, = 6(i)

(n,e?) \ m/ (r)02)

(r,0)

On peut décrire les éléments du groupe de Galois par leur action sur les

éléments de N :
On choisit ¢ tel que c<\[1+i> =\1-7 et c(\[f> =-\2
(TFT) =VTF et «(VZ) =-\Z

ce qui donne :

1+i 11
c Vet | -Vi+T
o2 SV i (A p
d Viei | -\Vi-1
'rcz -1+ 1-1i
TG V=T -V
'rcr3 1-1 1+1
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§ 8 - Recherche des unités de N :

L.e groupe E_ des unités de C est engendré la racine huiti@me

C
de l'unité -]—"-'2—' et 1'unité fondamentale 1+\2,

LLe groupe E des unités de K0 est engendré par i et |'unité

K
o

fondamentale 1+\1+1,

Le groupe E des unités de 0<K0> est engendré par | et
c(K )
o

I'unité fondamentale 14+\1-1,

est donc engendré par

L.e sous-groupe E_E, E >de EN

c Ko O‘<Ko

]—V%', 14\V2, 1+\T=1, 1+\VT+7.
Il nous faut regarder quels sont, parmi les représentants de

E.E E
c Ko °<Ko

carrés dans N,

> modulo ses carrés, les éléments qui deviennent des

1+ . .
. 7= h'est pas un carré dans N car alors N serait le corps des

\2

racines 16&@me de |'unité, donc une extension abélienne de Q,
. 1+\2 a pour norme <l+\l§>2, -1, -1 sur C, Ko, c<K°>
ces éléments sont des carrés de ces corps,
Nous appliquons la méthode de Wada :
B]=1+\f2’, B,=1, B,=i B]BZB3=—<1+V§>=<1+V7>B§
b=-1 ce qui donne

§=—2<1+\]2+i> qui a pour trace sur k_ c=-8(1+1) =4(l—i)z(l-i)

qui est un carré dans N,

La racine carrée de 1+\2 est égale a

g .
VeB,

LeVE [<1+i+\£§'>VT-_i]z.

. 1+\1+1 a pour normes (1+\j1+i>z, -7, —i sur Ko’ C, 0<K0>

mais -i n'est pas un carré dans 0<K0>.

. Résultat analogue pour 1+\1-7,
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. U\/E—l (l+\}1+i> a pour normes 1, -1, —i<1+\/1+i>2 sur c,

c<K0>, Ko mais - i n'est pas un carré dans Ko‘
. Résultat analogue pour 1t <1 +\1- i> .
\Z

. <l+\ll+i><l+\jl-i> a pour norme <1+\[_1—-—iv2x (-1) sur c<K0>

or cet élément n'est pas un carré dans c<K0>.

. Il reste & considérer A = ]—V'%—' <l+\/m><l+\/T—_l7>. On a
>(A) = (1+\[1_-T>2

14+0)2 =\2
Ne@) = (5 N = (e TF1)2 N
N/c 2 N/Ko < N/c(Ko
qui sont des carrés dans les corps respectifs,

Posons Bl=-Lu, Bz=—i<l+\jl—i>, Bs=1-\jl+i=—:—'—— On a

2 1+\1+i°
2
B]BzBa—AB3.
Soit alors b = -, §=B]BZB3+b<B]+ B,+ B3>=(I—|)\]§—2\}1—|-—2

a pour trace sur ko : -8 = (Z\/—Z)z qui est un carré dans N, On en déduit
qu'une racine carrée de lv-%-'- <1+\}1+i><1+\j1— i> est ]E [(I+i)<l+\/1— i>+\]§],

L e groupe EN est dohc engendré par

T+ <1+i+\/§>\ll-i (1+i)<1+\/1—i>+\/§
g:——\l__-—z—’ €]= 2 5 €2=]+Vﬁ, €3= 2 .
11 faut maintenant déterminer |laction du groupe de Galois sur EN .
§ 9 - Action du groupe de Galois sur EN et unités des sous-corps :
14 1+i\3 — 141 1+i\3
g) = - = ———> ; olg) = = >
- . _ = _ =1 -1 _2
T<€2>—€2 ; o(ez>—1+\/1-| ] ez 63
(+i-2)isT G-y,
T<el>=_ 2 =the °<€1>=‘ 2 =Cey

(1+i)(1_\/1_i>_\f2' : 2T+i+00+i)V2 4

T<‘:3> B 2 3 € €3 °<33/= 2 ez,

que l'on peut résumer par le tableau suivant :
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T o
5 3
S g g
6 -1 2 1
€ Y ¢ g
-1 -1 2
ez ez o ez €3
4 -1 4 -1
€3 A ¢ e3¢,
Il reste & déterminer E et E .
K
S el
L 'action du groupe de Galois sur E,, permet de constater rapidement que

N

e] est invariant par 1'03. Cherchons une autre unité invariante par 'rc3,
ez u _w t s epe
cette unité de la forme ( €, €4 vérifie donc
u_w _t _ 3/.u_w t)_ -—u-t+3w _~w 2w+t
C €, €4=1T0 (Q €, €3/)=¢ €, €5
ce qui conduita w=0, t=2, u=-1,
L.e groupe des unités de c<K]> est engendré par -1 ; €, 3 !;—] ei.
On en déduit que les unités de K] sont engendrées par -1 ; gz e]_] ;
-3 -2 2
¢ Te," 5.

= est sans torsion, engendré par les classes ¢. des
Le module EN EN/(g) s orsion, g par €;

éléments €, vérifiant donc :

(&7) =o(5]) = ¢;

(5)=5 . olg)-¢'e2
(G)=5e o) 5

§10 - Le module M:

{_e sous-corps réel de N est 0<K1>, invariant par 70'3, Si on

reprend les notations du §2, le module M est isomorphe au module L définj
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par la suite exacte :

0 > 7 > Z[G](1+¢c3) > L > 0
ol I'injection est définiepar n —> n £ g,
geG
Les relations dans Z[G ] montrent que la base sur Z de Z[G](]+TO’3>
est 1+'rc3, c+'rcz, cz+'rc, c3+'r.

L e sous-module, image de Z, a pour base

1+0 +02 +c3+'r(1+o +o? +c3>, on choisit alors pour base de Z[G]<1+Tc3>

1+c+cz+c3+'r<l+c+cz+c‘3> 5 1+'r03, c+frcz, cz+'rc.

Le module L est engendré par €, €5 €3 qui sont les classes de

1+’rc3, c+'rcz, cz+'rc,

Déterminons l'action de G sur L :
c<e1> =e,, c<e2> = e, c(e3>=-<e]+e2+e3>
'r<e1> =-le +e2+e3>, 'r(ez> =e,, 'r<e3> =e,.

On constate en plus que (l +0 +c2 +c3>e] =0, Tc3<e1> = e] .

Sion prend ¢ = €, €3, on constate facilement que le Z[G] module engendré

par ¢ dans EN est isomorphe a L ; on choisit M = Z[G]e qui a pour Z-base

_—-1==-1= 2, = —-1
e, ofe) €, €, €3, c“(e) =€, €5
et est d'indice 2 dans EN—‘
§ 11 - Calcul des indices et des nombres de classes :

Si on reprend les formules 3 et 4 du §2, on voit qulinterviennent

— Gl Gl
les indices [E‘l:: : MH] : [ENO: M ©], les corps k et k(') étant quadratiques

imaginaires, ces indices sont donc égaux a 1,

G G G!
[l faut maintenant déterminer M 0, M ], M 1, Les relations que

I'on a trouvées entre les éléments de L montrent que

G
L ! est engendré par e, et e +e
G!
L est engendré par e

3

+e

173
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G

L © est engendré par e, +e,

comme groupes abéliens,
Calcul de [EN : M) s E, @pourbasesur Z : €, €,, €5,

1 = - . " " -
L'image de M dans Ey @ pour Z-base : € €3, € €, €5, € €5 ,

L'indice [% : M] =2,

G G G G
o, o7 . o . _ o
Calcul de [EN M ] E. est engendré par -1 et ¢, donc E," est
, - G . 2 —_1
engendré par €,, M = est engendré par ole)o“(e) = €, , son image
G G

dans EN— est engendrée par 32 et [ENO :m %] =1,

Calcul de [EG] : MG]] : E‘G|] est engendré par -1 gz e_l C,_B ~2 g2
~ai e e . . g p R 1 ? ez 3
donc G] admet pour générateurs ¢ E—] €. 3 I'image de MG] a pour
P 2 _——] —'—] - 2 _—z £ H
générateurs ole) = e, €, €5 et eo (e) = €, on en déduit que
G G

[Ey M 1=1.

el 6 G, 2
Calcul de [EN M ] Ey @ pour systéme de générateurs : -1, €]

G! _ G!
1 2 1 2 ~ a2

donc la base de EN est € M a pour base e oc“(g) = Ch donc

G! ¢
[EN] M ] =1,
On sait par ailleurs que wz(N) =8, W2<Ko> =4 = W2<ko> ,
W2<K1> = Wz<k1> =2, h= hKo= T
L.a formule 4 nous donne :

%

A
T

B
N

X
4 x

[\

1 1
X = X = soit h, =t1=h .
1 1 K c<K1>
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En reportant dans la formule 3

_ 8 2
NS I X X I X oS X T

On peut remarquer que ['existence d'une unité de Minkowski imposerait a

tous les indices de groupes d'unités d'étre égaux & 1 ce qui donnerait

=1
=2
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