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Non monogénéité de |'anneau des entiers

de certaines extensions abéliennes de Q

par Marie-Nicole GRAS

Introduction .

Soit E un corps de nombres et soit ZE I'anneau des entiers de E,
On dit que ZE est monogéne s!il existe § € ZE tel que ZE =Z2[68] . Par

abus , on dit aussi que E est monogéne ,

La monogénéité des extensions de Q de degré 2, 3 ou 4 a souvent
été étudiée ; en degré plus grand, et dans le cas abélien , les seuls corps
connus dont l'anneau des entiers soit monogéne sont les corps cyclotomi-

(f)

ques Q' ' = @Q(£) et leur sous-corps réel maximal Q( & + g" ) ; il est facile

de vérifier qu'il en est de méme pour le corps ( dlindice 2 dans Q(f) si

f=0 mod4)égaléQ(§—§_]).

Dans [G(MN)1], nous avons montré que si E/@Q est une extension
cyclique de degré premier £ =5, alors ZE n'est pas monogéne , sauf si
E est le sous-corps réel maximal d'un corps cyclotomique ( ce qui donne

au plus un corps pour 4 fixé ) .

Dans [G(MN) 2], en généralisant la méthode utilisée dans [G(MN)1],
nous avons établi une condition nécessaire pour que |'anneau des entiers
d'une extension abélienne de @ soit monogéne ; nous rappelons les princi -

pales étapes conduisant a I'énoncé de cette condition nécessaire :

Soit E/@ une extension abélienne de degré n , On suppose que ZE

est monogéne , cl'est-a-dire qu'il existe § € Z_ tel que {1, 8, eee, g1 }

soit une 7Z-base d'entiers de ZE . Dans ce cas , on a :
]
pe)= T (e9-¢9) =T,
g, d €G
g#g'
oli G = Gal(E/Q) et ol Dg désigne le discriminant de E/Q ,



Pour tout g€ G , g # 1, on pose Ag(e)=NE/Q(9— 59) ; alors

A(B) = + T A _{8), et I'hypothése Z_ =7 [6] entraine que pour tout

g€G E
g #1 s ()
g, g' €Gtels que (g)= (g') #(1), ona—A-g-(E)-=— 1., On choisitalors

gl
convenablement g et g' en fonction de la ramification dans E/@Q .,

Soit p un nombre premier ne divisant pas n et ramifié dans E/@ .,
Soit e Ilindice de ramification de p et soit 0 un générateur du groupe

dl'inertie de p dans E/Q ,

On étudie d'abord A x(e) , X=1, 40, € =1, On exprime g sur les
0]

X —coordonnées de H,W, Leopoldt [L.], et on montre que l'on peut choisir
un idéal Pde Q(f)

et une uniformisante m en P telle que

Q(n) ( ol f désigne le conducteur de E ) au-dessus de p,

A (8) =1 (1 - w mod (™) |
X e
o]
ol W est inversible modulo (1) et ne dépend pas de X = 1, .o, € - 1, et oll

ge est une racine de l'unité dlordre e ,

Soit d un diviseur de e , d #1 ; on pose Cyq = ge/d ; en choisis-

e ’
sant pour g et g' deux générateurs quelconques de <ce/d Y, on obtient la
condition suivante ( [G(MN)2] , théoréme 1) :
Pour que ZE soit monogéne , il est nécessaire que llon ait :

pour tout nombre premier p ne divisant pas n , ramifié dans E/Q
et dl'indice de ramification e |
pour tout diviseur d de e , d #1 ,

pour tout k premier &4 d ,

Qk

(1) (]_;_g_gyn

lorsque d est impair , on peut choisir k = 2 , et alors il est né-

lmodpz[gd] .

cessaire que I'on ait ( avec p et d comme ci-dessus ) :



)Zn

(2) (1+gd =1 modpz[gd].

Lorsque d =2,3, 4 ou 6 , les conditions (1) et (2) sont toujours

vérifiées ,

Dans [G(MN)2] , nous avons déduit des conditions (1) et (2) que si
{1 est un nombre premier , presque toutes les 4-extensions cycliques de Q

ne sont pas monogénes ,

Le présent travail se divise en deux parties :

Dans une premiére partie , en utilisant toujours ces conditions (1)
et (2) , nous montrons qu'il n'existe qu'un nombre fini d'extensions abé-
liennes monogénes de degré n fixé , sous la seule condition que ni 2 ni 3

ne divisent n ,

Puis nous montrons ( théoréme 2 ) qu'une extension abélienne E/Q
de degré n=m &P , £ premier , " =5 , mE€ IN*, est non monogéne dés

que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

sit =2, 2 _222m+1
(i)

si 4 est impair , {’—%—]-Lr_l >m+ 1,
(i) ilexiste un nombre premier p, p =1 mod 4" , p ramifié dans

E/Q avec unindice de ramification multiple de 2" , etvérifiantp >2n + 1,
Pour conclure cette partie , nous précisons les résultats obtenus
dans le cas des extensions abéliennes de @ de degré 2 2" , 3 54 pre-

mier >5) et 5m .

Dans une deuxiéme partie , nous montrons que les sous-corps E

(p)

de Q , p hombre premier impair , ne sont pas monogénes , exceptés les
cas déja connus ( les corps Q(p) , Qc()p) et le sous-corps quadratique de

Q(p) qui sont monogénes , et si p =1 mod 3, le sous-corps cubique de

Q(p) qui est le seul a pouvoir &tre ou non monogéne ) ,



1)

Extensions abéliennes de @Q ,

a) Théoréme de finitude ,

Si n est un entier divisible par 2 ( resp, 3 ), on peut trouver une

infinité d'extensions abéliennes E/Q de degré n dans lesquelles on a un
nombre premier p ne divisant pas n, ramifié avec un indice de ramifica-
tion égal & 2 (resp, 3 ) , et pour lequel la condition (1) est donc toujours
vérifiée , En effet , soit Kn le sous-corps de degré n du composé des Z«t’,_
extensions de Q et soit p premier , p —|'n » Soit L le sous-corps quadra -
tique ( resp, cubique si p =1 mod 3 ) de Q(p ; alors tout sous-corps E |,

E #K, , dlindice 2 ( resp. 3) de K, I_p convient ,

Par contre , si n est premier a 2 et 3, on va montrer le résultat

suivant :

Théoréme 1 : Soit n EN, n=5, n premierd 2 et 3,

Il nlexiste qu'un nombre fini dlextensions abéliennes de @Q de degré n dont

Ilanneau des entiers soit monogéne

Définition : L.'entier n étant fixé, soit £ > 5 un nombre premier di-
visant n et soit g& =exp(2im/4) . On pose
)2

P/ﬁ:{p premier , p =1 mod £, tel que (1+g£ N mode[g£]},

Lemme : L'ensemble p& est fini .,

Démonstration du lemme :

On sait que lrr‘(g{,Q)=X{_1+x%-2+...+x+1 , ce qui
2n 152 j
permet d!'écrire (1+C )" 1= a.¢d a €z, ol les coeffi-
L j=0 12T
cients a; ne sont pas tous nuls , car 4 #3 , Onaalors (1 + g{)Zn =1

mod p Z [g&] si et seulement si p divise tous les a; J =0, 000, -2

Donc P, est fini, et la méthode pour déterminer Pl; est effective ; elle sera

développée au b) ,

Démonstration du théoréme :

Soit E/@ une extension abélienne de degré n , n premier & 2 et 3 ;

tout nombre premier { divisant n est donc tel que ¢ =5 ,



On pose P_ = {4, 2 |n } . Pour démontrer le théoréme , il suffit
de montrer que s'il existe p premier ramifié dans E/Q et tel que
p QPO ul U P&) , alors Z_ n'est pas monogéne .

2 n

En effet , p e{po , donc p 1'n ; soit e Ilindice de ramification de p
dans E/@ , etsoit L le corps dl'inertie de p ; alors E/L est cyclique dlor-
dre e , p est totalement ramifié dans E/L et p = 1 mod e ; puisque e [n,
il existe 4! | h tel que £' | e et 4! 2 5 ; comme par hypothése p ¢P&' ) ZE
n'est pas monogéne d'aprés (2) , puisque (1 + QU )Zn %1 modpZ[ g&, IR

La méthode employée montre que les extensions abéliennes de
degré n monogénes ont un conducteur explicitement borné en fonctiondes
p € PL , dloli I'importance de la détermination effective de (P& . Nous dé -
terminerons d'abord dans un cadre plus général un ensemble p R et

m, 4

nous appliquerons les résultats obtenus & la non monogénéité des exten-

sions abéliennes de @ ,

b) Détermination de l'ensemble p oo
m, 4

Dans ce paragraphe nous étudions les nombres premiers p véri-

fiant (1) avec les notations suivantes :

o

£ est un nombre premier , r, m e N¥ , 2" =5 ,
gr=exp(2iﬂ/ér) ,
(3) 1- ¢ emd”
pm’£r={p premier tel que (—I—T—Q—:> Elmode[QP]
L pour tout k premier a L} .
Si pep ~ » On a, pour tout k premier a 4,
m, <4
r r
(1 —Qt)zm& =(1 —cr)zm't modpz[( ] ; on en déduit que
r r
2m4 1 2m4
(1 -¢_) = ————— Tr (1-¢ ) modpz[( ],
r (L—I)LP_' Q(Qr)/Q r r

et donc que ( la réciproque étant évidente ) :
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p EP - si et seulement s'il existe ¢ € 7Z tel que
m,4
(3")

,,
(1—€r)2m£ =c mode[QP] .

Remarque 1 : Pour tout diviseur m'dem, sip €p .o alors il
m', £
est évident que p € P .o et ceci a lieu, en particulier pour tout nombre
m,4

p de la forme m! 2+ 1 0ou2mrd” 41 . Pour chaque valeur de m considé-
rée , les nombres premiers p , p<2m P , feront I'objet dlune étude
3 part ( voir & ce sujet la proposition 2 ) , et dans la suite on supposera

r ; . . X
p=>=2mdi + 1 ;alors les entiers qui interviennent dans le calcul des coef-

r
ficients du bindme (22& > sont inversibles modulo p ., Avec cette hypo -

r
thése on va développer (1 - ( )Zm{, ;3 mais si 4 est impair , on peut
r ’

r
aussi utiliser (1 + Qr )Zm{, =1modpZ [Cr* ], ce qui simplifie les cal -

culs ; on va donc distinguer deux cas ,

1°" cas : 4 =2 (et nécessairement r >3 )
On pose N=2""2 et alors Irr{C , a)=x2N4g ; donc
r
2N -1
(1-¢ )BmN=a + 2 (-1)° a gs, et (3') entraine que
r o oy s °r
a_ =0 modp pour tout s =1, ¢, 2N -1
4m-1
- k 8mN
On calcule a_ = L (=1) <s+2kN
k=0
2m-1
_ 8mN 8 mN _
‘J.Eo |:<s+4jN ‘<s+(4j+z)N ] S =T, e, 2N -1
Mais aN=Oet GyN - ~3gion obtient donc N - 1 congruences qui sont :

atEO modN , t=N+1,,,.., 2N -1,
Si N <2m , on étudie directement les N - 1 congruences ci-dessus,

Si N>2m , on considére les 2m congruences obtenues pour t =N+ i |

i =1, e, 2m , Puisque :



gmN >=< 8mN >
(4] + 2)N+ N+ 8mN - 4jN - 4N +N - i ’

on obtient , aprés renumérotation , les 2m congruences

2m~1
8mN smN _
JEO |: 4JN+N+I>_<4JN+N_i>]=0m0dp.

- 8mN 8mN .
On pose & = det <<4jN+N+i>_<4jN+N-i>. ’

1=1, ec0e,2m
j=oyooo,2m—]
si les 2m congruences ci-dessus sont vérifiées , ona §=0 modp ,

On applique alors le lemme du e) , avec u=2m , A=4N et
x=N=2" -2 ; il en résulte que si un nombre premier p divise § et vérifie
p>m2"T1 41, alors p divise (m2" T+ 1) (m2"t1 4+ Z)...(m2r+1+4m-1);
puisque 4m -1 <2P—] et que i'on ne considére que des nombres premiers p,
p =1 mod 2" , tous les entiers m2r+] + 1 + i sontinversibles modulo p , et
donc p divise m2p+] + 1,

2°M€ cas : 4 est impair , 2" =5 .

On pose N = 2""1 | et alors Irr( T Q)= x4 -1IN Foet XN 1;

_ 2m N (4-1)N-1
— - + . +
on écrit (1 QP) a, algr+.. 304 _1)N-1 Cr dans
Z[Cr‘] et (3') entraine a_ =0 mod p, pour touts =1, ..., (4-1)N=-1 ,

Mais puisque 4 est impair , on peut utiliser (2) et on a

(1+g)2m£N51modpz[gP].On écrit (1+gr)2m{’N b, +
(2-1)N-1 .
b1€r+°“+b({,—1)N—1€ dans Z[Qr‘]et on a donc :
bS =0 modp , pour tout s =1, 4ee, (£L-1)N-1,
or b =% '( 2meN N 20 2m AN )
S koo \KiN+s koo NKANH(L-TIN+S
ot a BT s ( 2mN CERTT kS 2m AN )
s 2o k4N +s k=0 KAN+(L-1)N+5/

en désignant par s le reste de la division de s par N ,

1

2m-1 2m -
_ 2m 4N _ . k+s<k:im4;N
On pose cs—kz <kLN+s> et ds—kzo (-1) N4s)

0



S = 1,4, N -1 , Alors les congruences ci-dessus entrainent que pour

s!' =s mod N on a c_,=c_modp

S s
et ds' Eds mod p .
m-1 m -1
. - 2m 4N 2m 4N
On €crit alors ¢ j§o<2j{,N+s>+.§o <2j»{,N+&N+s>

et (1Pa =T (LZmN Y TN zmeN
s =0 2j4AN+ s i=0 2j4A4N+{IN+s/?

puisque s et s + {N sont de parité différente , en faisant la somme et dif-
férence des congruences ci-dessus , on obtient , aprés renumérotation ,

les congruences suivantes :

Pour tout t € {1, ee, AN=-1, IN+1,.., 24N-1} soit
m-1
(4) - ( 2m 4N . i
u, jzo 2] AN+t ) alors pour t' =t mod 2N , on a
Lut' = U, mod p
On écrit les m congruences obtenues pour t=gN+1i et
t'=(24-a)N+i, i=1,4e,m, o0 a=(4-1)/2, et ceci est possible

sim=<oN -1 ( sinon , on étudie numériquement les congruences (4) ci -

dessus ) .

. 2m 4N N o 2m 4N
Puisque { 5 pN+(24- o) N+i/ 2m&N-2j{,N-2LN+aN—i>

on obtient , aprés renumérotation :

m-1
2m4N 2m4N ] N
jEO[ zj{’N+°‘N+i>—<2jLN+aN_i> =0 modp .

Comme dans le cas 4 =2 , on pose

§ = det <<2j Lliln:ll-LaNN + i> " <2j uﬁlri{aNN - i>>i ’
J

1, cons M
0, ees, m-1

o

etonadonc § =0 modp ,



On applique le lemme du e) avec uy=m , LA =24N et x=qaN =
L; ! Lr‘_l ; il en résulte que si un nombre premier p divise § et vérifie
p=2m4i" + 1, alors p divise (2m4" + 1) veo (2m4" +2m -1) ; puisque
2m - 1 < -1 LP_] et que I'on ne considére que des nombres premiers p,

2

p =1 mod 24" , on a encore p divise 2mi +1 .

On a donc montré :

Proposition 1 : Les notations sont celles définies en (3) .
On suppose de plus que :
) sit=2, 20" %2s2m+1
(i) si 4 est impair , %lg‘—l >m+1,
Soit p un nombre premier , p 22m4" + 1 et p =1 mod 2" ;SipEeEP ~ o

m, 4

alors p=2mLP+l .

Le cas des nombres premiers p, p = 1 mod LP, tels que p <2m P

va &tre précisé grice i la propriété suivante :

Proposition 2 : Soit p un nombre premier , p =1 mod Lr .
Si pep ~o alors p est nécessairement de la forme suivante :

m, 4

(i) lorsque 4 est impair :

2. +1 oup=2x4"+1 avec (A, m)#1,

p

(i) lorsque 4 =2 :
2

"1 41 ou p=x2"+1, avec (A, 2m) #1 .

p=2r+loup

Démonstration : soit p un nombre premier , p = 1 mod 2" ; alors p
(e") (¢")
’

est totalement décomposé dans @ ; en tout p au-dessus de p dans @
le corps résiduel en p est isomorphe a IFp . Si &p +1 (lorsque 4 =2 ) ou

ZLP + 1 sont des nombres premiers , ils appartiennent & p . 5 Suppo -
m, 4

sons p;é&r+l et p%ZLP+ 1 ;alorsp édp . et donc il existe k pre-
1,4

mier & 4 tel que <(l —gl:)/(l —Qr)>z*’r$1modpz[gr] ; soit h
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I'ordre de I'image de cet élément dans le groupe multiplicatif du corps ré-
siduel en p , La proposition résulte de ce que :
(i) si 4 estimpair, etsip=1+2x4" , avec(r,m)=1, h ne

peut pas &tre un diviseur de m et donc p ¢ P
m, 4

(i) sit=2etsip=1+22", avec (X, 2m) =1, h ne peut pas

r ’

&tre un diviseur de m et donc p ¢ P .
m, 2

Remarque 2 : L'ensemble P, du a) est |'lensemble des nombres pre-

4
miers p, p =1 mod £, qui appartiennent a p . » avec r = 1.
m, 4

Si 4 <2m+ 1, on étudie numériquement les congruences (4 ) :

pour tout t =2 ,,.,,, £-2 , ona Uipy =Yg mod p , avec

(41) m-1
v = X <2'2£n-ft ’
j=0 !

et |'étude du cas 4 =5 au paragraphe d) montrera qu'il peut exister des

nombres premiers p € P, telsque p>2mi+1 ,

1
Par contre si 4 >22m + 3, les nombres premiers qui appartiennent

a

a P& sont :
ou bien des nombres p <2mi + 1 de la forme 2A4 + 1, A=1 ou
(x, m)#1,

ou bien le nombre 2m4i+ 1 ,
Donc si £ 22m + 3, les résultats sont plus simples , mais cette
hypothése n'est pas toujours vérifiée , d'ol |lintérét dlavoir la méme pro-

-1 2 2m+ 1 est plus facile -

priété pour LP car alors la condition (4-1)4
ment réalisée , mais il faut supposer que le hombre premier p est ramifié

avec un indice de ramification multiple de Lr‘ .

c) Extensions abéliennes de degré m {,r , 4 premier , 7 =5 o

Soit E/@Q une extension abélienne de degré n , Soit p un nombre
premier ne divisant pas n et ramifié dans E/@Q ., On suppose que I'indice
de ramification e de p est multiple de 2" , £ premier , {,P > 5 et on pose
n=m4 .

Pour simplifier , on définit :
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Définition : on dit que p vérifie (RAM )} si p est un nombre pre -
(RAM) [mier , p =1 mod Lr‘ , et slil est ramifié dans E/@ avec un indice

de ramification multiple de 2" .

On pose encore ( = exp(2im/4") . Dlaprés (1) une condition
nécessaire pour que ZE soit monogéne est que pour tout p vérifiant (RAM )

et ne divisant pas n , on aitp €p . ( cf, (3) ). Il résuite donc des
m, 4

propositions 1 et 2 :

Théoréme 2 : Soit E/Q une extension abélienne de degré n, On

suppose que N = m {,r , 4 premier , &r* =5, et que :
r-2

(i) sigag=2, 2 =2m+ 1 ,
(ii) si 4 est impair , ’LEI{.P_]zm+] .

Alors si ZE est monogéne , tous les nombres premiers p ,

p =1 mod 2" , qui se ramifient dans E/@Q avec un indice de ramification

multiple de 4" vérifient p <2n+ 1 .

Remarque 3: Sim=1 et { =5 est premier , la non monogénéité
des extensions cycliques de @ de degré 4" a été résolue dans [G(MN)1]
et [G(MN)2] ; le théoréme 2 permetde retrouver que si Zp est monogéne,
seuls les nombres premiers égaux a 4 ou 2 LP + 1 peuvent se ramifier tota-
lement dans E/Q et le résultat est le méme si =3 etr =22, Nous allons
préciser les résultats complétant le théoréme 2 , d'abord lorsque { = 2 ,
puis dans le cas du degré ZLP et 34;P , 4 premier , 4 =5, Le cas du

degré 54 sera traité dans le § e) , exemple 1,

(i) Degrén=m2" , r=>23,

Sim=1, le théoréme 2 s'applique lorsque 2""2%2.3 , clest-a-

dire r 24 ; il reste donc a étudier le cas n=8 et on calcule

16 16 16 16N _ ,7
< 1>_< 5>+< 9>—<13 =2 ,3, 17 , Donc, dans tous les cas ,

L + 1, lorsqulils

Ay

i 2 r+
si ZE est monogéne , seuls les nombres 2" +1 et 2

sont premiers , peuvent vérifier (RAM) , On remarque aussi que 2
ne peut &tre premier que si )\ est une puissance de 2 et si le nombre de

Fermat correspondant est premier ,
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Sim>2etn=8m, ilexiste des nombres premiers p, p =1 mod 8,

tels que p >8m + 1 etpepm °eneffet,danscecas,pEPm si et

8 7 ,8
seulement si

2m -1
_ 16m 16m _ .
a(m)‘jEO [<8j+l>—<8j+5 }:°m°dp’

et on calcule , par exemple :
a(2)=2'%2,3,17.,577 ,

a(3)=2",3%,5.72.11.17. 1153 ,
et al4) = 22] .3, 17, 577, 665857 , d'ol les exemples annoncés,

(i) Degrén=24", 4 premier >5 ,

Les hypoth&ses entrainent que l|'extension E/Q est cyclique , On
désigne par L le sous-corps quadratique de E et par K |le sous-corps de E
de degré Lr sur @ ; un nombre premier p vérifie (RAM) si et seulement si

p est totalement ramifié dans K/@ .

Le théoréme 2 s'applique , sauf si r=1 et £ =5, et |'étude du

cas n=5m (cf, § d} , montre que si m =2 alors P5={1]} .

De plus , lorsque E est non inclus dans R, ce qui a lieu si et seu-
lement si L. est imaginaire , alors pour tout 8§ € ZE , tous les By (p) sont
positifs , et une condition nécessaire pour que ZE soit monogéne est que

pour tout p totalement ramifié dans K/@ , p=1 mod 2" , on ait
24" 44"
(1+€r~) s]mode[QP] <aulieude(1+gr) >;Iacondition

trouvée estcelle écrite dans le cas cyclique de degré 4" ( [GIMN)27], §2) ;

elle ne peut avoir lieu que si p = 24" +1 . On a donc :

Théoréme 3 : Soit E/Q une extension cyclique de degré ZLP » 4

premier > 5, Soit K le sous-corps de E de degré {,P sur Q , S'il existe

un nombre premier p , p =1 mod 4" , totalement ramifié dans K et véri ~

fiant p 224" + 1 et p 244" +1 , alors Z_ n'est pas monogéne ,

Si de plus E/Q est imaginaire , il suffit alors que p vérifie

p#£24" +1 .
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Remarque 4 : Puisque £ =5 , en raisonnant modulo 3 , on vérifie
que le nombre 24" + 1 nlest pas premier si r est pairousi £ =1 mod 3,

et que le nombre 4{, + 1 n'est pas premier si r est impair et { =2 mod 3,

Lorsque E/Q est imaginaire , on obtient la non monogénéité de

certaines extensions sauvagement ramifiées ; en effet , on a :

Proposition 3 : Soit E/Q une extension imaginaire cyclique de

degré 247 , 4 premier =5, Si { est totalement ramifié dans K/Q , alors
ZE n'est pas monogéne , sauf peut-&tre dans les deux cas suivants :
L=5, L=@(,/S1) et t=7, L=a(,/-3)

Démonstration : Les hypothéses faites entrainent que { est totale-

ment ramifié dans E/L , 1l en résulte que ZE n'est pas monogéne sur ZI_
cette propriété a été démontrée lorsque r =1 dans [P ] et généralisée au
cas r quelconque lorsque L = @ dans [G(MN) 2], Lorsque L est un corps
quadratique imaginaire , les résultats sont les mémes que lorsquer =1 ,
Enfin si Z_ n'est pas monogéne sur ZL , il n'est pas monogéne sur 7,

E
d'ol le résultat ,

(iii) Degrén=34" , 4 premier >5 .

L'extension E/Q est encore cyclique et le théoréme 2 s'applique
saufsir=1let{=50u7, Si 4=5, [1étude du cas n = 5m du § d) montre

que sim= 3, alors P5={ll,31}

Si 4=7, alors p € P, si et seulement si ( cf, (4') :

=y = - = 42
]=u3=u5modpetu2=u4=u6modp, avec u, ( > <t+l4> <t+28/

et ces congruences ne permettent pas de former le déterminant d'ordre 3

u

égal a3 & (6 devrait &tre construit & partir de Uy -u, =0 modp et
ug - u, = Omodp ). Par contre , si on forme un déterminant §' & partir
des congruences U, — U, = Omod p, Ug - Ug = =0 mod p et Ug = Uy = 0 mod p,

on obtient un déterminant dlordre 3 qui vaut

det<<|+4+l4.1> <I+2+]4J>>ij___o]2 °
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42 N 42 _42...(41-1-14j) , .
Or <i+4+]4j/- i+2+14j> ST oTiTa e 2-43.(18-1-14])

comme dans le e), on met en facteur dans chaque colonne ‘:2 "'((g]_*__l:?)j) )

et ces quantités sont inversibles modulo p, p =43 ; on obtient

5, 6.18 19.20.4 33.34.(-10)
5'=w.433 40, 6,17 26,20.3 12.34.(-11)
40,39.16 26,25,2 12,11.(-12)

w.43%.27.3%.5%.7%. 112,61 , diot B, = (43} ; donc :

Proposition 4 : Soit E/@ une extension cyclique de degré 34" , 4

premier > 5, Soit K le sous-corps de E de degré " sur @ . S'il existe
un nombre premier p, p =1 mod LP , totalement ramifié dans K/@Q et véri-

fiant p #ZLr +1 et p 7£6LP + 1, alors ZE n'est pas monogéne ,

d) Extensions abéliennes de degré 5m, m € N* .

Si on reprend les notations du a) , et si p €, , alors

(]+€L)2m&5‘|modp2[g£] ;ma;s(]+gL)2mL g{;),
ce qui fait que la congruence (1 + g&)zm'{’zlmodpz[gé] a lieu si et

est une unité de @

seulement si (4-3)/2 entiers rationnels sont congrus & zéro modulo p .,
Le cas 4 =5 est donc particulier , car alors p € Ps si et seulement si p
divise un entier rationnel que |'on va calculer explicitement en fonction

de m .

Soit (=exp(2im/5) ; on pose

Il

(5) Rm={p premier tel que (1 + lmode[Q]}.

)IOm en fonction des

Au lieu d'exprimer , comme dans b), (1 + ¢
coefficients ('2"1) , on va calculer cette quantité en fonction des nom -

bres de Lucas et Fibonnaci , En effet , pour tout entier m , on a

= 10m L +F 5
10m _ 2 3,itOm _/ 1+ ,/5 _ 10m 10m
(14 )1OM = (24 3)10m o (L5 L 5 ,

oll les suites (Lj ).i >0 €t (I:j )j . o Sont définies par :



15—

Lo=2 Ly=1 Ly,=L . +L
Fo=0 F =1 F,=F  +F .

10m _ . .
Donc (1 + () =1 modpZ[(] si et seulement si
L]Om_z =0 modp et F]Omzo mod p ,

10m
Mais (L;—"E> est une unité de norme 1 de @(,/5) , et donc
2

2, . _
LIOm _SFIOm = 4 ; il en résulte que si LlOm -2 =0 modp , alors
FlOm =0 mod p ; donc
(6) pER_ siet seulement si p divise L]Om -2,

Les identités vérifiées par les nombres de Lucas et Fibonnaci vont

permettre de préciser (6) , En effet les relations

“jom * From 5 _ (Lst’ Fom /5 >2 ot L2 _s5E2 —arq?
2 2 5m 5m
permettent de montrer que si m est impair , me - 2= L'Ezam et que si m
2
H — = ol .
est pair , Lo -2 5Fg,, « D'ol, en tenant compte de (2) :

Proposition 5: Soit E/@ une extension abélienne de degré 5m ,

m € n\l* . Une condition nécessaire pour que ZE soit monogéne est , que
pour tout nombre premier p ne divisant pas m, p =1 mod 5 et p ramifié
dans E/@ avec un indice de ramification multiple de 5, on ait
. s est i X
p divise L'Sm i m est impair ,

p divise F5m si m est pair ,

5 5.5
Lg o tFgmv/5 =<Lm+FmJ5\

Remarque 5 : En utilisant larelation 5 > )
on montre que :
si m est impair , Ly =L (5F2+5F +l)(5F2—5F +1)

m m m m m m
. . _ 2 2

et si m est pair Fsm—F’m(I_m+L.m—l)(|_m—Lm-1),
ce qui permet de factoriser plus facilement L5m et F5m .

Si m varie de 1 a 25, la liste des nombres premiers p ,

p=1modi10, p ERm , est la suivante :

b
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m P
1 1

2 1

3 11, 31

4 11, 41

5 11, 101, 151

6 11, 31, 61

7 11, 71, 911

8 11, 41, 2161

9 11, 31, 181, 541

10 11, 101, 151, 3001

11 11, 331, 39161

12 11, 31, 41, 61, 2521

13 11, 131, 521, 2081, 24571

14 11, 71, 911, 141961

15 11, 31, 101, 151, 12301, 18451

16 11, 41, 1601, 2161 , 3041

17 11, 3571, 1158551 , 12760031

18 11, 31, 61, 181, 541, 109441

19 11, 191, 41611 , 87382901
20 11, 41, 101, 151, 401, 3001, 570601
21 11, 31, 71, 211, 911, 21211, 767131
22 11, 331, 661, 39161 , 474541
23 11, 461, 1151, 5981 , 324301 , 686551
24 11, 31, 41, 61, 241, 2161 , 2521 , 20641
25 11, 101, 151, 251, 112128001 , 28143378001

Cette table montre qu'il existe des nombres premiers p, p =1 mod 10,
p>10m+ 1, tels que (1 + Q)IOm =1 modpZ[C] (cf, remarque 2) ,
Pour les corps correspondants, on a Azm(q;)/ Am( {) =1 mod p pour tout
i EZE . Ces exemples montrent que le résultat trouvé dans la propo -

sition 1 peut &tre faux si 4 et m ne vérifient pas les hypothéses (i) ou (ii),

Pour conclure cette partie , donnons deux exemples qui illustrent

a la fois le cas 5m et le théoréme de finitude ,



-17-

Exemple 1 : Soit E/@Q une extension ( cyclique ) de degré 54, 4
premier > 7, Soit K le sous-corps de E de degré 5 sur Q etsoit L le sous-
corps de E de degré { sur @ ,

, Si ZE est mono-
géne , les nombres premiers p qui peuvent se ramifier dans K/Q sont

5, 4 (sit=1mod5), 11 etlesp, p=1mod 104 ( cf, prop 2 ) qui di-

D'aprés les résultats concernant le cas " 5 m !

visent le nombre de Lucas L5 L

D'aprés le théoréme 2, si £ 22 x5+ 3 =13 , les nombres pre -
miers q qui peuvent se ramifier dans L/@Q , si ZE est monogeéne , sont
g=4, q=24+1 et gq=104+1 .,

ll reste a étudier les cas 4 =7 et £ =11,

Si L =7, on cherche les nombres premiers q , g =1 mod 70
( dtaprés laproposition 2 ), q ¢ P5,7 . D'aprés (4') , q divise Ug = Uy

avec
w5 = (s ) (2o * (3a)+ (de )+ (2) =
4= (72D + (e )+ (320 + (4e )+ (§) 5 on cateute

Ug — Yy = 19519808413970050410

= 2¢3.5.7.67.71,2819,74797,92671 ,
et le seul nombre premier congru a 1 modulo 70 qui divise Ug = Uy est 71 .
l_e résultat est donc le méme que dans le cas général ,

Si4=11, alors 104+ 1 =111, et on vérifie numériquement qu'il
n'y a pas de nombre premier g, g > 111, qui divise tous les Uipq ~ Yeop o
t=2,4., 9 (cf, (4') .

En conclusion , si ZE est monogéne , les nombres premiers qui
peuvent se ramifier dans K/Q et L/Q sont indiqués sur le schéma ci-des-
sous

K E

5,4, 11
p divise LS{,

(p =1 mod 104) Q L

L,22+1, 104+ 1
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Exemple 2 : Soit E/Q une extension abélienne de degré 125, Tout
nombre premier p, p #5, qui est ramifié dans E/@Q vérifie p =1 mod 5
et I'indice de ramification de p est multiple de 5 , D'aprés les résultats
obtenus dans la table précédente, avec m = 25 |, s!'il existe p ramifié dans
E/@, p #5, 11, 101, 151, 251, P, et p, , avec p = 112128001 et
Py = 28143378001 , alors Zg n'est pas monogéne ,

Détaillons le cas cyclique de degré 125 ; les nombres premiers qui
peuvent se ramifier dans E/Q, si ZE est monogéne , sont indiqués sur le

schéma ci-dessous :

E Les raisons en sont les suivantes :

251,5,11, 101, 151,p],p2 (i) D'aprés [G(MN)2] , seul 251 peut se
L ramifier totalement dans E/Q ;

(ii) les nombres premiers suivants ne

251, 5 peuvent pas avoir un indice de ramifi -
K cation égal a 25 :

251 11 car 11 % 1 mod 25

101 et 151 d'apreés la proposition 2 ;

@ en effet 101 =2 x50+ 1 et (2,5)=1 ,
151 =3 x50+ 1 et (3,5)=1;

P, et Py dlapreés le théoréme 2 ; en

4-1

effet celui-ci s'applique car .{,r =25, m=15 et donc > &P—i

=10=m+1,

e) Calcul d'un déterminant .

Lemme : Soitn € N*¥ tel que 2n =\, A 22u+ 2, et soit x véri-
fiant u+ 1 <x <\A-u-1et A\ #2x, Soitp 22n + 1 un nombre premier,
et soit

_ 2n 2n .
§ = det <<x+i+j)\>_(x—i+j>\>i u ’

1, see
j 01 see LJ._]

o

-1 M-k
alors &s=wl(2n+1)% T (2n+2k)(2n+2k+1)] ,
k=1

oll w est inversible modulo p .
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Démonstration : Les hypothéses faites entrainent que

1 <sx-i+jAlsx+i+jA<2n -1 pour tout i =1, .., et j=0, .00, -1

Désignons par aij le terme général du déterminant § , et pour sim-

plifier , posons x!'=x+ j A ., En ajoutant a la lighe n° i une combinaison

lindaire convenable des lignes n® 13 i-1, et(z'i_ ]> fois le terme
(i:))-(zxr)), on obtient det(aij) = det(bij) , avec
2:
- 2|—1 20 -17 .
bij ><x'+|—k/ ( (X'—I—k/ ’
k = 0
on utilise les relations 2n+a> ( 2nt+a N = ((2nFati
Rl xMEi_k-1J <tTiok /)
k, a=0,,., 2i -2, pour en déduire que :
=(2n+2|—1\ 2n+2i -1
x!+i x!'+i-1 °
On calcule
boof2n+2i-1) .. (2n+i-x') (2n+27i-1), (2n+i-x'+1)
‘J ].nc(X"l'i) ]ooo(x'+i“])
_(2n+2i-1)ee(2n+1)2n . (2n-x'H T +1) (5, _5,1)
] YY) (x'+i)
=(2n+2i—1)...(2n+l)c(x')fi(x') , avec
2N eee (2N = x'+ u+ 1)
1 = - !
clxt) T ees (X'+ [1) (2n-2x1) et

fi(x')= [(20 = X'+ ) see (2N = xV + P4+ 1)] [{x' +i+1) s0e (x'+ )]

On met en facteur dans chaque ligne le terme (2n+2i-~1)...(2n+1),

puis dans chaque colonne le terme c(x') . Mais toutes les quantités

_ x!
2new(2n-xt+tp+1) sont inversibles modulo p , et Ithypothése )\ # 2x
Teoo (X' + }.l)

entraine 2n - 2x!

=2Nn-2x-2jA#£0 , etdonc 2(n - x!') est inversible

modulo p ; d'od 6—v[ H (2n+l)...(2n+2|—1)] §' , ol v est in-
i=1

versible modulo p et o §! =det<fi(><+j}\)>i : y .
j 07 ose 3 “—]

o
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Or (2n—x—j>\+k)(x+j}\+k)=—(x+j}\-n)2+(n+k)2;
on pose yJ.=—(x+j>\—n)2 et alors 6'=det<gi(yj)>,
b 2
avec gi(y.) = [[ (y.+(n+k)?)
! K=i+1
e M=i-1 e
=y B! Z ciky!‘l P-k y S EN,
j k=0 j
1 =1 -1
Yo .- Y4
1 Cik ] |
_ N + { o
et donc (gi(yj))— N . | ;
1 1 - - 1

le deuxiéme déterminant est un déterminant de Vandermonde ; c'est
un produit de termes de la forme

(x +kA-n)2 - (x+ja-n)2=(k-j)a(2n - 2x - (k+j)1), | #k,
et I'hypothése ) # 2x entraine que tous ces termes sont inversibles mo -

dulo p , dlol le résultat ,

(p)

Sous-corps de @ , p premier ,

(p)

Le cas des sous-corps de @7 est contenu dans le résultat plus gé-

néral suivant :

Théoréme 4 : Soit E/® une extension cyclique de degré n >4 ,

On suppose gque tout hombre premier p ramifié dans E/Q vérifie les hy -

pothéses suivantes : p =1 mod n et p est totalement ramifié dans E/Q .,

Alors llanneau des entiers Z_ de E n'est pas monogéne sauf si

E
_ An+1) .
E =0 lorsque n+1 est un nombre premier ,

(2n+1)

ou E = Qo lorsque 2n+1 est un nombre premier ,
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Démonstration : On reprend les notations de ['introduction ,

On suppose que Z_ est monogéne , et on appelle B8 un entier de E tel que

E
ZE =7[6] . Les hypothéses faites entrainent que tous les sous-corps
( différents de @) de E ont le méme conducteur f ( égal au produit des
nombres premiers ramifiés dans E/@Q ) , que le discriminant de E est égal

a3 "7 et que pour tout g € Gal (E/Q), g #1, bgl8) =Ng gl8-09) =%5,

E/Q

Soit p, p =1 modn, I'un des nombres premiers divisant f ; p est
totalement ramifié dans E/Q , donc e =n , et le groupe dlinertie de p est
égal & Gal(E/@Q) ; on en désigne toujours par o un générateur ,

En écrivant que tous les rapports A

}\( 8/ n (6) doivent &tre
o) O'“

égaux a t 1, pour A, H=1,.e, N = 1 , on obtient que pour que ZE soit
monogéne , il est nécessaire que pour tout Kk =1, .., N-1 , on ait

k
I—Qn 2n
(-I—_—g—-r:> zlmode[Q].

On pose ( = Qn=exp(2iﬂ/n) , alors pour tout kK = 1,44, N-1,

ona (1 - gk)Zn =(1 - Q)Zn modp Z[(].Il en résulte qu'il existe c € 7
1 2n N
(CE'—(—)'TF (1-2¢) mod p ), tel que pour toutk =1, ..., -1,
Qin Q(n)/Q / ’
on ait :
k
(7) (1-¢%)2" ¢ modpz[cC].
Puisque p =1 mod n, p est totalement décomposé dans Q(n) . Soit
p un idéal fixé au-dessus de p dans Q(n) ; on identifie le corps résiduel en
p & lF-'p , et on désigne par u Ilimage de u €z [ (] dans le .
On considére le polynome
P=(1-x)2"_c de Z[X]
et son image P dans Fp[X] .
D'aprés (7) , on a E(Zk)=3 pour tout kK = 1, 40, N -1 , Or
Z , -52 ) sees _Q-n_l sont les n-1 racines ( deux & deux distinctes ) du poly-

nome & = xn_' + >(n_2 4 eee + X+ 1 de le[X] ; donc P =9¢ h dans Fp[x],

etdonc P=¢h+ph!, h,htez[X].
Soit R le reste de la division de P par ¢ ; on doit avoir




_22._

Oor (1 - X)2n= by (—l)j <2n> . On en déduit que
20 j

n-2 .
R=a + Y oa. X! , avec pour tout j =1 ,
i=1

2 (P LD+ e (B0 - e GO - GRT D

I a suite des calculs estalors analogue au calcul fait lorsque n est

un hombre premier , |l faut distinguer deux cas :

e . .
lPcas:nestlmpanr‘,n=2t+],t22

On exprime que a, = Omodp et a =0 mod p ; on en déduit que

t-1

Y <t+l/ <2n> <t+2> (t—l =0 modp .

(4t +2) ... (3t+4)
1.2 seo (t+2)

nombre premier, et que p =1 mod 2n, tous les entiers A, 1 <)\ <4t + 2,

Or u= 4(t+1)(2t+1)(4t+ 3) , Puisque p estun

sont inversibles modulo p ; donc u =0 mod p , c'est-a-dire que a, = a 1

mod p si et seulement si 2n+ 1 =0modp .

Zemecas:nestpair‘, n=2t, t=>2

On suppose que a, =0 modp et a =0 mod p ; on en déduitque

t t-1

w= D CD G ) () = 0 mede.

4t .., (3t+2)
1e20e (t+1)
mier, et que p =1 modn , tous les entiers A, 1 <A <2t, 2t+2 <) =<4t

Or u= 2(2t+ 1) (4t+ 1) , Puisque p est un nombre pre-

sont inversibles modulo p ; donc u =0 mod p, c'est-a-dire que a, = at_1

mod p si et seulement si (n+1)(2n+1) =0 modp .

On a donc montré que si E/@ vérifie les hypothéses duthéoréme 4,
une condition nécessaire pour que ZE soit monogéne est que les seuls
nombres premiers totalement ramifiés soient égaux a n+ 1 ou 2n+ 1 ;

il y adonc 3 cas :

(i) n est pair , n+ 1 est un nombre premier , 2n + 1 ne llest

(n+1)

pas , et alors E=Q est le seul corps qui convienne ,
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(ii) n est pair ou impair , 2n + 1 est un nombre premier

ne l'est pas , et alors E = Q(()Zn+1 )

, N+ 1

est le seul corps qui convienne ,

(iii) n est pair , n+ 1 est un nombre premier p, 2n+ 1 estun
nombre premier q, et E est un sous-corps cyclique de degré n de Q(pq) ,
avec p et q totalement ramifiés dans E ( une telle situation existe : par
exemple n=6 , p=7, q=13;n=18, p=19, q=37;n=30, p=31,
g=061;etc .. ) o Il reste & montrer que pour cette famille de corps , ZE
n'est pas monogéne ,

Montrons d'abord que E ¢R .

Q(q) Q(pq) Soit Q(q)

@ &t soit L =al® P,

o
o (. Soit F = EQ(p) ; puisque p et

/ q sont totalement ramifiés dans E et que
seul p estramifié dans Q(p), EN Q(p) =Q

le sous-corps réel

2 maximal de @

’

les extensions sont linéairement disjointes,
n et donc [F: Q] = n? . Mais F est une
extension de Q(p) , et Q(pq)/Q(p) qui est

n cyclique contient une unique sous-extension
_dlindice 2 ;donc F=L et EcL ,
(q)

Mais pour les mémes raisons que ci—vdessus , E et (D.)o sont li-
néairement disjointes ; donc L = Q(q) E ; puisque L = Qf)q) Q(p , L ¢IR H

o
donc E ¢R .

Mais , si une extension E/Q est telle que E ¢iR , alors pour tout

K=1,4ee, N -1, 0ONna Ak(9)>0etz
o

E est monogeéne si et seulement si

pour tout k= 1,0, n =1, &, (8)=F.
9)

On refait un raisonnement analogue au précédent , mais cette fois
o N a .
avec le polyndme P = (1 - X) - c . Avec les mémes notations que celles

du cas n=2t , on obtient que a, =a, . mod p si et seulement si

u=<r:>+<tT ]> =0modp , Or (2:>+ (tz-tI =§.t1_::_:_(:_'*_'_2_)(2t+1)

et donc si E ¢|R , etsi ZE est monogéne , seul le nombre premier n + 1

peut totalement se ramifier ,
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Donc pour les extensions vérifiant (iii) , on a bien , pour tout

by

\UGZE ) Azk(w)EAij(w) mod q , pour tout kK, j variantde 1 & n - 1,
o

mais on n'a pas A k(ll!) = A j(l],f) mod q , pour tout k, | . Puisque les
o o

extensions (iii) ne sont pas réelies , elles ne sont pas monogénes , ce qui

achéve la démonstration du théoréme 4 ,

Remarque 6 : Soit E/Q une extension cyclique de degré premier
L >5; si E/Q est modérément ramifiée , elle vérifie les hypothéses du
théoréme 4 ; si E/Q est sauvagement ramifiée, puisque son degré est pre-
2
mier , la démonstration du théoréme 4 est encore valable si E ¢Q( L) .
On retrouve ainsi le résultat démontré dans [G(MN )17 ,

(p)

Soit maintenant E un sous-corps de Q , p nombre premier im-
pair ; alors E/@ est cyclique et vérifie les hypothéses du théoréme 4 ;

il en résulte :

Théoréme 5 : Soit p un nombre premier impair et soit E un sous-

corps de Q(p) . Soit ZE I'anneau des entiers de E ,

Alors :

(i) si E=Q(p), Qc()p), Q([—l)(p”')/zp) ou @, alors Z_

est monogene ;

(p)

(ii) Si p=1mod3 etsi E est le sous-corps cubique de Q ,

alors Z
2

est monogeéne si et seulement s'il existe x, y €7 tels que
2

E
bx ( x —9y2)+ay(xz—y2)=l , ol p=I(a
méme parité (cf, [G(MN)3 ]),

(iii) Dans tous les autres cas , ZE n'est pas monogéne ,

+27b2)/4 , a etb de
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