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Introduction. O n s e propose de fournir i c i un programme F ORTRAN IV don-
nant numériquement, pour tout corps K cycl ique sur Q de conducteur m (i. e. 

r 

contenu dans le corps Q des r a c i n e s m - i è m e s de l'unité), le groupe d'Artin 
H = G a K Q ^ / K ) ainsi que l e s d i f f érentes c l a s s e s de G a K Q ^ V û ) modulo H 
(tous l e s groupes de G a l o i s étant vus à partir de l ' i somorphisme canonique 

r \ ^ 

Gal(Q / Q ) ~ (Z/m Z) ). On sa i t que cet te information numérique est le point 
de départ ind i spensab le à la r e c h e r c h e prat ique de tout "invariant arithméti-
que" du c o r p s K, dès lors que c e corps a une carac tér i sa t ion du type "corps 
d é c l a s s é s " ( i . e . comme c o r p s a s s o c i é à un s o u s - g r o u p e de (Z/mZ) ). P a r 
exemple, on pourra déterminer soit l e s nombres de Bernoul l i g é n é r a l i s é s de 
K (si K est imaginaire) , soit s e s uni tés cyc lotomiques (s'il es t r ée l ) , en vue 
de c a l c u l e r le nombre de c l a s s e s de K ; l 'ut i l i sateur aura la poss ib i l i t é d'uti-
l i ser le programme en question à bien d 'autres f i n s , sans modif icat ion (bases 
d 'ent iers , sommes de Gauss , décomposit ion des nombres premiers , fonct ions 
L p -ad iques ou non, e t c . . . ). 

"Le" corps K (fourni en donnée au programme) s e r a "défini" par la donnée de 
son degré , et de la famil le des nombres p r e m i e r s ramif iés avec l e u r s i n d i c e s 
de ramif icat ion r e s p e c t i f s ; une te l l e donnée conduit en général à p lus i eurs 
corps K, préc i sément c a r a c t é r i s é s par leurs groupes d'Artin H ; c ' e s t c e -
pendant la s e u l e façon pratique de définir K, qui ne suppose pas le problème 
résolu . L e programme fournit a l o r s toutes l e s so lut ions K, et l ' ensemble des 
ca lcu l s dem andés pour chaque solution. 

Pour jus t i f i er le programme et permettre au lecteur de le contrô ler , nous 
avons cru bon de réd iger en détail , à la f o i s la part ie théorique, et son abou-
t issement algorithmique, de te l le s o r t e que ce travail n 'appara i s se pas comme 
dest iné aux s eu l s s p é c i a l i s t e s de la théor ie a lgébr ique des nombres. 
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§ 1. Etude d irecte par le c o r p s de c l a s s e s : 
So i t K une extens ion cyc l ique de Q de degré d. On suppose connus, outre le 
degré d, l e s nombres p r e m i e r s ramif iés dans K/Q a ins i que leurs ind ices de 
ramification (la ramif icat ion en 2 étant s c i n d é e en deux types de ramification). 
On s e propose a l o r s de déterminer explicitement toutes l e s so lut ions K en ca l -

( m) 
culant numériquement le conducteur m de K puis H =Gal(Q / K ) comme s o u s -

tt # 
groupe de (Z/mZ) , et l e s c l a s s e s de (Z/mZ) moduloH. 

On va d'abord rappe ler l e s r è g l e s qui assurent l ' e x i s t e n c e d'un tel corps K 
au moins (le lecteur voulant omettre ce t t e part ie peut reprendre à partir du 
théorème de la f in du § c, p. 6). 

a) Rappels des é léments du c o r p s de c l a s s e s sur Q (cf. [11 , [ 2 ] , [ 3 ] ) . 
(rr\ \ 

Le conducteur de K est l 'entier minimum m tel que K c Q . Cons idérons 
G=(Z/mZ)* et posons 

m = n P n ( p ) , n ( p ) > 1 ; 
p| m 

on rappel Ie que s i 2| m a l o r s 4 |m. 

So i t ŷ  un c a r a c t è r e de degré 1 a s s o c i é à K ( i . e . un c a r a c t è r e de (Z/mZ)* à 
va leurs dans C X , dont le noyau est H = Gai ( Q ^ / K ) ) ; on sa i t que l 'ensemble 
{•y3, amod d, (a, d) = 1} c a r a c t é r i s e K . 

Pu i sque m = f[ p n * P ^ on a (Z/mZ)*^ f l (Z/pn*P^Z)*î on a donc, en d é s i -
p | m p | m 

gnant de façon général e par (Z/qZ) le groupe des c a r a c t è r e s de (Z/qZ) , 

l ' i somorphisme canonique (Z/mZ)*~^~ ~ TT (Z/pn*P^Z)*~^. On peut ainsi é c r i r e 
/ ** P ' m ^ / n(p) . * -L tout c a r a c t è r e d e (Z/mZ) s o u s Ia forme x = • • > X , . . . ) , x € (Z/p Z) 



P r é c i s o n s c e s i somorphismes en vue du calcul numérique : on peut é c r i r e 
G = (Z/mZ) = © G (somme d irec te interne) , o ù l e s G correspondent aux 

p | m P v . j n(pK (p1"1^) P 

s o u s - g r o u p e s Gai (Q /Q / P ) ~ G a l ( Q P /Q) ; posons pour s impl i f ier 

rrip = p n ^ et ^m = m / m p , pour tout p |m ; 

on a a l o r s : 

G = { a ç (Z/mZ) , a = l mod m } . 
P P 

-*1 1 -L 
On a de même (Z/mZ) = © G , où l e s é léments de G (notés encore v ) i P P P P m , \ 

* (m) ( m ' sont l e s c a r a c t è r e s de (Z/mZ) qui sont triviaux sur © G ~ Gal(Q /Q P ) ; 
(m ) q ^ p q 

ce sont donc par définition des c a r a c t è r e s de Q p , et tout c a r a c t è r e X de 
/ v* (Z/mZ) s ' é c r i t de façon unique 

1 
X = n Xo > X d € pour tout p j m. 

r-> I m V h p m P P 

b) C a r a c t è r e s et ramif icat ion. Re lat ivement au c a r a c t è r e ^ a s s o c i é à K, posons 
une f o i s pour toutes ff X » X € G pour t o u t p j m , et appelons e(p), e(p) | d, 

p| m p p P 

e(p)> 1, l e s ind ice s de ramif icat ion, dans K/Q, des p |m. 

Propos i t ion 1. So i t K /Q une ex tens ion cyc l ique de degré d de Q, de conducteur 

m = ff m , m = p " ^ , n(p)> 1, de c a r a c t è r e ff X » e t so ient e (p) |d l e s 
P | m P P P | m P _ x(p) 

ind ices de ramif icat ion dans K/Q des p|M ; pour p ^ 2 , posons e(p) = e(p) p M , 

p - f ë ( p ) , \ (p)> 0. A l o r s n(p) = \(p)+1 e t i ( p ) | p - 1 ; enf in Xp
 e s t d 'ordre e(p) (p^2). 

Démonstration. 
Cons idérons le schéma suivant (p^2) : 

K NO 
( m 

Q 
( m) 

Comme m, p es t non r a m i f i é dans Q P /Q, donc en part icu l i er dans 
P 



( m ) (m ) ( m ) 
KflQ P /Q ; comme de plus Q P /Q et Q P /Q sont l inéairement disjo intes , 

(m) { m ) p est totalement ramif ié dans Q /Q , ce qui fa i t que K p|Q P es t le 
( m ) ( m ) _ > 

c o r p s d ' iner t i e pour p dans K/Q ; on a donc [KQ : Q P ] = e ( p ) = e ( p ) p P . 
(m) X( ) ( m) 

Comme le s o u s - c o r p s de Q de degré p sur Q P e s t unique (car 
( ) ( m ^ Gal(Q /Q P ) e s t cyc l ique s o u s l 'hypothèse p ^ 2 ) , il en r é s u l t e que 

( m ) (m / ) 
n(p) = x(p)+1 (sinon KQ p , donc K, s e r a i t contenue dans Q ' , ce qui est 
contra ire à la définit ion du conducteur) . On en déduit a u s s i la re lat ion 
ë(p) | p - 1. 

f ̂  \ 

Montrons que \ e s t d 'ordre e(p) : on sa i t que x e s t trivial sur Gal(Q / 
(m ) P p » ( m) 

Q P ) ; s i on é c r i t X =X • ( W = f T x ^ ty e s t trivial sur G al(Q /Q P ) ; 
P ( m ? ^ q (m) ( m ) 

comme x es t trivial sur Gal(Q / K ) , on a auss i x trivial sur Gai (Q /KQ P ) 
( m) ( m) p ( m ) 

et c ' e s t donc un c a r a c t è r e de G al(KQ P /Q P ) donc de G a | ( K / K n Q P ) de 
façon canonique. S i Xp était d 'ordre i n f é r i e u r à e(p) (donc d iv i s eur s t r i c t de 
e(p)), x s e r a i t trivial sur le groupe de Galo i s de K par rapport à un s o u s -

P ( m) ( m ) 
corps K' tel que KflQ P c K ' c K . D onc v s e r a i t un c a r a c t è r e de K' Q p ; 

( m) ^ 
comme ^ est trivial sur Gai (Q /Q P ) il en r é s u l t e r a i t que x s e r a i t un 
c a r a c t è r e de K ', ce qui n ' e s t pas , d'où le résu l ta t . 

Propos i t ion 2. S o i t K/Q une extens ion cyc l ique de degré d de Q, de conduc-
teur m, de c a r a c t è r e x = Ff X,-,» e t so ient e ( p ) | d les ind ices de ramification 

pjm V 

des p l m . On suppose que 2 e s t ramif ié dans K/Q . A l o r s \ s e décompose de 
façon unique s o u s l a f o n m e yc , où y provient , dans l ' i somorphism e 

(m ) ( 2 m ) ( m 2 ) 
Gal(Q /Q Gal(Q /Q), d'un c a r a c t è r e du s o u s - c o r p s réel maximal 

(m ) (m ) ^ ( 4 ) 
Q+ de Q , et où c provient d'un c a r a c t è r e de Q =Q(i) . On définit l e s 

i n d i c e s de y et c - r a m i f i c a t i o n par e^(2) = o r d r e de y et e ° ( 2 ) = o r d r e de c. 

A l o r s la 2 - p a r t i e m 2 de m es t 2 n ' 2 ' = 4 e ^ ( 2 ) , quel que so i t c. 

Démonstration. 
S i la composante G 0 e s t cyc l ique , c ' e s t que n ( 2 ) = 2 ; s inon G„ es t somme « z 

n ( 2 ) - 2 
d i rec te de deux groupes c y c l i q u e s (l'un d 'ordre 2 et le s econd d'ordre 2 ). 
C o n s i d é r o n s l e s s chémas su ivants : 



K 

Q 
(m) 

K Q 

Q 

(_m) (2m)' 
KHQ Q 

S chéma I 

„ 2 ^.(mj Q Q+ Q 

r 

( 8 ) J 2
m ) 

2 

S c h é m a II 

Pour s impl i f i e r on a p o s é n(2) = n dans le schéma 

Um) f „n(2)i 2 A2 h . P o s o n s r = G a l ( Q
( m , / Q ( 2 m ) Q ( 4 ) ) et C = Ga | (Q l m >/q 2 ') ; on a donc 

1 1 1 
G = T © C et G . = r © c . 

, ( 2 m ) 
L e c o m p o s é KQ e s t donc de l 'une des f o r m e s su ivantes : 

( 2 m ) (4) - s i n ( 2 ) = 2 , c ' e s t Q Qf , 
( m ) ( m ) 

- s i n(2)> 3, c ' e s t le composé de Q avec l'un des c o r p s Q ou k , 
(2m) ( m ) + n(2) 

(car K Q /Q es t cyc l ique par hypothèse pu i sque K/Q l 'est) . 



Dans I a décomposi t ion = F © C , é c r i v o n s v = y c , a v e c y ç r ^ e t c ç C " ' -

(m) ( m 2 ) 
(y est donc trivial à la f o i s sur C et sur G al(Q /Q ) tandis que c es t 

(m) 

t r i v i a l sur T et sur Ga|(QV / Q z )). On appel le eY (2) et e°(2) l e s o r d r e s 

r e s p e c t i f s de y et c. Examinons les tro is c a s p o s s i b l e s , en vue de r e l i e r 

m = 2 n ( 2 ) avec eY(2) et e C (2) : Z 
Lm) (9m) (m ) 

(i) KQ =Q z Q+ (n(2)>3) ; 
(9m) ( m ) 

(ii) KQ = Q z k n ( 2 ) (n(2)> 3) ; 

( m ) ( m ) 4 ) 
(iii) KQ =Q Q (n(2) = 2). 

En uti l isant le fait que m
2

= 2 es t la 2-part ic ipat ion au conducteur et en = 2 n(2) 

utilisant le schéma II, on obtient : 

c a s (i) : x 2 =y et 2 n ( 2 ' = 4 e Y ( 2 ) (on a e°( 2) = ?, car c = j) ; 

c a s (ii) : x 2
 = Y c e t ^ = 4 e Y < 2 ) (eY(2) = 2 P ( 2 ) " 2 et eC (2) =2) ; 

c a s (iii) : x 2 = c et 2 n ( 2 ) = 4 = 4 e Y ( 2 ) (e Y (2)= 1, eC (2) = 2). 

On a donc bien dans tous l e s c a s 2 n ^ = 4 eY(2) . Remarquons que e(2) n 'es t 
pas le produit e Y (2) e°(2) mais que l'on a e(2) =p. p. c. m . (eY(2), e°(2)) . 

Corol la ire . S o u s I e s hypothèses des propos i t ions 1 et 2, on a p. p. c. m. (e(p))=d. 
p| m 

En effet , so i t g un nombre premier divisant d, et soit K le s o u s - c o r p s de K 
Kj 

tel que [K : Q] so i t la p u i s s a n c e de £ maximum qui d iv i se d, on sait qu'il 
e x i s t e un nombre premier totalement r a m i f i é dans K g/Q» Ceci conduit immédia-
tement au résul tat . 
c) Etude de la réc iproque . N o u s a l lons v é r i f i e r que les propos i t ions p r é c é d e n -
tes conduisent bien à une condition n é c e s s a i r e et su f f i sante pour l ' ex i s t ence 
de corps K à ramif icat ion donnée ; nous donnerons auss i le conducteur de c e s 
corps K, a ins i que le nombre de so lut ions à attendre. E n vue de l 'aboutissement 
numérique nous u t i l i sons des notations appropriées à part ir de maintenant. 

Théorème. S o i t d> 1 un ent ier . So ient p p . , k > 0 nombres premiers , 1 K 
et e , . . . , e. , k e n t i e r s s tr ic tement pos i t i f s . On convient du fait que les p. 1 k i 
impairs sont d i s t inc t s et que l e s e^ correspondants sont d i f f érents de 1 ; s i 
2 es t dans la l i s t e des p., a l o r s on suppose que p , . . . , p , sont impairs , 1 1 K— & 
que j =P|<

 = 2 et que ^ et e^ ne sont pas tous deux égaux à 1. 



A l o r s une condition n é c e s s a i r e et suf f i sante pour qu'il e x i s t e au moins un 
c o r p s K, cyc l ique de degré d sur Q, tel que {p , . . . , p . } so i t exactement 

1 K 
l 'ensemble des nombres p r e m i e r s ramif iés dans K/Q avec l e s i n d i c e s de 
ramification r e s p e c t i f s e ^ , . . . ^ ^ e t e^ représentant respect ivement 
la y et la c -ramif icat ion lorsque ^ = p^ = 2), e s t que l'on ait l e s deux 
conditions su ivantes : 

- \ (i) e. d, et s i on p o s e e. = e. p. , p. -f e . , > 0, a lors e. I p. - 1 , pour i1 i i i 1 i i i | f i ' K 

tout i = 1, . . . , k ; 

(ii) p. p. c. m. ( e j = d. 
i - 1 , . . . , k 

S i c e s condit ions sont r é a l i s é e s , a l o r s le conducteur commun m des corps K 
so lut ions es t : 

k Xt + 1 
m = ff P- > s i 2 n'est pas ramifié dans K / q (n(p.) = X + 1 ), 

i=1 1 1 1 

k - 2 X+1 
m = ( n P ) 4 e , , s inon (n(p) = X, + 1, 1 < i < k - 2 ; n(2) +2). 

^ 1 K — 1 1 1 K — ] 

cp(e ) . . . cp (e k ) 
Enfin, le nombre de c o r p s K so lut ions es t égal à ^ ^ , en désignant 
par cp la fonction d'Euler. 

Démonstration. 
Montrons la condition suf f i sante (la condition n é c e s s a i r e résultant des propo-
s i t ions 1 et 2 ainsi que de leur c o r o l l a i r e ) . 

Soi t m l 'entier défini à I a f in de l 'énoncé ; c ' e s t un conducteur de corps c y -
clotomique ; posons n. = n(p. ), pour 1 ^ i < k , cons idérons , pour chaque p. | m , 

(m) P i 1 1 1 

G. = G a | ( Q ' / Q a v e c l a c o n v e n t i o n G. = T, G . = C s i 2 e s t r a m i f i é , e t i k— i k 
d i s t i n g u o n s d e u x c a s : 

n . - i 
(i) S i p. 2, G. e s t cyc l ique d 'ordre p. ( p . - l ) , et il e x i s t e un 1 1 \ i i 

(m) D 

c a r a c t è r e , t r i v i a l s u r G a l ( Q / Q p i ) d ' o r d r e e^, c a r p a r h y p o t h è s e 

- X i e. =e . p. avec e . l p . - l et \ . = n . - 1 p r é c i s é m e n t ; 1 1 1 i1 i i i 
n k - 1 n k (ii) s i p. =p. =2 , a l o r s 2 = 2 = 4 e. ; cons idérons a l o r s 

r \ k-1 k k-1 
(m) '2 Gai (Q /Q )=G. .© G. . En uti l isant à nouveau le schéma II, on voit que k— 1 K 

l'on peut cho i s i r ^ j = Y e t X^= c d 'ordres r e s p e c t i f s ^ et e^ et te l s 

que Xk ^ soit un c a r a c t è r e de ^ =T et un c a r a c t è r e de G ^ = C (l'un 

des deux c a r a c t è r e s pouvant ê tre tr ivial ) . 



k * Cons idérons a l o r s X = f[ et soit H le noyau de x dans (Z/mZ) ; on remar-
i= 1 

que que x es t d 'ordre égal au p. p. c. m. des o r d r e s des , so i t dans tous 
les c a s p. p. c. m. ( e j = d . 

i — 1 , . . . , k 

Le corps K f i x e par H es t donc cyc l ique de degré d sur Q et l 'étude d i r e c t e 
(Prop. 1 et 2) montre que l e s i n d i c e s de ramif icat ion des p. sont bien les 
e^ ( les sont l e s composantes de x dans (Z/mZ) et sont d 'ordre e j . 

a i a k Tout c a r a c t è r e sol ution V e s t de la forme X = XI • • • XL- » A RTDC' E > (A.> e.) = 1 , 
1 K 1 1 1 1 

pour tout i , 1 < i < k , ce qui donne î p ( e ) . . . cp(e.) s o l u t i o n s ; comme l e s c a -
a 

r a c t è r e s "conjugués" x ( a m o d d , (a ,d) = l) dé f in i s sent le même corps K, 
on obtient bien le résul tat annoncé sur le nombre de so lut ions . 
Dans le paragraphe suivant, nous a l lons p r é c i s e r la c l a s s i f i c a t i o n des corps 
K so lut ions et p r é c i s e r un point important : à s a v o i r s i l e s corps obtenus sont 
r é e l s ou imaginaires . 

§2. R e c h e r c h e prat ique des so lut ions : 
On suppose donc donnés l e s nombres p r e m i e r s P ^ . - . j P ^ e t Pk pouvant 
être égaux à 2) ; on s e donne l e s e n t i e r s et on suppose que les 
hypothèses et l e s conventions du théorème sont v é r i f i é e s . On ca lcule m com-
me indiqué dans le théorème. 

a) R e c h e r c h e des c a r a c t è r e s so lut ions . So ient g , . . . , g ç (Z/m Z)* des géné-
* 1 

rateurs des s o u s - g r o u p e s G^ = { a ç (Z/mZ) , a = i mod m ( p j } , avec la con-
= T et Gk = C . vention que, lorsque ^ =p^ =2, ^ 

Soi t ç une rac ine primit ive d - i ème de l'unité ; d é f i n i s s o n s , pour chaque i , 
d / e^ 

1< i < k , un c a r a c t è r e x^ d 'ordre e^ de G^ en posant x ^ S ^ 3 ? e t 

y.(g . ) = 1 pour tout j ^ i. Il e s t c l a i r que l'on obtient tous l e s c a r a c t è r e s x 
i J k a. 

so lut ions en posant : X = TT X- 1 » a v e c 1 ^ a. < e . , (a., e. ) = 1, pour i , 1 ^ i < k . 
i = 1 

# X x 
So i t gÇ (Z/mZ) ; on a g = g 1 . . . g . k , où l'on peut supposer que les in terva l -

1 K 

les de variat ion des x. sont déf in i s par les i n é g a l i t é s 0 < x. <\j. > avec i i i 
V 1 / V r 2 

v. =p. (p - l ) pour tout i tel que p. f 2 et (éventuellement) v, = 2 , i I I I K— L 

V k = 2 . 
a a x x k a. x. k ( d / e . ) a . x. 

On a X(g) = x i
1 . . . x k ( 9 / . . . 9 k

k ) = 11 y i <9^ 1 1 = T] § 1 1 1 , soi t 
k , 1 ky _ 

i=1 1 " i=1 



S ( Q ) 
Xte) = § a v e c s(g) = E a. x . ( d / e . ) ; la somme s(g) e s t à c a l c u l e r modulo d. 

i=1 1 1 1 

On aura gÇH s i et seu lement s i s(g) = 0 mod d. Donnons un moyen de r e c o n -
naî tre l es d i f f é r e n t e s c l a s s e s d e ( Z / m Z)* mod H ; pour c e l a on doit déf in ir 
(et trouver numériquement) un é lément de (Z/m Z) qui d é f i n i s s e un élément 

( m) de Ga|(Q /Q) dont la r e s t r i c t i o n à K engendre Gal(K/Q) ( i . e . so i t d 'ordre d) 

b) G énérateur de Gal(K/Q). On appe l l e R un s y s t è m e (à r é l éments ) de p^ t e l s 
que p. p. c. m. ( e . ) = d (r e x i s t e : on peut toujours p r e n d r e r = k, mais on aura 

i= J, . . . , r 
r = 1 s ' i l e x i s t e un p. totalement ramif ié dans K/Q). On r e c h e r c h e a l o r s un nom 

et. a 1 r • bre de I a forme g^. = g ^ . . . g p de tel le s o r t e que g ^ ait I a propr i é t é r e q u i s e ; 

c e l l e - c i e s t équ iva len te au fait que ) s 0 ^ u n e nac ine d - i è m e d ' o r d r e d, 
autrement dit que s (g . . ) so i t i n v e r s i b l e modulo d. P o u r un tel cho ix des a (en 

K k 1 

remarquant qu'il suf f i t de f a i r e v a r i e r l e s a modulo e ), notons a = E a . a . ( d / e . ) 
i = 1 

(a , = . . . =a. = 0) cet é lément modulo d, é t r a n g e r à d. O n a donc x f g , / ) 1 ? > r+1 k ^ rx 
pour un élément g quelconque, x(g) = c e qui s ' é c r i t x ^ = Ç a a en 

* \ * \ désignant par a l ' i n v e r s e de a modulo d ; p o s o n s y ( g ) = a s(g) modulo d, on 

remarque a l o r s que x ( g g " ^ ) = | S < s ) ç"® ^ = §
s ( 9 ) " s ( 9 ) = 1 et g ç g £ 9 ) H , 

c e qui p r é c i s e la c l a s s e de g, comme souha i t é . 

L o r s q u ' u n c a r a c t è r e x a é t é déf in i au moyen d'une famil le ( a ^ , . . . , a ^ ) 
( i < a . < e . , ( a . , e . ) =1 , 1 < i < k . ) on doit é l iminer l e s c a r a c t è r e s conjugués ~ i i i i 
)( , (a, d) = 1 ; on e s t donc a m e n é à c o n s i d é r e r comme équ iva len t s les k - u p l e s : 

( t a 3 , ] - > • • • » C a a
k 3 e ). 

1 e i k e k 
C ] d é s i g n e la fonct ion r é s i d u modulo e^, a parcourant l ' ensemble des 

r é s i d u s Vnodulo d é t r a n g e r s à d. 

c) Nature d e s so lu t ions . On s a i t que K e s t rée l s i et seu lement s i la conju-
r \ 

gaison complexe de Gal(Q /Q) appart ient à H, donc s i et seu lement s i 

x ( - i ) = 1 . 

S u p p o s o n s d pair s inon le ré su l ta t e s t tr ivial : K e s t r é e l . C a l c u l o n s 
k a 

x ( - l ) = f[ ^ . ^ - i ) , en calculant l e s x : 

i=1 1 1 

(i) c a s p. ^ 2 . On sa i t que v. e s t le c a r a c t è r e d 'ordre e. de G. déf ini . / i '
 Ai i l d / e 

par x = ? > o n c a l c u l e a l o r s x ^ - ^ en déterminant la projec t ion u de 
- 1 dans G^ puis en calculant 5 o n rem arque que u ^ l , car sinon on 



n. n. 
(m) ( p i X ) ( p i X ) 

aurait - l £ G a l ( Q /Q ), c e qui n ' e s t pas car Q e s t i m a g i n a i r e ; donc 
v- n. 
2 (m) ( p i X ) 

u - g. ( car Ga|(Q / Q ) e s t cyc l ique et l 'on r e c h e r c h e son unique é l é -
( d / e ) ^ d v. d n - 1 ( p . - l ) , 

ment u d ' o r d r e 2) ;or y. (u) = % et •= = - p. — ; comme f ' = - l 
X Z 6 . Z 1 G. 

1 1 

( p r l ) / e . 
on c o n s t a t e que ->q(u) = ( - l ) , pu i sque p^ e s t impair . 

(ii) C a s de 2. On a a l o r s Xk_ j = Y et Xk
 = c P°ur l e s q u e l s on a 

X^t-l ) = - 1 s i et seu lement s i e k = 2 et ( - j ) = i dans tous l e s c a s . 
u k _ k _ 2 

On a donc x ( - l ) = ( -1) où u = 2 a j p . - ^ / e . (resp . u =2 a
k / e k

+ S a . ( p . - l ) / ë i ) 
i=1 1 1 i=1 1 1 1 

s i 2 n ' e s t p a s ( r e s p . e s t ) r a m i f i é dans K / Q . Comme l e s a^ sont é t r a n g e r s à 
e^, 1 < i < k , et que pour 1 < i < k l o r s q u e 2 e s t non ramif ié ( r e s p . 1 < i < k - 2 
lorsque 2 e s t ramif ié ) e^/e^ e s t impair , on peut é c r i r e a j p ^ - i ) / ë ^ = (p^- l j / e^ 

mod 2 ; de plus, s i 2 e s t rami f i é , a =1 quel que soit e. (=1 ou 2). D'où f i -
U V 

nalement x * - 1 ) = ' ) > u modulo 2 vaut : 
k 
Z ( p . - l ) / e . , s i 2 n ' e s t pas ramif ié dans K /Q, 

i - 1 1 

k - 2 
2 / e . + I (p . - 1 ) / e . , s i 2 e s t r a m i f i é dans K / Q . 

k i=1 1 1 

Ains i l e s c o r p s c o r r e s p o n d a n t s sont ou bien tous r é e l s ou bien tous i m a g i -
n a i r e s . 

d) D e m i - s y s t è m e de r e p r é s e n t a n t s . Dans le seul c a s où l e s c o r p s K sont r é e l s , 
il e s t souvent n é c e s s a i r e de conna î tre H , =Ga| (Q^^/K) , où QV1^ dés igne le 

(m ) s o u s - c o r p s réel maximal de Q , a ins i que l e s d i f f é r e n t e s c l a s s e s de 
r m \ 

Gai (Q /Q) modulo H , . Autrement dit, on e s t amené à dé terminer un s y s t è m e 
de r e p r é s e n t a n t s de (Z/mZ) modulo Ie s o u s - g r o u p e { 1 , - 1 } . 

P r o p o s i t i o n 3. S o i t j un i n d i c e f i x é c o m p r i s e n t r e 1 et k, et d is t inct de k-1 

lorsque 2 e s t ramif ié . A l o r s l ' ensemble : 
x k v . 

{ 9 = 9 , . 9 k , 0 ^ x . < v i , pour i ^ j , 0 < x^ < - J - } 

fm \ 

e s t un s y s t è m e exact de r e p r é s e n t a n t s de Gai (Q /Q). 

Démonstrat ion. v ; 
On rem arque que e s t toujours un ent i er et que a i n s i l ' e n s e m b l e déf in i 
a b ien le bon nombre d 'é l éments . Il suf f i t de v o i r que deux que lconques de 
s e s é l ém ents ne sont p a s équ iva l en t s modulo { - 1 , + 1 } . 



X1 x k y 1 y k Supposons que g . . . g. = - g . . . g. mod m, où l e s x . et y. sont compris 1 k i k y i i 
entre 0 et v . - l pour tout i ^ j , et entre 0 et -J--1 pour i = j . i £ 

n. 
(i) c a s p. ^ 2. A l o r s en raisonnant modulo p.-1, on obtient (puisque 

n. x. y. n. ^ x . - y . n. 
g. s 1 mod p . J pour tout i ^ j ) : g . J = - g -J mod p . J , soit g . J J = - 1 mod p . J ; 

J ^ J J J J J 

c e c i entraîne x^-yj= mod Vj> or cec i e s t absurde car x̂ . et ŷ  sont compris 

entre 0 et - 1 . 

(ii) c a s p. = 2 ( i . e . j = k). Dans ce cas , g^ es t le générateur de 
n, J n

k x., y k
 n

k C ( g k s - 1 mod 2 K) et on a donc, modulo 2 , ( -1 ) = - ( - l ) mod 2 ; or 

ic i x^ et y^ sont nuls (V|< = 2), d'où une absurdité . 

En pratique, compte tenu de la façon dont es t l i s té le groupe de G a l o i s dans 
le program me, on prendra systématiquement l ' indice j égal à k pour obtenir 
le demi - sys tème de représentant s . 

§3. S truc ture globale du programme : 
Le programme proprement dit es t const i tué e s sent i e l l ement par le s o u s -
programme appelé GALCYCL ; de ce fait il faut un programme principal , 
très court, des t iné à l'appel de GALCYCL pour les d i f f érente s données 
env i sagées . 
Voic i un exemple de tel programme principal , avec à la su i t e un bref com-
mentaire pour l 'ut i l i sateur (on a soul igné en point i l lé ce que l 'ut i l i sateur 
devra modif ier) : 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION ( Y - Z ) , INTEGER (A-X) 
COMMQN L EC , IMP, M K, M DG, MFD , MS 
LEC = Jl 05 
IMP = 108 
MK = 
MD G = 400 
MF D = 100 
MS = 30 
RE AD (LEC, 1) FIN 

1 FORMAT (15) 
DO 2 I = 1, FIN 

2 CALL GALCYCL 
S T O P 
E N D 
SU BR OUTINE G ALCYCL • 

• 
RETURN 
END 



a) On commence par a f fec ter (à L E C et IMP) l e s numéros des organes d ' e n t r é e s -
s o r t i e s p r o p r e s à l 'ordinateur u t i l i s é (105 et 108 pour l'IRIS 50 de Besançon 
en 1978 !) . 

b) L e s 4 v a r i a b l e s su ivantes sont des d imensions maximum de tableaux à p r é -
voir en fonction des données numériques que l'on e n v i s a g e de trai ter . Ce 
sont l e s v a r i a b l e s 

MK, MDG, M F D et MS. 

L'ut i l i sa teur doit donc e f fec tuer l e s a f fec tat ions su ivantes : 

(i) A f f e c t e r à c e s v a r i a b l e s des va leurs numériques, dans le pro-
gramme principal (ici on a p r i s l e s v a l e u r s r e s p e c t i v e s 10, 400, 100, 30) ; 
c e s v a r i a b l e s ( d é c l a r é e s en COMMON) sont u t i l i s é e s par G AL CYCL pour 
des t e s t s , vér i f iant s i c e s d imensions sont s u f f i s a n t e s , et le c a s échéant 
pour é c r i r e un m e s s a g e d ' erreur . 

(ii) A f f e c t e r c e s m êmes va l eurs numériques dans l 'ordre DIMENSION 
d e G A L C Y C L , se lon la l i s t e suivante (cf. p. 15 ) : 

a) tableaux de dimension MK : 
P, E , EB, PN, N, G, MP, B, AAB, DE A, A L , X . 

g) tableaux de dimension MDG : 
YH, 

et tout autre tableau, introduit par l 'ut i l i sateur, dont l ' indice peut v a r i e r de 
1 à D ( le degré des corps c o n s i d é r é s ) . 

y) tableaux de dimension MFD : 
A A , 

et tout autre tableau, introduit par l 'ut i l i sateur, dont l ' indice peut v a r i e r 
entre 1 et cp(D). 

ô) tableaux à deux dimensions (M S et MK) : 
A. 

Donnons l ' interprétat ion des v a r i a b l e s M K, M DG, MFD , MS : 

(i) MK es t la valeur maximum p r i s e par k (qui e s t le nombre de nom-
b r e s p r e m i e r s r a m i f i é s , 2 étant compté deux fo i s s'il e s t r a m i f i é ) ; 

(ii) MDG es t la valeur maximum du degré d des c o r p s mis en données . 

L 'ut i l i sa teur doit donc contrô ler lui-même (en fonction de s e s données) que 
les v a l e u r s a f f e c t é e s à MK et MDG (p. 1 1 et 15)sont a s s e z grandes . Pour l e s 



deux s u i v a n t e s , la p r o c é d u r e GALCYCL e s t s e n s é e s ' a s s u r e r que les n o m -
b r e s qui leur sont a f f e c t é s , sont a s s e z grands : 

( i i i) MFD es t la va l eur maximum de tp(d) ( fonct ion d'E uler du degré d) ; 

(iv) MS es t la v a l e u r maximum du nombre de c o r p s so lu t ions à une 
<¥>(e ). . . cp(ek) 

même donnée : . 

L 'u t i l i sa t eur devra donner à MFD et MS (p. 11 et 15) des v a l e u r s adaptées à 
c e l l e s données à MK et MDG. 

On voit donc qu'il y a i n t é r ê t à r e g r o u p e r , à chaque ut i l i sat ion , les données 
correspondant à d e s d e g r é s d'un o r d r e de grandeur commun. Compte tenu 
du fa i t que le temps d 'exécut ion , pour un corps , e s t l i é e s s e n t i e l l e m e n t au 
conducteur m (en fait à cp(m )), on aura i n t é r ê t à c l a s s e r s e s données en t e -
nant compte de ce t te rem arque. 

c) E n s u i t e , on lit FIN qui e s t le nombre > 1 de données (cf. p. 31 pour vo ir 
ce que l'on entend par "donnée"). 

d) L e r e s t e du programme principal e s t a l o r s le s imple appel de GALCYCL 
un nombre de f o i s égal à FIN ( s i gna lons que c ' e s t GALCYCL e l l e - m ê m e qui 
contient l ' o r d r e d e l ec ture des données et non le programme principal) . 

§4. L i s t i n g commenté de G A L C Y C L : 

a) B o u c l e s à imbricat ion de profondeur var iab le . 

Nous décr ivons i c i , une f o i s pour toutes , un pr inc ipe algorithmique é l émen-
ta ire qui e s t u t i l i s é p l u s i e u r s f o i s dans GALCYCL ; il s 'ag i t de la program -
mation d e s bouc le s DO i m b r i q u é e s qui s e r a i e n t formel lement de la forme 
suivante (où l ' ind ice K>1 e s t une v a r i a b l e dont l e s v a l e u r s sont s u s c e p t i b l e s 
de dépendre des données ou d'un ca lcul ) : 

DO 1 J(K) = 0, S (K) -1 
DO 1 J(K-1) = 0, S (K-1 ) -1 

DO 1 J ( l ) = 0 , S ( l ) - 1 
Ins truc t ions , f o n c t i o n s du K - u p l e ( J(1 ), J(2), . . . , J(K)) 

1 CONTINUE 

L e s S(I) sont d e s e n t i e r s s u p é r i e u r s ou égaux à 1. 

L e pr inc ipe de p a r c o u r s de l ' ensemble [ 0, S(1 ) [ x . . . x [ 0, S(K )[ u t i l i s e I ' é c r i -
ture d e s nombres en "base multiple" (S( 1 ), S (2 ) , . . . , S(K )) et I 'addition dans 
c e cadre : c ' e s t - à - d i r e que s i l 'on r e p r é s e n t e s y m b o l i q u e m e n t par J ( K ) . . . J( 1) 



le développement d'un nombre (appartenant à l ' in terva l le [0 , S( 1 ) . . . S(K)[) 
dans ce t t e base (avec 0 < J(I)< S(I ) - 1, pour tout I) et s i l'on ajoute 1, par 
exemple, on obtient le développement J ' (K) . . . J'( J) (avec 0< J ' ( I ) < S (I)-1, 
pour tout I), g r â c e au p r o c e s s u s de "retenue". 

On v é r i f i e fac i lement que l ' incrémentation systématique d'une unité, à partir 
de 0. . . 0 , donne tous l e s K - u p l e s d é s i r é s , et que le test d 'arrêt es t cons t i -
tué par la comparaison de J(K) à S(K ). 

Il en r é s u l t e le programme FOR TRAN suivant (dans le c a s le p lus s imple où 
les ins truc t ions , fonct ions du K-uple (J( 1 ) , . . . , J(K)), ont une exécution indé-
pendante des v a l e u r s p r i s e s par I e K-uple antérieur) : 

10 

20 

1 1 

C 

30 

On remarquera que l'on peut i n i t i a l i s e r le tableau J à d 'autres v a l e u r s que 0, 
s a n s changement du programme (qui ne décr i t a l o r s qu'une part ie de l ' ensem-
ble [ 0 , S ( l ) [ x . . . x [ 0 , S(K )[) . 

On remarquera enfin qu'il rev ient au même d'échanger l e s deux p a r t i e s entre 
crochet s (on trouvera l e s deux v e r s i o n s , au c o u r s du programme GALCYC L). 

Lorsque Ies ins truc t ions F, fonct ions du K-upIe (J( 1 ) , . . . , J(K)), sont obtenues 
sous une forme "récurrente" uti l isant leur "valeur" au niveau du K-uple p r é c é -
dent, le programme a une forme analogue, mais Ies ins truc t ions entre acco -
lades sont a l o r s accompagnées d ' instruct ions opérant la modification c o r r e s -
pondante sur l e s ins truc t ions F . 

KK = K-1 
DO 10 I = 1, K 
J(I) = 0 
IF (J(K). E Q . S(K)) GOTO 30 
Instruct ions F, fonct ions du K-uple (J( 1 ) , . . . , J(K)) 
J(1) =J( l )+1 
1F(KK. E Q . 0) GOTO 20 
DO 12 I = 1, KK 
IF (J(I). LT. S(I)) GOTO 20 
J ( I ) = 0 \ 
J(I+1)= J(I+1) + 1 J 
GOTO 20 ] 

GOTO 11 



b) GALCYCL. 
On adopte la convention su ivante : l e s exp l i ca t ions précèdent l e s instruct ions 
c o n c e r n é e s ; l e s notations employées dans le "commentaire" sont de nature 
FORTRAN ; on u t i l i s e r a donc, éventuel lement, la table de concordance (§5, a, 
p. 30) pour l e s s ign i f i ca t ions mathématiques. L e s d i f f érente s part i e s du pro-
gramm e sont e n c a d r é e s pour év i t er toute i n t e r f é r e n c e avec les commentaires. 

La juxtaposit ion séquent i e l l e des d i f f érente s p a r t i e s e n c a d r é e s const i tue par 
définition GALCYCL. 

Descr ipt ion et é c r i t u r e de GALCYCL. 
Déc larat ions de GALCYCL (nom de la subroutine) ; déc larat ions de r é e l s en 
double préc i s ion , déclarat ion des e n t i e r s ; o r d r e s de dimensions des tableaux, 
c e s dimensions étant l e s v a l e u r s numériques de MK, M DG, MFD et MS a f -
f e c t é e s dans le programme principal p. 1 1. Sont mis en COMMON les var iab les 
L E C , IMP, MK, MD G, MFD, MS, afin d'évi ter une nouvel I e f o i s 11 affectation 
numérique qui es t fa i te dans le programme principal (p. 1 1 ) , la car te n°4 com-
prend l e s v a r i a b l e s "uti l isateur" ; i c i nous l 'avons l a i s s é e en blanc : 

SUBROUTINE GALC YCL 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (Y-Z), INT EGER (A-X) 
DIMENSION P(10) , E( 1 0), EB( 1 0), PN( 1 0), N( 1 0), G(10), 

1 MP(10), AA(100) , A (30, 1 0), B ( 10), A AB( 10), DE A( 1 0), 
2 AL( 10), X(10), 
3 YH (400), 
4 

COMMON L EC , IMP, M K, MDG, MF D, MS 

Affectation du nombre TT à YP1 (n'est évidemment pas u t i l i s é dans le calcul 
du groupe d'Artin m a i s e s t disponible pour l 'ut i l i sateur à toutes f ins ut i les 
( rac ines de l'unité)) : 

YPI = 0. 3141592653589793D+01 

L e c t u r e d'une donnée (cf. p. 31 ) (correspondant à une famil le de corps) : 

READ (LEC, 10) D, K, (P(I), 1=1, K), (E(I), 1 = 1, K) 
F O R M A T (1615) 



On tes te s i l e s var iab l e s MK et MD G ont é té d é c l a r é e s a s s e z grandes en r e -
gard des nombres K et D qui viennent d 'ê tre lus : 

IF (K. G T. M K) WRIT E (IMP, 1 1 ) 
FORMAT (' ^ DIMENSION MK I N S U F F I S A N T E ' ) 
IF (D. G T. MDG) WRITE (IMP, 12) 
FORMAT C -̂i DIMENSION MDG I N S U F F I S A N T E ' ) 

On a f fec te à KP la va leur K ou K - 1 se lon que 2 es t non ramifié ou est rami-
f i é (KP es t donc le nombre de nombres premiers d i s t inc t s rami f i é s dans l ' ex -
tension). Ains i lorsque 2 es t ramif ié , l ' indice K P es t relatif à I a y - r a m i f i c a -
tion et l ' indice K à Ia c -rami f i ea t ion . 

On a f fec te à T E S T le nombre (> 0) de nombres p r e m i e r s impairs ramif iés dans 
l 'extension : on remarque donc que si T E S T = 0 ( i . e . K=2 et KP=1) on a donc 
P ( 1 ) = 2 et P(2) = 2 (corps de conducteur une p u i s s a n c e de 2). S i T E S T ^ O , 
c 'es t qu'il e x i s t e des nombres p r e m i e r s impairs ramif iés dans l 'extension : 
(P(1), . . . , P(T EST)) . 

On a f fec te enfin à K K la va leur K-1 (on a donc KK>0) : 

KP =K 
IF (P(K). EQ. 2) K P=K-1 
T E S T = K 
IF ( K P . N E . K ) T E S T = K - 2 
KK = K - 1 

Calcul des EB(I), l e s par t i e s "modérées" des ind ice s de ramif icat ion EII), et 
calcul des PN(I), Ies P(I ) -part i c ipat ions au conducteur, c e c i pour I = 1 à K. 
Le calcul es t s c indé en deux par t i e s (cf. p. 7) : 

(i) P o u r I de 1 à T E S T si c e dern ier es t non nul (première part ie) : 
EB (I) e s t I a par t i e é t r a n g è r e à P(I) de E (I), FN(I) e s t I a p u i s s a n c e de P(I) 
supér ieure d'une unité à c e l l e f igurant dans E(I). 

(ii) S i 2 e s t ramifié ( cas où K P / K ) (deuxième partie) : on p o s e 
EB(KP) = E B ( K ) = 1, et PN(KP) =PN(K) = 4 # E ( K P ) (où E(KP) est l ' indice de 
y-ramif icat ion) : 



IF (TE S T . EQ. 0) G OTO 70 
DO 60 1=1, T E S T 
EB(I) = E (I) 
PN(I) =P(I) 

50 IF ( E B ( I ) - E B ( I ) / P ( I ) * P ( I ) . N E. 0) GOTO 60 
EB(I) = E B(I ) /P(I ) 
PN(I) = P (I) * PN(I) 
GOTO 50 

60 CO NTINUE 

70 IF(KP. E Q . K ) GOTO 80 
EB(K P) = 1 
EB (K) = 1 
PN(K P) = 4 * E(KP ) 
PN(K) = PN (KP) 

Calcul du conducteur M = PN( 1 )*. . . *PN(KP) (PN(K) ne doit pas ê t r e compté), 
puis calcul d e s quant i tés MP(I) =M/PN(I) , pour 1= 1 à K (de s o r t e que l o r s -
que 2 e s t rami f i é , MP(KP ) =MP(K) =M/PN(K )) (cf. p. 7) : 

80 M = 1 
DO 9 0 1 = 1 , K P 

90 M = M *PN(I ) 
DO 100 1= 1, K 

100 MP(I) = M / P N ( I ) 

Calcul de l ' ordre N(I) (I de 1 à T E S T , s i ce d e r n i e r e s t non nul) des o r d r e s 
d e s composantes ( Z / P N ( I ) Z)* (i. e . <P(PN(I)). 

S i 2 e s t ramif ié (KP / K), N(KP) vaut P N ( K ) / 4 (ordre de T ) et N(K) vaut 
2 (ordre de C) : 

IF ( T E S T. E Q . 0) GOTO 120 
DO 1 10 I = 1, T E S T 

110 N(I) = (P(I) - 1 ) * PN (I ) /P( l ) 
120 IF (KP. E Q . K ) GOTO 130 

N(K) = 2 
N(KP) = P N ( K ) / 4 



Calcul des g é n é r a t e u r s G(I) des s o u s - g r o u p e s de (Z/MZ) correspondant aux 
(Z/PN(I)Z) , pour 1=1 à T E S T (si ce dern ier es t non nul). L e but es t donc 
de trouver G (I) tel que G(I )= 1 mod MP(I) =M/PN(I ) , et tel que G(I) engendre 
(Z/PN(I)Z) (on a MP(I) =1 s i et seulement s i il n'y a qu'un seul premier ra -
mifié, et la première condition a toujours lieu dans ce cas) . On part donc du 
nombre aux i l ia i re GI = 1 que l'on incrémente d'abord de MP(I), et on tes te si 
GI es t bien d 'ordre voulu (à savo i r N (I)) s inon on incrémente GI à nouveau de 
MP (I) (ét iquette 140) ; le pr inc ipe es t le suivant : on ca lcu le l e s p u i s s a n c e s 
s u c c e s s i v e s de GI (dans la var iable GG) modulo Q =PN(I) sans tes ter s i la 
valeur u t i l i s é e es t même é t r a n g è r e à PN(I). L a p u i s s a n c e es t r e p é r é e au mo-
yen du compteur décro i s sant NN qui vaut 0 s i et seulement s i on a dans GG 
la p u i s s a n c e N(I ) - ième. A chaque s tade on tes te s i GG =1 et on change de va-
leur de GI si GG = 1 s a n s que l 'ordre N(I) ait é té atteint ; lorsque l'on a at-
teint l ' ordre N(I) ( i . e . NN = 0) on v é r i f i e que l'on trouve GG=1 (sinon c ' e s t 
que GI était non é tranger à PN(I), et on é c a r t e la va leur en retournant à 
l 'ét iquette 140 : 

130 I F ( T E S T . E Q . 0 ) G O T O 1 8 0 

D O 1 7 0 1 = 1 , T E S T 

G I = 1 
Q = P N ( I ) 

140 G I = G I + MP (I) 

N N = N (I) 

G G = G I 

150 G G = G G - G G / Q * Q 

N N = N N - 1 
I F ( N N . E Q . 0 ) G O T O 1 6 0 

I F ( G G . E Q . 1) G O T O 1 4 0 

G G = G G * GI 

G O T O 1 5 0 

160 I F ( G G . N E . 1) G O T O 1 4 0 

G ( I ) = G I 

170 C O N T I N U E 

Calcul des g é n é r a t e u r s de r et de C ( lorsque 2 es t ramifié , so i t K P ^ K ) : 

(i) Calcul de G(KP) (première part ie) . On sai t que F est engendré 
par un nombre G(KP) congru à 5 modulo la p u i s s a n c e de 2 divisant M (égale 
à PN(K)). On part donc du nombre aux i l ia i re GG = 5 que l 'on incrémente 
mod PN(K ) jusqu'à ce que GG soit congru à 1 mod MP(K) (on a MP(K) = 1 si 



et seulement s i 2 e s t le seul ramifié , auquel c a s cette condition es t v é r i f i é e 
dès la première f o i s , et on trouve le générateur 5 dans ce cas) . 

(ii) Calcul de G(K) (deuxième part ie) . L e groupe C est engendré de 
façon analogue, en remplaçant 5 par - 1 ; dans ce c a s on part de GG=PN(K)-1 
que l'on incrémente m o d P N ( K ) jusqu'à avoir G G = 1 mod MP(K). 

Dans les deux c a s on réduit modulo M et on obtient G(KP ) et G(K) : 

180 IF (KP . EQ . K) GOT O 230 
GG = 5 

190 IF (GG - 1 - (GG- 1 )/MP(K) *MP(K). EQ. 0) GOTO 200 
G G = G G + P N ( K ) 
GOTO 190 

200 GG =GG-GG / M * M 
G(KP) = GG 

GG = - 1 + PN(K ) 
210 IF (GG - 1-(GG- 1 ) /MP (K) *M P(K). EQ . 0) GOTO 220 

GG = GG +PN(K) 
GOTO 210 

220 GG = G G-G G/M*M 
G(K) = GG 

Dans le tableau A A suivant on ca lcu le les nombres c o m p r i s entre 1 et D 
é t rangers à D ; Q est le nombre dont on t e s t e la primarité avec D, J est 
le compteur qui donnera l ' indice final de A A (donc la valeur cp(D) qui s e r a 
a f f e c t é e à F D). 

Partant de Q = J et J = 1 , on af fec te 1 à A A ( l ) : 

230 Q = 1 
AA( 1 ) = 1 
J= 1 

Ensuite, on incrémente Q et on tes te s i la const i tut ion du tableau es t f in ie 
(ce qui e s t le c a s s i Q = D ), ce qui donne FD, va leur f ina le de J. 

La part ie centra le est l 'a lgorithme du P . G. C . D. avec D et Q ; lorsque T = 0 
le P. G. C. D. posit i f s e trouve dans S, d'où le test e f f ec tué dans la d e r n i è r e 
ligne, qui r envo ie à l 'ét iquette 240 (changement de va leur de Q ) s i S ^ I : 



240 Q =Q + 1 
IF (Q. GE . D) GOTO 270 

S = Q 
R = D 

250 T = R - R / S * S 
IF (T. E Q . 0) GOTO 260 
R = S 
S = T 
GOTO 250 

260 IF ( S . N E . 1) GOTO 240 

J = J+1 
AA( J) =Q 
GOTO 240 

270 F D = J 

On tes te s i le nombre MFD est a s s e z grand compte tenu de la va leur cp(D) 
obtenue : 

271 
IF ( F D . G T . M F D ) WRIT E (IMP, 271 ) 
FORMAT C*-" DIMENSION M F D I N S U F F I S A N T E 1 ) 

Constitution du tableau A ( L , I ) . L e s l ignes , i n d i c é e s par L, sont cons t i tuées 
de nombres é t r a n g e r s aux E(I) pour 1 = 1 à K , avec I a convention A(L, I) = 0 
s i E(I) = 1 ( cas qui s e p r é s e n t e éventuel lement pour la y ou ' a c - r a m i f i c a t i o n ) . 
On remarque donc que A(L , I) e s t toujours un p lus petit r é s idu modulo E(I) 
étranger à E(I ) . En outre , parmi toutes l e s l i gnes p o s s i b l e s , on ne calcule 
qu'un sys tème de représentant s modulo l'équival ence que nous avons définie 
(cf. §2, p. 9 ). L e nombre de l ignes MJ donne le nombre de c o r p s solut ions . 

On part de la prem i è r e ligne A( 1,1) =1 (ou la va leur 0 s'il y a lieu), pour 
1=1 à K. 

La l igne B (I) e s t I a l igne génér ique t e s t é e ; on l ' in i t ia l i se à I a l igne A(1,1). 
L e compteur J r e p è r e l e nombre de l ignes cons tru i t e s ; J es t donc in i t i a l i s é 
à 1 : 



DO 280 1= 1, K 
A( 1, I) = 1 
I F ( E ( I ) . E Q . 1) A( 1, I) = 0 

280 B(I) = A( 1, I) 
J = 1 

Le principe de la constitution séquent i e l l e des l ignes B (I) e s t ce lui du dévelop-
pement en "base" ( S ( l ) , . . . , S(K )), où ic i le tableau S est le tableau E (pre -
mière part ie) . 

On retrouve ensui te l 'a lgorithme du P . G. C. D. pour chacun des couples B(I), 
E(I), qui, éventuel lement, permet de ne pas re ten ir la ligne B (I) (à savo ir 
s i l'un des B(I) e s t non é tranger à E(I) ; s igna lons à ce sujet que lorsqu'un 
E(I) vaut 1, so i t B (I) = 0, l 'a lgorithme du P . G. C . D. trouve bien que 0 et 1 
sont é t r a n g e r s ) : 

290 B ( 1 ) = B (1)+ 1 
IF (KK . EQ. 0) GOTO 310 
DO 300 1= 1, KK 
IF (B(I). L T . E(I)) GOTO 310 
B(I) = 0 

300 B(I+1 ) = B(I+1 ) +1 
310 1F(B(K). EQ. E (K)) GOTO 380 

DO 340 1= 1, K 
S = E(I) 
R = B (I) 

320 T = R- R / S * S 
IF (T. E Q . 0) GOTO 330 
R = S 
S = T 
GOTO 320 

330 IF (S . N E . 1) GOTO 290 
340 CONTINU E 

Si la ligne B(l) es t formée d'é léments é t r a n g e r s aux E(I), a l o r s on cherche 
si e l l e es t équivalente à l'une des l ignes p r é c é d e n t e s , l i gnes de la f o r m e 
A(L, I), pour L variant de 1 à J ; pour cel a on const i tue s u c c e s s i v e m e n t l e s 
F D l ignes A AB(I) = B I * A A ( H ) mod E(I) ( l e s AA(H) sont l e s F D nombres é t ran-



g e r s à D ), f o r m é e s des r é s i d u s modulo E(I), et on compare, terme à terme, 
aux J l i gnes p r é c é d e n t e s . S i l'une des F D l i gnes AAB(I) coi'ncide avec l'une 
des J l ignes A(L , I ) , a l o r s la ligne B(I) n 'es t pas re tenue et on s e renvo ie à 
l 'ét iquette 290 : 

DO 360 H = 1, F D 
DO 345 1= 1, K 
AAB(I) = B(I) * AA(H) 

345 AAB(I) = AAB(I) - AAB(I)/E(I) * E(I) 
DO 360 L = 1, J 
DO 350 1= 1, K 
IF (A(L, I). NE. AAB(I)) GOTO 360 

350 CONTINU E 
GOTO 290 

360 CONTINU E 

Si le programme c i - d e s s u s termine la boucle la plus e x t é r i e u r e (sur H), c ' e s t 
que la ligne B(I) e s t re tenue comme déf in i ssant un c o r p s solution ; e l l e es t 
a lors c h a r g é e et on retourne ensui te à l 'ét iquette 290 ( incrémentation de B(1) 
d'une unité). On es t renvoyé à l 'ét iquette 380 dès que toutes les l ignes , a 
priori p o s s i b l e s , ont é té examinées (MJ es t a l o r s le nombre de l ignes A(L,I) 
déterminées) : 

J = J+1 
DO 370 1= 1, K 

370 A( J, I) = B (I) 
GOTO 290 

380 M J = J 

On tes te s i la v a r i a b l e MS est a s s e z grande, compte tenu du nom bre de corps 
so lut ions (MJ) que l'on vient de trouver : 

381 
IF (MJ. GT. MS ) WRITE (IMP, 381) 
FORMAT (>«-* DIMENSION MS I N S U F F I S A N T E ' ) 

La sui te du programme a la s t r u c t u r e su ivante : 

DO 900 J = 1, MJ 

{Traitement complet du c o r p s correspondant à la l igne A(J, I)} 

900 CONTINU E 



Nous al lons e s sent i e l l ement d é c r i r e , en p lus i eurs é tapes , la part ie entre 
acco lades . 

El le commence par l e s o r d r e s d ' impress ion des données (degré D, nombres 
premiers rami f i é s P(I), et l eurs i n d i c e s de ramif icat ion E(I), numéro J du 
c o r p s traité , l e s g é n é r a t e u r s G(I), le conducteur M et la ligne A(J, I) c o r -
respondant au c o r p s traité) : 

DO 900 J= 1, M J 
WRITE (IMP, 382) D 
WRITE (IMP, 383) (P(I), I = 1, K) 
WRITE (IMP, 384) (E(I), I = 1, K) 

382 FORMAT ( 1 H 1 / / / 2 X , 'CORPS CYCLIQUE DE DEGRE ', 1 0X , 16) 
383 FO RMAT (2X , 'AVEC LA RAMIFICATION DE', 1 IX, 1016) 
384 FORMAT(2X, 'AVEC L E S I N D I C E S DE RAMIFICATION' , 

WRITE (IMP, 385) J 
2X, 1016) 

385 FORMAT ( / 1 05X, 'CORPS NUMERO', 15) 
WRITE (IMP, 390) (G(I),I = 1,K) 

390 FORMAT (/ 2X, 'RACIN E S PRIMITIVES ', 16X, 1016) 
WRITE (IMP, 410) M 
WRITE (IMP, 400) K, (A( J, I), 1 = 1, K) 

400 FORMAT (2X, 'CE C O R P S C O R R E S P O N D AU', 12, ' - U P L E ' , 5X, 1016) 
410 FORMAT ( /85X, 'SON CONDUCTEUR E S T ' , 8X, 18) 

On ca lcu le SGN qui v a u t - 1 (resp . l) s i le corps c o n s i d é r é es t imaginaire 
(resp. rée l ) . L e calcul s e d é c o m p o s e en deux : une part ie re la t ive aux ra -
mif iés impairs (s i T E S T / 0), l 'autre à 2 éventuel lement ( s i K P / K ) (cf. p. 10) : 

S = 0 
SGN = 1 
IF (TEST. E Q . 0) GOTO 430 
DO 420 1= 1, T E S T 

420 S = S + ( P ( I ) - 1 ) / E B ( I ) 
S= S - S / 2 * 2 
SGN = - 1 
IF (S. EQ. 0) SGN = 1 

430 IF (K P. E Q . K ) GOTO 440 
SG = -1 
IF (E(K). E Q . 1) SG = 1 
SGN = SGN * S G 



On calcule dans DEA(I) l e s nombres (D/E(I)) * A (J, I) qui sont l e s coe f f i c i en t s 
permettant le calcul des v a l e u r s du c a r a c t è r e x a s s o c i é au corps n°J 
(X=TT X j D E A ( I ) » I d e 1 à K) (cf. p. 8) : 

440 
450 

DO 450 I = 1, K 
DEA(I) = D/E(I) * A ( J , I) 

On ca lcu le un élément GEN de la f o r m e G E N = f [ G ( I ) A L ( ' ^ mod M (I de 1 à 
I 

K) qui r e p r é s e n t e un générateur de G a | ( K / o ) ( i . e . tel que x(GEN) soit d 'or-

dre D) ; il faut donc trouver des c o e f f i c i e n t s AL(I) mod E(I), te l s que 

X(GEN ) = n ç ^ 1 1 ^ 0 ^ ^ ^ S o i t d 'ordre D (I de 1 à K). De façon équivalente, I 
on doit avoir S AL(I)*DEA(I) étranger à D (cf . p. 9). 

I 

On applique encore le principe du développement en "base" E(I), avec i n c r é -
mentation de 1, en in i t ia l i sant A L ( l ) à 1 et AL(2), . . . , AL(K) à 0. On calcule 
chaque f o i s (dans C) £ AL(I)*DEA(I) mod D ; on t e s t e a l o r s s i C est é tran-
ger à D ( seconde part ie) . Ici on il lustre une variante donnée au §a, p. 14 , 
qui év i te de r e c a l c u l e r complètement C à chaque nouveau K-uple : on voit c o m -
ment répercuter sur C l'addition de 1 au développement AL(K). . . A L ( 1 ) : l 'an-
cienne va leur de C es t incrémentée de DEA( l ) en généra l , sauf en c a s de r e -
tenue qui s e s impl i f i e au niveau de C , car s i AL(I) es t réduit modE(l) , C 
est réduit m o d D et l ' instruct ion C = C - E ( I ) * DEA(I) qui devrait f igurer après 
l ' instruct ion AL(I) = 0, e s t inuti le i c i pu i squ'a lors E (I) * DEA(I) es t multiple de 
D. E nfin, i c i , un test d'arrêt es t inut i le puisque théoriquement une solution doit 
ê tre trouvée avant que AL(K) ne d é p a s s e E(K) : 

DO 460 1= 1, K 
460 AL(I) = 0 

AL( 1 ) = 1 
C = DE A( 1 ) 

470 R= C 
S = D 

480 T = R - R / S * S 
IF (T. EQ. 0) GOTO 490 
R = S 
S = T 

GOTO 480 
490 IF (S. E Q . 1) GOTO 510 



A L ( 1 ) = A L ( 1 ) + 1 

C = C + D E A ( 1 ) 

C = C - C / D * D 

I F ( K K . E Q . 0 ) G O T O 4 7 0 

D O 5 0 0 1 = 1 , K K 

I F ( A L ( I ) . L T . E ( I ) ) G O T O 4 7 0 

A L ( I ) = 0 

A L ( I + L ) = A L ( I + l ) + ] 
C = C + D E A ( 1 + 1 ) 

c = C - C / D * D 

5 0 0 C O N T I N U E 

G O T O 4 7 0 

Ayant trouvé C (étranger à D ), on cal cule CE mod D tel que C * CE = 1 mod D ; 
cec i s e fait par multiplications s u c c e s s i v e s : 

5 1 0 D O 5 1 5 L = 1 , D 

S = C * L 

s = S - S / D * D 

I F ( S . E Q . 1) G O T O 5 1 6 

5 1 5 C O N T I N U E 

5 1 6 C E = L 

On calcule maintenant G EN =J] G ( I ) A L ( ' ^ mod M, I de 1 à K, dans G G ( ini-
tial i s é à 1 ) par mul t ip l icat ions s u c c e s s i v e s par G( 1 ) (AL( 1 ) fo i s ) , par 
G(K) (AL(K) fo i s ) ; on te s te s i AL(I) = 0 puisque dans ce c a s il n'y a pas 
de multiplication à e f fect uer. L e résul tat de GG m od M donne G EN, et on 
a p a r d é f i n i t i o n X ( G E N ) = g . 

Enfin dans G ENIMP, on p lace ce lui des nombres GEN ou GEN+M qui 
es t impair : 



GG = 1 
DO 530 I = 1, K 
K A L = AL(I) 
IF (K AL. EQ. 0) GOTO 530 
DO 520 L = 1, KAL 

519 G G = G G * G ( I ) 
520 GG = G G-GG/M * M 
530 CO NT INUE 

GEN = GG 
S = G E N - G E N / 2 * 2 
GEN IMP = G E N + U - S ) *M 

S o r t i e s r e l a t i v e s à la nature du c o r p s traité (réel ou imaginaire) , la valeur 
de GEN , l e s va l eurs de C et C E : 

IF (SGN. EQ. 1) WRITE (IMP, 540) 
540 FORMAT ( /85X, 'CE C O R P S E S T R E E L ' ) 

IF (SGN. E Q . - l ) WRITE (IMP, 550) 
550 FORMAT ( /85X, 'CE C OR P S E S T IMAGINAIRE') 

WRITE (IMP, 560) GEN, C, CE 
560 FORMAT (2X, 'CE C O R P S ADMET L E GENERATEUR', 9X, 16 

1 / 2 X , 'ET L E S C O N S T A N T E S ' 20X , 216) 

Calcul de l 'ordre cp(M ) de (Z/MZ)*, dans PHIM, puis de H =PHIM/D qui 
r e p r é s e n t e l 'ordre du noyau de y .̂ On fait a l o r s é c r i r e c e s v a l e u r s : 

PHIM = 1 
DO 570 1= 1, K 

570 PH IM = PH IM * N (I ) 
H = P H I M / D 
WRITE (IMP , 580) PHIM, H 

580 FO RM AT (2X, 'PHI DE M E S T E G A L A', 1 8X, 16 
1 / 2 X , 'PHI D I V I S E PAR D = H', 17X,I6) 

Pour l ' in i t ia l i sat ion des fonct ions YH(L) c h o i s i e s (L de 1 à D ) (fonctions sur 
les D c l a s s e s de (Z/MZ) modulo K e r ^ ) s e repor ter au §5, c, p. 32) ; l ' exem-
ple trai té i c i étant la sommation des r é s i d u s modulo M des é léments d'une 
même c l a s s e , on a i n i t i a l i s é c e s fonct ions à 0 : 

DO 590 L = 1, D 

590 YH (L) = 0 



On aborde le calcul de l 'élément générique de (Z/MZ) avec détermination de 
X ( I ) 

sa c l a s s e . On est donc amené à ca lculer , dans GG, le nombre TTG(I) mod M, 
I de 1 à K, et, dans SOM, le nombre E DEA(I) *X(I) mod D. Ces^deux nombres 
sont l i é s par la re lat ion X(GG) = . Le pr incipe de calcul s e r a comme 
d'habitude basé sur l'addition en "base S " avec, i c i , S = N (cf. p. 9). 

On commence par i n i t i a l i s e r l e s X(I) à 0, et, en conséquence , GG à 1 et SOM 
à 0. On a f fec te à NN le nombre N(K) pour év i ter l'appel fréquent d'une var iab le 
indicée . On p o s e auss i N N N = N ( K ) / 2 qui s e r a u t i l i s é pour la r e c h e r c h e d'un 
demi - sys tème , cec i étant p r é c i s é par N F (cf. p. 33) : 

DO 600 I = 1, K 
600 X(I) = 0 

NN =N(K) 
NN N = N N / 2 

i- -i 
601 NF = NN |_NF =N NN j 

GG= 1 
SO M = 0 
GOTO 630 

Pour le calcul des v a l e u r s s u c c e s s i v e s de G G et SOM, on procède comme 
pour le calcul de GEN et C , en conduisant en para l l è l e les d i f f érentes opé-
rat ions résultant de l'addition en "base N". On obtient donc au niveau de 
l 'ét iquette 620 : 

610 X ( l ) = X(1)+1 
IF (X (K ). EQ. N F ) GOTO 640 

61 1 GG = GG * G( 1 ) 
GG = G G-G G/M *M 
SOM = SOM+DEAd) 
SOM = SO M - S OM / D *D 
IF (KK. EQ. 0) GOTO 630 
DO 620 1= 1, KK 
IF(X(I) .LT . N(I)) GOTO 630 
X(I) = 0 
X(I+1) =X(I+1) + 1 
IF(X(K). EQ. N F ) GOTO 640 

619 GG = GG *G(I+l ) 
GG = G G - G G / M * M 
SOM = SOM+DE A(I+1 ) 

620 SOM = SO M - S OM/D * D 



On r e c h e r c h e a l o r s la c l a s s e (indiquée par L , nombre compris entre 1 et D) 
de l 'é lément G G ; comme par définition de GEN, on a y(GEN) = ç , et que 
l'on a obtenu x(GG) = § , on a donc y ( G E N C E ) = ç (on rappel le que 
C * CE h 1 mod D) , so i t X(GG) = x < G E N C E * S O M) d'où GG Ç G E N L Ker y , s i 
l'on p o s e l_ = C E * S O M mod D. On prend L mod D entre 1 et D (cf. p. 9) : 

630 L = CE * S OM 
L = L - L / D * D 
IF (L. E Q . 0) L = D 

On ca lcu le ensui te l 'élément génér ique , correspondant à GG, d'un demi-
sys tème de représentants , uniquement si le corps es t réel ; d'où le test de 
la première ligne. 

On sait (§2, d, p. 10) que le demi - sys t ème es t obtenu à partir du domaine suivant 
de variat ion des X (I) : s i I < K , X(I) prend toutes l e s v a l e u r s entre 0 et N(I) ; 
pour I =K (qui correspond soit à la ramif icat ion d'un nombre premier impair 
soit à la C - r a m i f i c a t i o n ) , on n 'ut i l i se que Ie demi- intervalIe [ 0 , N(K)/2[ ; 
lorsque cet in t erva l l e a été parcouru, le d e m i - s y s t è m e est const i tué et on 
saute systématiquement cet te partie , d'où le test de la s econde ligne. 

Le demi - sys t ème doit en outre avoir une proprié té de c o h é r e n c e expliquée au 

§5, d, p. 33 et qui e s t la suivante : l 'élément cons idéré G G est donc de la f o r -

me n G ( I ) X ^ mod M, avec 0<X(K ) < N (K)/2 et U = GG * GEN ~ L ç Ker y ; il 
I 

y a c o h é r e n c e si cet élément U de Ker y e s t auss i un élément du demi-
V (I) 

sys tème, autrem ent dit s i et seulement s i U s ' é c r i t p G(I) , avec 

0 < Y ( K ) < N ( K ) /2 . O n es t donc amené à ca lcu ler S =X (K)-L * AL(K) modN(K) 

(en effet , on rappel Ie que G EN =fl G ( I ) A L ( ^ ) , d'où le calcul de S sous l a f o r -I 
me X(K ) + (N(K)-L) * AL(K ) m od NN ( - N(K)) ; on tes te s a valeur par rapport 
à NNN = NN / 2 (=N (K)/2) : s i S < N N N , a l o r s GG appartient au demi-sys tème, 
sinon, s i S > N N N , il e s t c la ir que M-GG a la propr ié té voulue. 
Le résultat (G G ou M-G G) es t pl acé dans G G S Y S T . 

Quant à GGIMP, c ' e s t , parmi les nombres G G S Y S T ou GGSYST+M, celui qui 
e s t impair (on a donc un deuxième d e m i - s y s t è m e : s i M es t pair, l e s deux 
d e m i - s y s t è m e s coïncident ; s i M est impair, i l s sont d i s t incts , mais GGIMP 
c o n s e r v e la proprié té de c o h é r e n c e à condition de remplacer GEN par GENIMP 
(égal à celui des nombres GEN ou GEN+M qui e s t impair). Pour l 'explication 
d e l à p r é s e n c e des pointil l é s précédant l 'ét iquette 637, vo ir p. 3 3 : 



IF (SGN . EQ . - 1 ) GOTO 637 
IF (X(K). GE . NN N) GOTO 637 
S = X(K) + (NN-L ) * A L ( K ) 
S = S - S / N N * N N 
IF (S. L T . 0) S = S + N N 
IF (S. L T . NNN) G OTO 635 
GGSYST = M-GG 
GOTO 636 

635 G G S Y S T = GG 
636 S = GGSY S T - G G S Y S T / 2 * 2 

GGIMP = G G S Y S T + ( 1 - S ) * M 

637 CONTINUE 

Disposant de GG (ou G G S Y S T ou GGIMP) on procède à l ' incrémentation des 
fonct ions YH (cf. §5, c, p. 32 ). 

On a encadré (en pointi l lé) ce ca lcul , avec ic i , comme exemple la sommation 
des é léments d'une c l a s s e ; c ' e s t i c i que l 'ut i l i sateur doit exp l i c i t er s e s ca l -
culs (cf . §5, c, p. 32) , comme à l 'ét iquette 590. 

Une fo i s cec i fait , on s e renvo ie à l 'ét iquette 610 (calcul du terme GG s u i -
vant résultant de l'addition en "base N" de l) : 

YH (L)=YH(L)+GG 

GOTO 610 

A ce s tade la subroutine GALCYCL es t d é c r i t e ; lorsqu'on es t à l 'ét iquette 
640, on d i s p o s e de YH(D) (donc d e r n i è r e fonction YH, pour la c l a s s e neutre 
toutes les v a l e u r s de GG ont été d é c r i t e s ) . 

L 'ut i l i sa teur pl a c e r a au-del à (partie entre point i l lés) toute exploitation du 
tableau YH (L), L de 1 à D (par exemple, leur écr i ture) qu'il d é s i r e . 

La s tructure de cet te fin de GALCYCL es t la suivante : 

640 CO NT INUE 

1 
\ » 

900 CO NT INUE 
RE TURN 
END 



Résumé du mode d'emploi de GALCYCL : 

a) Table de concordance des pr inc ipa le s notations. 

FOR TR AN notations a lgébr iques correspondantes page 

D d 2 / 6 

K k 6 

P U ) , . . . , P ( K ) P r . . . , P k 6 

EU) , . . . , E(K ) e -j t «. . > e^ 3 / 6 

E B U ) , . . . , EB(K) e|> • « • > e
k 3 / 7 

PN( 1 ), . . . , PN (K) 
n n k 

P ] , • • • , Pk (=<mp ) ) 3 / 7 

M 

MPU ) , . . . , MP(K) 

NU ) , . . . , N (K ) 

i i 
m 

/ n i / nk m / P j m/P k (=( m) ) 
i i 

V j > . . . » \>k 

2 / 7 

3 

8 

GU), . . . , G(K) g i > . . . » 9 k 8 

FD =P(d) 

A U , 1), . . . , A(1, K) les d i f f é r e n t e s famil les (a , . . . , a. ) 1 k 
non équiva lentes deux à deux d é f i n i s -A(2, 1), . . . , A(2, K) • • 

les d i f f é r e n t e s famil les (a , . . . , a. ) 1 k 
non équiva lentes deux à deux d é f i n i s - 8 / 9 

• • • • 
A(MJ, 1 ) , . . . , A(MJ, K ) 

sant l e s c a r a c t è r e s •)( so lut ions 

MJ 
cptej).. .<0(ek) 

jp ĵj , nombre de so lut ions 7 

D E A d ) , . . . , DEA(K) v / e i a k d / e k 8 / 9 

AL (1), . . . , AL(K) CX|,...,CCk 9 

GEN 

C 

CE 

k a. 
9 k = ïï 9 t

 1 mod m 
1 = 1 k 

a = s(g..) = Z a. a. d / e . mod d K , i i ' i 
a mod d 

9 

9 / 1 0 

9 

PHIM, H cp(m), cp(m)/d 

SGN X ( - l ) 9 / 1 0 

XU), . . . , X ( K ) x ,̂ . . . , xR 8/11 

SOM 
k 

s(g) = S a. x. d / e . mod d , 1 1 1 9 

L * a s(g) 9 



k x. 
GG g = Ff g - 1 m ° d m 8 / 1 0 

i=i 1 

GG S Y S T g ou m-g 10 

GGIMP g ou m+g 10 

b) Données . 
Le format u t i l i s é en l ec ture des données es t 1615 (on peut mettre 16 e n t i e r s 
en 15, par car te ) . 

La première car te doit contenir le nombre (FIN) de données : une donnée 
étant l ' ensemble des nombres e n t i e r s carac tér i sant une famil le de corps K, 
à s a v o i r 2k+2 e n t i e r s par donnée ; autrement dit, chaque donnée est de la 
forme suivante (en 1615) : 

D K P ( l ) P (K) E( 1 ) E (K) 

(on rappel le que s i 2 f igure parm i I e s p^, al o r s P(K- 1 ) = P(K) = 2 et que dans 
ce cas , E ( K - l ) e s t l a p u i s s a n c e de 2 qui m e s u r e la y -rami f i ca t ion , E(K) = 1 
ou 2 m e s u r e la c - r a m i f i c a t i o n ) ; on doit avoir p. p. c. m (E(I)) = D, l a p a r t i e 
"modérée" E B(I) de E(I) doit d i v i s e r P(I)-1 , E(I) doit d iv i ser D, et, lorsque 
P ( K - l ) = P(K) = 2 il faut que le produit E ( K - l ) E ( K ) ne so i t pas égal à 1 (cf. 
théorème p. 6) (le programme ne v é r i f i e pas que l e s données sont c o r r e c t e s ; 
l 'ut i l i sateur peut rajouter des t e s t s dans ce sens ) . 

Exem p ies . On d é s i r e tra i ter l e s fami l l e s de c o r p s contenant le corps K 
suivant : 

(i) Q(\f5) (ramifié : 5), 
(ii) Q(\pT$) (ramif iés : 5 et 2), 

( i i i) Q(\PT3) ( r a m i f i é s : 13 et 2), 
m 

(iv) Q w ' ( r a m i f i é : 7), 
(v) « 2 c o r p s cubiques de conducteur 7x13 (ramif iés : 7 et 13), 

(vi) K^ c o r p s cyc l ique de degré 4 contenant et où 7 soit ramifié 
(ramif iés : 5 et 7), 

(7) (vii) composé Q(\[5) Q+ (ramif iés : 5 et 7) ; 

On aura l e s 8 c a r t e s données su ivantes : 

0 0 0 0 7 

0 0 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 5 0 0 0 0 2 

0 0 0 0 2 0 0 0 0 3 0 0 0 0 5 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 

0 0 0 0 2 0 0 0 0 3 0 0 0 1 3 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 2 



0 0 0 0 6 0 0 0 0 1 0 0 0 0 7 0 0 0 0 6 

0 0 0 0 3 0 0 0 0 2 0 0 0 0 7 0 0 0 1 3 0 0 0 0 3 0 0 0 0 3 

0 0 0 04 0 0 0 0 2 0 0 0 0 5 0 0 0 0 7 0 0 0 0 40 0 0 0 2 

0 0 0 0 6 0 0 0 0 2 0 0 0 0 5 0 0 0 0 7 0 0 0 0 20 0 0 0 3 

c) L e s fonct ions YH(L). L 'ut i l i sa teur peut calculer toute famille de fonctions 
arithmétiques h, sur l e s c l a s s e s de (Z/mZ) modulo H, de la forme suivante : 

soit f une fonction de gÇ(Z/mZ)*, et soit a l or s h déf inie par h(g)= Z f(g) 

g € 9 K H 

(ou ]~[ f(g)), pour £ = 1 , . . . , d , où g représente un générateur de 

g e g ^ H (Z/mZ)*/H« L e s d va leurs h(g) sont p l a c é e s dans le tableau YH(L ). 

L'ut i l i sateur devra ef fectuer deux c h o s e s : 

(i) in i t ia l i ser l e s YH(L), pour L = 1, . . . , d (à 0 dans le cas d'une 
somme et à 1 dans le ca s d'un produit ou éventuellement à d'autres valeurs) ; 
cec i s e fait au niveau de l 'étiquette 590 (cf. p. 27 ) ; 

(ii) é c r i r e le programme qui calcule le t e r m e (ou le facteur) c o r r e s -
pondant à f(g) et le placer où il convient (cf. l i s t ing détai l lé et commenté (par-
tie entre pointil I é s après l 'étiquette 637, p. 29 )). A chaque boucle, la va-
riable GG contenant le r e s t e modulo m ( 1 < G G < m ) qui définit le nouvel é l é -
ment g de (Z/mZ)*, I a variabl e L indiquant la c l a s s e g ^ H de g ( c ' e s t - à - d i r e , 
l'élément h(g) à cons idérer ) (dans l'exempl e donné, on a f (g) = g pour tout 
gç (Z/m Z*)). 

On voit donc que le calcul de h(£) s e fait par incrémentations s u c c e s s i v e s de 
la forme (ordre FORTRAN) : 

YH(L) = YH(L) + F (GG) 

(resp. Y H ( L ) = Y H ( L ) * F (G G)), 

où F(GG) contiendrait le résul tat de I a form e f(g). 

Dans le programme joint, on a pr is comme exemple de fonctions f et h l e s 
fonct ions su ivantes : 

f(g) = g (res te modulo m) et 
h(«) = S g . 

gçg^H 

Noter que le calcul des fonct ions YH(L) peut ê t r e remplacé par la constitution 
d'un tableau de la forme G AL(L, IH(L )), L de 1 à d , IH (L) de 1 à cp(m)/d 



(qui e s t l 'ordre de H), tableau qui contient l e s éléments des d c l a s s e s de 
( m ) r J 

Gai (Q /Q) modulo Ga|(Qv ; / K ) . Pour de g r o s conducteurs cec i n 'est jamais 
poss ib l e , ce qui expl ique que GALCYCL ne tabule jamais l e s c l a s s e s de 
( l / m l f . 

d) Demi - sys t ème de représentants . Il peut ê t r e n é c e s s a i r e ( cas des unités 
cyclotomiques) d'avoir , dans le c a s d'un c o r p s r é e l , un sys t ème de r e p r é s e n -^ » \ 
tants de (Z/mZ) m odulo { + 1, - 1} ( i . e . de Gai (Q /Q) modulo la conjugaison 
complexe) vér i f iant en outre c e r t a i n e s p r o p r i é t é s . 

Le demi - sys t ème de représen tant s fourni par le programme a la propr ié té s u i -
vante : s i u , . . . , u | cp(m)/d) sont l e s é léments de H qui Iui appartien-
nent, a l o r s le demi - sys tème es t de la forme : 

P - 1 " H U . t i, • • • , a 

Ces p, va l eurs sont données par la var iab le G G S Y S T . 

La var iable GGIMP donne le représentant impair G G S Y S T modulo 2m compris 
entre 1 et 2m : c e c i es t n é c e s s a i r e pour le calcul des unités cyclotomiques 
(pour p r é s e r v e r l e s s i g n a t u r e s de c e l l e s - c i ) . 

Lorsque le calcul des fonct ions YH r e p o s e sur le demi - sys t ème GGIMP (éventuel-
lement GGSYST) , l 'ut i l i sateur doit impérativement : 

(i) rerrplacer, au niveau de l 'ét iquette 601 (p. 27), l ' instruct ion NF=NN 
par l ' instruct ion NF =NNN ; 

(ii) é c r i r e les fonct ions Y H en fonction de GGIMP au lieu de GG (cf. 
p. 29, part ie encadrée suivant 637) ; 

(iii) u t i l i s er , le c a s échéant, GENIMP au lieu de GEN (cf. p. 25). 

Le c a s échéant , l 'ut i l i sateur peut d i s p o s e r simultanément des é léments GG et 
GGIMP ; il lui suff i t a l o r s de c o n s e r v e r l 'affectat ion NF = NN, de c o n s e r v e r l e s 
ins truct ions concernant l e s fonct ions YH c a l c u l é e s à partir du sys tème des GG, 
mais d ' é c r i r e l e s i n s t r u c t i o n s concernant c e l l e s qui sont c a l c u l é e s v ia GGIMP, 
juste avant l 'ét iquette 637 ( l igne en point i l l és ) . 

Remarques. En ce qui c o n c e r n e l e s dépassements de capaci té pour les ent iers , 
l 'ut i l i sateur devra v e i l l e r à ce qui suit : 

(i) l ' ent ier maximum pouvant in tervenir dans des ca l cu l s in termédia ires 
e s t le c a r r é du conducteur m, et cec i dans 3 i n s t r u c t i o n s exactement : 

a) l ' instruct ion GG=GG*G(I) à l 'ét iquette 519 (p. 26), 

g) l e s in s t ruc t ions GG=GG*G(l ) et GG=GG*G(I+l ) s i tuées 
aux é t iquet tes 611 et 619 (p. 27). 



(ii) Tous l e s autres c a l c u l s font in tervenir des ent i ers ne dépassant 
pas I e double du conducteur. 

(iii) L e s 3 in s t ruc t ions mentionnées en (i) pourront donc ê t r e rempla-
c é e s par des p r o c é d u r e s de multiple longueur é lémentaire évitant le dépas -
sement de capaci té . 

Rem arque f ina le . L 'ensemble de ce texte de programme a é té écr i t en 1978, 
ut i l i sé par l 'auteur un cer ta in nombre de fo i s , puis , à l ' occas ion d'un rapport 
de 3° c y c l e conf i é à un étudiant, il a é té récemment p r é c i s é et commenté. 
En 1978, l 'ut i l i sat ion de F ORTRAN IV semblait naturel le , mais l'auteur est 
conscient du fait qu'un tel programme devrait ê t r e traduit en P A S C A L par 
exemple, ou tout autre langage actuel ; quant au vocable de"carte" . . . 

L e programme proposé n'a jamais donné d'absurdi tés , cependant, l 'auteur 
ne peut engager sa re sponsab i l i t é ; il r e m e r c i e par avance tous les ut i l i sa teurs 
qui voudront bien lui s igna ler tout problème constaté à l 'usage. 
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