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CHAPITRE 0

Introduction

Le but de ce cours est d’élaborer une théorie élémentaire de la mesure dans le cadre
p-adique. Il nous faut donc, d’une part, préciser les objets sur lesquels seront définies des
mesures, et, d’autre part, quel peut étre le domaine des valeurs de ces mesures.

Le cadre naturel dans lequel la notion de mesure p-adique s’est imposée est celui des
groupes de Galois issus de la théorie du corps de classes ; il s’agit donc de groupes profinis
commutatifs particuliers ; la catégorie des groupes profinis abéliens constitue donc notre
point de départ. D’un point de vue topologique, un résultat classique nous indique que ce
sont exactement les groupes abéliens compacts totalement discontinus.

En ce qui concerne les valeurs prises par de telles mesures, si le cadre archimédien
classique utilise R*, donc R ou C pour des mesures généralisées, il est ici naturel de
remplacer le complété archimédien de @ par un complété p-adique, & savoir Q,, en vue
des applications & I'arithmétique via I’analyse p-adique dans le corps C, des “complexes
p-adiques”.

Si l’on a défini le clan Ug des parties mesurables d’un groupe profini G, au sens de la
mesure u, deux cas sont possibles a priori :

(i) {(U), U € Ug} est borné dans @, ; cet ensemble est donc contenu dans un disque
de la forme p™Z,, m € Z, auquel cas, quitte a normaliser autrement la mesure u, on peut
supposer qu’elle est & valeurs dans Z, ; on dit alors que u est une Z,-mesure sur G, ou
plus simplement une mesure sur G ;

(i1) {u(U), U € U} n’est pas borné ; nous montrerons que ce cas s’aborde assez facile-
ment, au moins pour une catégorie particuliere de telles “mesures” (que nous appellerons
alors distributions) et qui s’expriment au moyen de “quotients” de Z,-mesures (au sens de

().

Rappelons que d’aprés J.-P. Serre [S1], la notion de mesure p-adique est dfie & B.
Mazur, que les principales bases algébriques dont nous aurons besoin se trouvent déja dans
[S2] et que l’on trouve également un exposé différent de la théorie dans [L], [Ko] et [W],
dans ’esprit des travaux d’Iwasawa [Iw] concernant la théorie des fonctions L p-adiques.
Cependant nous reprendrons tous les arguments, méme les plus élémentaires.

Les mesures p-adiques permettent évidemment d’exprimer tous les résultats classiques
de fagon plus concise mais leur principal intérét est de mettre en évidence des liens struc-
turels entre l’aspect analytique (représenté numériquement par les diverses intégrales par
rapport & ces mesures) et 'aspect corps de classes (par I'intermédiaire du groupe de Ga-
lois G utilisé) ; en particulier, la seule connaissance des intégrales ne rend pas compte de
certaines propriétés induites par la structure de G, ce qui nous a permis par exemple de
trouver de nouvelles propriétés des fonctions L p-adiques (cf.[G1], [G2], [G3]).

Etant donné un groupe profini G, le clan U des parties “mesurables” doit donc vérifier
les axiomes suivants :

(0.1) toute union finie d’éléments de Ug appartient a Ug ;
(0.2) le complémentaire d’un élément de Ug appartient a Ug ;

nous rajoutons la condition naturelle suivante :
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(0.3) Gelg ;

il en résulte que toute intersection finie d’éléments de Uy appartient a Ug.
Une Z,-mesure y sur G est une application de U dans Z, vérifiant ’axiome suivant

d’additivité :

(0.4) w(UUV)=puU)+ p(V) pour tout UV €lUg, UNV = 1.

Nous commencerons par illustrer ces définitions dans le cas d’un groupe commutatif
fini G ; bien que relativement trivial, ce cas est indispensable car il est en un sens universel
et conduit & introduire Palgebre Z,[G] du groupe G sur Z, qui préfigure de fagon essentielle
les algebres de Z,-mesures Ag lorsque G n’est pas fini. De plus, méme lorsque G est infini,
lalgébre Z,[G] apparait comme une sous-algébre dense de Ag pour la topologie naturelle
qui sera définie sur Ag.

Si les chapitres I & IV ne contiennent aucun résultat nouveau & proprement parler,
ils s’attachent & préparer la théorie des fonctions L p-adiques de Q (chapitre V) avec
Poutil “distributions p-adiques” ; en outre nous justifions certains changements mineurs
de définitions classiques concernant les nombres de Bernoulli (ordinaires et généralisés).
Le chapitre V contient plusieurs améliorations de résultats classiques, des congruences
nouvelles et les bases techniques permettant d’en obtenir d’autres.
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CHAPITRE 1

Algebres de groupes — Limites projectives
1.— Les algébres de groupes.

Soit R un anneau commutatif d’élément unité 1 et soit G un groupe arbitraire, noté

multiplicativement, de neutre e.
Soit R(%) I’ensemble des applications de G dans R, & support fini, muni de la structure
habituelle de R-module (*) ; en vue de ce qui va suivre, on note un élément de R(%) sous

la forme symbolique :

(1.1) a= Z agg, a4 € R presque tous nuls ;
geG

ceci signifie simplement que a € R(®) est 'application qui & ¢ € G associe a;, € R, le
support de a, noté Supp(a), étant fini. En pratique on écrit des sommes finies, les termes
qui ne figurent pas correspondent & des coeflicients nuls.

Au niveau de la structure de R-module on a donc, pour

a:Zagg, ﬂ:Zbggv agangRa

geG gelG
(12) at 8= (a,+by)s,
g€G
(1.3) aq = Z (aa,)g, pourtout a € R;
9€G

on a bien Supp(a + B) et Supp(aa) finis (i.e. a + B, aa € R(D)).
Le neutre de R(®) est noté 0.
Sur R(9 on définit un produit, dit produit de convolution :

Soient :
=) a,9,8=> byge R
geG geG
on pose :
(1.4) aff = Z Cgg, Cg = Z apbi;
geG h,k,hk=g

(*) A distinguer du R-module RC des applications de G dans R ; on a RS = R(9) i et
seulement si G est fini.
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la somme qui définit ¢, a bien un sens dans R par finitude des supports de « et 8 ; en
outre Supp(af) C Supp(a) U Supp(B) est bien fini et af € R(9),

Il est élémentaire de vérifier que ce produit (1.4), joint aux lois de R-module (1.2),
(1.3), confere & R(%) une structure de R-algébre, que 'on note R[G]. On identifie le sous-
anneau Re & R ; on identifie également 1.G' & G qui est donc un sous-groupe de (R[G])*, le
groupe des inversibles de R[G] ; enfin comme le est I’élément unité de R[G] et que dans les
identifications précédentes les trois neutres coincident, on convient désormais de toujours
noter 1 le neutre de G, I'unité de R, et par conséquent l'unité de R[G].

(1.5) Remarque. (i) Il est clair que la R-algebre R[G] est commutative si et seulement si
G est commutatif, ce que nous supposerons au niveau de la théorie de la mesure.

(i1) La R-algébre R[G] est R-libre de base (dite base canonique) formée des éléments
de G.

(1.6) Exemple. Si R =Z et G = {1,0,0?} (groupe cyclique d’ordre 3 engendré par o),
tout élément de Z[G] s’écrit
a=a+bo+co? a,becel,

et on a par exemple le calcul suivant dans Z[G] :

1l-0)(l+o+0>)=14+04+0 -0c—-0?-1=0.

2.— Mesures sur un groupe abélien fini — Intégration.

Soit G' un groupe abélien fini ; il est clair que Ug = P(G) , 'ensemble des parties de
G , vérifie les axiomes (0.1) & (0.3), et qu’une Z,-mesure y est définie de facon unique, par
les valeurs u({g}) € Z,, g € G , puisque I'on a alors, d’aprés ’axiome (0.4) :

wU) = Z 1({g}), pour tout U € Ug.

geU

Si & p on associe

a=>" u{ghg € L,[G],

ge€G

on voit que l'ensemble des Z,-mesures sur G est en correspondance bijective avec Z,[G] ;
pour cette raison, nous convenons de confondre les notations p et o et nous disons, par
abus, que p € Z,[G] est une Z,-mesure sur G ; on écrit alors

r({g}) = u(9),

auquel cas p s’écrit

p=Y_ u9)y,

g€G

et pour toute partie U de G, sa mesure est p(U) =3 oy 1(9)-
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(2.1) Remarque. On peut définir, a priori, une structure de Z,-algébre sur 1’ensemble
M des mesures (somme de mesures, multiplication scalaire, produit de convolution) ; on
constate alors que la correspondance précédente est un isomorphisme de Z,-algébres. Ceci
sera fait dans le cas général plus loin (cf. chap.Il, §2) et ne présente aucune difficulté.

(2.2) Intégration des fonctions p-adiques sur G fini. Une application de G dans C,
est donc (cf. §1) un élément du C,-espace vectoriel CG ; on peut toujours munir CG du

produit de convolution (*) (et non du produit usuel deﬁnl par (fi1f2)(g9) = f1 (g)fg(g) pour
tout g € G), ce qui fait que l'on peut alors voir les fonctions sur G comme les éléments

de C,[G]. Bien entendu on peut étre amené & considérer aussi le produit usuel sur C§ (ce
sera le cas des caractéres de G). On utilisera & cet effet les notations CPG ou C,[G] pour

indiquer la structure envisagée.
Soit alors f € Cf ; sl y est une mesure sur G , 'intégrale

/G fdu

est icl une intégrale discréte qui ne peut se définir que par la somme

=Y f(9)u(g)

geG

(2.2.1) Cas des caractéres. Toujours dans le cas ou G est abélien fini, on peut introduire
le groupe X des caractéres de G & valeurs dans C;° ; ce groupe s’identifie & une partie
de Cf mais ne constitue pas un sous-monoide multiplicatif de C,[G] car X est muni du
produit usuel et non du produit de convolution (si X, ¥ € Xg, il leur correspond, dans
GG, fx = deG x(9)g, fo = deczb(g)g, pour lesquels on a f, fy, = 0 si x # ¢ et

= |G|fy sinon, alors que x% correspond a deG(X(g)d)(g))g).
Si x € X¢ et si p € Z,[G], on peut considérer I'intégrale correspondante pour la

fonction x et la mesure p :

06w =Y x(@)el9);

9€G
on a alors le résultat suivant :

(2.2.2) Proposition. Soient A, i € Z,[G] et soit x € X¢ ; alorson a :

1) O6A+m) = (64 + (X u);

(ii) {x,aX) = a(x, A), pour tout a € Z,, ;

(iii) (X, Au) = (6 A (6 1)

Ceci résulte immédiatement du fait que x est un homomorphisme de G dans C;f et
qu'’il se prolonge , de fagon unique, en un homomorphisme de Z,-algébres de Z,[G] dans
C,. Pour cette raison, (x, 1) se note aussi x(u).

(*) car ici, G étant fini, on a CS = C(G)
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(2.3) Transformée de Fourier discréte. Soit toujours G un groupe abélien fini. Soit
f € C,[G] vue comme fonction sur G & valeurs dans C,. Six € Xgetsi f =3} ; f(o)o,

on pose x(f) = X ,eq f(o)x(0).
(2.3.1) Définition. On appelle transformée de Fourier discréte de f la famille

(X(f))xEXG € CLGl'
L’application
& : C,[G] — Cl¢!
qui & f associe (x(f))y est un homomorphisme de C,-algebres (*) appelé la transformation
de Fourier discrete sur C,[G].
(2.3.2) Proposition. La transformée de Fourier ® est bijective et la transformée inverse

®~! est donnée, pour a = (ay)y € CLGla par

- \ 1 B
3 a) = Z ay€y, Ol ey = €] Z x(r~Hr.

x€Xa TEG

On vérifie que (ey)yexs constitue un systeme fondamental d’idempotents orthogo-
naux de C,[G], & savoir que l'on a :

(i) 1= erxc €x»

(i1) exeyp = 0si x # 9,
ce qui implique :

(iil) €2 = e, pour tout x € Xg.
Par conséquent, ces propriétés conduisent a la décomposition

C,lG] = @ Cp[Gley

x€Xa

(somme directe d’idéaux de C,[G]). D’aprés (iii), chaque C,[Gley est une C,-algebre
unitaire d’élément unité e, , et 'application

C,[G] — ][ ColGlex
x€Xa

f— (fex)x

est alors un isomorphisme de C,{G]-algebres unitaires ; il ne reste plus qu’a identifier
C,[Gley et calculer fe, :
Pour tout o € G, on a

oey = |1?| Z X(T"I)JT = Cl; Z X(US_I)S = |“Cl‘$‘|X(0) Z X(S-I)S = x(o)ex;

TeG | | s€G s€G

(*) ou CLGl est la Cp-algebre produit direct de | G | exemplaires de C,.
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donc fey =3 o flo)oey = (Zaeaf(o)x(_a)> ex = x(f)ey ; autrement dit C,[Gle, ~

C,ey , et finalement ’application
&, : C,[Gle, — Cp,

qui & fe, associe x(f), est un isomorphisme de C,-algébres unitaires (donc de corps).
La transformée de Fourier ® est donc l'isomorphisme :

C,o[Gl= P CplGley ik clel
(233) X€Xa
f— (x(f),

et la transformée inverse est bien celle indiquée.

(2.3.4) Corollaire. Si f € C,|G],on a:
Z X

xEXG

qui montre que toute fonction sur G est combinaison C,-linéaire de caractéres de G.

Onaf=3"1o0d(f) =73 cx,x(fley, soit
f= Zx(f),(;i'zx-l(aw
- ﬁZUZx(f)x“l(U),

qui donne, par identification, si I'on pose f =} _ f(o)o

f(o) = |G| qu (o)

= @ S (Hx(o),

Z X (Hx

XGXG

ou encore :

(2.3.5) Corollaire. Un élément f de C,[G] est non nul et non diviseur de 0 dans cette
algebre si et seulement si x(f) # 0 pour tout x € Xg.

Ceci résulte de P'isomorphisme (2.3.3).

(2.3.6) Remarque. La transformée de Fourier discréte justifie le fait que ’'on utilise le
produit de convolution et non le produit usuel. Compte-tenu de ce qui a été dit en (2.2.1)
au sujet des caractéres, l'identité (2.3.4) a lieu dans CS et non dans C,[G]. On remarque
aussi que l'inclusion Z,[G] C Cp[G] permet d’envisager la transformée de Fourier d’une

Z,-mesure [.
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3.— Limites projectives de groupes et anneaux topologiques.

Nous aurons a utiliser des limites projectives de groupes et anneaux commutatifs,
munis d’une topologie. Commencons par le cas des groupes, le cas des anneaux étant

analogue.
Soit I un ensemble d’indices, ordonné, supposé filtrant & droite ; ceci signifie que si

i, 7 € I alors il existe k € I tel que 'on ait k >t et k£ > .

(3.1) Définitions. a) On dit que 'on a un systeme projectif de groupes si 'on s’est donné :
(1) une famille de groupes G; , indexée par [ filtrant a droite,
(ii) une famille d’homomorphismes de groupes (dits de transition) h;; : Gi — G
indexée par ’ensemble des (¢, j) € I x I tels que ¢ > j, vérifiant les conditions suivantes :
(a) hi; est I'identité sur G; pour tout ¢ € I ;
(B) hir = hjk o h;j chaque fois que ¢, j, k € I vérifient 1 > 5 > k ;
autrement dit on a les diagrammes commutatifs suivants (pour ¢ > j > k) :

G
hi; / N ik
Gi ik, Gy

Un tel systéme est noté (G;, hyj).
b) On appelle limite projective du systéme projectif (G;, h;;) le sous-groupe

lim G;

iel

du groupe produit [] icr G, formé des familles (gi)ier (dites cohérentes) qui vérifient la
condition suivante :

gj = hij(gi) pour tout z, 7 € I tels que z > j.

(3.2) Remarques. (i) Le fait que lim G; soit un sous-groupe de [[,.;G; se vérifie
i€l

immédiatement et utilise complétement le fait que les k,;; sont des homomorphismes de
groupes ;

(i) dans le diagramme caractérisant la condition (f), la condition de cohérence
hik(g:) = g est impliquée par les 2 autres (gr = hjr(9;), 95 = hi;(9:));

(iii) la notation lim G; est relative au systeme des h;; qui est en général canonique par

tel

rapport & la famille (G;)ier, et donc souvent non précisé. De méme lorsque I est implicite,
on abrege en écrivant lim G;.

(3.3) Définitions. (i) Si les groupes G; sont des groupes topologiques on adjoint aux
définitions (3.1) précédentes la condition que les homomorphismes de transition h;; sont



Chapitre I L7

continus. Le groupe lim G; est alors muni de la topologie induite par la topologie produit
i€l
sur [[;c; Gi ; un systéme fondamental de voisinages du neutre dans lim G; est formé des

Vy= (HV < I G)ﬂhma,,

eJ t€l—-J

ou J C I est fini et o, pour ¢ fixé, V; parcourt un systéme fondamental de voisinages du

neutre de G;.
(ii) On dit que G = hmG est un groupe profini si les G; sont finis pour tout € I et

munis de la topologie dlscrete Si de plus les G; sont cycliques, on dit que G est procyclique.

(3.4) Homomorphismes de systémes prOJectlfs de groupes. On suppose donnés
deux systémes projectifs de groupes (G, h;;) et (G 1]) indexés par le méme ensemble
I. Supposons qu’il existe un systéme d’homomorphismes de groupes :

fi:Gi— Gy i€l
tels que ’on ait, pour tout z, j € I, ¢ > j, les diagrammes commutatifs suivants :
¢ G
(3.4.1) hij | L h;
¢; L«
on peut alors créer 'application :

(3.4.2) f:limG; — lim G

définie par f((g:)i) = (fi(g:))i, dont on vérifie qu’elle est un homomorphisme de groupes
de lim G; dans lim G; (la commutativité des diagrammes ci-dessus étant nécessaire pour

que la famille des fi(g;) soit cohérente).
Si les f; sont des isomorphismes, on vérifie que f est un isomorphisme de lim G; sur

limG ;
On dit alors que f est un homomorphisme (resp. isomorphisme) de systémes projectifs
(de groupes).

En ce qui concerne les limites projectives d’anneaux (topologiques ou non) les défini-
tions sont analogues :

Etant donnés les anneaux A; d’éléments unités 1;,¢2 € I, et les homomorphismes
d’anneaux h;j : A; — Aj, pour tout ¢, 5 € I, > j, vérifiant les conditions (a),(B) de
(3.1), lim A; est donc le sous-anneau de [];.; A; formé des familles cohérentes.

i€l
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On rappelle que pour la structure d’anneaux, les homomorphismes respectent les
éléments unités, auquel cas on a h;;(1;) = 1; pour tout ¢ > j, et ’élément (1;);e; est
I’élément unité de lim A4;.

On remarque enfin qu’il y a cohérence au niveau des définitions de limites projectives
de groupes et anneaux, autrement dit que le groupe additif sous-jacent de I’anneau lim A;

est bien la limite projective des groupes additifs des A,.

(3.5) Parties cofinales. Soit J C I vérifiant les conditions suivantes :
(1) pour tout j € J il existe 1 € I tel que ¢ > j,
(i1) pour tout i € I il existe j € J tel que j > 1;
on dit que J est cofinale par rapport a I.
Soit alors (A;, h;j) un systéme projectif (d’anneaux par exemple) indexé par I ; on
vérifie que J est filtrant & droite et donc que lim A; existe. On a alors le résultat suivant
jes
(énoncé ici pour la structure d’anneaux) :

(3.5.1) Proposition. Si J C [ est cofinale par rapport & I, on a limA; ~ lim A;
i€l JEJ
(algébriquement et topologiquement).

A Délément = = (z;);cs € lim A; associons z = (2;)je ; on vérifie que ' € lim A;
i€l jeJ

et que cette application est un homomorphisme d’anneaux. Si T = 0, on a z; = 0 pour
tout j € J;orsic €I, il existe j € J tel que j > ¢, et on a donc h;j(z;) = z; ; d’otr
z; = h;;(0) = 0; d’on 2 = 0 et 'injectivité.

Soit ¢ = (zj)jes € im A;. Soit ¢ € I ; par hypothese il existe j € J, 7 > ¢ ; posons

jed

alors ; = hji(z;). On crée ainsi une famille (z;);cs, dont on vérifie la cohérence, qui est
un antécédent de z'. D’ou1 Iisomorphisme. On vérifie alors la bicontinuité.

(3.5.2) Remarque. C’est cette propriété qui justifie le mieux I'idée de limite, dans la
mesure ou une partie cofinale J conduit chaque fois & une “suite extraite” qui représente

le méme élément limite.
Par exemple, lorsque 'ensemble d’indices est N, muni de son ordre total habituel,

toute partie infinie de N est cofinale a N.

(3.6) Exemples. (i) On considére I = N muni de son ordre naturel et A, = Z/p™Z pour
tout n € I , muni de la topologie discréte, ol p est un nombre premier fixé ; pour m > n
on définit les homomorphismes de transition :

hm,n : Am - Ana
par hpy n(a 4+ p™L) = a + p"Z, pour tout a € Z. On obtient alors
limZ/p"Z

qui n’est autre que 'anneau des entiérs p-adiques Z, , comme on peut le vérifier de la
fagon suivante si l’on a construit Z, comme {z € Qp, |z|, < 1}, @, étant par définition
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une complétion de @ pour la valeur absolue p-adique | |,: & ¢ € Z,, ¢ donné par son

n-1
développement de Hensel 2 = Z a;p', a; € {0,1,...,p—1}, on associe (Z a;p’ +p"Z)n.
i>0 i=0

(i1) On considére I = N — {0} muni cette fois de l'ordre défini par la relation de
divisibilité dans Z, et A,, = Z/nZ pour tout n € I, muni de la topologie discréte ; pour n

divisant m, on définit :
Pmn: L/mI — Z[nZ

par hm n(a +mZ) = a +nZ, pour tout a € 7.
L’anneau lim Z/nZ ainsi obtenu s’appelle le complété profini de Z et se note Z.

(3.6.1) Remarques. (i) En utilisant le théoréme des restes chinois convenablement, on
vérifie que ’on a I’homéomorphisme :

2:HZP,

P

ou p parcourt I’ensemble des nombres premiers (ceci sera retrouvé en (111.2.3)).
(i1) Dans les exemples précédents, on vérifie que ’homéomorphisme d’anneaux Z, ~
lim Z/p"Z conduit & celui des groupes multiplicatifs :

Z; ~ im(Z/p"2)",

et de méme Z ~ limZ/nZ ~ H Z, conduit a
P

7* ~ lim(Z/nZ)* ~ HZ*.

P
p

(3.7) Théorie de Galois infinie. Il s’agit de 'exemple essentiel pour nous : soit K/k
une extension algébrique galoisienne et soit F la famille des sous-extensions galoisiennes

finies F'/k de K/k ; on sait que
K= |]JF

FerF

Soit G = Gal(K/k) (i.e. le groupe des k-automorphismes de K), et pour tout F' € F
posons G = Gal(F/k). Si Pon ordonne F par inclusion et si Pon définit, pour F, F' €
F,F CF,

hF’F: :Gr — Gp

comme étant ’homomorphisme de restriction des k-automorphismes de F' a F ' (ou la
projection G/Gal(K/F) ~ Gp — G/Gal(K/F ) ~ G ) il n’est pas difficile de montrer
que l'on a

G~ liln GF,

FerF
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relativement au systéme projectif ci-dessus défini :
De fagon précise, si a 0 € G on associe la famille de ses restrictions (0 p) per on définit
évidemment un homomorphisme de G dans lim G (la cohérence résultant de l’existence

méme de o) ; cet homomorphisme est injectif car si o = tdp, pour tout F € F,pourz € K
et F contenant , on a o(z) = op(z) = z. Il est enfin surjectif : si (op)rer € imGp

montrons qu'il suffit de poser, pour tout z € K, o(z) = op(z) dés que F contient z ; pour
cela on vérifie que o(z) ne dépend pas du choix de F contenant z, ensuite que ¢ est un
k-automorphisme de K (i.e. ¢ € ), et enfin que les restrictions de ¢ & F sont les op,
pour tout F' € F.
En pratique on identifie G et lim Gp.
FeF

(3.7.1) Remarque. On notera qu'’en général une extension galoisienne infinie K/k peut
s’écrire comme réunion d’extensions finies particulieres qui constituent une partie cofinale
par rapport & F ; par exemple, si k = Q et si K est ’extension abélienne maximale Q%
de @, le “corps de classes” sur @ montre que la famille des corps cyclotomiques @(m), des
racines m-iemes de 'unité, m > 1, constitue une partie cofinale (*) par rapport & F qui
permet d’identifier tres facilement Gal(Q*®/Q) (cf. chap. IV).

(3.7.2) Corollaire. En utilisant la théorie des corps finis, on déduit qu’une cléture
algébrique F, de F, a pour groupe de Galois Z.

(3.7.3) Remarque. La correspondance de Galois, dans le cas infini, suppose que ’on
munisse Gal(K/k) de la topologie de groupe profini définie en (3.3) ; nous renvoyons le
lecteur aux références classiques détaillant ces questions, comme [Ri], en rappelant sim-
plement que cette correspondance de Galois associe (de fagon bijective décroissante) les
sous-extensions L (finies ou non) de K'/k et les sous-groupes fermés H de G ; on a alors
L=K"et H=Ga(K/L).

(3.8) Propriété universelle des limites projectives. Bien que cet aspect ne nous soit
pas essentiel, signalons que la notion de limite projective résoud le probléme universel

suivant :

Soit (A;, hij) un systéme projectif (d’anneaux par exemple) indexé par I ; alors il
existe un anneau A et une famille d’homomorphismes f; : A — A;, ¢ € I, tels que les
diagrammes suivants soient commutatifs pour tout z, y € I, ¢ > 5 :

A; Rach A;

fi \ /£

(*) Le point (trés difficile) montrant cette cofinalité est, de facon précise, le “théoréme de
Kronecker-Weber” disant que toute extension abélienne finie de @ est contenue dans un

corps cyclotomique.
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Si (A, (f:)ier) est une autre solution, alors il existe un unique isomorphisme
u: A — A, rendant commutatifs les diagrammes suivants, pour tout z € I :

A - A
fi N /i
A;
Il suffit de poser A = lim A; et de prendre pour f; les restrictions & A des projections
erl Ap — Ai. -
Pour 'unicité, on remarque qu’il faut prendre pour u 'application

r 11 ' .
A ~—ﬁ> erIAk dont 'image est dans A.

4.— Topologie des limites projectives de groupes ou anneaux compacts.

Soit (Ai, hij) un systéme projectif d’anneaux topologiques indexé par I; on suppose
les anneaux A; compacts pour tout ¢ € I. De ce fait le produit [];c; Ai est compact et le
fait que A = lim A; soit lui-méme compact résulte de la propriété plus générale suivante

tel
(valable évidemment pour la seule structure de groupe) :
(4.1) Proposition. La limite projective d’anneaux séparés est un sous-anneau fermé du
produit direct de ces anneaux.

Montrons, lorsqu’il est non vide, que le complémentaire de lim A; est ouvert : Soit
a ¢ lim A; ; ceci signifie que a = (a;);es n’est pas cohérente, donc qu'’il existe ¢, j € I, 1 > j,

tels que h; j(ai) # a; ; séparons a; et h;j(a;) par des voisinages V; et W dans A; ; comme
par définition h;; : A; — Aj est continu, il existe un voisinage V; de a; dans A, tel que
hi;(Vi) € W ; considérons le voisinage V = erl—{i,j} Ap x Vy x V; de a dans [];c; A; ;
alors V Nlim A; = @ car aucun élément de V' ne peut étre cohérent, 'obstruction venant

des facteurs V;, V; puisque h;;(V;) N V; = 0. D’ou le résultat.

Remarquons que dans le cas ot les A; sont discrets on peut prendre V; = {a;}, V; =
{a;} (W = {hij(a;)}), auquel cas la non cohérence dans V est encore plus radicale.

(4.1.1) Corollaire. Tout groupe profini est compact.

Nous allons maintenant approfondir le cas des groupes profinis.
L’énoncé suivant permet de caractériser ’ensemble des sous-groupes ouverts d’un

groupe compact G :

(4.2) Proposition. Soit G' un groupe compact. Il a alors les propriétés suivantes :
(1) Tout sous-groupe ouvert de G est compact ;
(ii) un sous-groupe H de G est ouvert si et seulement si il est d’indice fini dans G.

Dans un groupe topologique, tout sous-groupe ouvert est fermé ; d’ou (3).
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Si H est un sous-groupe ouvert de G et si les g;H, 1 € I, sont les classes distinctes
de G modulo H, elles constituent une partition du compact G formée d’ouverts ; d’ou la
finitude de I. Inversement, si H est d’indice fini dans G, le groupe G/ H est fini et compact
(Dapplication canonique ¢ : G — G/H étant continue par définition), donc discret, auquel
cas H, image réciproque par ¢ du neutre de G/H, est en particulier ouvert.

(4.3) Notation. Si G est un groupe topologique compact (par exemple un groupe profini),
nous désignons par §2¢ ’ensemble des sous-groupes ouverts (i.e. d’indice fini) de G.

A partir de maintenant, nous ne considérons, comme groupes compacts, que des
groupes profinis (commutatifs).

On a le résultat suivant qui caractérise les groupes profinis de fagon exclusivement
topologique :

(4.4) Théoréme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un groupe profini ;

(i1) G est un groupe compact dans lequel ’ensemble g des sous-groupes ouverts
constitue un systeme fondamental de voisinages de 1 ;

(iil) G est un groupe compact totalement discontinu.

démonstration
(i) = (i1). La compacité résulte d’un cas particulier de (4.1) dans le cas des groupes.

Ecrivons G = lim G, ot les G; sont des groupes finis notés multiplicativement ; par
i€l
définition de la topologie produit, un systéme fondamental de voisinages de 1 dans [];.; G;
est formé des sous-groupes ouverts :

Vi= [[ Gix][[{} 7SI, 7 fini;
iel—J JjEJ

par conséquent, les sous-groupes V; N G forment un systéme fondamental de voisinages
ouverts de 1 dans G et sont dans 2.

(i1) = (ii1). Soit C la composante connexe de 1 dans G ; c’est un sous-groupe de G (en
effet , par translation par ¢~ !, pour ¢ € C, ¢~!'C, qui est connexe et qui contient 1, est
égale & C ; d’o1 C~1C C (). Par conséquent, pour tout H € Qg, CNH est un sous-groupe
ouvert et fermé non vide de C', d’'ot CNH = C, soit C = Npeqs(CNH) = CNNyeacH =
Cn{l} ={1}.

(i) = (i). D’aprés un résultat général classique sur la connexité (cf. [Bo, ch.Il, pp. 224-
225]) les voisinages ouverts fermés de 1 constituent un systéme fondamental de voisinages
(ils sont donc ouverts compacts).

Soit alors V un tel voisinage ; comme V et G — V sont compacts et disjoints, on
peut les séparer en ce sens qu’il existe un voisinage ouvert symétrique W de 1 tel que
WVNW(G—-V)=10; onadonc WV C V. Par récurrence sur n > 0, on vérifie que
W™ C V et donc que le sous-groupe L de G engendré par W, L = U,>,W™", est contenu
dans V ; comme c’est un ouvert,on a L € Qg et L C V. D’ot Ngea . H = {1}.

On en déduit alors que I'application canonique G — [[yeq, G/H, qui & g € G

associe (¢H)p, induit un homomorphisme de groupes injectif f de G dans lim G/H
Heqg
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(g étant ordonné par 'ordre opposé & l'inclusion, les homomorphismes de transition
hi u, H K € Qg, K C H, étant les projections canoniques G/K — G/H).

(4.4.1) Lemme. Cet homomorphisme f est surjectif.

Soit (gugH)u, gu € G, un élément de lim G/H, et considérons la famille des gy ; si

onaH K,L€Qg, K, LC H,on agxH = gpH par cohérence, et donc gngl € H ;on
a donc une suite de Cauchy qui converge puisque G est compact donc complet ; si g € G
est la limite, on a, pour tout H € g, 'existence de K € Qg, K C H (i.e. K assez petit)
tel que gg}T{1 € K, soit gK = gy K, ce qui conduit & gH = gy H, ce qu’il fallait établir.
On vérifie enfin que f est bicontinue.
Ceci montre I'implication (iii) = (i) puisqu’alors les G/H sont finis discrets.

(4.4.2) Remarque. On obtient en particulier que tout groupe profini “abstrait” se retrou-
ve, comme limite projective de groupes finis, au moyen de ’homéomorphisme canonique :

G~ lim G/H.

HeQg

(4.5) Corollaire. Tout sous-groupe fermé K d’un groupe profini commutatif G est profini.

En effet, il suffit de considérer (iii).
5.— Sous-groupes de Sylow d’un groupe profini commutatif.

(5.1) Ordre généralisé d’un élément. Soit G = lim G; un groupe profini commutatif
iel

indexé par I, et soit ¢ € G, ¢ = (9i)iel, gi € G; ; on peut donner un sens a la notion
d’ordre de ¢, cet ordre étant un produit symbolique Hp p"r, ou p parcourt ’ensemble P
des nombres premiers, et o n, € NU {co}. Ceci se congoit dans la mesure ot lorsque
i,j € I,1 > j, la relation h;;j(g;) = g; montre que l'ordre (au sens ordinaire) de g; est
un multiple de celui de g; ; en particulier, si I'on désigne par p"r, n}’; > 0, la p-partie de
'ordre de g;, pour tout p € P, on a les relations n, > nj, pour tout 7, j € I tels que: > j ;
par conséquent comme I est filtrant a droite, il est naturel de poser n, = Sup;er(n,) dans
N U {00}, il est clair que 'on a le fait suivant :

L’élément g € G est d’ordre fini si et seulement si on a n, = 0 pour presque tout p € P
et n, < oo pour tout p € P ; lorsque c’est le cas, I’entier Hp p™ est l'ordre au sens usuel
de g. En particulier, il y a 2 fagons (non exclusives) pour ¢ d’étre d’ordre infini :

(i) on a n, # 0 pour une infinité de p € P,

(ii) on a ny, = oo pour au moins p € P.

(5.1.1) Définition. On appelle ordre (généralisé) de ¢ € G le produit formel [T,ep p™,
noté o(g). On munit ’ensemble de ces produits formels d’une structure évidente de monoide
multiplicatif (contenant N — {0} comme sous-monoide) dans lequel les notions de divisi-
bilité, p.g.c.d., p.p.c.m., sont immédiates.

(5.1.2) Remarque. Introduisons les supports So = {p € P,0 < n, < oo}, Soo = {p €
P, n, = oo} ; alors Sy et So peuvent étre indépendamment vides, finis non vides ou infinis
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(utiliser Z* en remarquant que dans Z*, tout élément # 1del+ 2pZ, ~ Z, est d’ordre
p%).

(5.1.3) Indices généralisés. Soit H un sous-groupe fermé du groupe profini commutatif
G. On vérifie que, de fagon analogue, on peut définir I'indice généralisé (G : H) en posant
(G : H) = ppem.((G/U : H/(H NU))), lorsque U parcourt 2g. On a en particulier
l’ordre généralisé | G | de G. L’ordre généralisé | H | de H existe aussi puisque H est
profini. On vérifie facilement que toutes les propriétés élémentaires des ordres et indices
de sous-groupes dans le cas | G | fini ont lieu ici pour les ordres des éléments et les indices
des sous-groupes fermés (cf. [S2]), & ceci prés que p>/p™ n’est pas défini.

(5.2) Sous-groupes de Sylow. On appelle p-Sylow du groupe profini commutatif G le
sous-groupe G(p) = {g € G, o(g) divise p*} ; si g = (9i);cs» 9 € G(p) si et seulement si les
gi sont tels que o(g;) est une puissance (finie) de p. On vérifie que G(p) est un sous-groupe
fermé de G ; son ordre | G(p) | est donc une puissance finie ou non de p.

(5.3) Remarque. On notera que la notion d’ordre d’un élément est un peu plus précise
que celle d’ordre d’un sous-groupe fermé dans la mesure ou l'on a | Z3 |= p*> quel que
soit n > 1, tandis que dans G = Z; on pourra définir des éléments 71,...,vyn, d’ordres
respectifs p>°, et qui “engendrent ” G.

Nous reviendrons sur ces questions dans le chapitre III (cf. §2) lorsque nous aurons
besoin de décomposer un groupe profini en ses p-Sylow.
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CHAPITRE I1

Algebre des mesures p-adiques

On fixe, dans ce chapitre, un nombre premier p et on se donne un groupe profini
commutatif G de neutre 1. On rappelle que I’ensemble {}g des sous-groupes ouverts (i.e.
d’indice fini) de G est un systéme fondamental de voisinages de 1 (cf. (1.4.4)).

1.— Clan des parties mesurables de G.

On rappelle que, d’apres 'introduction, on souhaite définir un clan U5 de parties de
G satisfaisant aux axiomes (0.1) & (0.3) ; de plus, tout H € Q¢ étant lui-méme un groupe
profini tel que G = |J gH (réunion finie), il est naturel de souhaiter que Ug contienne
I’ensemble Cq des classes de G modulo les éléments de Q. On a le résultat suivant :

(1.1) Proposition. Tout ouvert compact U de G est réunion finie disjointe d’éléments de
Cc et méme de classes modulo H pour H € (g convenable.

En effet, en tout g € U soit Hy € Qg tel que gHy; C U ; on a donc U = Uyey gH,
et par compacité de U il existe un recouvrement fini de U de la forme U}, ¢;Hg,, g; € G.
On pose alors H = (i, Hi, ot H; = Hy, ; comme les H; sont d’indice fini dans G, il en
est de méme pour H ; on a aussi H; = U?;l hi;H, hi; € H;, dou U = UL, U;’;l gihijH.

Ceci invite a poser la définition suivante :

(1.2) Définition. On désigne par Ug ’ensemble des ouverts compacts de G (i.e. I’ensemble
des réunions finies de classes modulo un élément de Q) et on appelle Z,- mesure sur G
toute application y : Ug — Z, satisfaisant & la condition d’additivité (0.4).

(1.3) Remarques. (i) Il est clair que U satisfait aux axiomes (0.1) & (0.3) et qu’il contient
Ca.

(ii) La définition ne peut s’étendre aux ouverts non fermés de G car par exemple si les
complémentaires des points étaient mesurables, les parties {g}, ¢ € G, le seraient aussi, ce
qui ne peut se concevoir si G est infini. Par ailleurs, le choix du clan Ug est trés conforme &
I’idée de mesure puisque en tout ¢ € G, Ug contient un systeme fondamental de voisinages
de g.

(iii) Les sous-groupes fermés H non ouverts (i.e. non d’indice fini dans G') ne sont pas
mesurables.

Nous allons vérifier que toute mesure est caractérisée par sa restriction a ’ensemble
Cg des classes gH, g € G, H € Q.

(1.4) Proposition. Soit py une application de Cg dans Z, satisfaisant a la condition

suivante :
pour tout H, K € Qg, K C H,ona:
(1.4.1) po(gH) = Z po(ghk), pour tout g € G. (*)

RKEH/K

(*) La sommation porte sur les classes de H modulo K (notées hK pour un représentant
h non précisé) et non sur I'indice h.
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Alors il existe une mesure u et une seule sur G dont la restriction a Cg soit pyg.

(1.5) Corollaire. L’ensemble des Z,-mesures sur G s’identifie a ’ensemble des applications
de Cg dans Z, vérifiant la condition de cohérence (1.4.1).

Il est clair que toute mesure p conduit aux relations de cohérence (1.4.1), par additivité

finie.
Soit pg : Cq — Z, vérifiant (1.4.1), et soit U € U ; montrons que pour toute écriture
de U sous la forme d’une réunion disjointe finie (cf. (1.1)) :

U:U CLiH,Cl,‘GG,HEQG,
1
la somme ). pio(a;H) est constante :

Supposons avoir également U = U;b; K, b; € G, K € g (réunion finie disjointe), et
soit L=HNK ;ona

H=UhL K=U k,L,hy, € H k, € K

(réunions finies disjointes), d’ou les 2 partitions finies suivantes de U :

(1.5.1) U=UU ah L =UU bjk,L.
T u 7 v

Par application de (1.4.1) il vient :
po(a:H) = polaihuL) et > po(a:iH) =3 > po(aihuL) ;

de méme, ) po(b;K) = 3.3, po(bjkyL), d’olt 'égalité de ces sommes d’apres (1.5.1),
compte-tenu de 'unicité de la décomposition de U en classes modulo L disjointes, ce qui
permet de définir p(U) sans ambiguité.

Il reste & vérifier qu’une telle fonction p est bien additive :

Soient U, V € Ug tels que U NV = . Quitte & choisir H € {)g assez petit, on peut
supposer que

U= U ¢;H,V= U g;H (réunions finies disjointes),
i€l jEJ

auquel cas p(U U V) =3, ;7 #o(9xH) par définition, d’ot

pUUV) = po(g:iH)+ Y polg;H) = p(U) + u(V).
el JEJ

(1.6) Remarque. Par abus de notation, nous confondons g et sa restriction po a Cg et
appelons Z,-mesure sur G toute fonction sur Cg vérifiant la condition de cohérence (1.4.1),
étant entendu que la mesure de tout U € Uy s’obtient par la formule :

(1.6.1) wU) =) wlg:H),
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pour n’importe quelle partition finie U = U; ¢;H, ¢; € G, pour H € (g assez petit
(comparer au cas G fini en (I, §2)).

2.— Algébre des Z,-mesures.

Nous commengons par une approche naive (qui peut étre omise sans inconvénient) des
définitions, avant d’établir le résultat fondamental du §3 qui s’appuie sur ceux du §1.

(2.1) Définitions. Soit M Pensemble des Z,-mesures sur G (au sens de (1.6)). On
munit canoniquement Mg d’une structure de Z,-module en définissant A 4 p et al, pour
A, u € Mg, a € Z,, de la fagon suivante (sur Cg) :

(i) (A + u)(gH) = MgH) + p(gH), pour tout g € G, H € Q¢ ;
(i1) (aA)(gH) = aA(gH), pour tout ¢ € G, H € Qg ;

puis on définit le produit de convolution de la fagon suivante :

(iii) (Ap)(gH) = Z MaH)p(bH), pour tout g € G, H € Qg.

aHbHEG/H
abH=gH

(2.2) Remarque. La formule (iii) résulte de I’écriture multiplicative de G ; elle est &
comparer a une écriture additive de la forme

Au)(@)= D ABu(s) =Y ABulz —1).

t+s=zx t

Si les définitions (i) et (ii) donnent de facon évidente des mesures, la définition (iii)
demande une vérification de la relation de cohérence (1.4.1) :

Soient K, H € g, K C H; posons H = Upep/i hK. On a

Ou)gH) = Y MaH)u(bH);
aHbHEG/H
abH=gH

décomposons aH et bH sous la forme U, uK, U, vK, u, v € G tels que uH = aH, vH =
bH; la condition abH = gH est équivalente a uvH = ¢gH, soit uwwK € {ghK, hK € H/K} ;

on a donc
Cw)(gH) = > AV wk) p(y vK),

aHbHEG/H
abH=gH
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ce qui donne, par additivité de A et g,

(Ap)(gH) = Z Z MuK )pu(vK)
aHbHEG/H uK, oK
abH=gH uH=aH vH=bH
= Z AluI{)pu(vK)

wK oK
wwKEgH/K

= Z Z AMuEK)p(vK)

hKEH]K vK,vK
wK=gH/K

= Y w(ghK)

hKEH/K

par définition.
D’ou le résultat.

(2.3) Remarque. Considérons la Z,-algebre A(Cg,Z,) des applications de Cg dans Z,,,
munie de la topologie de la convergence ponctuelle ; comme Z, est compact, cette algébre
est compacte. Pour voir que Mg est compacte, il suffit d’établir qu’elle est fermée dans
A(Cg, Zp), ce qui s’établit en remarquant que M g est une intersection d’images réciproques
de la forme

fg—,ll{,l(({o})a geG, H eQs, KCH,
ol f, u K est 'application (continue) qui & o € A(Cg, Z,) associe
a(gH) = Yopken/x @lgh K) € Z,.
Nous allons voir que cette définition “fonctionnelle” de Mg peut étre remplacée par

un formalisme beaucoup plus agréable pour les applications & l'arithmétique et qui nous
rapproche du cas G fini (cf. (I. §2)).

3.— Définition algébrique de ’algébre des Z,-mesures.

On a le résultat suivant (qui peut servir de définition de Mg) :

(3.1) Théoréme. Soit G un groupe profini commutatif et soit Mg la Z,-algebre des
mesures sur G (cf. (2.1), (2.3)). Alors Mg est homéomorphe & la Z,-algébre Ag =

imZ,[G/H) ot H parcourt 'ensemble Q2 des sous-groupes ouverts de G, muni de Pordre

H
opposé a l'inclusion, et ol les homomorphismes de transition hg g, pour K C H, sont les

prolongements par Z,-linéarité des applications canoniques G/K — G/H.

démonstration
Soit p € Mg ; c’est donc une application de Cg dans Z,, telle que
w(gH) = ZhKeH/K p(ghK), pour tout g € G, H, K € Qg, K C H (cf. (1.4)).

Posons alors, pour tout H € ¢ :

pa= Y plgH)gH € 1,[G/H].
gHEeG/H
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Soit K € Q¢ tel que K C H et calculons hr p(pr) = EgKGG/K w(gK)gH ;
décomposons g sous la forme ah, aH € G/H, hK € H/K ; il vient :

Z wWgK)gH = Z Z wlahK) aH

gKeG/K aHEG/H hKEH/K

= ) u(aH)aH,

aHEG/H

par additivité de p ; d’olt hx p(pr) = pg comme attendu.
On a donc (pg)n € imZ,[G/H], et on vérifie que 'application p — (pg)y est un
H

homomorphisme bijectif de Z,-modules.
En ce qui concerne la structure d’anneaux, soient A\, 4 € Mg et considérons Au.

On a
Owr= > (AulgH)gH
gHEG/H

>, Y. MaH)u(bH) gH
gHeG/H aHbWHEG/H
abH=gH

= Z MaH)u(bH) aH bH
aHbHEG/H
:/\H HH dans ZP[G/H}

D’ott un isomorphisme de Z,-algebres pour lequel il reste a établir la bicontinuité.
Pour cela examinons la topologie de Ag. D’aprés (1.4.1), c’est une algébre compacte

puisque les Z,[G/H] ~ Z,(,G:H) (comme Z,-modules) sont compacts. Un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 dans A¢g est donc formé des traces sur Ag des idéaux suivants

de [[peqq Lr(G/H] :

(3.1.1) Van= [l zl6/H]x [] prz,lG/H],
HeQq -0 HeQ

ou les ) C Q¢ sont finis et ou n € N.
Il suffit alors d’utiliser (2.3) pour arriver facilement au résultat.

(3.1.2) Remarque. Si ’on considére I'algebre Z,[G] (cf. (I, §1)), Papplication

7,|G] — Ag
oo (o),

est une injection qui permet d’identifier Z,[G] & une sous-algebre de Ag ; on a alors le
résultat suivant :

(3.2) Proposition. La Z,-algébre Z,[G] est dense dans Ag.
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En effet, soit Vo, » l'un des voisinages définis en (3.1.1). Comme  est fini, K =
Npgeq H est un élément de 2 pour lequel pk se projette sur ppy, pour tout H € Q puisque
K CH ;doncsiug = ZgKEG/K,u(gK) 9K, le reléevement y = ZgKGG/K w(gK) g, est
un relevement dans Z,{G] qui est tel que p — p € Vo » (pour tout n en fait), comme on
le vérifie facilement par projection sur les Z,(G/H], H € Q (i.e. H D K).

(3.3) Remarque. Si G est fini, on a {1} € Qg, auquel cas Ag = lim Z,[G/H] s’identifie

H

canoniquement & Z,[G]. Par contre, si G est infini, on vérifie que Z,[G] est distincte de
Ac.

(3.4) Conclusion. Pour “voir” une mesure . € Ag = lim Z,[G/H], il suffit de considérer,
pour H “assez petit” (i.e. G/H “assez gros” ), la composante up de p sur Z,[{G/H] :
elle s’écrit py = EgHEG/H p(gH) gH et, pour chaque classe gH, le coefficient de gH est
par définition la mesure de la classe g H. Sion a un ouvert compact U, on sait qu’il existe un

tel H pour lequel U = U™, ¢;H (réunion finie disjointe) auquel cas p(U) = S_1_, u(g:H)
se déduit des coefficients de g (on se ramene en quelque sorte au cas fini du chapitre I).

En outre ,
=Y plgH)g
gHEG/H

est une mesure qui approche p dans Ag (ce relevement dépend du choix des représentants
g des classes modulo H ; on vérifie facilement que deux tels relevements différent d’un
élément de lidéal d’augmentation de H dans Z,[G], i.e. I'idéal de Z,[G] engendré par les
1—h,he H).

4.— Mesures particuliéres.

(4.1) Mesures de Dirac. Soit g € G; considéré comme élément de Z,[G] C Ag, il définit
une mesure u qui est donc telle que ug = gH pour tout H € ¢ ; autrement dit :

waeH)=0 siaH #gH,
#(gH)=1 sinon .

Cette mesure s’appelle la mesure de Dirac en ¢ et se note encore g.
Un élément de Z,[G] est donc une combinaison Z,-linéaire de mesures de Dirac (et

leur ensemble est donc dense dans Ag).

(4.2) Mesures invariantes par translation. Comme dans le cadre classique, on s’in-
téresse aux mesures p telles que (G étant multiplicatif) :

(4.2.1) gp = u, pour tout g € G.
Dans Z,[G/H}, H € Qg, la relation (4.2.1) conduit a

(1-gH)py =0, soit
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(1-gH) > p(eH)aH =0;
aHEG/H

notons pour simplifier o, 7, ... les éléments gH, aH de G/H ; il vient

(1-o0) Z p(r) 7 =0 pourtout o € G/H.
T€G/H

On a donc Y. (p(r) — p(ro™1))r =0, soit u(ro~!) = pu(r) pour tout o, 7 € G/H ; d’'onr
w(t) =cy € Z, , cy indépendant de 7, et on obtient :

(4.2.2) HH = CH Z T.

Par cohérence, u(G) s’obtient en projetant (4.2.2) dans Z,[G/G] = Z,, & partir de n’im-
porte quel H, ce qui donne

WG =cy Y, 1,
T€G/H
soit
(4.2.3) W(G)=cu(G: H), pourtout H € Qg, aveccy € Z,.

Introduisons alors le p-Sylow G(p) de G (cf. (I, §5)) qui peut s’écrire (cf. (1.5.2.2)) :

G(p) = im(G/H)(p) :

(i) Si G(p) est infini, on peut donc trouver une suite de H,, € Q¢ pour lesquels
(G:H,)=p" n&N;doncpar (4.2.3) on a u(G) = cp, p", et, puisque ¢y, € Z,, u(G) =
0, et cg = 0 pour tout H € Qg ; dot p =0 (cf. (4.2.2)).

(i1) Si G(p) est fini, il existe Hy € Qg tel que G/Hy ~ G(p), auquel cas on a, d’aprés
(4.2.3),

:U(G) = CH, | G(p) |a

qui montre que, si p existe, la mesure de G est un Z,-multiple de | G(p) |. On peut alors
écrire (cf. (4.2.2), (4.2.3)) :

(4.2.4) gHeGIM

_ tH | G(p)_| Z gH, pour tout H € Qg;
(G:H) ea
g /H

or J(% € Z, pour tout H, ce qui fait que 'on a puy € Z,[G/H] pour tout H € Qg ;

enfin comme (pp)p est dans lim Z,[G/H], il existe dans ce cas des mesures invariantes
H
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par translation et en fait une seule, & normalisation prés, que nous appellerons la mesure

de Haar sur G :

(4.3) Théoreéme. Soit G un groupe profini commutatif. Si le p-Sylow G(p) de G est infini
la seule Z,-mesure de G invariante par translation est la mesure nulle. Si G(p) est fini,
toute Z,-mesure de G invariante par translation est donnée par p = cag, ¢ € Z,, ol ag
est la mesure de Haar définie par

(% ¥ o)

gHEG/H
et pour laquelle ag(G) =| G(p) | .
(4.4) Corollaire. Si G est fini, on a simplement
16 |
T | g 6T ;;
(4.5) Remarque. Dans le cas ot G(p) est infini, pour tout ¢ € Z, — {0}, la famille
(e Zgmean 9H) yy définit un élément de lim @,[G/H] qui serait donc du ressort des

“mesures ” non bornées évoquées dans I'Introduction. Nous verrons plus tard ce qu’il en
est ; notamment, contrairement au vocabulaire utilisé dans [Ko] et [W], on ne peut appeler
cet élément une “mesure de Haar”

(4.6) Proposition. Si G est somme directe de 2 sous-groupes profinis G; et G2, dont les
p-Sylow sont finis, on a ag = ag, ag,.
En effet, prenons pour décrire imZ,[G/H], H € Qg, la partie cofinale des H =
H
Hi @ Hy,ou H;€Qg,,1=1,2
On a alors :

| G(p) | _ 1 Gi(p) || Ga(p) |
(G: H) Z gH = (G1: H1)(G2: Hy) ngl,Zth g192(H1 @ H,)

gHEeEG/H
| Gl(P) | Z Ga(p)
=T g1H;. I N Z g2Ho,
(G + Hy) o Hy€Gy [Hy (G2 : Hy) 92 H2€Go [ Hy

qui définit ag, ag, dans imZ,[G/H] = A

5.— Intégration par rapport & une Z,-mesure.

(5.1) Définition de [ fdu. Soit f une application continue de G dans C, ; comme G
est compact, pour tout ¢ réel strictement positif il existe H, = H € Q¢ et une fonction f.,
constante sur chaque classe gH (i.e. localement constante modulo H), tels que :

(5.1.1) | f = felp = sup{] f(z) — fo(2) |} <,
r€G
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ol | |, est la valeur absolue habituelle sur C, (normalisée par la condition | p |,= ;1;) Soit
pw€Ag;sipg= ZgHGG/H w(gH) gH, pour le groupe H ci-dessus, on pose :

(5.1:2) | @ dua) = Y ue) o),

gHEG/H

ou f(¢H) = f(y) pour n’importe quel y € gH.

Notons (fe, pg) le second membre de (5.1.2) (cf. (I, §2)) et montrons qu’il ne dépend
pas du choix de H tel que f. soit localement constante modulo H :

Si K € Qg est un autre sous-groupe pour lequel f, est localement constante modulo
K, posons L = H N K et comparons (fe, pu) et (fe, ux) ; en vertu des relations de
cohérence définissant u, il vient, puisque f. est a fortiori localement constante modulo L :

(foo umy= > w(aL) fe(aL) = (f., pL),

aLEG/L

(feoonr)= Y w(aL) fo(al) = (fe, pL),

aLEG/L

(5.1.3)

ce qui fait que (fe, pg) ne dépend que de f, et peut se noter (f., 1) (et définit en quelque
sorte la notion d’intégrale pour les “fonctions en escalier”, étant entendu qu’ici les partitions

utilisées sont les classes modulo H, H € ¢, pour H assez petit).
Il reste alors & voir que les (fe, ¢} ont une limite indépendante du choix de la famille

(fe)e satisfaisant (5.1.1) lorsque ¢ — 0: , ’
Pour cela comparons (f., u) et (f, ) ot f, (vesp. f_) sont 2 fonctions localement

constantes modulo H = H, (resp. H = H_), telles que | f — 1. |p< e (resp. | f — f;, |p<
sl) il suffit de prendre L = H N H' pour constater que

| (For 1) = (Fors 1) |p = | {fer 1) = (£, 2 |p (d'apres (5.1.3))
=1 Y weL)(fugL) ~ fu(gL)) p

gLeG/L
< Max | f.(9L) = fa(oD) b
< ng\/égx/L | fe(9L) — f(gL) + f(gL) — f(9L) |,
< Max{e, EI}.

On obtient, & partir de cette inégalité générale, d’une part (avec f;_, = f¢) l'inégalité

| (Foy )= (fer 1) 1o €. et dantre part | (£, ) — {for ) |< Maz{e, €'} ; par conséquent,
on a une suite de Cauchy ((fe, 1) )e qui converge vers un nombre de C;, indépendant du

choix de la famille (f.)., noté [ c [ dp, ou plus simplement

(f, wa = (f, 1),
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et appelé l'intégrale de f sur G par rapport a la mesure p.

(5.2) Remarques. (i) On peut intégrer sur toute partie de G de la forme U € Ug : il
suffit d’intégrer fxy ou ky est la fonction caractéristique de U (qui est continue puisque
U et G — U sont ouverts) ; on obtient alors (f, u)y qui peut s’approcher, a ¢ prés, de la
fagon suivante : on considére H € §1g assez petit tel que :

(a) U = UL, ¢;H (union finie disjointe),

(B) pour tout i = 1,...,n, sup (| f(z)—=f(y)|p) <e;
r,y€gi H

on a alors, en choisissant des z; € ¢; H, I'approximation a ¢ pres
n
Y fzi) w(g:H).
i=1

(ii) On vérifie facilement les propriétés de linéarité de 'intégrale.

(5.3) Cas des caractéres continus. Désignons par X le groupe des caractéres continus
de G a valeurs dans C,, (X contient les caractéres d’ordre fini). Pour calculer une intégrale
de la forme (x, u), x € Xg, on peut utiliser le fait que Z,[G] est dense dans Ag (cf.
(3.2)) : si @ € Z,[G), a =}, ag g avec Supp(a) fini, on a (x, a) = Zg ag (X, 9) ; or,
par définition de la mesure de Dirac ¢, on a (x, g) = x(g) (revenir aux définitions pour

s’en convaincre).
D’apres ce qui a été fait dans la démonstration de (3.2), si p € Ag et si H € g, tout

relevement de py = Z p(gH)gH dans Z,[G], donc de la forme Z w(gH) g,
gHeG/H gHeG/H
conduit a I’approximation

(. pm)= > wlgH) x(g).

gHEG/H

Nous nous référerons souvent & ce fait tres utile en pratique et que nous résumons
dans ’énoncé suivant :
(5.3.1) Théoréme. Soit x un caractere continu de G dans C, et soit 4 € Ag, p =

(LH)Heqs ; alors on a
(X, ) = lim (X, pgr)

H

=lim (x, Y po)a)

" oc€G/H

=lim Y u(o) x(o)

H o€G/H
o1, pour tout o € G/H, o désigne un relévement arbitraire de o dans G.

(5.3.2) Remarque. Si x est d’ordre fini et si H = Ker x, on a H € Qg et il vient
facilement (x, p) = (x, pu) (somme finie).
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(5.4) Proposition. Si A\, p € Ag et si x € Xg,on a

(X Am) = (X, A) {x, m).

En effet si o, 8 € Z,[G], d’apreés (1.2.2.2) on a :
(x, af) = x(a) x(B) = (x, @) (x, B) ; d’ou le résultat par densité.

(5.5) Remarque. Cette propriété fait que dans le cas des caractéres continus, on pose
(x, p) = x(u), le caractére x se prolongeant par linéarité et continuité en un homomor-
phisme de Z,-algebres de Ag dans C, noté encore .

(5.6) Proposition. Soit G un groupe profini commutatif pour lequel le p-Sylow G(p) est
fini, et soit @ la mesure de Haar sur G (cf. (4.3)). Soit x € X¢ (cf. (5.3)) ; alors on a les
relations suivantes :

(i) {x, ag) = 0si x # xo (caractére unité de G),

(i) (x, ag) = | G(p) | si x = xo-

Si x # Xo, il existe ¢ € G tel que x(g) #
intégrons cette relation en tenant compte de (5.

; écrivons alors que (1 — g)ag = 0 et

1
4) ; il vient :
(1= x(9)) (x, @g) = 0, d'ott (x, ag) = 0.
Si x = xo0, on a d’apres (5.3.2) :

(X0, @) = (X0, (ag)a) = {x0, | G(p) ) =| G(p) | -

6.— Z,-distributions.

Soit toujours G' un groupe profini commutatif, et soit Ag la Z,-algebre des Z,-mesures
sur G. Une fagon d’élargir la notion de mesure est la suivante :

(6.1) Définitions. (i) On appelle algebre des Z,-distributions sur G ’anneau total des
fractions de Ag ; c’est donc ’ensemble des fractions %, v, 6 € Ag, 6 non nul et non diviseur

de 0 dans Ag ;
(ii) On désigne par A la Z,-algebre des distributions sur G ; elle contient Ag comme

sous-algebre.

Un type particulier de distributions a été introduit par Serre dans [S1] pour interpréter
les fonctions L p-adiques comme intégrales :

(6.2) Définitions. (i) On appelle Z,-pseudo-mesure sur G tout élément p de Ag tel que
(1 —-g)n € Ag, pour tout ¢g € G.

(ii) On désigne par Ag le sous-Z,-module de Ag des Z,-pseudo-mesures ; il contient

Ag comme sous-module (Ag n'est pas une sous-algébre de Ag).
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Nous verrons au chapitre suivant comment caractériser Ag, au moins dans des cas
particuliers.

Nous allons maintenant essayer de montrer en quoi les distributions sont rattachées a
des “mesures non bornées”, telles qu’évoquées dans 1’Introduction.

(6.3) Proposition. Si G est fini, alors la Z,,-algebre A s’identifie canoniquement & Q,[G].

(1) Sip= ), cq a9 9, a5 € Qp, il existe d € Z, d # 0, tel que d a4 € Z, pour tout
g € G; Aot dp € Z,[G], et p est une distribution de dénominateur d.

(i) Soit p = % € Ag, v, 6 € Z,[G], 6 # 0 et non diviseur de 0 dans Z,[G] ; en utilisant
la transformée de Fourier de § (cf. (1.2.3.5)), on sait que ces conditions sur § ont lieu si et
seulement si (x, ) # 0 pour tout Y € X¢ ; on peut donc considérer, pour tout x € Xg :

o= o)
Y (x, 6)

Soit Qu(x) (resp. Zp(x)) le corps des valeurs de x sur @, (resp. son anneau d’entiers) ;
comme (x, v), {X, 6) € Z,(x), il existe d, € Z,, multiple de (x, §), et ay € Z,(x), tels que
px = 2X. Soit maintenant d € Z, un p.p.c.m. des d, et écrivons

dy *
_ By r .
(6.3.1) px = - pour tout x € X¢, By € Z,(x) ;
soit alors v = Yvexe Py ex € GG, (cf. (1.2.3.2)), et vérifions que, dans Ag, on a :
v v
(6.3.2) L=

Ceci équivaut & montrer d’abord que vd — v'§ = 0 dans C,[G] et ensuite que v € Q,[G] ;
or, pour tout ¥ € X on obtient

P(v)d — (v Jp(8) = py $(8)d — By ¥(6) = 0 d'apres (6.3.1).

Montrons enfin que v € Q,[G] ; par construction, on a = Q,(&)[G], ou £ est une racine
de l'unité d’ordre diviseur de | G |. Tout Q,-automorphisme s de Q,(¢) s’étend de fagon
canonique en un @,[G]-automorphisme (noté s) de Q,(¢)[G] et la théorie de Galois s’y
applique (coefficient par coefficient) ; or la relation (6.3.2) conduit &

1

s(v)d = s(8)s(v),

soit vd = 6s(v'), puisque v, d, § € Z,[G], auquel cas v’ € Qy[Glet p=% = "7, € Q,[G].

(6.3.3) Remarques. (i) On peut se demander ce qu’il advient de (6.3) dans le cas ot G
est infini. Le probléme est que si p = £ € Ag, il se peut que dans les Z,[G/H], H € Ag,
certains 6y solent nuls ou diviseurs de 0, alors que dans le cas G fini, si § est non nul et
non diviseur de 0 dans Z,{G], § est non nul et non diviseur de 0 dans Z,[G/H] (il suffit
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d’utiliser la transformée de Fourier en remarquant que ®c,u (f) = (x(f))x, x € Xg/n
(ot X/ est identifié & {x € X, Nerx 2 H}).

Par contre dans le cas G infini, si pour tout H € Ag, 4 est non nul et non diviseur
de 0 dans Z,[G/H] (condition équivalente & x(6) # 0 pour tout caractére x d’ordre fini de
G), alors py = §% a un sens dans Ag/n = Qp[G/H] (d’apres (6.3)), et par conséquent
on a

(pr)u € lim Q,[G/H).

HeQqg
On notera que py est bien indépendant de P’écriture fractionnaire p = %, & condition de se
restreindre aux dénominateurs é dont les projections éy sont nulles et non diviseurs de 0.

(i1) La réciproque est inexacte : on peut avoir une famille cohérente (py )y €

lim Q,[G/H], sans qu’il existe ¥ € Ag (éy non nul et non diviseur de 0 pour tout

H
H € Qg) telle que py = 3% dans Q,(G/H] : par exemple, considérons G =~ Z,, ol
Qe ={H, = G?", n > 0} et posons

PH, = Pn = p—-—n Z Tn
™m€G/H,

ona(pn)n € lim Q,[G/H,] de fagon évidente, et s'il existait v, § € Ag telles que prb, = v,

n
pour tout n, on aurait en particulier

Vp = p_n(Z Tn)&n = p_n(z Tn) <X0’ 5n>

Tn Tn

(puisque 7Y, Tp =} T pour tout 7 € G/Hy), soit vn =p~"80 ), Tn ol by € L, ;
puisque v, € Z,[G/H,] , on a nécessairement 6; = 0 mod p™ pour tout n, soit § = 0 et
vn = 0, ce qui est absurde (cf. (4.5) au sujet des mesures invariantes par translation dans
le cas G(p) non fini).

En conclusion, par rapport a la notion de Z,-mesure, il y a 2 niveaux de généralisation
qui se dégagent :
(i) les Z,-distributions p = % pour lesquelles  est non nul et non diviseur de 0 dans

Z,|{G/H], pour tout H € Qg ;
(i1) les autres Z,-distributions pour lesquelles tout caractére d’ordre fini n’est pas

nécessairement intégrable.
6.3.4) Notation. On désigne par Ay la sous-algébre de Ag formée des Z ,-distributions
8 G ) P
p = % pour lesquelles 6 est non nul et non diviseur de 0 dans Z,[G/H], pour tout H € Qg.

Les éléments de Ay, sont donc des éléments particuliers de lim @Q,[G/H] ; ce sera le

cas des “distributions de Stickelberger” qui seront étudiées au chapitre IV ; par contre, les
pseudo-mesures non triviales sont dans Ag — Ag.

(6.3.5) Définition. Soit tor(Xg) le sous-groupe de X formé des caractéres d’ordre fini
de G ; on appelle transformée de Fourier I’application ® de Og = lim C,[G/H] dans

HeQg
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er tor(Xg) Cpauial = (€r) 1 associe la famille (x(€))y, ot x(€) = x(€nu) pour n’importe
quel H € Qg contenu dans Ker y.

Ceci définit un homomorphisme injectif de C,-algebres, qui coincide avec application
définie en (1.2.3) lorsque G est fini. Comme A’G est une sous- Z,-algebre de O, la trans-
formée de Fourier de p = ¥, v, 6 € Ag, 6y non nul et non diviseur de 0 dans Z,[G/H]
pour tout H € Qg, est donné par

(I)([)) = (X(V)X(é)_l)xe tor(Xg) °

(6.4) Intégration par rapport & une distribution. Si p = ¥ € Ag, on ne peut définir,
a priori, 'intégrale d’une fonction quelconque, mais uniquement l'intégrale d’'un caractére
continu, ou plus généralement d’une combinaison C,-linéaire finie de tels caractéres.

6.4.1) Définition. Soit p = £ € Ag, v, 6 € Ag, 6 non nul et non diviseur de 0, et soit
n 6 « . .
f=>_1 ciXir ¢ € Cp, xi € Xg distincts. Alors si (xi, §) # 0 pour tout 7, on définit

J& fdp par

n

<f7 P> = Z ci(Xiv V)(Xi7 6>_1

1=1

= Z cixi(v)xi(8) ™.

On notera que la définition a un sens car d’une part les intégrales xi(p) sont définies
en raison de la propriété (5.4) des caractéres, et, d’autre part, 1’écriture de f comme
combinaison Cp-linéaire de caracteres est unique en raison de I'indépendance linéaire des

caracteres.
Le résultat suivant montre une possibilité de définition générale :

(6.4.2) Lemme. Si f est une fonction de G & valeurs dans C,, localement constante modulo
H € Qg, alors f s’écrit de fagon unique comme combinaison C,-linéaire de caractéres

d’ordres finis de G.

Appelons fy Papplication de G/H dans C, issue de f et définie par fy(gH) = f()
pour n’importe quel z € gH ; alors le résultat pour fy est donné par la propriété (1.2.3.4) ;
I’écriture de f s’en déduisant trivialement.
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CHAPITRE 111

Théorémes de décomposition de Ag et Ag

On fixe une fois pour toutes un nombre premier p. Le but de ce chapitre est de préciser
la structure de Ag et Ag lorsque le p-Sylow de G est, modulo la p-torsion, un Z,-module
de type fini.

1.— Structure de Z,-module des pro-p-groupes commutatifs.

Comme expliqué en (I, §5) un groupe profini G est dit, par extension du cas fini,
un pro-p-groupe, si G coincide avec son p-Sylow ou encore si G est limite projective de
p-groupes finis G; ; en particulier on a que G/H est un p-groupe fini pour tout H € Qg.

Soit G un pro-p-groupe commutatif et soit ¥ € G ; la suite 4¥?" converge vers 1 dans
G : en effet, si 'on considére un élément du systéme fondamental standard de voisinages
de 1 dans G, de la forme V; = [[,c;,_; Gi x[1;¢; {1;}, J C I, J fini, on a 4" € V; dés
que p™ est multiple de I’exposant des G; pour tout 7 € J. Ceci veut dire que P’application
suivante (pour v € G fixé) :

7 —
z ¥E
est continue lorsque Z est muni de la topologie p-adique ; elle se prolonge donc en une
application continue f, de Z, dans G qui est un homomorphisme de groupes topologiques.
On a ainsi sur G une structure canonique de Z,-module que nous utiliserons constamment.

L’application f. est injective si et seulement si o(y) = p*.

L’image de Z, par f,, qui est donc le Z,-module engendré par v, s’appelle le sous-groupe de
G engendré topologiquement par -, sous-groupe pour lequel on dit que ~ est un générateur
topologique (ou, par abus, un générateur) et que 'on note vZ».

En résumé, si v € G, on a
~%r ~ 7/p"Z ou z,

selon que o(7y) = p™ ou p™.

(1.1) Remarque. Il est clair que y%» est ’adhérence dans G du groupe 72 engendré
(algébriquement) par 4. Comme seuls les sous-groupes fermés ont un intérét ici, on utilisera
toujours 'engendrement pour la structure de Z,-module.

(1.2) Conséquences. Soit G un pro-p-groupe commutatif ; on désigne par tor(G) le sous-
Z,-module de torsion de G, qui est donc égal & {g € G, o(g) = p™, n € N}. On a alors les
faits suivants :

(i) Si G admet un quotient G/A, A fermé (*), qui est un Z,-module de type fini sans
torsion, alors il existe un sous-module libre de dimension finie I de G tel que

G=AaTl.

(*) cette condition est nécessaire pour que le quotient soit un pro-p-groupe et par la un
Z,-module.
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En effet, si G/A est de type fini comme Z,-module et sans torsion, il est libre (Z, est
principal), et on peut écrire

Gla =@ (A, v € G, (nAY = T,,
=1
auquel cas on vérifie facilement que

G=AaTl, oul = .

=1

(ii) En particulier si G/tor(G) est de type fini, alors il existe un sous-module I' de G,
[~ 77, tel que G = tor(G) @I (le nombre r est alors le Z,-rang de G).

(iii) Enfin si G est lui-méme un Z,-module de type fini, on a en outre tor(G) =~
I, Z/p™Z,5s>0,1<n; <...<n,

2.— Décomposition d’un groupe profini commutatif.

Comme dans le cas fini, on a le fait suivant, pour G profini commutatif quelconque :

(2.1) Lemme. On a G = G¢ @ G(p), ot Gy (resp. G(p)) est le sous-groupe des éléments
de G d’ordre étranger a p (resp. d’ordre puissance de p) (cf. (I, §5)).

Les vérifications du fait que Gy et G(p) sont des sous-groupes (G(p) étant le p-Sylow
de G) sont élémentaires, comme la vérification du fait que Gy N G(p) = {1}. Siz € G,

dans l'écriture G = lim G, on peut décomposer z sous la forme z = (z;0 X z;,);, ou
tel
z;o (resp. z;,) est d'ordre étranger a p (resp. d’ordre puissance de p) ; on vérifie que
to = (zi0)i €t Tp = (x;,); sont dans lim G; (les h;; respectant la nature des ordres des
i€l
éléments), auquel cas ¢ = zgx,, T € Go, 2, € G(p).

(2.2) Corollaire. On a G =[], G(p) (p premiers).

(2.3) Remarque. On peut retrouver ces résultats directement en écrivant G; = @, Gi(p)
et en vérifiant que, d’une maniére générale, on a

lim @ Gi(p) ~ [] lim Gi(p).
i€l P P i€l

Selon ce point de vue, on obtient immédiatement que Z ~ [1, Z, (cf. (1.3.6.1)).

Nous ferons désormais ’hypothése suivante qui se trouve étre vérifiée pour toutes les
applications & arithmétique (en particulier par le fait que les groupes de Galois issus de
la théorie du corps de classes au-dessus d’un corps de nombres vérifient cette hypotheése) :

(2.4) Hypothése (H,). On supppose que le groupe profini commutatif G possede, pour le
nombre premier p considéré, un p-sous-groupe de Sylow G(p) pour lequel G(p)/tor(G(p))
est de type fini comme Z,-module (donc Z,-libre de rang r > 0 fini).
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11 résulte de cette hypotheése que

G(p) = tor(G(p) & €D T, Ty = 7, pour 1 <i < r;
=1

de méme, G peut alors s’écrire (cf. (2.1)) :
G =Gy tor(G(p) o P T
=1

(sans qu'il soit nécessaire de supposer tor(G(p)) de type fini) ; enfin, si on veut privilégier
une composante isomorphe a Z,, lorsque r > 1, on peut écrire (de fagon non unique) :

(2.4.1) G=A0I, T ~17,

(2.4.2) Remarque. C'est le point de départ de Pétude de Ag (cf. (11.6.2)) dans [S1] ; on
notera que le p-Sylow de A peut étre infini pour 2 raisons : soit que ’on a r > 2, soit que
tor(A(p)) n’est pas de type fini, cas qui se produit si G est groupe de Galois de I’extension

abélienne maximale d’un corps de nombres k, mais qui n’a plus lieu si 'on se restreint
au groupe de Galois de ’extension abélienne S-ramifiée maximale de k, lorsque S est un

ensemble fini de places de k (cf. chap. IV, §1).

(2.5) Caracteres continus de G. Restreignons-nous au p-Sylow G(p) de G, en supposant
que G(p) est un Z,-module de type fini. Ecrivons G(p) = tor(G(p)) ® P, I, Ti~Z,,
ou ’on suppose donc tor(G(p)) fini.

Soit X(p) le groupe des caractéeres continus de G(p) dans C,°. Comme dans le cas

classique, on vérifie que

,
Xap) ~ Xiora(p)) @ @ Xrp, (non canoniquement).
=1

On est ramené a étudier :

Xp pour un p-groupe fini B, ce qui est clair,

Xrpour '~ Z,.
(2.5.1) Lemme. Le groupe X est isomorphe au sous-groupe ¥, de C) formé des unités
principales (i.e. des u € C° tels que |u —1,< 1).

Soit v un générateur topologique de I', soit x un élément de X1 et posons

u=x(7);

comme u?” = y(y?"), par continuité, u?" — 1si n — oo ; par conséquent, | u |£"—> 1, et
| u |,= 1 nécessairement. De plus on a |u —1|,< 1 car sinon, si u =1+ v avec | v [,> 1,
on peut écrire uP" —1 = [T(w — ¢), ot { parcourt le groupe P des racines p"-iémes de
Punité joru—(=u—-1+1-C=v+1-(et|u—C(|p,=v+1-C|=|v]|, puisque
|1-C|p<let|v]p,>1;o0n aurait donc |u?” —1|,=|v |£n2 1, ce qui est absurde.

Ecrivons alors 4 = 1 + 7 € U, avec | 7 |,< 1 ; on vérifie, par récurrence sur n, que
(14 7)" =14, avec | 7, [,— 0.
D’oti le lemme facilement.
(2.5.2) Remarque. Les éléments de foms € N, sont dans U, et on retrouve ainsi les

caracteres d’ordre fini de T.
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3.— Algebres de séries formelles.

Nous allons montrer, toujours dans le cadre de I’hypothése (H,) faite en (2.4), que
I’on peut interpréter ’algébre Ag comme une algebre de séries formelles. Le résultat est
le suivant (o1 p est un nombre premier fixé) :

(3.1) Théoreéme. Soit G un groupe profini commutatif vérifiant ’hypothese (H,) ; on fixe
une décomposition de la forme G = AT, I' > Z,, (cf. (2.4.1)) et un générateur topologique
v deT. Soit A 4[[T}] munie de la topologie de la convergence simple des coefficients. Alors il
existe un unique homéomorphisme de A 4-algebres topologiques qui transforme T en 1 —+.

démonstration
Pour décrire Ag = lim Z,(G/H], H € Qg, on peut remplacer ¢ par la partie cofinale

suivante (cf. (1.3.5)) :
QIG = {BEBF”H B € QA) Fn = Fp"’ n 2 0})

sur laquelle P'ordre est 'ordre produit (i.e. B & I', > B® T, siet seulement si on a
B CBetI',, CT,, soit m > n). 1l vient alors :

Ag=Ilim Z,[A®T/BaT,)
~ lim Z,[A/B x T/Ty]

B,n
B,n

(en utilisant des isomorphismes de systémes projectifs évidents).

(3.1.1) Lemme. Ona lim Z,[A/B] [I'/T';] >~ lim A4[T'/T4).

B,n

La premiere limite projective est un sous-anneau de H Z,[A/B] [I'/T,),
Bn

B € Qa,n >0, produit qui peut s'éerire [ (J] Z,(4/B] [T/Tw)).
B

Considérons un élément « de lim Zp[A/B] [I'/T,] ; il s’écrit
B,n

(312) o = (aB,n)B,n’ XBn = Z a%,nfyfn

tmod p”

ol a'é’n € Z,[A/B), vn = 7T'» dans I'/T'..
A o associons les familles suivantes (n > 0,1 <¢ < p"):

(3.1.3) afl = (aiB,n)Ba Bely;



Chapitre I1I I1I-5

pour n et 7 fixés, la famille obtenue dans [[, Z,[A/B] est cohérente (& n fixé), les ap »
sont cohérents en B et la cohérence passe aux coefficients sur la base des v}, 1 < i < p®
(cf. (3.1.2)) ; & a on a donc associé ’élément

(3.1.4) an= Y akyh € AA[T/T,].

tmod p”

Dans (3.1.2), la cohérence de a, cette fois & B fixé, s’exprime pour tout m, n € N, m >
n, par les relations suivantes (dans la projection ', — T'y,) :

J J — i i
Z A8 mTn = Z AB nTns

jmodp™ imodpn
soit :
pm—n_l
. A n i .
(3.1.5) agn = E aBIjm'H, i mod p",
A=0

ce qui (& m et n fixés) permet d’écrire, dans la limite projective sur B, compte-tenu de

(3.1.3) :

m-—-n_l

P

i Apt+i n

a; = E a,? ™, ¢ mod p",
A=0

qui traduit la cohérence dans lim A 4[I'/T',], de la famille

n

a’:< > a;7;>n:(an)n (cf. (3.1.4)).

tmod p™

On vérifie point par point que l’application qui & a (cf. (8.1.2)) associe o est
I’isomorphisme cherché.
Il reste alors a interpréter

m A4(T/T,].
On a alors le résultat suivant qui généralise une démonstration classique ayant son

origine dans la théorie d’Iwasawa (cf. [L], [S3]) :

(3.1.6) Lemme. Soit R une Z,-algebre topologique unitaire compacte. Alors il existe un
unique isomorphisme de R-algébres topologiques de lim R[I'/I';] sur A = R[[T]] qui & v

associe 1 — T (on rappelle que R[] peut étre identifiée 3 une sous-algebre de lim R[T'/T,],

comme on l’a fait en (I1.3.1.2) dans le cas de R = Z,).
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Soit P, le polynome (1 — T)?" —1 € Z,[T}, n >0 ; on a les diagrammes commutatifs
suivants (pour m > n) :

R/T.] I RT) /(Pa)
R 4 Lhon

RT/Ta] L% RIT) /(PW)

Le R-isomorphisme f, résulte du fait que I'/T', est cyclique d’ordre p™ et engendré par
An = 7T ; on a donc R[T/T,] ~ R[X]/(X?" — 1) et il suffit de faire le changement
d’indéterminée X — 1 — T (on a donc bien associé T et 1 — v,). Le R-homomorphisme

hlmm existe puisque P, divise P,, (car X?" — 1 divise X?" — 1, pour tout m > n). La

commutativité du diagramme vient du fait que
h’m,n o fm(’)/m) = hlm,n(]- — T mod Pm)
=1—-Tmod P,,

et

fn o hm,n(')’n) = fn(')/n) =1- T mod Pn

On a donc un R-isomorphisme de systémes projectifs (cf. (I1.3.4)) qui conduit &

lim R[T'/T's] ~lim R[T]/(Px),

et dans cet isomorphisme, (y5)n =y correspond & 1 — T

(3.1.7) Lemme. On a R[T]/(P,) ~ R[[T]]/P.R[[T]).

Soit S € A = R[[T)], S = Y.y si T si € R, et pour tout m > 0 posons Sp, =
E:-’,Z)n_l s; T%. Soit 2 I'idéal (P,,p™) de A ; comme P, = (1 - T)?" — 1,
ona T?" € (P,,p), ot T™" € A ; par division euclidienne de S,, par P, dans R[T], il
vient S, = Q@ Pp + Ry, avec degré (R,,) < p"*. D’ou S = R, mod 2, et on peut écrire
S=Rmn+AnPn+ Bum, Apm, B €A
Comme A est compacte, il existe R € R[T], de degré < p™, et A € A, tels que S = R+ AP,
dans A puisque, par hypothese, p™.1 — 0 dans R.

Tout revient maintenant a montrer, comme pour le cas des groupes profinis, que

lim A/P,A “redonne” A.

Pour cela, considérons ’homomorphisme
A — ] A/PaA
¢ — (2 mod P,),

dont le noyau est N, P,A. On remarque que P, € (p,T)"*! :



Chapitre 111 I11-7

en effet, on a pour tout n > 0 :
Poy1/Pa=14+(1-T) 4+ (1 =T)P" " € (,T),
d’ott le résultat puisque Py = —T € (p,T). Or 'idéal (p, T)"*! est égal au R-module
p"T'R+p"TR+ -+ pT"R+ T A

Doncsiz =)y, a;T* € P,A, on a en particulier

> aiTt=p™*lbg + p"Thy + -+ + pT™b, mod T"H'A,
i>0
soit
ag € pn+1R’
ai € an,

a, € pR.

Il résulte de ceci que si ¢ € N, Py A, alors, pour tout z > 0 fixé, on a :
a; €N p™R,

soit a; = 0.
L’application définie est donc injective et prend ses valeurs dans lim A/P,A.

n

Vérifions enfin la surjectivité :
Si (2, + PpA), € lim A/P,A, la cohérence implique en particulier que, pour m > n, on a

n

Ty =T, mod P, A,

soit
Tm —2n € (p, T)"1.

Or pour la topologie de la convergence simple des coeflicients on peut dire, d’apres les
calculs antérieurs, que (p,T)"*! tend vers 0 avec n, autrement dit, la suite (z,), est une
suite de Cauchy qui est donc ici convergente dés que R est supposée compléte. On vérifie
que la limite © € A convient.

Ceci acheéve la démonstration du théoreme.

(3.2) Remarque. Si xy € Xg, on peut écrire x sous la forme x = xaxr, x4 € Xa, xr €
Xr ; on a alors, pour A = > .5, a;T; € Ay[[T]],

(A) =D (xa,ai(l- xr()'s

i>0
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si xr(7) = u,on a (1 —u)* — 0 (cf.(2.5.1)), et la série ci-dessus est bien convergente dans
C,.

(3.3) Corollaire. Si G = A®@;_, I';, T; ~ Z, pour tout ¢, il existe un A 4-isomorphisme
topologique unique de Ag sur Ag[[T1,...,TF]] qui & un systéme de progénérateurs fixés
Y1,.++,%r de Ty1,..., ', associe 1 = T,...,1 = T,.

Nous pouvons alors, dans ce cadre algébrique de séries formelles, donner le théoréme
de structure du Z,-module Ag des Z,-pseudo-mesures (cf. (I1.6.2)) donné par Serre dans
[S1] :

(3.4) Théoreme. Soit G un groupe profini commutatif vérifiant hypothese (H,) et
possédant un quotient isomorphe & Z,, (cf. (2.4)), soit G = A®T, I' ~ Z,, une décomposi-
tion de G, et soit Ag identifiée & A 4[[T1]].

Alors on a les faits suivants :

(i) Si A(p) est infini, Ag = Ag = A4[[T]] ;

(i) si A(p) est fini, Ag = Z, 04T~ + A 4[[T]], ot a4 est la mesure de Haar sur A (cf.
(11.4.3)).

démonstration
Si p € Ag est une Z,-pseudo-mesure, on a en particulier Tp € Ag, soit Tp =
Yoo @iT", ai € Ay ; de plus, pour tout a € A, on a aussi (1 —a)p € Ag, donc

T(1-a)p =Y (1-a)a,T €TAg,

i>0
ce qui, par identification, conduit & :
(1 — a)ag = 0 pour tout a € 4;

autrement dit, ag est une Z,-mesure invariante par translation dans A4 et donc, d’aprés
(I1.4.3), soit nulle soit de la forme ca 4, ¢ € Z, , selon que A(p) est infini ou non.
D’ou le théoréme.
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CHAPITRE 1V
Distributions de Stickelberger

Nous allons introduire des groupes profinis qui sont les groupes de Galois d’extensions
abéliennes de Q ; il s’agit donc du corps de classes sur @ dont les résultats sont classiques
et se rameénent exclusivement aux propriétés élémentaires des corps cyclotomiques. Les
distributions (de Stickelberger) qui existent sur ces groupes de Galois éclairent de fagon
compléte un certain nombre de propriétés arithmétiques des corps abéliens sur Q, notam-
ment par 'intermédiaire des fonctions L p-adiques de @ qui sont des intégrales par rapport

a ces distributions.
Comme les groupes utilisés sont des groupes de Galois, nous modifions systématique-

ment les notations utilisées jusqu’a présent en utilisant la correspondance entre sous-corps
et sous-groupes fermés ; dans cette correspondance, une projection G = Gal(K/Q) —» G/H
est remplacée par une restriction de K & F = K etc... Ceci est justifié par la nature des
objets utilisés.

1.— Corps cyclotomiques sur Q.

(1.1) Notations. (i) Si m est un entier strictement positif, on désigne par Q(m) le corps
cyclotomique des racines m-iémes de 'unité.

On note G, le groupe Gal(Q(m)/Q) qui est canoniquement isomorphe & (Z/mZ)* via
I’homomorphisme :

o.@m) (Z/mI)* - Gp,

qui & a + mZ, (a,m) = 1, associe le Q-automorphisme de Q(m) qui éléve toute racine
m-iéme de 'unité a la puissance a. Par extension des classes modulo m on définit o, g(m),
pour a € Q%, (a,m) = 1, et ses restrictions aux sous-corps F' de Q(m) sont notées o, F.
L’élément o, g(m) N'est pas tout a fait le symbole d’Artin de a, car la définition “corps

de classes” du symbole d’Artin repose, comme ’on sait, sur l'utilisation du groupe des
idéaux I, de @ formé des idéaux (a), a € Q*,(a,m) = 1, et généralise 'automorphisme
de Frobenius ,

(M) ¢ premier

0 /7’ ’
par multiplicativité :
(Q(m)/Q) 11 (Q(m)/Q)m
@ ) =UTg

sia==+]] ¢™ € Q* est étranger A m ; or (Q(T&; Q) est 'automorphisme qui éleve toute

racine m-iéme de 'unité & la puissance ¢ (¢ > 0) ; on a donc :

pour tout a € Q*, (a,m) = 1. Le noyau dans I, de application d’Artin I,, — G, est
donc le rayon qui correspond a Q(m) (lequel devrait se noter @(moo) puisque la place 3
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l’infini peut se ramifier) : c’est
R = {(v) € Iy, u = 1 mod moo} = {(u) € I,, u =1 mod m et u > 0};
or on vérifie facilement que 'on a ’isomorphisme canonique :

Im/Rmeo — (Z/mZ)*
(aA)Rppoo — | @ | +mZ.

Ceci élucide le cas particulier de @, concernant la définition du symbole d’Artin, et
nous utiliserons indifféramment les notations o, r ou (%%Q) On note a ce sujet que

o_1,Q(m) est la restriction & @(m) de la conjugaison complexe et peut s’écrire par exemple

(?g’_}l?) comme symbole d’Artin usuel.

(i1) Si S est un ensemble de nombres premiers, on désigne par Q(S) la réunion des
corps Q(m), lorsque m parcourt le sous-monoide multiplicatif de N — {0} :

(1.1.1) Ng={m= H ™ ng > 0, ng presque tous nuls}.
Ltes

(1.1.2) On désigne par G5 le groupe Gal(Q(S)/Q).

(1.2) Remarques. (i) Compte-tenu des utilisations ultérieures, nous supposons que toutes
ces extensions abéliennes de @ sont vues dans une cloture algébrique de Q contenue dans
C,, relativement & un premier p fixé une fois pour toutes.

La conjugaison complexe reste alors définie sans ambiguité sur les corps abéliens
puisque, par composition avec un isomorphisme des clotures algébriques de @ dans C,
et de @ dans C, = C, elle agit toujours par inversion des racines de 'unité.

(i1) D’apres le corps de classes, Q(S) est aussi 'extension abélienne S U {oco} -ramifiée
maximale de Q, c’est-a-dire la réunion des extensions abéliennes finies F//Q dans lesquelles
les places de @ n’appartenant pas & S U {00} ne se ramifient pas.

(iii) Si F/Q est une extension abélienne finie de @, on rappelle que le conducteur au
sens usuel f de F est 'entier m minimum tel que F' C Q(m), et qu’un nombre premier £
est ramifié dans F/Q si et seulement si ¢ divise f ; de fagon plus précise, le conducteur
généralisé est f ou foo selon que F' est réel ou imaginaire, et f est la partie finie du con-
ducteur, mais nous n’utiliserons le conducteur généralisé que lorsque ce sera indispensable.

(iv) Ne pas confondre les notations Q({p}) et Q(p).

A ce sujet on pourra aussi écrire Q(m) = Q(Pm) ou [im est le groupe des racines m-iemes

de l'unité (dans C,); on a alors ici Q({p}) = Q(}lpoo), ol P = Unzo fipn-
(v) On notera enfin que pour S = on a Q(0) = Q, mais que pour tout S # 0, Q(S)
est une extension infinie imaginaire de Q.

(1.3) Théoréme. Le groupe Gs = Gal(Q(S)/Q) est un groupe profini canoniquement
isomorphe & [[,c¢ Z7 (algébriquement et topologiquement) ; cet homéomorphisme, noté
Ng, est lapplication qui & un Q-automorphisme o de Q(S) associe I'élément a = (ay)¢cs,
ot ag = (agn)n € lim (Z/€"Z)* est défini par o((em) = C;.f’" pour tout (pm € pen, m > 0.
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démonstration

D’apres les résultats généraux de la théorie de Galois infinie (cf.(1.3.7)), et par le fait
(théoreme de Kronecker-Weber si I'on veut) que I'ensemble des corps Q(m), m € Ng, est
une partie cofinale & ’ensemble Fs des extensions finies F' de Q dans Q(.S), on a

Gs= lim Gpn

mERg

~ lim (Z/mZ)*,

meENg

ott Ng (cf.(1.1.1)) est ordonné via la relation de divisibilité, la relation m | m' étant
équivalente & I'inclusion @(m) C Q(m).

L’isomorphisme de systémes projectifs (cf.(1.3.4)) se résume ici par la commutativité des
diagrammes suivants (ot m | m') :

G, — (Z/m D) a+m'Z
restriction l l l
G — (Z/mD)" at+ml

les fleches horizontales étant les inverses des applications d’Artin sur Q(m') et Q(m), les
fleches verticales étant les homomorphismes de transition attendus.
Ecrivons alors

(1.3.1) (Z/m2)* ~ [ @/e")*otm =[] €™ €Ng;

s les

par un argument déja utilisé au chapitre I, on a

lim (Z/m2)* ~ [] lim (Z/€"2)*

meERg tes n20

=]I z

On en déduit alors 'expression de Ng.

(1.3.2) Remarques. (i) Supposons S fini. Sia € Z, (a,S) = 1, Pélément (o, r)p, F € Fs,
définit un élément de Gs que 'on appelle encore le symbole d’Artin de a, que I’on note

0, Ou 0, g(s) et qui est égal a (Q((Sa)) Q) lorsque @ > 0. Il est clair que 'on a alors

Ns(0a) = (a)ees (image diagonale de a dans [[,c5 Z7), et par conséquent, puisque Z est
dense dans ce produit fini, ’ensemble des o4, a € Z, (a,S) = 1, est dense dans Gg (on
peut méme se restreindre aux a > 0).

(i1) Si S n’est pas fini, 2 cas se présentent : si S est ’ensemble P de tous les nombres
premiers, la condition (a,S) = 1 donne a = %1, ce qui définit I'identité et la conjugaison
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complexe ; si P — S # §, la condition (a,S) = 1 donne un ensemble infini de valeurs mais
qui n’est pas nécessairement dense dans [[,.s Z7.

(iii) Silona U C S, on a donc Q(U) C Q(S), et par la théorie de Galois, il correspond
a Q(U) le sous-groupe fermé H = Gal(Q(S)/Q(U)) de Gs. On a o € H si et seulement si
o fixe tout élément de Q(U ), donc fixe [ta pour tout d € Ny, donc si et seulement si, avec

les notations de (1.3), ag, = 1 mod £™ pour tout £ € U et tout n > 0, autrement dit si la
composante a; de Ng o dans [[,cg Z7 est 1 pour tout £ € U. Dot :

H~Ng H = H Z; (vu comme sous — groupe de H Z;).
el les

(1.4) Proposition. Le corps @(S) est le composé direct sur @ des corps Q({¢}),£ € S.

Ceci résulte du fait que pour tout m € Ng, m = [[,cg €™, Q(m) est le composé
direct sur @ des corps Q(£™) : ceci se voit au moyen de la ramification (entre autre) car
¢ est totalement ramifié dans Q(¢™)/Q et cette extension est non ramifiée en dehors de

¢ U {oo}.
(1.5) Remarques. (i) D’apres (1.3.2), (iii), et (1.4), pour tout £ € S, Q(S) est le composé
direct sur @ de Q({(}) et de Q(S — {¢}).Dans I'isomorphisme de (1.3), Gal(Q(S)/Q(S —
{€})) correspond & Z§ et Gal(Q(S)/Q({}) & [] 1z}
g€S—{¢}
(i1) On rappelle que 'on a les décompositions suivantes :
(a) Sil+# 2, alors Z; = e-1 @ (14 £Z;), ot 1+ £Z; est un Z,-module sans torsion

isomorphe (via le logarithme ¢-adique) & Z; et ou Je-1 est ici vu dans Cy ;
(B) Sil=2,alors Z} = 2 B (1+4Z5), ot de méme 1+ 475 ~ Z5 et p2 = {£1}.

(1.6) Définition. Si S est I’ensemble P de tous les nombres premiers, @(P) est 'extension
abélienne maximale de @ dans C, et on a Gp ~ 2*, groupe des éléments inversibles de
I’anneau Z (cf.(1.3) et (1.3.6)). Le corps Q(P) se note plus simplement Q“® et le groupe
Gp se note G,

(1.7) Remarques. (i) On notera a ce sujet que

=[] 7; = pa x A+ 422) [T pe-s x (1 +€2y)

ep e#2

donc que l'on a :

Gab o~ l',lg H Pc._l X H Zf .

€2 teP

Autrement dit, G® est un exemple de groupe profini abélien qui pour tout premier p a
un p-Sylow G?%(p) dont le sous-groupe de Z,-torsion n’est pas de type fini (car d’apres le
théoréme de Dirichlet, il y a une infinité de premiers ¢ tels que £ = 1 mod p, i.e. ol | Je-1 |

= 0 mod p) mais dont le quotient G*(p)/tor(G**(p)) est isomorphe & Z,. Le groupe G
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vérifie donc, pour tout p, 'hypothese (H,) (cf.(I11.2.4)) et admet des décompositions de la
forme

GP=A40T, I ~17,,

pour lesquelles A(p) est infini et de torsion.
(i1) Si lon suppose ’ensemble S fini, alors le p-Sylow Gs(p) de Gs est fini si et
seulement si p ¢ S. Si p € S, on peut décomposer G s sous la forme

Gs=As®I', '~ Z,, As(p) fini.
Par exemple, on peut poser :

As = Gal(Q(S)/Rwo) (cf.(2.1) ci — apres),
I = GallQ(S)/QS — (P)QUpy) si p # 2,

['= Gal(Q(3)/Q(S — {2})Q(pa)) sip = 2.

2.— Caractéres remarquables de Gs.

Fixons un nombre premier p. D'une maniére générale nous indiquerons entre paren-
theses les modifications qu’implique en principe le cas p = 2 ; cependant, dans la plupart
des cas nous utilisons la notation classique ¢ = p (resp. 4) selon que p est impair ou non
et nous désignons par ¢(q) = p — 1 (resp. 2) le nombre | (Z/qZ)* |.

D’apres (1.3), on a Gy ~ Z; = Pete) © (14+4¢Z,).

(2.1) Définition. Le sous-corps de Q({p}) fixe par Pe(q) se note Qo et s’appelle la Z,-
extension cyclotomique de @ ; on a Gal(Qwo/Q) ~ Z,,.

(2.2) Remarque. On vérifie que Q4 est la réunion des corps Qn, de degrés p™ sur
Q, n > 0, définis ainsi : pour p # 2, @, est I'unique extension cyclique de degré p"”
contenue dans Q(p"*!) ; pour p = 2, Q,, est le sous-corps réel maximal de Q(4 x 2%),
également cyclique de degré 2" sur Q. Enfin Q({p}) = QxQ(¢) comme composé direct

sur Q.

(2.3) Définition. Soit S un ensemble quelconque de nombres premiers contenant p. On
définit les 2 caractéres suivants de G's (on dira aussi des caractéres du corps Q(5)) :
(1) wp = w, dit le caractére de Teichmiiller pour p, qui est le composé :

N, * * .
Gs —>]] Ly — L, — Po(q) 5
tes

(i) (), = (), qui est le composé :

Gs 5[ 23— 7, —1+42, .
tes
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(2.4) Remarque. On aw( ) = N, ot N = N, est la projection

i *
Gs— £,
et aussi le composé
Nipt ox
Gs — Gy — L, -

Par conséquent, N a pour noyau I'image de [[,c5_ iy Le dans Gg, c’est-a-dire

Gal(Q(S)/Q({p})) (cf.(1.5), (1)) ; il en résulte que w est un caractere de Q(p) (d’ordre
©(q)), que () est un caractére d’ordre p* de Q, et que N est un caractére de Q({p}).

3.— Distributions de Stickelberger.

Fixons un nombre prlemier p ainsi qu'un ensemble fini S de nombres premiers (con-
tenant ou non p). Soit Fg C Fg 'ensemble des extensions finies de @ dans @Q(S) qui ne
sont pas dans Q(U), pour tout sous-ensemble strict U de S. On notera que .7'-:9 est cofinale
par rapport a Fs.

(3.1) Remarque. On a F' € fls si et seulement si le conducteur f de F' est divisible par
tous les éléments de S et seulement eux.
A ce sujet, il est commode d’introduire (cf.(1.1.1)) :

(3.1.1) N = {m € Ng, m = 0 mod ¢ pour tout £ € S}.

(3.2) Définition. Pour tout F € .7-'15, on pose

a€ll, f)

ol f € N est le conducteur de F, ot [1,f] = {a €Z, 1 <a < fet (a,f) =1}, et ot Oa,F
est la restriction & F' de o, g(s) (cf.(1.3.2)).

(3.2.1) Remarque. On notera que 'on a choisi de relever(Z/fZ)* dans l'intervalle [1, f]
et non [0, f [I qui peut sembler plus naturel ; or nous pensons, en dépit des habitudes prises
dans la littérature, qu’il faut utiliser lintervalle [1, f] (d’ailleurs égal & [0, f[ pour f > 1)
car pour f =1, on trouve pg = —% et non la valeur inacceptable %)

On peut (peut-étre) s’en convaincre en se reportant & (1-1), (i), ot 'isomorphisme
If/Rfoo >~ (Z]/fZ)* envoie (a) mod Rj sur | a | mod fZ ; or dans Iy idéal nul n’est pas
considéré (et pour f =1 1il est bien clair que dans I /R, = I;/I;, 'image de (1) conduit
canoniquement au représentant 1---) et on sait que le corps de classes général traite les
groupes I/ R ¢, la version (Z/fZ)* ne se généralisant pas.

(3.3) Proposition. On a

(pF)FE}"S € lim Q[GF], ot Gp = Gal(F/Q) .
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(3.3.1) Remarque. On notera que F' parcourt Fg et non Fs ; on verra au §4 que pour
FcQU),UcCS,U+#S, pr n'est pas la restriction des ppr, F' ¢ fs, mais les pp p
sont des multiples de pp dans Q[GF] ; autrement dit, on peut voir les éléments pp comme
les éléments de Stickelberger primitifs.

On remarque que, par définition, on a

PF = PQ(f),F

par restriction de Q( f) & F ; par conséquent, il suffit de vérifier Ia coherence au mveau
des corps Q(f) € .7-'5, a savoir que pQ(f Q) = PR des que f, f € NS, f divisant f
Sotent F, F € .7-'5, FCF F (resp. F ) de conducteur f (resp. f ), on a donc f | f et
si Pon suppose que pg sy q(5) = PQ(f) il vient :

PF' F = (pQ(f'),F'>F = P, F

= (PQ(f'),Qm)F = PQ(f),F = PF -

Enfin, comme derniére réduction du probléme, il suffit de prouver la cohérence lorsque

f=tf tes.

—-a 1
Onapgunemn = 2, (7]7 + §) eqs)
a€ [1,£f]
Pour a € [1,¢f], posons a = Af +b,1 < b < f,0 < A< £ puisque € | f et que
Q(f) € Fg (cf. (2.1)), on a (b,S) = 1 si et seulement si (a,S) = 1, par conséquent

€ [1,€f] si et seulement si b € [1, f] et A € [0,¢[. Dot :

Af+b 1\ _
PaEn.Q) = D (———-ﬁf + 5) %ra
Ab

= > > (—%‘ +';13)”5:¢1w>?

be [1,f] M [04]

Aob 1 (-1 b ¢ b 1
on a E S — 42 == D= 4 5,
2 2 9
e [0,6] ( £ “) 2 foz2 £
d’ou
b1y
(3.32) Paenan = (—3; + 5) Thal) = PR)-

be [1,f]

Le second résultat important est le suivant et concerne les pp pour toute extension abé-
lienne F' € Fg.

(3.4) Proposition. Supposons que p € S, et soit 0 € G5 ; alors on a :

(1 - No.op')pr € Z,[GF) pour tout F € Feo (cf.(2.4)).
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Fixons F' € .7:'5 et désignons par f le conducteur de F.
Approchons o au moyen d'un symbole d’Artin de la forme o., ¢ € Z,(¢,S) = 1 (cf.
(1.3.2),(1)), de telle sorte que o, g(s) = og(s) ; on a donc No. = c et No = cmod fZ,,
d’ot (¢~ Na)(—i;; +1) € Z, pour tout a (car si p = 2, f est pair) ; il suffit donc de vérifier
que

(3.5) (1- cac_,ll,)pp € Z,[GF] .
- a 1y ac
On & (1 B CO'C,}l;v)pF - Z (—? + §)O.a’lp a Z (T + 2) acl,F .
a€l1,f) a€fl,f]

Pour tout a € [1, f], posons ac—af—}—b 1<b<f, r €Z;ona(aS)=1siet seulement
si (b,8) = 1, et lorsque a décrit [1, f]', b déerit [1, f] aussi, et 7 = r§ ne dépend que de b

et ¢ ; plus précisément, si b € [l,j] ,ona

(3.5.1) ri= (), o= 9),

ou [%] f désigne I'unique représentant entier de % modulo f dans [, f]’. 11 vient donc

(1~—cac_’};)pF= Z (~?+ ) o, pt+ Z <rb+ ;)Ub_’;,

a€ll,fY a€1,f]’

= 2 (7b+1_c)ab_11*~'

be[1,f)

qui est bien dans Z,[G r] puisque si p =
Les propositions (3.4) et (3.5) nous permettent de mettre en évidence des distributions
sur Gg (dites de Stickelberger, compte-tenu du fait que les pp sont appelés souvent les
éléments de Stickelberger). Leur nature dépend fortement du fait que p € S ou non, ainsi
que de la parité de p.
Pour simplifier, nous notons Ag, Ag, A'S les Z,-algebres A, Ags, A’GS
(cf. (11.6.3.4)).

(3.6) Théoréme. Soit p un nombre premier fixé et soit S un ensemble fini de nombres

. ‘s . a 1
premiers ; on considére p = (pF)pex!, OU PP = Z (——f + 5) o, F (cf. (3.2), (3.3)),
a€(1,f)’
ou f est le conducteur de F.
(i) Sip ¢ S et si p # 2, p définit une Z,-mesure notée Sts € As.
(ii) Sip=2 ¢ S, p définit la Z,-distribution Sts € As.
(iii) Si p € S, pour tout 7 € Gg tel que (1) # 1, p définit une distribution Stg € AIS

de la forme 3-}, 6T =1— N7r.r71, vg € Ag, telle que v§ p = §LpF pour tout F' € Fg. En

outre, si 7 = 0., ¢ € Z,c # £1, alors vg p = VG p = Z Rio aF,ouRflzra-}-lzc
a€[1,f)

c

avec ri = -}-([ﬂ]f c—a) €L
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démonstration

Les points (i) et (ii) résultent trivialement de 'expression méme de pr € Z,(GF]
(resp. 3Z,[GF)) et de (3.3).

Le point (iii) est un peu plus subtil :

Posons vf = 65pF pour tout F' € Fg ; comme on a trivialement

(0F)F €lim Z,[GFr] Clim Q,[GF],

il résulte de (3.3) que (v5)r € lim Q,[Gp]. Comme v} € Z,[GF] pour tout F € Fg

F
d’apres (3.4), il en résulte que (vp)p € lim Z,[G ] ; d’ott Pexistence de vT € Ag telle que
F
vip =Vp = 0ppF pour tout F' € fls car il suffit de poser :

T

Vs

Sts = F

a condition de vérifier que pour tout F € ,7515, 0% est non nul et non diviseur de 0 dans
Z,[GF] , ce qui résulte du choix de 7 ({(7) # 1) compte-tenu du résultat suivant :

(3.6.1) Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes (lorsque p € S) :

(i) 6" =1 — N7.77! est nul ou diviseur de 0 dans Ag ;

(ii) il existe une extension finie Fy de @ dans Q(S) telle que 8%, est nul ou diviseur
de 0 dans Z,|GFR,] ;

(ili) N7 est une racine de I'unité dans Z5 (i.e. (1) = 1).
(i) = (ii). Si 6" = 0, tout Fy convient. Si 6" # 0 est diviseur de 0 dans Ag, il existe
a = (ap)r € im Z,[GF], a # 0, tel que dpar = 0 pour tout F € Fg ; comme a # 0, il

existe Fy € Fs pour lequel ap, # 0, donc éF, est nul ou diviseur de 0 dans Z,[GF,] .

(ii) = (iii). La transformée de Fourier dans C,[G,] montre qu’il existe x € Xy, tel que
(X, 6F,) =0, soit 1 — N7.x(7F,) = 0, ce qui conduit & N7 = x(7R,) € Z; et est racine de
I'unité.

(iii) = (i). Considérons § = 1—(77 ! avec ( = N7 € > €t considérons une décomposition

de G5 sous la forme

Gs:B@MGBFa

de telle sorte que dans l'isomorphisme Ng (cf. (1.3)), B, M, I' correspondent respective-
ment a H Z;, Peta) » 1+ ¢Z,. On peut écrire :
teS—{p}

T=bty,beB,te M,y€T;

comme N7 = ( est d’ordre fini, que Nb = 1, et que Nt est d’ordre fini, Ny doit étre
d’ordre fini, donc égal & 1, auquel cas vy =1 et 7 = bt avec N7 = Nt = (.
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Comme B(p) est fini, considérons la mesure de Haar ap sur B, qui est non nulle (cf.
(I1.4.3)), et posons, n étant ’ordre commun de ¢ et ¢ :

n—1
a=apg Z Cihit T,
=0

qui est dans Ag et qui est non nulle car on a aussi

n—1

o =ap Z Cit“i € Ap[M]

=0

qui est trivialement non nulle dans cette algébre du groupe M.

Or
n—1
ab =ap(l— (b7 Y (b

1=0
=ap(l—-C""""")=ap(l1-0"")=0.

Ainsi 6 =1 — (771 est nul ou diviseur de 0 dans Ag.
Ceci achéve la démonstration de (3.6.1), donc de (3.6).

(3.6.2) Remarques. (i) Polur S =0,onaFy={Q}, dou
Stg = pg = Z (—% + 5)0;}@ =-3 puisque f = 1 et qu’alors [1,1] = {1},

a€f1,1)

cas qui est susceptible du cas (i) ou (ii) de (3.6) selon que p # 2 ou p = 2.

(ii) D’une maniére générale, si y est un diviseur de 0 (non nul) dans la Z,-algébre Ag
d’un groupe profini commutatif G, pg est nul ou diviseur de 0 dans Z,[{G/H] pour tout
H € Qg et en outre py est diviseur de 0 (non nul) pour tout H assez petit : en effet, soit
A€ Ag, A # 0, telle que Ay = 0 ; cette relation implique Agpug = 0 pour tout H € Qg,
d’ot le fait que Ay soit nul ou diviseur de 0 dans Z,[{G/H] ; mais comme X # 0, il existe
Hy € Q¢ tel que Ay, # 0, auquel cas pour tout H C Hyon a Ay # 0.

4.— Propriétés eulériennes des distributions Stg.

Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant ou non p.

(4.1) Définition. Soient K et L des sous-corps quelconques de Q(S) tels que K C L ;
soient Gk = Gal(K/Q), GL = Gal(L/Q) et posons Ax = Agy,, AL = Ag, . Il existe une
application naturelle

Resp it Ap — Ay

qui s’obtient & partir de la projection canonique G — G, par Z,-linéarité, de Z,[G ]
dans Z,[G k], puis par continuité (cf. (I1.3.2)). Soit A’ la sous-algebre de Ap = Ag,
formée des distributions % pour lesquelles Resy, r(6) est non nul et non diviseur de 0 dans
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A pour tout sous-corps F' de L de degré fini (cf. (11.6.3.4)) ; alors Resy, i se prolonge
canoniquement a A’L, quel que soit I{ C L, par la formule

v

ResL,K(-(-S—)

_ RCSL’K(V)'
RCSL’K((S)

(4.1.1) Notations. Pour tout sous-corps I{ de L et tout p € A’L, on pose Resy, k(p) = px ;
lorsque K est un corps de la forme @Q(V'), on pose pg(vy = pv pour simplifier. Ceci est
cohérent avec la notation Sty introduite en (3.6) et qui peut également se lire Stg(y).

(4.1.2) Remarque. Lorsque I, L, ' C L, sont des extensions finies de @, on a AIL =
Ap = Q,[GL] d’apres (I11.6.3) (de méme pour K'), et Resy  coincide avec I’application
canonique Q,[G 1] = Q,[G k).

(4.2) Définition. Soit L un sous-corps de Q(S). On pose
StL = ReSQ(U),L(StU) = StU,L s

ou U est le sous-ensemble minimum de S tel que L C Q(U) (définition primitive de la
distribution de Stickelberger de L (cf. (3.3.1)).

On se propose essentiellement de calculer Sty -, pour K C L C Q(S).

Désignons par U (resp.V') le sous-ensemble minimum de S tel que L C Q(U) (resp.
K C Q(V)) (ce sont les ensembles de nombres premiers ramifiés dans L (resp. K)).

On a donc :

Strx = Stur,x = Stuv (cf.(4.1.1.)).
On est donc ramené au calcul de Sty v.

(4.3) Proposition. On a Sty y = Stv H (1- az‘l,).
teU-v

Par induction, il suffit de faire le calcul lorsque U =V U {¢}, £ ¢ V.
(4.3.1) Lemme. Si f € N, alors f{ € Ny, et on a

-1
Pas0.@(n = Pan(l —orgp)

a 1
On apgiseu) = <—ﬁ§ + 5) o)
a€ (1,14

Pour tout a € [1, f{], posons a = Af +b,0 < A < ¢, 1 <b< f;lorsque a parcourt [1, f/],
A et b parcourent respectivement [0,£], [1, f] ; on a (a,U) =1 si et seulement si :

(i) (5, V) =1,

(i1) A\f + b % 0 mod £.
Pour b fixé satisfaisant a (i), la condition (ii) élimine une valeur de A et une seule, que ’on
peut noter Ay et qui est telle que :
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(iil) Apf + b = €ny (on a alors ny € [1, f]).

Il vient : 1
raun@n= Y. O ( 5) %hR(f)

be[1,f)’ A€[0,¢]

- > ( bj;(jrb*%) AT

be(t, f)’

D’aprés les calculs effectués dans la preuve de (3.3), la 1™ somme vaut PQ(f) ; la seconde

s’écrit :
nb 1 -1 .
. (—7 + §>ab,Q(f) ;
bell, f)

or, lorsque b parcourt [1, f], Pentier n, parcourt le méme mtervalle etona(bV)=1siet
seulement si (n, V) = 1, auquel cas ny parcourt ici [1, f] . La relation (iii) conduit &

0b,Q(f) = Ttny Q(F) = T6,Q(f)%nu,Q(f) >

d’ou la seconde sommation

Z (—£+l)a‘1 ol = o1
7 9)%an%aw T PANTLQ)
a€[t,f)’

d’oui le lemme puis le résultat suivant :

(4.3.2) Corollaire. Pour tout f € NI‘, et pour tout f € NIU, U=V uU{f}, f multiple de
f,ona
racsy e = PNl = o.gcn) -
Q(f).Q(f) QN £,Q(f)

Ceci étant, pour passer a la limite projective, on doit considérer I/Q(f ) 5Q(f NPQ(f' )
pour 7 € Gy tel que 67 soit non nul et non diviseur de 0 dans Ay ; il vient alors

vauam = famnrau e = %amramn(l = oigp)
= vl —90q(n) -
On obtient alors dans les algébres de mesures :
Vi = vi(1—o7h)
puis, au niveau distributions :
Styy = Sty(l1—ogy

d’ot la proposition (4.3) par induction.
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On en déduit alors le calcul suivant déja évoqué :

Sty k = StuL k= Stu,vk

= Stv.i H (1—‘75‘1/)1(

teU~v
soit
(4.4) Sty = Sti H (-0 k)
teU-v

(4.5) Lemme. Si le corps K est réel distinct de @, alors St = 0. On a Stg = —%.

Le cas de Stg étant clair (cf. (3.6.2)), on suppose K réel, K # Q ; par conséquent
K CQ(V)avecV # D et Q(V) est un corps totalement imaginaire. On a donc K C Q(V)t,
le sous-corps réel maximal de Q(V') et il suffit de calculer Sty g(yy+. Par analogie avec la

preuve de (4.3), il suffit de calculer pQ(f),Q(f)+’ fe N'V, (on a donc f # 1).

Or on a pgy) = Z (——% + —;—) ,Q(f) ; dans la restriction & Q(f)*, o, g5+ =
o€t f]’
Of_a,Q(f)* PUISQUE Of o q(f) = 0—1.Q(f)0a,Q(f) €t que 0_; g(p)+ est I'identité ; comme
f — a = a n’a jamais lieu et que lapplication a — f — a réalise une bijection de [1, f] sur
[0, f[ qui est égal & [1, f]' des que f # 1, on obtient :

a 1 a 1 -1
2pQ(n.@nNt = D ('} NIRRT 5) %0, QUf)*
aE[l,f]l
= 0.

D’ou le fait que Sty g(v)+ = 0, et le résultat.
En conclusion, on peut écrire le résultat final suivant :

(4.6) Théoreme. Soient K, L, K C L, des sous-corps imaginaires de @ ; on suppose que
I’ensemble des nombres premiers ramifiés dans L/Q est fini. Alors on a, par restriction de
AL é, AI&’ (Cf. (4.1)) .

StL,[\’ = St[( H(l - O'Z;{) 9

14

ou ¢ parcourt I’ensemble des nombres premiers qui sont ramifiés dans L/Q mais non dans
K/Q.

(4.7) Remarques. (i) Si I{ est réel et L imaginaire, on a Sty x = 0 comme on le
vérifie facilement en reconsidérant (4.5) pour en déduire que St;, 1+ = 0 pour tout corps
imaginaire L.

(ii) Supposons que p € S et considérons par exemple U = S — {p} ; d’apres (3.6), Sts
est dans AIS — As tandis que Sty € As (resp. %AS si p=2); on a donc
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Stsy = Stu(l - Jp—’(l]) € As (resp.%Ag). Ceci est néanmoins cohérent pour les raisons
suivantes : Ecrivons Stg = %é—, T € Gal(Q(S)/Q(U)) ~ Gal(Q({p})/Q), de telle sorte que
N7 = ((1 4 q) ott o(¢) = ¢(q) ; par restriction il vient 6], = 1 — N7 € Z, et de facon
précise 1 — N7 € Z; (resp. 2Z3), ce qui donne bien le résultat attendu.

(iii) Au sujet des facteurs eulériens Epy = 1 — Ue V, VCU,leU-V,sipeV
(auquel cas ¢ # p), 'involution de Mellin m que Pon ufilisera au chapitre V, §2 permet
d’écrire

m(Eev) =1 —E"lagy

qui est de la forme 67 avec T = g, et donc non nul et non diviseur de 0 dans Ay puisque

(r) = (6) # 1.
Sip¢ V,le p-Sylow de Gy est fini et sa mesure de Haar ay # 0 vérifie Eyay = 0, ce qui
fait que E; v est dans ce cas diviseur de 0 (les restrictions E¢ r sont nulles si et seulement

si F est contenu dans le corps de décomposition de £ dans Q(V')/Q).

(4.8) Proposition. Soit S un ensemble fini non vide de nombres premiers et posons
Sts = '—g—f~ (cf. (3.6)) ; alors il existe 1/§+ € Ag, définie modulo (14+0_; 5)As, telle que v =
(1—0_1.5)v5t. On pose alors St& = Z qui est donc définie modulo (1+0_, s)(6T) 1A

Ecrivons par exemple vg = (1/;) F, ou F parcourt ['ensemble des corps Q(f), f € NIS
(ensemble cofinal & Fs) ; on a donc vy = 0 d’aprés (4.7) ; or on vérifie facilement

que, dans Z,[GF], une telle relation équivaut & lexistence de vit € Z,[GFp] telle que

vh = (1 -0y F)I/F+. Considérons alors une famille de relévements 1/;?", € Z,,[G sl s
par compacité, on peut en extraire une suite convergente dans Ag dont la limite VS est
solution (non unique évidemment).

(4.9) Remarque. Cette propriété de parité est en particulier a 'origine du fait qu’il
n’existe pas de fonctions L, pour des caracteres impairs. Il serait intéressant de définir

T+

Stt = fg?;— de fagon intrinseque, auquel cas on pourrait espérer créer de nouvelles fonctions
L,. Dans cette direction, on a le résultat suivant lorsque p € S :

(4.10) Proposition. Posons, pour tout ¢ € Z, (¢, S) = 1, ¢ # £1, RS = r¢ + 15<

(cf.(3.6),(iii)) ; alors on a

(1—co plpr=(1—-0o_1F) > Rio.p
a€[1,4)

ou [17 ‘2f'], = {a € [1’ 'Qf']a (a’f) = 1}'
Les calculs conduisant & cette expression seront effectués en détail plus loin (cf.

(V.1.3), (iv)).

5.— Caracteéres abéliens — Nombres de Bernoulli.

(5.1) Définitions. (i) Considérons G, le groupe de Galois de I'extension abélienne max-
imale de @ dans C,, et soit tor(X ges ), noté tor(X®), le groupe des caracteres d’ordre fini
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de G®. Si y € tor(X ), Kery fixe une extension cyclique de @ notée K,. On appelle
alors conducteur de x le conducteur f, de K, ; si le corps I{, est réel (resp. imaginaire)
on dit que x est pair (resp. impair) et ceci se caractérise par la condition x(o_;) =1
(resp. -1).

(ii) Soit f un multiple de fy; le caractére x est toujours un caractére de Gal(Q(f)/Q),
donc de (Z/fZ)* ; Vapplication (notée encore x par abus) :

x:Z—C,

définie par x(a) = x(va,g(s)) st (a,f) = 1, x(a) = 0 sinon, s’appelle le caractére de
Dirichlet modulo f déduit du caractéere abélien x. Si f = f,, le caractére x est dit
primitif. On vérifie facilement que le conducteur f, d’un caractére de Dirichlet modulo
f est le plus petit diviseur m de f tel que x(a) = 1 pour tout a modulo f, (a, f) = 1,
tel que @ = 1 modm (i.e. on cherche le plus petit corps cyclotomique Q(m) tel que
Gal(Q(f)/Q(m)) C Kery).

Lorsque nous parlerons de caractére de Dirichlet, sans autre précision, il s’agira tou-
jours de caractéres primitifs. Si nécessaire, nous noterons X, le caractére primitif associé
au caractere x.

(ii1) On appelle fonction L de Dirichlet du caractére (de Dirichlet) x, la fonction de

variable complexe :

L(x,s) = Z Xf:), Re'(s) > 1.

n>1

Pour le caractére unité modulo 1 (noté xo), on obtient la fonction (g(s) de Riemann qui
admet en s = 1 un pdle simple de résidu 1.

(5.2) Fonctions ( partielles. Soit f un entier > 1, et soit x un caractere de Dirichlet
modulo f ; on peut écrire

L) =Y xy(lz): 5 xf;z)

n>1 n>1
(n,f)=1

1

= > x9) =
ce(Z/fu)* n>1
néc

= Z X(C) Cf(cvs)a

c€(Z/ fT)*

(5.2.1) (flc,s8) = Z %’f >1,ce(Z/fI)",

n>1

n€e

est appelée la fonction ( partielle de @ pour la classe ¢ modulo f.
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On a en particulier (g(s) = (1(Z, s) et on voit qu’il suffit de donner les propriétés de
ces fonctions pour reconstituer celles des fonctions L de Dirichlet (notamment en ce qui

concerne les questions de prolongement analytique).
On rappelle (cf. [L]) que L(x,s) admet le développement eulérien infini suivant :

(5.2.2) L(x,s)=]] (1 - %ﬁﬁ)— , Re'(s) > 1,

p€EP

ou P est I’ensemble des nombres premiers ; il en résulte la formule importante suivante
reliant L(x, s), ou x est un caractére de Dirichlet modulo f, & L(x , s), ol1 x est le caractére
primitif déduit de y :

(5.2.3) Lix.9)= [] (1—%(39) CL(x, 3),
TRTEN

formule qui reste valable pour les prolongements analytiques correspondants sur C.

(5.3) Définitions. (i) On appelle nombres de Bernoulli généralisés B,(x), n > 0, x car-
actére de Dirichlet modulo f, les nombres définis par le développement suivant dans C,|[t]] :

Y Mt S Bk

ae[l,f] n>0

(i1) On définit également les polynomes de Bernoulli B, (X) au moyen de l'identité

dans Q(X][[4] :
=2 B

n>0

On a en particulier, en posant 2?:; =F(t,X):

> —é(fa—t)é—e-l—=% Z x(a)F<ft,%>,

aE[l,f]' ae[laf]

soit :

(5.3.1) Remarque. Nous donnons, pour les nombres de Bernoulli, une définition différente

de celles de [L], [B-S], [W], qui tient compte des définitions relatives aux distributions de

Stickelberger et qui permet d’éviter une aberration pourtant classique lorsque x est le

caractére unité modulo 1 : en effet, pour y = yo et f =1,ona[1,f] =[1,1] = {1} et
t

Xo(1) = 1 ; la sommation (5.3) sur a € [1, f] devient donc —— qui est Yn>0 Bn tn! =
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n . . .
> w0 Br(xo)%; (au sens des nombres de Bernoulli ordinaires comme au sens des nombres
de Bernoulli généralisés).
On a en particulier :

1 1
(5.3.2) Bo(x0) =Bo=1; Bi(xo) =B = 5 By(x0) =B; = 5
On a alors facilement :
(5.3.3) B.(X)= Z (—=1)* (?) B;X"™™*, pour tout n > 0,
1=0

N ny n! .
ou ; = m N
en particulier,

g 'd 1 ' 2 ]‘

(5.3.4) BO(A):LBl(‘X):X—?Bg(A):X —X+-é-

Pour 1’étude des propriétés des nombres et polynomes de Bernoulli, qui découlent de
la définition, se reporter & [L], [B-S], [W] (et tenir compte de (5.3.2)); signalons seulement
que le lien que nous avons évoqué ci-dessus avec les distributions St est donné (avant la
théorie des fonctions L p-adiques) par le résultat suivant :

(5.4) Proposition. Pour tout y € tor(X ), on a :

(x,Sti,)=-Bi(x™") = Z x " (a) (——;— + %) )

a€l1,f]

On notera que en remplacant y par y ! et en modifiant le signe on pourrait définir
les nombres de Bernoulli d’une fagon plus cohérente encore.
Le point de départ de la théorie des fonctions L p-adiques de @ est le résultat classique

suivant d’analyse complexe :

(5.5) Théoréme. Pour tout f > 1 et pour tout ¢ € (Z/fZ)*, (s(c,s) admet un prolonge-
ment analytique dans C (avec un péle en s = 1 si f = 1) pour lequel

1
(fle,1—n)=—-= f""'B, (%) , pour tout n > 1,
n

ot a € [1, f] représente c.

(5.5.1) Remarque. On a donc (g(c,0) = -4+ 1,a€ll, f] représentant c ; en particulier,
1

on a (g(0) = ¢1(Z,0) = —B4(1) = —5 comme attendu.
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(5.5.2) Corollaire. Pour tout caractere de Dirichlet x modulo f, on a

, 1
L(x,1—-n)= - B.(x), pour tout n > 1.

Pour la démonstration de (5.5), on se reportera & la nouvelle démonstration de Stark
[St] qui en un sens minimise la partie analyse complexe pour mettre en évidence les aspects

qui nous sont utiles ici.
En particulier, la relation (5.2.3) conduit & la relation analogue pour les nombres de

Bernoulli généralisés :

(5.5.3) B.x)= [] (1-?’1(7{)1) Ba(x ), n > 1.

e f el fx



CHAPITRE V
Fonctions L p-adiques de @

L’idée de la construction de fonctions L p-adiques, due & Kubota et Leopoldt [K-
L], est, comme on fait d’'une maniere générale pour “p-adifier” des fonctions classiques,
d’interpoler au mieux les valeurs algébriques remarquables de la fonction étudiée : ces
valeurs prises dans @ sont donc dans C, puisqu’on a convenu de prendre la cloture
algébrique de @ dans C, et sont donc canoniquement des nombres p-adiques. Ici ces
valeurs sont les valeurs prises aux entiers négatifs ; d’apres (IV. 5.5.2), ce sont essentielle-
ment des nombres de Bernoulli généralisés. Comme les entiers négatifs constituent un
sous-ensemble dense de Z,, il suffit de voir si la restriction de L(x, s) & ces entiers est con-
tinue p-adiquement, ou en tout cas si ceci est vrai quitte a effectuer une modification ad’hoc
pour y arriver. En fait on parvient directement & une telle interpolation en constatant que
des intégrales de caractéres continus convenables des distributions de Stickelberger Sts (.S
contenant p ) sont directement liées aux valeurs L(x,1 — n), n > 1, et fournissent donc
automatiquement les fonctions L, cherchées.

Nous ne pouvons citer toutes les références concernant la construction des fonctions
L p-adiques de @ ; on se reportera pour cela & [B], [Iw], [Ko], [L], [W].

1.— Définition de L,(x,s).

Soit x € tor(X2%) un caractere d’ordre fini de G®* vu comme caractére de Dirichlet
modulo m multiple de f, ; on désigne par S¢ I’ensemble des diviseurs premiers de m
distincts de p et on pose :

(1.1) S =S U {p}.

On considére les caractéres w et () relatifs & p, définis en (IV.2.3) ; on rappelle que
w est de conducteur ¢ et que ( ) est un caractére continu d’ordre infini (comme caractére
de @, on peut dire, par abus de langage, que son ordre et son conducteur sont p>). Les
caractéres x, w, { ) et N = w( ) sont done des caractéres de Q(S).

(1.2) Définition. Soit Stg la distribution de Stickelberger associée & S (cf. (IV.3.6)),
de dénominateur §” = 1 — N7.77! non nul et non diviseur de 0 dans Ag (ce qui d’apres
(IV.3.6.1) équivaut & prendre 7 € G s tel que () # 1) ; alors on pose :

Ly(x,8) = (wx™" ()*, Sts),

pour tout s € Z, pour lequel (wx™* ()%, 67) # 0, soit 1 — x(7)(r)*~* # 0. Si l'on choisit
7 € Gg tel que o(x(7)) = o(x) et () # 1, alors cette condition est réalisée tout le temps
sauf pour s =1 s1 x = Xo.

(1.2.1) Remarque. Soit K, le sous-corps de Q(S) fixe par H = Kery et soit 7 € Gg
dont la restriction & K, engendre Gal(K,/Q) ; on a alors o(x(7)) = o(x) = [K : Q]
Comme (H) # {1} (sinon cela voudrait dire que Qo C I,) , il suffit de choisir 7 modulo
H convenablement pour avoir la seconde condition (1) # 1.
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(1.3) Conséquences. (i) Comme ( ) est & valeurs dans 1 + gZ,, il est clair que ( )°® est
un caractére continu pour tout s € Z,. On a donc dans (1.2) I'intégrale d’un caractére

continu par rapport & une distribution Stg = %E—, et donc on a :

(1.3.1) Ly(x,8) = (1 = x(r)(r)' =) (wx7H ) vE)

pour tout s € Z,,, s # 1 si x = xo (sous réserve du choix (1.2.1)).

(ii) D’apres (IV.4.8), et compte-tenu du fait que ( ) est un caractére pair et w un
caractére impair, on a Ly(x,s) = 0, pour tout s € Z,, dés que x est impair. On suppose
donc désormais y pair.

(iii) Comme d’aprés (IV.4.8) il existe une distribution St¥, de numérateur défini
modulo (14 0_y,5)As et de dénominateur 67, telle que

Sts = (1 — U_lys)Stg: ,

on peut considérer que la fonction Ly(x, s) n’est pas “primitive” pour la place & I'infini, et
que la bonne fonction & considérer (notamment dans le cas p = 2) est la fonction

(132) 5 Lo s) = (wx71()7, St)

(intégrale qui ne dépend pas du choix de St dés que x est pair).
(iv) Prenons 7 de la forme o, (¢, S) = 1, de telle sorte que, sauf dans le cas x = xo et
s=1,onait 1 — x(7){r)*7* =1 — x(c){c)!™* # 0 (ceci est possible en vertu de (IV.1.3.2)

r

(i)). Fixons ensuite St} = 335,—, vit € As (définie modulo (1 + o—;,5)As), et posons pour
simplifier :

vgt =vi, 8=
Soit alors v} la composante de v$ sur Z,[GF], F € Fs (cf. (IV.3.1)) de conducteur f :
on rappelle (cf. (IV.3.6)) que 'on a

. 1-c¢
vp=6ppr= ) Rio_p, oW R=r{+—
a€(L, ]’
ou r = %([%] sc—a), [%]y étant l'unique représentant entier modulo f de ¢ dans

Iintervalle [1, f].
Onarf_, = % ([%ﬁ]f c—(f—a)) ; mais comme [I;_“]f =—2mod fet f>1,on

a[%‘f]f =f—[4petrs,= %(fc—[%]f ¢~ f+a)=c—1—r¢; par conséquent, on a
(1.3.3) R$_, = —R; pour tout a € 1, f].

D’ou facilement :

(1.3.4) = Y Rio p=(01-0_1r) >, RiolL,

a€(1,f]’ a€l1,£]’
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et on en déduit que la composante v 7 de i/S vérifie la congruence :

(1.3.5) vE= ) R0} mod (1+0_1,r)L,[GF].
a€[1,£)

On notera qu’il n’y a pas nécessairement égalité ; cependant pour le calcul des
intégrales d’un caractére pair, on peut remplacer tout prolongement de v} p dans Z,[G5s]
par n’importe quel prolongement du second membre de (1.3.5).

En utilisant (I1.5.3.1), on en déduit que (pour s # 1 si x = x¢) l'on a, selon la forme
utilisée :

1

Ly(x;8) = (1 = x(e)(e)' ™)~ lim, (wx()", ve),

FENG
1 -8\~ : - 3
§Lp(x,8)=(1—><(0)(0)1 )~ }l_rf}) (wx™1)%, v,
fEN

ol vp et v} € Z,[Gs] sont des prolongements arbitraires de vp et v} dans Z,[Gg] ;
notera que f — 0 p-adiquement, f € NS, traduit la condition Gal(Q(S)/F) — {1} du
passage & la limite sur F' € Fg (cf. (IV.3.1)).
Il reste & préciser vy et v}’ sachant (cf. (1.3.4), (1.3.5)) que vp = Z Rgo, et
a€l1,f)’
vi = Z Rgaa—’}, mod (1 + o-1,7)Z,[GF] ; il est naturel de prolonger vr en
a€f1,§]’

(1.3.6) vp= Y. R

agl1,f]’

qui n est plus un élément de (1 — 0_1)Z,[Gs] (en effet, pour a € (1, ;5]’, on a

R;_, af .= —Réo_107l07!, otu=1—a"1f); on est donc amené & considérer :

(1.3.7) v = Z Réo]?

a€l1, 4y
et donc
vp =1 —o_1)vi" € (1 -0-1)Z,[Gs) .

On obtient ainsi 2 prolongements distincts de vp.

En ce qui concerne v}, on a d’apres (1.3.5) :

V; = Z RZO‘;’}; +(1+0_1,r)ap, ar € Z,[GF]
aG[l,‘%]l
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qui admet un prolongement de la forme

v = Z Réo7 + (14 0_1)ap,
a€fl, ]

!
pour ay prolongeant ar. On a donc :

(1.3.8) v = = Z Rio;! mod (14 0-1)Z,[Gs).
a€ll, ]

Finalement on utilisera les 2 expressions suivantes :
Ly(x;8) = lim (1= x(e){e)' ™) wx ()", vp)
1.3.9 s c
(139) = (L= x@) M m Y Rew x(e)e)
a€(t,f]’
Ly(x ) = lim (1~ x(){e) ™) " Hwx TH)®, vA)

= (1= x(e){e)' ™)~ " lim Y. Riw'x(a)(a)~*

a€(l, ]

DN

(1.3.10)

(1.3.11) Remarque Dans toutes ces expressions, on peut toujours supposer que F =
Q(f), f €N, f — 0 (p-adiquement).

On a le résultat fondamental suivant, justifiant a posteriori les définitions précédentes :

(1.4) Théoréme. Pour tout caractére x € tor(X®®) et pour tout n > 1, on a (ol les
caractéres écrits sont primitifs) :

Ly(xs1=n) = —(1- xw“"(p)p"’l)w.

On en déduit Pexpression suivante qui exprime de quelle fagon (autre que I’égalité
Ly(x,1—n) = L(x,1 — n)) la fonction L, interpole continuement les valeurs aux entiers

négatifs de L(y, s) :
(1.4.1) Corollaire. On a en particulier (cf. (IV.5.5, 5.5.2)) :

Ly(x,1=n) = (1= xw™"(p)p" HL(xw ™ 1=n),n > 1
(1.4.2) Remarques. (i) Dans (1.4) et (1.4.1), les caractéres x, xw™™ sont vus comme

caracteres primitifs ; en particulier, si x est de conducteur f,, et si yw™ # x (i.e. n #0
mod ¢(q)), alors xyw™" a pour conducteur :

qfx st fy #0 mod p,
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fx st fy =0 mod p,

sauf dans le cas particulier ou x = w™p, ¢ de conducteur f, étranger & p, auquel cas
Xxw™™ = 9 est de conducteur fy, = ¢~ fy. Cependant dans tous les cas, la formule de (1.4)

peut s’écrire de fagon imprimitive :

(1.4) Ly(o1-n) =220 o

n

3

en considérant yw™" comme caractére de Dirichlet modulo f, ol f = f, ou ¢f, selon que
p divise f, ou non, et méme plus généralement modulo f € N’S en vertu de (IV.5.5.3).

(ii) Si x est un caractére de Dirichlet modulo f non nécessairement primitif, alors
Pexpression (IV.4.6) montre que l’on a :

LP(Xv P(X 3) H ( X(E) ) )a

ot y désigne le caractére primitif déduit de x, le produit portant sur les premiers ¢, £
p, Y|f et £ [ fy. Ceci est cohérent avec les différentes propriétés eulériennes puisque pour
s=1-n,n>1l,onal-— 5%—)- (172 =1 — yw™™(£) 7L

(iii) On peut considérer que lorsque f, = f est étranger a p, L,(x,s) n’est pas vrai-
ment une fonction L, primitive ; en particulier, lorsque yw™!(p) = 1 (i.e. p totalement
décomposé dans K, -1), on a, d’apres (1.4.1),

Ly(x,0) = (1= xw™(p)) L(xw™',0)=0

par annulation du facteur eulérien ; ce zéro particulier s’appelle le zéro trivial de L,(x,s)
et on a pu démontrer qu’il était simple (cf. [F-G]). Ces inconvénients d’imprimitivité des
fonctions L, viennent du fait que ’on est obligé d’utiliser le plus petit groupe G's sur lequel
les caracteres utilisés soient définis ; or les caractéres w et { ) supposent que p € S.

(iv) Légalité Ly(x,1 —n) = L(x,1 —n) n’a lieu que sur les entiers négatifs 1 — n tels
que n = 0 mod p(q) et I’écriture est primitive uniquement si f, = 0 mod p.

démonstration de (1.4).

Considérons
Ag= ~F @ ix(a) (@)™
(1.4.3) el
o 1 1—3
= _'}-_ Z X(Cl)((l) )
a€[1, )’

et calculons une valeur approchée de

BS = (1- x(e)(0)' ™) Ay, (e, f) = 1, () #1.



Chapitre V V-6
1l vient :

Bi= 3 (=300 + 500K (bo);

belt, ]’

posons comme d’habitude bc = rSf +a, a € [1, f]l, et écrivons
(@tref)' ™ =(a)' (L +a7lrif) ™%
d’aprés le lemme (1.4.6) prouvé plus loin, on a
(14a7750)' ™ = 14 (1= $)a™ rif mod - s(1-5)72
Il vient alors

Bi= ) (a)'°x(a) (—% + % +(1-s)a7lr)

a€[L, f}
=(1-s5) > (a)'*a"'rix(a)
agf1,f]’
=(1-3s) [z:ﬂ, wx(a){a)~*rt mod -;— s(1—s)f;
a€ll,

comme d’aprés (1.4.7) (voir également plus loin) on a

on déduit que B} a méme limite, lorsque f — 0, f € N’S, que

(1-s) ). w'x(a)(a)™°RE,

a€lt, f
puisque RS = »(X,$), on obtient
(pour s # 1) :
1-s\—1 1 c
Lp(x8) = 75 (1= x(e){e) ™)™ lim B;
1 o ey c
=15 jlrl_l;n Ay, par définition de BY,
d’ol, d’apres (1.4.3) :
_ -1 1-s
(1.4.4) L) =75 lim — ), x(@(@' ™ s #1



Chapitre V V-7

Ayant obtenu cette expression, nous donnons en (1.5) une estimation précise de

Papproximation
1 1 1-s
L) - 7= (-7 % x(@)(a)'~*)
a€|l,

traduite par la limite ci-dessus.

Remarque. On constate & ce niveau que l'intégrale (wx~'( )*, Sts) définissant L,(x,s)
ne saurait étre une limite de la forme suivante, pour le prolongement évident p'F de pp

dans Q[Gg] :
. —1/ys '\ _ 1 —a l -1 —3
lim (wx™'()", o) = lim Z,(  +3)% 7 x(@)(a)
a€ll,f]
z}i_r_% =L [2:] x(a){a)*~* d'apres (1.4.7)
a€[1,f]'

(qui est donc (1 —s)L,(x,s) au lien de L,(x,s), en vertu de (1.4.4)) ; ceci proviendrait du
raisonnement faux suivant sur 1’utilisation des distributions : on a

Ly(x:8) = (wx () 6) 7 wx ()% vs)
= (@x7H() 87" Tim (wx ()", vp)

f=0 (wx71()°6)
= )lti_r% (wx™1()e, V—;-) (ce qui est exact)

= lim (wx ™YY )s,p,F) (ce qui est faux)

qui est dii tout simplement au fait que 5pIF est non seulement distinct de VIF mais n’est pas
un prolongement de vp : il en differe d’'un élément de I'idéal d’augmentation de Q,[G g]
(et non de Z,[Gs]) dont les dénominateurs proviennent des -jl?

Revenons & (1.4.4) ; pour s =1 —n, n > 1, on obtient

1. 1 .
Lol=—m==lm = > xa)a)
a€[1,f]'
1 . 1 —-n n
=-= ]lcl_r_ff) 7 Z, xw~ "(a)a”.
a€l1,f]

On a par ailleurs, pour tout f € NIS (cf. (IV.5.3), (ii)) :

Bxw™ =7 Y xe (@) "Ba(3)

a€(1,f)’
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avec

f”Bn(%) = fn,z:; (1)} (7) Bi(;_)n—i
= Zn: (-1’ (?) Bia™ifi

=0

en écrivant que

Buw™) = tm 3 Y w@) Y (-0 () B,

!
fEN

on voit que cette limite est celle de

Z xw ™ "(a)(a —f§ a" 1),

a€[1 I

et donc celle de

-}1; Z xw "(a)a”™

a€[L,f)
en utilisant & nouveau (1.4.7). D’ou le théoréme (1.4).

Démontrons maintenant les lemmes que nous avons utilisés, sous la forme optimale qui
nous sera nécessaire ultérieurement ; pour cela nous avons besoin de la définition suivante :

(1.4.5) Définition. Soit O, 'anneau des entiers de C, et soit M, son idéal maximal ;
on définit la Op-algebre A des fonctions ¢ : Z, — O, qui admettent un développement en
“série d’Iwasawa” de la forme

g(s) = Z a;s', a; € Op etlima;=0.

i>0

On vérifie facilement les points suivants (outre le fait qu’il s’agit bien d’une O,-
algebre) :

(i) le développement est unique ;

(ii) pour tout u € Oy, v € O, g est développable en série unique de la forme

g9(s) = Z ali(us +v), a; €O, etlim a;- =0;
)
i>0

(ili) on a A* = Op + M, A ;
(iv) les éléments de A sont des fonctions continues indéfiniment dérivables ;
(v) pour tout a étranger a p, (a)® € A.
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(1.4.6) Lemme. Soit f un multiple de g, soit u € Z,, ; alors on a, pour s € Z,,
1
A+uf)! =1+ -s)uf- 5 s(1 — s)u’f? mod 2s(1 — s)(1 4 s)f2A

Ecrivons le développement convergent

(1+uf)'™ =14+ (1= )uf + (1= s)(~s)u??

+Z (1—3)(1—3—1)...(1—3——(n—1))unfn

!
i
n>3

=1+(1-s)u f——-s(l s)u’ f?

nfn -2

+25(1 = s)(1+3)f* Y (1-5—-3)...(1—s—(n—1))

n>3

On a v(n!) = l;—_—'i(l—"), otta(n) =Y ;5 ai,sin=23 ., a;p' est I'criture en base p de n ;
par conséquent, pour un calcul modulo 2s(1 — s)(1 + 5)f2A, il suffit de négliger les termes
d’indices n > 3 tels que (selon que p # 2 ou p = 2) :

—0 (")

(n=2)(f) - =222 20 (resp. > 1) ;

il suffit que n soit tel que

n—oa(n)

n—2—
p—1

Pour p# 2 il vient n(p—2) —2(p—1)+o(n) > 0, et pour n > 3, on a n(p —2) — 2(p —
1)+ o(n) > p—4+ o(n) > 0 puisque o(n) > 1. Pour p = 2, il vient n — 5+ o(n) > 0 ;
pourn = 3,onao(3)=2etn—5+0(n)=0; pour n > 4, 'inégalité est toujours vérifiée
puisque a(n) > 1.

D’ot1 le lemme puisque pour tout n >3, (1—s—3)...(1—-s~(n— 1))“—"2-%i est un
polynome en s a coefficients dans Z, et que *2&;; — 0 sin — oo.
(1.4.7) Lemme. Soit % un caractére continu de G's, S contenant p, et soit f € N tendant
p-adiquement vers 0 ; alors on a

11m Z P(o,) =0.

a€l1,f]’



Chapitre V V-10

Si ¥ = xo, la somme ci-dessus est égale & ¢(f), ol ¢ est 'indicateur d’Euler ; d'ou le

résultat dans ce cas.
Supposons ¥ # xo €t soit e entier étranger & S tel que ¥(o.) # 1 (ceci est possible en
vertu de (IV.1.3.2), (i), compte-tenu de la continuité de 1) ; on a alors

(1=d(oe)) Y, $loa)= Y, w(os) —%(ow),

a€lt,f’ belt, 5]’

et en posant ab=a+rtf, a € [1, f]’, Pexpression ci-dessus devient

Y (o)1 =t(ow), u=1+a"'rif;

a€[1,f])

. 4 . Ve hY
or si f — 0 dans Ng, on a, uniformément en u, o, — 1 et 1)(o,) — 1. D’olt le lemme.

Nous pouvons maintenant donner une premieére congruence permettant d’approcher
1 L,(x,s) (pour une approche numérique différente, voir §6) :

(1.5) Théoreme. Soit x € tor(X®®), x pair, et soit f € N'S, ou S est ’ensemble des
diviseurs premiers de pfy. On a, pour tout s € Z,, s # 1 (pour s = 1, voir (1.7)) :

(193 Lixs) = -37 Y x(@)(a)!™ +N(s) mod M(s)4,
a€[1,f)f

ol N(s) et M(s) sont ainsi définis :
(i) x # w?. Alors N(s) =0 et
(o) M(s) = s(1 —s)(1+ s)f si o(x) n’est pas une puissance de p ;
(B) M(s) = s(1—3)(1+s) }tr si o(x) =p",r > 1, o 7 est une uniformisante de
Qp(x) 5
(7) M(s) = s(1+3) £ six = xo.
(ii) x =w?;ona:
(&) N(s) = —35 fo(f)s(1—s), M(s) = s(1 = s)(1 + 5)f, pour tout p > 5 ;
(B) N(s) = —§ feo(f)s, M(s) =3 s(1+s)f sip=3;
(7) N(s) = =5 fe(f)s, M(s) =7 s(1+s)f sip=2.

démonstration

Considérons la mesure v = vt introduite en (IV.4.8), prenons 7 de la forme o, (cf.
(1.3), (iv)) et appliquons (1.3.10), pour f fixé et F = Q(f), & F'=Q(f) ffe€ le, fl
f'; il vient, en posant u. =1 — x(c){c)1~* :

1 - — s
5 L) —uz (ox (), ") =

lim e vl = )" v
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=u.! lim (wx™'()°, 1/2,',' — v} (cf.(1.3.8));
f'—0

. ’
puisque 'on a F' C F' et que I/; est une mesure, on a

(v — v r=l)r - (vE)r
= V;’,F - V; = 0,

et par conséquent, v;,',' — v}' appartient a 1'idéal d’augmentation de

Z,(Gal(Q(S)/F)| i.e. I'idéal engendré par les 1 — 0, o fixant F = Q(f) ; comme {04, h =

1+ Af, A € Z,(h,S) = 1} est dense dans Gal(Q(S)/F) et que (wx ™} )% 1 —o0}4) =

1—(1+Af)* =0 mod sfA (cf. (1.4.6)), on en déduit que (wx~1()°, 1 —0) € sfAet que

1
5 L(x,8) —uHwx ()%, vt") =0 mod ul'sfA ;
ce que nous écrirons sous la forme :
1
(1.5.1) (1- 3)5 Lo(x,s) = u' (1 — s){wx ()%, vi") moduts(1—-s)fA.
Calculons alors
W1 = s)wox 1), vE") mod uZls(1 - $)fA,
ce qui donne bien (1 — s)% Ly(x,s) selon ce module, lequel est optimal lorsque v(u,)
est minimale. On a u. = 1 — x(c){c}?™® = 1 — x(c¢) mod ¢A ; donc si o(x) n’est pas
une puissance de p et si l'on choisit ¢ tel que x(¢) soit une racine de l'unité d’ordre
égal & o(x), on a u, € A* ; si o(x) = p",r > 1, pour un choix analogue de ¢, on a

u. =7 mod m2A, ol m = 1 — x(c) est une uniformisante de Q(x), et on a ¢ =0 mod 2 ;
enfin, si x = xo0, e =1 - (c)!7* € ¢(1 — s)A* dés que (c) € 1 + ¢Z;.

Définissons
' —a 1—s _ —s ¢ !
(1.5.2) Af= Z (7 + 5 )w x(a)(a) , Bf =ucAy,
a€[1,f)
que l’on cherche a calculer modulo 2s(1 — s)fA. On a
—3 =b _ —3
Bf =(1-x(@()'™) ), & x®))
bel1, £}’ 1—s
T O D S0

bel1, f)’

— (=X Y —% x(B)(B)1~*

be(L, f)
11—

2

21 =x(@@7) Y (BB

be(1, £

+
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en écrivant comme d’habitude (be)!=* = (a)'"*(1+a"rof)1% a € [1,f], ra = 1S, et en
utilisant le développement (1.4.6), il vient :

Br=(1-5) Y x@@ e - 5 sa”ris)
_f;e[l A1
Z x(a){(@)!"*a" (1 = ¢(1 + a™rof)™*) mod 2s(1 — s)fA.
a€f1,f)’

Orl—c(1+a raf) =l—cl-salrof + 5 (14s)sa™2r2f?) =1—c+sca™lr,f —
2 (14 s)sca™?r2f? mod 2sf2.A Comme les calculs sont conduits modulo 2s(1 —s)fA et
que 5(1 - s)f? =0 mod 2s(1 — s)f, il vient

Bp=(i-5) Y x@)a) e (ra - 55a7r2)

a€(L,f)
1-—
+(1-29) 2c Z x(a){a)!~*a™?
a€l1,f)
Cf Z l —s —‘2,’,‘1
a€l1,f]’
-is(l~s)(1+s)cf2 S x(a)a)tar2

a€[1,f)

mod 2s(1 — s)f A, ce qui, en regroupant convenablement s’écrit

,c _ ) 1—c¢
(1 - 8) Z LU X (7 a + 2 )
a€ll, Fil
1 1~s —2( .2 1 -1.2
+5 s(1-9)f E%jﬂ, x(a)(@)'™*aA(=rf + era = 3 (14 3)fea™'r})

= (1—s){wx 1), vi) + % $(1 —s)fY mod 2s(1 —s)fA,

en appelant Y la seconde sommation ci-dessus.
Pour p # 2, on obtient

(1.5.3) Bf = u AT = (1—-s){wx ()% vp) mods(l—s)fA.
Supposons maintenant p = 2 et calculons ¥ modulo 44 (on a donc f =0 (4)) :

Y = ;c], x(a)(=ri+cr, —(1+ s)l;- re) mod 4A ;
a€ll,
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onar, = ot =12 +crg, — (14 ) :§ 7'a=—R?I-}-Ra%——-—--024"1 - (1+3s) ‘g =
Comme x est pair et que R, = —R, pour tout a € [1,f]l, il vient

2
-1 —
v=2 ¥ Ma-R+— —(1+s)L° !
a€f1,£]
=2 Z x(a)R, mod 44 ,
a€l1,4)

=0 mod2et R2 R, mod 2.

On a donc obtenu

(1.5.4) Bt = u A = (1—s)wx )% vp) +5(1—5)fY mod2s(1-s)fA,

on Y = Z x(a)R,.
a€l1,4)
On remarque alors que cette formule vaut pour tout p (cf. (1.5.3)).
D’apres (1.5.1), on a a faire le rapprochement avec

ug {1 = s)wx7H )% vE") modulls(l—s)fA,

oun vi" = Z R,o;'. On a (cf. (1.3.6)) :

a€l1, 4]’
(wx™1()°, I/F Z w™'x(a){a) "R
a€fl, f]
= Z (w™'x(a)(a)*Ra + 0™ x(f — a)(f = @) °Rf_a)
a€[1,4]’
= Y wTX(@R(@ +(a- £
a€1,§]’
= > wX(@)Ru(a) A+ (1 -aT1f)7);
a€[1,12~]'
=2 Y wilx(a)(e)”
a€ll, L]'
+sf Z y™*a"'R, mod 2sfA ;
a€l1, L)

d’ol, en remarquant que la seconde somme est a calculer modulo 2.4 lorsque p = 2 :
1 : 1
5 (wx' () vp)= Y wlx(a)(e) TRa + 5 sfY" modsfA,
a€f, 5]’

1
= (wx '), vE) + 5 sfY" modsfA,
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on Y'"= Z w™x(a)R,.
aE[l,é—]'

Ainsi, on obtient (cf. (1.5.1)) :
1 - —1/\s
5 (1= 9)Ly003) = u (1= s)wx ()", v")

1 ' 1
w7l (1= 8) Slox M) Vi) —ugt 5 (1= s)fY

1 ' 1
-1 c - -1
c §(UCA} —s(1=98)fY ) —u; 3 s(1—s)fY”

H
S

= % Al % (1= 8)fus (Y’ +Y") (d'apres (1.5.4))
= :21- A% mod uls(1 - 5)f A
puisque Y' +Y" = 2 x(@)14+w™(a))R, =0 mod24sip=2;
d’ou : el
(1.5.5) % (1= 8)Ly(x,8) =

% Z (-% + ! ;S) w™x(a)(a)™* mod u's(1 —s)fA.
a€(t,fl’

1

Etudions alors, modulo u;'s(1 — s)f.A, le terme résiduel

~~

(1.5.6) 1-s5) Y w'x(a)a)™*

a€ll,f])

==

ci-dessus. Pour effectuer les calculs modulo u_1s(1 — s)fA, il faut estimer la somme
ci-dessus
Z = Z wx(a)(a@)™* mod4ulsfA .
a€f1, f}'
Calculons v.Z, avec v, = 1 —w ™ x(e){e) ~* pour e étranger & f convenable, et ceci modulo
4vu;lsfA. En supposant la valuation de u. minimale, on a & étudier %’: en fonction du
choix de e.

Supposons d’abord p # 2. Si o(x) n’est pas puissance de p, ) = w™'x a la méme
propriété (sinon ¢ serait pair) ; dans ce cas 3¢ € A* pour e convenable . Si o(x) =p", r >
0, o(3) n’est pas puissance de p et on a & € L A* (resp. ﬁfl*) si x # Xxo (resp.
X = Xo)-

On a alors
veZ= Y wilx(@)a)(1-(L+a"Tr,f)7),

a€l1, f]’
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’
\ — e :
our, =r,, soit

VeZ = Z w lx(a){a)™* sa”lr, f
a€f1,fIf
=0 modsfA

ce qui résoud le cas p # 2.

Supposons maintenant p = 2. Si o(x) n’est pas d’ordre puissance de 2, ¥ = w 'y a
la méme propriété et 3= € A* pour e convenable. Si x et ) sont d’ordre puissances de 2,

il y a plusieurs cas :
(1) o(x) =27, r 2 2; alors o(¢) = ox) et on peut choisir e de telle sorte que 2= € A*;

(i) o(x) = 2 ; comme ¥ = w™x # xo (car x est pair), o(x)) = 2 et la conclusion est
analogue ;

(i) x =x0, ¥ =w l;onau.=1~—(c)'"* €4l —-3s)A* et vo =1+ (e)~° € 24*
pour e tel que w(e) = —1; d’ol 3= € '2(T1—T) A*.

En résumé, dans le cas (i) et (ii) on a

4utvesfA=4sfA,

dans le cas (iii), on a

dutvesfA = 28 fA.
1—s
On a alors :
veZ= Y w x(@)a) (1= (1+a7Irf)7)
a€1,f]’
— -1, —sr -1 l -2,12 2
=sf Z w” x(a){a) " (a o= 5 (1+s)a™"rf) mod 2sf*A,
aE[l,f]'

et par conséquent, il suffit de calculer la somme Z' ci-dessus modulo 4 (resp.2) si x # Xo
(resp. X = Xxo)-
Pour x # xo, 0n a 7
! _ 1 f I
zZ = Z x(a)r, — 0 (1+3s) Z x(a)r, mod 44 ;

a€[1, f) a€l1,f]

or Z X(a)r; = Z x(a)R; = 0 par parité de x et imparité de R, = r, + 1oe.
a€[L,f] a€(1,f]’
Pour x = xo, on a, modulo 2 :
7 = Z w_l(a)rla = Z w_l(a)RIa
a€(1,f)’ a€[1,f]
Y. R

a€(1,f)'
=0 mod 2.
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D’ou le fait que (cf.(1.5.6)) :
1 -1, -8 — -1
1 (1-—3s) Z wix(a){a)™? =0 modu_ s(1—s)fA.
a€[1,f
On a donc obtenu (cf.(1.5.5)) :
1-8) 5 Lws) = —5= 3 x@@)'™+ M ()X
( _8)2 P(X’S)__2f , xta)na + (S) (3)7
a€[1,f]
ot X(5) € Aet ot M'(s) =s(1—3s)f, s(1—s) L, %f selon la nature de o).
Si Pon fait s = —1, il vient
) 1
M (-1)X(-1) =Lp(x,—1)+§3; > x(a)(a)?
a€[1,fI'

1 -2 2,
= Lp(x,-1) + 37 E | w™ x(a)a” ;
a€ll,f]

or d’apres (1.4),

1 — —
L,(x,-1)= ~3 By(w 2y) (avec w™?y mod f)

—— 1 -2 2 f_2
Y > v x(a)(a” —af + 7) (cf.(IV.5.3 et 5.3.4)),
a€(1,f]
et 1l vient :
M _ 1 -2 f s
(-1)X(-1)= 3 w*x(a)a — D Z w™2x(a)
aE[l,f]l aE[l,f]l
— 1 -2 -2 f —9
=5 Y @ih@ate A —af—a)-5 Y 0T
a’e[l’é], ae[l,f]l
— —';—C— w 2X(a) - -‘% Z w 2X(a)
a€l1,£) a€ll,f]’

(i) Cas oul x # w?. Dans ce cas, on a

0= Y w@=2 Y w(a)

a€1,f) a€f1,£})

soit M'(—=1)X(—1) =0. D’ott X(-1)=0.

V-16
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Si I’on écrit le développement de X(s) en les puissances de 1+ s, on obtient (cf.(1.4.5)) :
X=zo+(1+s)X,X €A,

d’ou ici zg = 0 et X(s) € (1 + s)A, et le théoreme dans ce cas.
(ii) Cas ot x = w?. Dans ce cas on a

' f f
M (-1)X(-1) =3 > o1- = o1
a€[1,4) a€l1,f]

= 3 Folf) - 5 felf) = 5 fol)

On a donc X(~1) = 6]{;’2{)1) qui est aussi z¢ ; d’ol :

(@) si w? # X0, ce qui équivaut & p ¢ {2,3},ona M'(s) = s(1 —s)f et M (1) =

—-2f;
et M (1) = —

et M’(—l) = —

(,B)siwz=xgetp:3,ona,Ml(s)=s-g '3£;
(7)siw2:X0etp:2,onaM'(s)=sf I

D’on, respectivement :

o(f)  o(f)  20(f)

Tg = — y — | B ’

12 2 3

et

M (5)X(5) = 25 Fo(f)s(1— ) mod s(1 - s)(1+5)f4

= _._é. fo(f)s mod % s(1+4s)fA,

1 1
=-5 feol(f)s mod 1 s(1+s)fA,

selon que p> 5, p=3ou p=2.

Ceci achéve la démonstration du théoréme en donnant la valeur de N(s) dans le cas

particulier ol y = w?.

(1.6) Corollaire. Si x = x¢, Lp(X0,5) a un pole simple en s = 1 dont le résidu est 1 — -;-.
En effet, par (1.5), et pour f = p*, h — oo, on a

p"p—1)

1
=1—- - modph_l;
pt P

hm (s —1) Lp(xo,8) = Z f
ac1,f}'

d’on1 le résultat a la limite.

(1.7) Corollaire. En s = 1, et pour x # xo, on a la formule d’approximation suivante :

1 2f
5 Ly(x,1 2f e{;f} x(a) log a mod 2f (resp.—7r—)
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si x n’est pas (resp. est) d’ordre puissance de p.

D’apres (1.5) et pour tout s # 1, on a

1 _ 1.1 1 e N(s)
s L) =5 T 7 X xee) T+ T
a€[1,f]
_ 1 ()'7* =1 | N(s) M(s)
=T9f ef?ﬂ, o)== +75 med 7

ot ’on a pu remplacer {(a)!~* par (a)!~* — 1 puisque x # Xo-

1—-s
. _1 \ I 7’ \
Faisons tendre s vers 1 ;: on a alors a) — log a, d’ott, dans le cas général ou
’ 1—s ’ s

X #w?

1 2

g Z | x(a) log @ mod 2f (resp.—ri)
a€[1,f]

si o(x) n’est pas (resp. est) une puissance de p. Si x = w? (ce qui suppose p > 5 puisque

X # Xo), le résultat est analogue puisque dans ces cas NG) --112- fe(f)=0 mod f.

1—s

1
5 Lo 1) =

(1.8) Remarque. On se reportera au livre de Washington [W] pour Pexpression de
Leopoldt de la valeur 7 L,(x, 1) en termes de logarithmes p-adiques d’unités cyclotomiques.
Cette formule, analogue & I'expression complexe de § L(x, 1) (cf. [B-S]), ne permet cepen-
dant pas un calcul approché facile de 3 L,(x,1), car les logarithmes en question (loga-

rithmes de nombres algébriques non rationnels) s’approchent difficilement en pratique.

2.— Transformée de Mellin sur Ag.

On suppose toujours que S est un ensemble fini de nombres premiers contenant p.

(2.1) Définition. On consideére Iapplication de Gs dans Z,[Gs] C Ag qui & 0 € Gg
associe No - o071 (cf.(IV.2.3), (IV.2.4)) ; cette application (qui est continue) se prolonge
par Z,-linéarité & Z,[Gs], puis par continuité a As. Cette involution m sur la Z,-algebre
Ag s’appelle la transformée de Mellin des mesures. Comme 'image par m d’un élément
non nul et non diviseur de 0 de Ag est de méme nature, on peut prolonger m a Ag.

(2.2) Remarque. On a m(6") = m(1 — N7-77') =1 — 7. Supposons que §7 soit non nul
et non diviseur de 0 dans Ag (ce qui équivaut & () # 1), alors on sait aussi (cf. (IV.3.6.1))
que pour tout sous-corps K de @(5), 8} est non nul et non diviseur de 0 (autrement dit,
(7)1 e A'S) Par contre, 1 — 7 donne 1 — 7x par restriction, qui est nul ou diviseur de
0 dés que [K : Q] < oo (bien que 1 — 7 soit non nul et non diviseur de 0 dans Ag). On
prendra donc garde au fait que m(A’S) n’est pas contenu dans AIS.

On a le résultat suivant qui se trouve admettre une généralisation compléte au cas des
fonctions L d’un corps totalement réel k& (cf. [D-R}) :

(2.3) Théoréme. La transformée de Mellin DRg = m(Sts) de la distribution de Stickel-
berger Sts (S contenant p) est une Z,-pseudo-mesure (cf.(11.6.2)) pour laquelle

Ly(x,s) = (x{)'~", DRs) ,
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pour tout caractére de Dirichlet y modulo S et tout s € Z,, s # 1 si x = xo.

démonstration

Soit 0 € Gs ; montrer que
(1 —0)DRs € Ag équivaut & montrer que m(l — o)m(DRs) € Ag, soit que 'on a (1 —
No - 07 1)Sts € As, ce qui provient d’une propriété fondamentale des distributions de
Stickelberger : d’apres (IV.3.4), on a

(1 —NO’-U_I)pF € ZP[GF]

r

pour tout F' € .7-"3 ; par conséquent, sachant (par (IV.3.6)) que pr = 3£ (avec §7 non

nul et non diviseur de 0, ce qui n’est pas nécessairement le cas de 6° =1 - No .07}, o

parcourant G s et pouvant étre en particulier tel que (o) = 1), il vient :
(1-No-0p")6ppr =(1 —No 07" Wi € 67 2,[Gr]

soit, a la limite :
(1—No-o ' Wwiebé™As,
d'ott (1— No -0~ )% € As.
On a donc bien un élément de Ag.
La comparaison des intégrales est immédiate car pour ¢ € Gg, on a :

(x( )17, m(o)) = (x( )7, w(o)(o)o ™)
= w(o){o)x " (o)(e)" ™
= (wx7'()%, 0) .

(2.4) Proposition. Les pseudo-mesures DRg (S contenant p) vérifient les propriétés
eulériennes suivantes : Soient K, L, K C L C Q(S) ; on suppose que K contient Q({p}) ;
alors par restriction de Ay & Ay (cf.(11.6.2)),on a :

DRy = DRy I] (1-7 o) .
£

ou £ parcourt ’ensemble des nombres premiers ramifiés dans L/Q et non ramifiés dans
K/Q.

Ceci résulte de (IV.4.6), compte-tenu du fait que pour pouvoir appliquer la transfor-
mation de Mellin m, il faut que le caractére N soit défini au moins sur Gal(K/Q) et donc
que K contienne Q({p}) ; on remarque alors que L/K est non ramifiée en p et p ne figure
donc pas dans le produit ci-dessus.

(2.4.1) Remarques. (i) Puisque p € S et que S est fini on est dans le cas ou G5 est de la
forme (cf.(IV.1.7),(i1)) :

Gs=As®T, T ~Z, | As(p) |< > ;
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on peut méme utiliser une décomposition canonique en posant
As = Gal(Q(5)/Qs), T = Gal(Q(S)/Q(S0)(py)), So =5 — {p} .

(ii) Indépendamment de la transformée m, la restriction A;, — A ne peut exister
que si le “dénominateur universel” des pseudo-mesures, a savoir T = 1 — %, ol v est un
pro-générateur de I', ne donne pas 0 ou un diviseur de 0 par restriction, ce qui suppose
déja que K contienne Q..

D’apres (111.3.4) et (2.4.1),(i), on peut énoncer :

(2.5) Corollaire. Il existe une constante cs € Z, et une mesure pg € A 4,[[T]], tels que
a
DRs=cs 2> +ps

oll a4, est la mesure de Haar sur Ag (cf.(11.4.3)).

Par intégration on en déduit les faits suivants :

(2.6) Corollaire. On a, pour x primitif pair et pg = z a;T" € Aag[[T]) :
i>0
(1) Lp(x,s) = Z (x,a;)(1 — x(7)(7)}7%)" si x n’est pas un caractére de Qqo ;
i>0
.. -1 —s\i
(11) LP(Xr,S) =Cg 1_—)('“%%;1__3 + Z (XO;ai>(1 - Xr(7)<7>1 8) ’
i>0

si ¥ = xr est un caractére de Qoo (8 # 1 si xr = x0), o0 S = {p} ;

Git) es = ] (1- %)* log (v)

Les q

o (z)* désigne I'unité = p~¥(*) pour tout = € Q-

Les points (i) et (ii) résultent de (I1.5.6) appliqué a la restriction de y & Ag. Le calcul
de cs, quel que soit S contenant p, se fait en recalculant le résidu de (xo{ )'™%, DRg)
en s = 1 ; compte-tenu du fait qu’on a isolé une partie polaire de nature élémentaire, ce

résidu est donné par
. s—1 . ()17 — 1\ 1
lLIriCs|As(P)|W—CHAS(PH;I_{Q( . )
| As(p) | |
log (v)

par ailleurs (xo( )!~*, DRgs) est L,(xo,s) pour le caractére x, considéré comme caractére
modulo S et d’apres (2.4) on a donc
<£>1—3

(o) DRs) = ] (1= 4—) - (xo( '™, DRgyy) ;

tes
&#p
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d’ou
| As(p) | _ 1y
LT (12 iy -t
{#p
~TI (x- %) (cf.(V.1.6)).
€S

On sait également que | Ag | (au sens de (1.5.1)) est donné par

| 4s = e(e) J] (1))
=

Désignons par (), la p-partie positive d’un rationnel z ; alors

| As(p) = ] (€= 1), (resp. | As(2) |=2 [] (¢~1)2) ; d'ox

Les Les
z
es=]] (1—%) IT (¢-1);? "gf;”,
ees les ap

ce qui s’écrit, en remarquant que (—f;—; = (z)* et que (£ — 1), =(1— 1), pour tout £ #p:

cs=H (1—~l)*ﬁ)—€-(—7> EZ;.

q

(2.7) Remarques. (i) Ecrivons Stg sous la forme
Sts=(1-0_1)StE (cf.(IV.4.8));

alors DRs = m(Sts) = (1+0-1)DRg, en remarquant que m(o—;) = No_;-0_1 = —o_,
et que DR, définie modulo I'idéal (1—o_1)T ' Ag, est une distribution de dénominateur
m(67) = 1 — 7; on peut par exemple écrire :

T+

v
St+ = ;;_ 9 l/§+ € AS y
auquel cas
m(vZt v~ .
DR = s7) _ vs v vg € Ag, définie mod (1 —o_;)Ag.

m(67)  1-r1

(ii) On aura 1 — 7 = T si 'on prend T = 7 générateur topologique de T

Il résulte de ceci que ’on doit se poser le probléme de savoir comment la décomposition
(2.5) de DRg est compatible avec ces questions de “parité” :



Chapitre V V-22

La réponse est donnée par le résultat suivant :

(2.8) Proposition. (i) Sip#2,ona
1
DRs = cs(l+o-1)aas T+ (1+o0-1)ps ,

ol g € Ag est définie modulo (1 —o_1)As.
(ii))Sip=2,ona

DRS = Cs(l -+ U-])O(BST_l + (1 + 0'-1)#5 )

ou Bs = Gal(Q(S)/Q({2})) et ug comme en ().

(ii1) Par conséquent, on peut poser, modulo (1 —o_;)T 1Ag:
-1 -1 - 1 _
DRg = 5 csaasT77 +pg (resp. csapsT™7 + pg) .

Supposons d’abord p # 2. Comme a 4, est invariante par translation, on a
(1 + U_l)OtAs = 2w 4, d’ot

1
.DRS = 5 05(1 + 0'_1)01A5T—1 + Hs.

Par ailleurs, on a (cf.(2.7),(1)) :
DRs=(1+40_1)vgT !, v5 € As

en prenant 7 = v pour définir le dénominateur de Stg), d’ou
P

-1 1 _
Hs = (1 +0'_1)(I/5_T - ")- Cs'aAST l) .

<

Ecrivons pg = Z a;T" € Aug[[T)) et vg = Z a; T* de méme ; il vient,
i>0 i>0
dans Aa,T71 4+ Aa[[T])

1 — — i
FLS:(]'_*_U—I)(G’O _5 CSO‘As)T 1+Z (1+0—1)ai ! ’
i>1

ce qui conduit a

1
(1+0‘_1)(a0——§ csaps) =0 eta;=(14+0_1)a;,; pours>0;

d’ou existence, modulo (1 —o_1)Ag, de

fhg = Z ai_Ti-l .
i>1
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On notera que la 1°'® relation donne aj = § csaa; mod (1 — g_1)A4,, ce qui était
prévisible.

Le cas p = 2 est un peu plus subtil.

On a le résultat suivant :

(2.8.1) Lemme. On a la décomposition suivante :
AS - BS @D H—l )
ou H_; = (0_-1) (d’ordre 2) et Bs = Gal(Q(S)/Q({2})).
Montrons d’abord que la conjugaison complexe o_; s’écrit

o_1 = H hg2) y

tes

ol hgz) désigne ’élément d’ordre 2 de Hy = Gal(Q(S)/Q(S — {£})), sur la somme directe

As=@p H..

tes

Posons 0_; = H hgz)z‘, ze € {0,1}, puisque o_; est d’ordre 2 ; par restriction aux

LeS
corps K¢ = Q({¢}), on doit obtenir la conjugaison complexe sur ces corps ; or les groupes

Gal(K,/Q) ~ Z}; n’ont qu’un seul élément d’ordre 2, qui est hg,zl)(l et o_1 K, = hg’?l)é‘, d’ott
zy = 1 pour tout £.

Le lemme en résulte car on a As = @ H; = Bs @ Hj, et en écrivant le générateur
tes

hgz) = ho de H; sous la forme

on en déduit que Bs @ Hy = Bs & H_;.

(2.8.2) Corollaire. On a ag; = aps; a—_y, ot a_; = 1+ 0_; (mesure de Haar sur H_;)
et olt ag; est la mesure de Haar sur Bg.

Ceci résulte de (I1.4.6) appliqué & la décomposition du lemme.
Il vient alors, dans ce cas :
DRg = Cs(l + O'_I)OtBST_l + pus = (1 + U_l)VgT_l ,
et le raisonnement est ensuite analogue & celui du cas p # 2 :
on peut écrire ps = (1+0-1)pg, pg € As définie modulo (1 —~o_1)As.

Résumons les résultats obtenus dans ’énoncé suivant :
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(2.9) Théoréme. Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant p ; posons
(cf.(2.6),(iii)) c5 = 35 cs , & savoir

g H (1 _ _1_>*log () € Z, dans tous les cas.

Alors il existe une pseudo-mesure DRy € As de la forme
DR3 = cISaAST_l + pg (resp. c’saBsT"l +u3),

pg définie modulo (1 — 0_1)Ag, telle que (en termes de caractéres primitifs) :
(i) 3 Lp(x,8) = (x()' 7% ng), si x n’est pas caractére de Qu ;

(ii) ';' LP(X’S) = cls(l - Xr(')’)('Y)l_s)“l + (xr( )1_3, ME)’
si x = X est caractére de Qo (s # 1 sir =0).

Par la suite nous utiliserons essentiellement cette formulation qui rend compte, de
fagon la plus précise possible, de certaines subtilités et qui présentent de fagon unifiée les

casp#£2et p=2.
3.— Propriétés élémentaires de 5 L,(x,s).

Commencons par des résultats d’intégralité :

(3.1) Théoréme. Soit x € tor(X ), x pair et primitif, et soit Z,() I’anneau des valeurs
de x sur Z,. Alors pour tout s € Z, (s # 1si x = xo) on a

1
5 Ll(x:9) € L,(0)
si et seulement si y n’est pas caractére de Q. S1 x = x,, 7 > 1, alors on a
1 1 .
5 Lp(xris) € — Lp(xr)™ + Zp(X+)
2 Ty
ou 7, est une uniformisante de Z,(x,). Si X = xo, alorson a

1
Ly(x0,8) € 05 h+2,,s#1.

DN o=

démonstration
L’intégrale de x( )'~* par rapport au terme polaire de DRg est, d’aprés (2.9), non

nulle si et seulement si x = x,, 7 > 0 ; comme (x( )'7°, pg) € Zy(x), il reste & étudier la
partie polaire pour x = xr : elle est donnée par

cs _ s
L=x()M= 1=




Chapitre V V-25

ou (, est une racine de 'unité d’ordre p” = o(x») puisque ygq,, est générateur topologique
de Gal(Q./Q).

Sir#0,1-¢((y)'"*=1-(, mod g, d’ot le résultat avec 7, =1 —(,. Sir =0, on
obtient I—_Tff;m qui est de la forme ;]-(3‘1(%;, u(s) € Z,, d’apres (1.4.6).

(3.2) Remarques. (i) Désignons par v, la valuation normalisée sur @,(x) (si Q,(x) = Q,,
onavy, =v). Ona vx(-21- L,(x,s)) > 0si et seulement si x n’est pas caractére de Qo ; pour
r > 1, vy, (3 Lp(xr,s)) = —1 pour tout s € Z, ; enfin v(5 Ly(x0,$)) = —v(q) — v(1 ~ s),
pour tout s # 1.

(ii) Dans I’énoncé (3.1), on peut remplacer Z,(x) (resp. Z;) par A (resp.A*)
(cf.(1.4.5)).

On déduit de ce qui préceéde les informations correspondantes pour les nombres de
Bernoulli ; une démonstration directe (par exemple celle qui figure déja dans I’ancien livre
de Hasse [H]) est toujours tres compliquée, alors que le cadre présent des distributions
fournit immédiatement le résultat :

(3.3) Corollaire. (i) Les nombres de Bernoulli By,(x) (cf.(IV.5.3)) x pair, n > 1 impair,
ont les propriétés suivantes (cf.(1.4)’) (xw ™™ non nécessairement primitif) :

vx(% B,(xw™™)) > 0 si x n’est pas caractére de Qo,
vy, (5% Bn(xrw™")) = —1, pour tout r > 1,

V(35 Ba(w™)) = —v(g) - v(n).

(i1) En particulier, pour les nombres de Bernoulli d’indice 1 (ceux considérés déja par
Hasse pour les formules analytiques du nombre de classes relatives), on obtient :

vy(3 Bi(xw™!)) > 0 si x n'est pas caractére de Qoo

vy, (3 Bi(x,w™')) = —1 pour tout r > 1,
v(z Bi(w™)) = —v(q).

(3.4) Remarques (i) Dans I’énoncé ci-dessus, les caractéres yw ™" sont considérés comme
caractéres modulo S, ensemble formé des diviseurs premiers de f, et de p (les nombres
de Bernoulli sont donc primitifs sauf dans le cas ou le conducteur de xw™" est étranger
a p (cf.(1.4.2))) ; on a donc Bp(xw™) = (1 — (xw™) (p)p" H)Bn((xw™)'), ce qui pose
un probléme de valuation uniquement lorsque n = 1 et lorsque 1 = yw ™! est un caractére
d’ordre puissance de p et de conducteur étranger a p. Mais dans ce cas, on a (cf.(IV.4.8)
et (IV.5.4)) :

Bl(d") = _<¢'_17 StK.p) = _2<¢—1> St-]t’,p)’

ol Stx, = Sts, k, = PK,,So = S—{p}, ce qui fait que d’apres (IV.3.6), vy(3 By(¢')) >0
(¢ étant impair, puisqu’on a supposé n = 1, on a % # Xg), ce qui compléte (3.3).

(i1) Si lon veut étudier de ce point de vue les nombres de Bernoulli ordinaires B,, =
B.(x0) (xo modulo 1), il suffit d’écrire que

B, =(1-p" 1)™'B,(%0), pour tout n > 2,
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ou g est le caractére unité modulo ¢ ; on a alors

1
. — _ n—1y-—1 i
— Bu=(1-p"")"" 5= Balth)
1
_ _ n—1y-1 il n —n
= (1-p")7! o= Balw ™),
soit
1 1
(3.4.1) o Bn= —(1—=prH™! 5 Lp(w™1=n),n>2.

Sin > 2 est impair, w™ est impair et on obtient B, = 0 comme atttendu ; si n > 2 est
pair, w™ est pair et il y a 2 cas :

(a) w™ # xo (l.e. nZ 0 mod (q)) :
On a alors 3 Ly(w™,1—n) € Zy(w) = Z,, d’otr :

L B,) > vy(n) pour tout n pair >2,n #0 mod ¢(g).

(3.4.2) v (

o |

(B) w™ = xo (i.e. n =0 mod p(q)) :
On aici vp(3 Lp(xe,1 = n)) = —v(g) — vp(n) ,
ce qui conduit a

1
vp(5 Ba) = vp(n) = —v(g) ~ vp(n).
Posons alors n = mep(g), m > 1 ; il vient :

1
(3.4.3) vp(§ Boo(g)) = —v(g), pour tout m > 1.

Par exemple, considérons % B, (= 315) ; pour p = 2, on obtient '1)2(% B2)
= —2 (par (3.4.3)) ; pour p = 3, on obtient v3(2 B,_;) = v3(3 By) = —1 (par (3.4.3)),
enfin pour tout p > 3, on a w? # xo, ce qui donne v,(§ Bz) > 0 (par (3.4.2)). On a ainsi
“reconstitué” le dénominateur de % B; qui doit donc étre 12. On peut également introduire
une fonction signe ve,, dont on vérifie facilement qu’elle est définie par voo(% Bn) =
(—1)%*1, pour tout n > 2.

Ceci se généralise ainsi : si 'on considére -;- B,,n > 2 fixé, vp(% Bn) est négative
si et seulement si n = 0 mod ¢(q) ; elle vaut alors —v(g). D’ou le dénominateur des
-;- By, n > 2 pair.

Ecrivons -;- B, = gf:, (bp,dn) =1,dn > 0; alors :

d, =4 H p, n pair > 2.
p—1n

Par exemple, le dénominateur de 3 Bsg est égal &

4x3x5x7x13x19 x 37 (= 3838380),
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ce qui est confirmé par la table des nombres de Bernoulli de [W] (dans laquelle ceux-ci
sont notés By, au lieu de B,, ; ainsi Bsg est a lire pour n = 18).

Une fagon encore plus directe d’obtenir une information sur le dénominateur de -;— B,
est d’utiliser la congruence générale donnée par le théoreme (1.5) :

On a:
-;— B,=—(1-p" Y 1.n. % Ly(w",1—=n), n>2,
E+(1_p"—1)—1(2—1f- > w(a){a)" - N(1-n)) mod M(1—n),

a€f1, f]’

ou f = ¢ ; les résultats précédents d’intégralité montrent qu’il suffit d’étudier le cas ou
w” = xo (i.e. n =0 mod ¢(q)) ; on a alors M(1 —n) € Z, dans tous les cas.
Posons (a) =14 Aaq, A\ € Z, ;0on a

1 o1
b E{;y @7 = o (#0400 3 0) modz,,
a q a

or pour p = 2, n étant pair, on obtient pour tout p :

B,=(1-pr 1! (2@ — N(1- n)) mod Z,,.

1
2 2q

1 1 1
5 B, = ~3% mod Z, (resp. (1 ~2""1)~! 1 mod Z,).
Danslecassz,n:Zona%Bg (: %) -E—i mode;pourn>2,ona-%BQE
i mod Z,.
L s oy, 1 1 1 1 .
On est donc amené a considérer — B, — = + = Z — qui est donc p entier pour
2 4 2 T p
p—1|n
p>2

tous les p intervenant dans le dénominateur de -;- B, (on vérifie que le résultat vaut pour
n=1et2)(*:

(3.4.4) Théoréme (congruences de von Staudt—Clausen). On a, pour tout n pair, n > 2

1 1 1 1
=1:=B,—= Z § Z e7.
et pour n =1 5 4—}-2 €

(*) On obtient ainsi une amélioration des congruences de von Staudt—Clausen grace & une
étude plus précise en 2 ; il se trouve que la définition de By = % permet d’inclure le cas
n=1.
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On notera que 'expression ci-dessus vaut 0 pour n < 16.

Malheureusement, c’est plutét le numérateur des B,, qui a un intérét en arithmétique
(en direction du “théoréme” de Fermat par exemple) ; or ce numérateur, qui croit tres
vite, est imprévisible. On a cependant des congruences classiques qui résultent de I’étude
du module de continuité des fonctions L, :

Soient s, t € Z, ; cherchons & estimer la différence

1
Lp(X,S) - 5 LP(Xat)'

N =

Si ¥ n’est pas caractére de Qu, on a d’aprés (2.9), en posant

fs = Z ai(1—7)', a; € Ays,
i>0

Ly(x,s) =Y x(@)(1 = x(m)(M' )5

i>0

[NV

on peut supposer que (y) =1+ qu, u € Z;, d’ot

1—x(MMN'*=1=x(7) +a(l —s)u' modgpZ, (cf. (1.4.6)),u = ux(v),

ce qui conduit a :
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1 1
5 L0os) =35 L(xt) =

= > x(@) (1= x(M) +a(1 = )Y = (1= x(7) + o(1 - t)')’)

i>0
=0 mod ¢(s — t)Z,,.

Si x = xr, 7 > 1, le terme polaire intervient et on a en posant x.(v) = (, :

1 _ 1 R S ) et T o S5 0 B
L=x (V)M 1=x:()Mt Q=G0 -G

eV ge (n=1-¢,),

T

r

puisque (((7)' 7" — (7)'7%) = (r g u(t — s) mod gp.
Enfin si x = xo, 1l vient

1 1 Q(S"'t) *
i T S dl—sai-n

s —1 *
C—san

D’ou I’énoncé correspondant :

(3.5) Théoréme. Soit x primitif pair d’ordre fini ; alors si x n’est pas caractére de Q, ,on
a, pour tout s,t € Z, :

1 1
§ LP(XaS) - —2— LP(th) =0 mod Q(s - t)ZP ;

six=Xr"r=>1lona:

1 q(s — 1t
LP(XT7S) - 5 LP(X’f‘vt) =0 mod (7r2 ) ZP 3

r

1
2
s1 Y = Xo,Ona:

¢(1 = s)(1 —t)(% L,(Xo,s) — % Ly(xo0st) = 0 mod (s — t)Z, .
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(3.6) Remarques. (i) La théorie des genres analytique (cf. [G1],[G2]) permet d’améliorer
les divisibilités et congruences précédentes, au moins pour certains types de caractéres (cf.
par exemple [Pi]). Cette théorie repose sur le théoréme de structure concernant les mesures
eulériennes.

(i1) Appliquons ceci par exemple aux nombres de Bernoulli ordinaires (les autres cas
se traitant de facon analogue) ; la relation (cf. (3.4.1)) :

_1ioq 1
5;; B, = _(1 ___pn l) ! 5 Lp(wn,]-_n)a n 2 2a
ne peut étre utilisée, pour comparer 2 tels nombres By, B,,, que pour m = n mod ¢(q)
(afin d’avoir la méme fonction L,). Dans ce cas on a

ety Ba me1y Bm 1 " 1 .
(l—p 1)%——(1—]9 1)72-;;1—=§L,,(w ,1—m)——-2—Lp(w,1—n).

Distinguons plusieurs cas (toujours avec m =n mod ¢(q)) :
a) m, n > 2, pairs, non nuls modulo ¢(¢).
On est dans le 1° cas du théoreme, soit :

B, m_1\ Bm
(3.6.1) (1-p" 1) -é—?;-—(l—-p 1) 5 =0 mod ¢(m — n)Z,.

Comme d’apreés (3.4.2) % et —2%% sont p-entiers, on en déduit que pour p # 2 (le cas

p = 2 n’ayant pas lieu) on a :

(3.6.2) Bn = Bm mod pZ, (m=n modp—-1,m,n>2 mn#0 modp—1).
2n  2m
Ces congruences s’appellent les congruences de Kummer et leur preuve directe n’est
pas immédiate (voir une telle preuve dans [B-S]). On remarque que si, de plus, n =
m mod p* (i.e. n =m mod p*(p — 1)) la congruence (3.6.1) s’améliore d’autant.
Par exemple on a %ﬂ = %1 mod 7 (on utilise [W] pour le vérifier, en faisant attention
au fait que les signes n’y sont pas indiqués) : ici, il faut calculer modulo 7 :

1 5 1 63
== ——=0 d7.
30x7 " 6x10 43033 ¢
B)n=m=0 mod p(q).
Il vient alors, en utilisant le 3°™¢ cas du théoréme :
/ n— B, m— B
(3.6.1) g(1—p"m == —q(1-p™ n —= =

Pl 4

1 1
= qmn(§ Ly(x0,1—m)— 3 Ly(x0,1- n)) =0 mod(m —n);
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autrement dit, dans ce cas on a seulement une relation d’intégralité en p (sauf si en plus

m =n mod p”, h > 1). D’aprés (3.4.3), on a v(2 B,) = —v(q), donc ¢ %’L et g %m sont

p-entiers et on peut alors écrire en particulier :

’ Bn m
(3.6.2) gm— —gqn B

2ecZ,.
2 2€”

Par exemple, pour p =3, n =2, m = §, on a (par (3.6.1)1) :
B
48(1-3) == —12(1-3") %‘- =0 mod 6Z; ,

soit
—48By — 6Bg =0 mod 3

soit
16B2 + 238 € Z3 N
orBZ:%,Bgz—%et 16B2+238='15—3€Z3 .

(3.7) Remarque. Les principes précédents se généralisent dans de nombreuses directions
et devraient permettre de retrouver, d’'une maniére unifiée, les nombreuses congruences
connues et les nouvelles établies par Urbanowicz dans [U1], [U2], [U3] ; donnons-en un
simple exemple qui indique parfaitement la méthode a suivre :

Fixons, pour r > 2, r valeurs distinctes s1,...,5, € Z, et considérons une expression
de la forme

L,’D(Xasj)a Cy € Cp 3

| =

(3.7.1) A=) ¢
j=1

en supposant pour simplifier y non caracteére de Q.
D’apres (2.9), (i), si pg = Z a;T' € Ag,[[T)), T=1—1, on a pour s € Z,:
i>0

Ly(x,8) = > x(a)(1 = x(")(M)' )5

i>0

(SR

posons 1 — (y)17* = ¢(s) ; il vient alors :

Ly(x,s) = Y x(a:)(1 = x(7v) + x(v)a(s))’

i>0

=3 x(a)d = x())' + Y aigls),

i>0 i>1

SR
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ot1 la 1% série, notée aq, est convergente puisque (1 — x(7))! — 0, et ou les a; sont dans
Z,(x) et indépendants de s. Dol :

(3.7.2) % Ly(x,s) =Y aiq(s)}, ai € Ly(x), q(s) =1— (y)' ™.

i>0

On a donc
T

A:Z Q; Z c; q(s;)

i>0
et une facon universelle d’avoir des congruences est d’imposer les & conditions :

T

Z ¢ q(s;) =0, i=0,...., k=1,

i=1

avec k maximum ; on aura alors

=0 mod (Z c;q( 3])k+') o

soit au moins, si les ¢; sont entiers :

A=0 mod ¢*
Si Z ¢i(1—(7)'"%)=0,i=0,...,k — 1, ceci est équivalent &
i=1

r

(3.7.3) > (') =0,i=0,...,k-1.

i=1

Si k > r, le systeme homogeéne ci-dessus n’admet que la solution nulle ; pour k = r —1,
on peut fixer ¢, = —1 par exemple et on obtient explicitement les valeurs des ¢; et la
congruence suivante dans Z,(x) :

r r

(39) > o5 Lylos) =0 mod (3 eialsr) ™) s

j:l j:l

on remarque aussi (cf.(3.7.3)) que le probléme est invariant par translation du r-uple
(81,--.,8;) par une constante de Z,,, c’est-a-dire que I'on a, pour tout ¢t € Z,

T r
1 r—141
Z ¢ 5 Ly(x,s; +t) =0 mod (Z cjq(s; +) 1t )i>0

j:l 1=1
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(3.8.1) Exemples. (i) Pour » = 2, on obtient la condition ¢; + ¢ = 0 qui correspond au
cas de I'étude du module de continuité del L,(x,s) (cf.(3.5)).

(ii) Pour r = 3, on obtient, pour ¢3 = —1:
{ c1+ec=1
ci(y)' T ()T = ()7,

ce qui conduit &

1—sy __ 1—3s3
61:<’y> <’Y> ’ Cg=1—61, C3:—1.

)= = )

On peut toujours supposer que (y) = 1+ ¢, et on est amené & utiliser (1.4.6) pour le
calcul des c;.
Prenons alors le triplet (0,—1,1) de valeurs de s ; on a
2+4¢q -1

_ er =
1+q¢ 2 1+4¢

,C3=—1.

On a alors, pour z > 0 :

3
Y eig(si)* T =ei(—g)" T + ea(—2¢ — ¢*)F +e3 x 0
i=1

— 1 (-0 - o PR D+ 9 (=0)

_ 4 (““-’) (—)(1 = (24 g+

qui, pour 7 = 0, donne
—4*(2+9)

et un multiple pour tout z > 1. Le module de la congruence est donc :
p? sip#2, 32 sip=2

On obtient donc :

2+¢ 1 1 1 1 9

L 70 T, 5 ’ --L ; 71 =0 2 ;

17¢3 »(X,0) = T4q 3 Ly(x,=1) = 5 Ly(x, 1) =0 (¢°(2 +¢))

comme p % Ly(x,-1)—p % L,(x,0) = 0 mod p? pour p # 2 (cf. (3.5)), on obtient
finalement :

(3.8.2) Théoréme. Soit y un caractére pair d’ordre fini, non caractére de Qq.. Alors on
a les congruences suivantes :

1 1 )
2 x 3 L,(x,0)— = Lp(x, 1) - 3 Ly(x,1) =0 mod pZsi p # 2,
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6 x %— Lo(x,0) — % La(x,-1)—5x -;— Li(x,1) =0 mod 32.
On peut déduire de cette congruence une congruence reliant les différents invariants
arithmétiques associés aux corps K et K -1,, au moins dans le cas p = 2 et x quadratique
impair :
Soit Q(V/d), d > 0, le corps K, supposé distinct de Q(+/2), soient h(d), e(d), D le
nombre de classes, I'unité fondamentale, le discriminant de Q(\/E), soit k2(d) le nombre
d’éléments du K de Panneau des entiers de @(1/d), et enfin soit h(—d) le nombre de classes

de Q(v/—d) ; alors :

(3.8.3) Corollaire. On a la congruence :

2x(2) -1
4w(d)

ka(d) — 5(2 — x(2))h(d) 22D = g (39) |

3(1 — w ™ x(2))h(~d) - =

ol w(d) =1 sauf si d =5 pour lequel on a w(5) = 5.

Ceci permet d’estimer k2(d) modulo 128 en fonction de h(—d), h(d), e(d).
Si par exemple 2 est décomposé dans Q(v/—d) (i.e. w™1x(2) = 1), on obtient :

log e(d)

2x(2) -1 _
“aw(d) kao(d) = 5(x(2) —2) h(d) D (32) .

(8.9) Cas des caractéres d’ordre puissance de p. Soit x pair tel que o(x) = p” ; on peut
supposer x non caractére de Qo en vertu de (3.1). Soient S = {¢, £ premier ,Z | f,} U {p}
et So =5- {p}

Pour o € Gs,ona x{ )7 *(0) = xo{ )} "*(¢) mod (7), ol 7 est une uniformisante de
Z,(x) ; par Z,-linéarité et par densité, on en déduit que (x{ )' 7%, p) = (xo()*~°, 1) mod
(7) pour tout 4 € Ag. Comme

Ly(x,8) = (x{)'7° u3)

N

oul'on a pos¢ DRy = cIS a T 4+ pg, a=aa, (resp. apy), pg € Aag[[T]] (cf. (2.9)), il
vient :

LP(Xv'S) = (xo )1—8’ HE) mod (7) ;

N —

on a alors (xo( )'7%, p3) = (xo{)' ™, s g.,) et

= [[ 0 -¢"ouq.) -DRg, —cs|Bs(p) | Tg:
LES,

(3.9.1)

(cf.(2.4) appliquée & K = Q({p}) avant restriction & Qo).
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On aura § Ly(x,s) € Zp(x)* si et seulement si (xo{ )'™*, pg) € Zp(x)*, condition qui
ne dépend pas du choix de s (on pourra par exemple travailler avec s = 0) :

(i) Cas p # 2. On obtient :
(o) 150 = T (1=w7(0) -5 Lpxo,0) —¢s [[ €~1p- (1= (a7
LeSy LeSy

On a Sy # 0 en raison des hypotheses faites, et comme tout £ # p ramifié dans K, /Q
est =1 mod p, le 1°F terme est nul ; comme (1 — (y))™! € -Il; Z;,0ona

(39.2) ol 1 w5y e~ [ (-1, 7.
£E€S)

(i1) Cas p = 2. On a de méme Sy # (), mais on n’a pas nécessairement la condition
w(€) =1 (par exemple si x est le caractére quadratique de conducteur 21). On a :

1 -
B La(x,0) = (xo( ), 5 q,,) mod(7);
or, comme dans le cas (i), on a :

sq. = DRsq., - csaq.Tq.

= [I 0 —¢oiq. )DRg. —cs|Bs(2) | (1-7a.)7";
£ESy

et
— ! —1 -
DR, = cpyTlq. + 140 -

En choisissant par exemple v tel que (y) = 5, il vient :

oy 11 (1_w-1(e))+% ¢s T (€=1), mod(x),

LeS, LESy

RN

(xo( ), h5g.,) =~

. 0 / ~1ys log (v
ol c{p}ng‘i—(ﬁet cS:‘]Il (1—¢71) —-——4<—> (cf.(2.9)),
€50

ce qui conduit a

(o) 5020 =+ P (] - = IT (1-w(0) mod (x).
€€ Sg €Sy
. S(ii |(SO)| >2 ona [[(1-0Y)=][1-w#®)=0 mod8et (xof), bsg.) =
Si |So|' =l,onal—¢1—(1-w())=()"' -1 mod8.
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Si ,So, = 2, o1 a
1= =67 -1 - (0)1 - w™(£))

=0T (0) = 47 w7 () — 6 = (0T (G T (G) ~ 67)
=0T (0)(1 = (6) T +w T ()1 = (£2)TT) — w T (1b2)(1 — (1€2) )
=1 ()7 1= (6)7 = (1= (Lls)™)
= ()7 = D({L)7 = 1)
=0 mod 8 ;
d’ott  (xo{ ) #5 g, ) =0mod (7)saufsi|So[=1oulona:

(393 (ol ), H5q.) € (O™ = 123 i So = {4}

En tenant compte de (3.9.2) et (3.9.3) on obtient le résultat suivant :

(3.9.4) Théoreéme. Soit x un caractére pair d’ordre puissance de p ; alors £ Ly(x,s) €
Z,(x)* (condition qui ne dépend pas de s € Z,) si et seulement si le conducteur de x est

de la forme p".¢, £ premier tel que vy(£ — 1) =1 (resp. vo((€) — 1) = 2).

(3.9.5) Remarque. Ce résultat a été énoncé pour la premiere fois dans [R] ; la générali-

sation de ce type de résultat constitue la théorie analytique des genres dont les principaux

résultats sont donnés dans [G1] et [G2].

(3.10) Invariants d’Iwasawa analytiques. Soit x € tor(X ), x pair. Pour tout r > 0,
on considere les caractéres yx, ou X, est un caractére d’ordre p” de Q,, et les nombres

3 Lp(xxr,9).
En utilisant (2.9) pour S = {¢, ¢ premier ,¢| f,} U {p}, on peut écrire :

DR3 = Z ailT',a; € Apg, T=1~17,
i>—1

ol a_y = c’Soz As (resp. clsa Bs) ; décomposons alors le caractére x sous la forme y =
I/JX’TO ou X’To est un caractére de Q. et ou @ est un caractere de As (i.e. un car-
actére du corps (SO)Q(Pq) So = S —{p}) ; alors on a {xxr, Xr caractére de Qu} =

{xr, xr caractére de Quo} et il revient au méme d’étudier les = Lp(xr,s) :

'@era Z 1,/)((1 1"Xr(7)( ) )

1>—1

l\Dlr—-l

Dés que 7 > 1, 1 — x(7){(7)}™* = 7,(s) est de valuation 1 dans Z,(x,), indépendamment
de s. Ecrivons alors, dans Z,(¥), ¥(a;) = whiug, b > 0, u; € Z,(¥)*, ol w est une
uniformisante de Z,(¢) ; on a

L,(Yxr,s)= Z @ ug (s

1
2 i>—1
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Soient alors :
(3101) Hyp = Min{h,‘, ? 2 1} et )\¢ = Mln{l Z ——1, h,‘ = uw} 5

ona py € Net Ay € [=1,00[. Il est clair que si I'on considere la valuation v, = vy,, sur
Z,(¢xr), on a, pour tout r assez grand :

1 — 7
(3.10.2) vr(-2— Ly(¥xr:s)) = pgp™ ™ + Ay,

ou p™ est la p-partie de o(%)).
Un résultat important de la théorie des fonctions L p-adiques de @ est le suivant :
(3.10.3) Théoréme (Ferrero-Washington, cf. [W]). On a gy = 0 pour tout .

(3.10.4) Définition. L’invariant Ay s’appelle I'invariant d’Iwasawa analytique pour % ; on
a par définition Ay = Ayy, pour tout caractere x, de Q.

(3.10.5) Remarques. (i) Les formules analytiques du nombre de classes des corps abéliens
imaginaires permettent alors de démontrer facilement, pour tout corps abélien imaginaire
F, la formule d’Iwasawa, & savoir que la p-partie du nombre de classes relatives de F'Q,
est de la forme p* "*t¥" | pour tout n assez grand, ou A" € Net v~ € Z.

(i1) On a A, = —1 pour tout caractére x, de Qo (cf. (3.1)) (i.e. Ay, = —1),etona
Ay € N dans tous les autres cas.

(3.10.6) Exercice. Montrer que si ’on écrit 1 sous la forme v = 1), avec (o(1hg),p) =1,
o(tpp)=p",r>0,0na:

Ao =Ago + Y PO (Ulfy, €#p, $o(€) =1),
£

ot p™9) = ((Qq—l)p (on pourra remarquer que, si I'on écrit 3 L,(v,s) = ($()17°, pu3)

(cf. (2.9)), ot pg = Z a;T" € A4, [[T]], alors on a, pour h assez grand et n convenable :
i>0

(Pxnpn{ ) 7% 15)" = (oxa( )%, p3) mod pZy(¥Xntn)

le résultat provenant de I'utilisation convenable de (2.4)).
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4.— Terme polaire des distributions de Stickelberger.

Ayant identifié la décomposition de la pseudo-mesure DR (cf. (2.9)) sous la forme

DRg =cg aas T™' 4 us (resp. e apsT™' +u5), p€ S,

on peut utiliser la transformée de Mellin pour décrire Sts = m(DRs), ou plutét St =
m(DRg) qui s’écrit
St§ = cgm(aas)m(T) ™ +m(ps)

(resp. cgm(aps )m(T) ™" + m(u3)) -

SiT=1-—7m(T)=1-Ny-v!'=8"=1~(y)y"! (non nul et non diviseur de 0 dans
As).

Examinons m(a4,) (resp. m(ap;)) ; si 0 € Ag, m(o) = w(o)o~? puisque As =
Ker(()):
(4.1) (i)casp#2 Ona

As=@D He, ot He = Gal(Q(S)/Q(S — {£})) sil+p,
(4.1.1) tes

Hy, = Gal(Q(5)/Qe0 QS —{P})) ;

d’olt a4, = H ag, et m(asg) = H m(am,).
es Les
Pour ¢ # p, Hy C Ker w et par conséquent m(ay,) = ag, (involution ¢ — ¢! invariant
les mesures de Haar comme on le vérifie facilement sur les formules (11.4.3)) ; si £ = p, H,
est cyclique d’ordre p — 1, auquel cas ay, = p—}_—f Z 7 (cf. (I1.4.4)), d’our :
TEH,

1

1 1 »
(412) m(aHp) = I—)'_—l Z W(T)T = pTl Z w (T)T .
TEH, TEH,

Finalement, si ’on pose, par analogie avec le cas p =2 :
(4.1.3) Bs = Gal(Q(S5)/Q({r})) ,

il vient A¢ = Bs® H,, Bs = Dees—{p} H,, d’ou

1 -
(4.1.4) m(aag) = agg —— Z w ()T .
p— 1 TEH,
(4.2) (i1) cas p = 2. Le raisonnement est le méme pour les m(ay, ), £ # 2, donc ici on

a directement

(4.2.1) m(aps) = aps ,
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ot 'on a comme en (4.1.3) :

(4.2.2) Bs = Gal(Q(S)/Q({2})) .

Finalement, on peut énoncer :

(4.3) Théoréme. Soit éy = 67 le dénominateur de la distribution de Stickelberger Stgs, S
contenant p, formé & partir de 7 = 4 générateur topologique de I' = Gal(Q(S)/Q(S —
{p})Q(Pq)). Alors il existe une mesure pf € Aa,[[60]] telle que

, 1 _ _ .
St§ =cs aps (Z w l(h)h)501+u§ sip#2,
heH,

StgzclsaBs 6 +ut sip=2.

(4.4) Remarques. (i) On voit que la méthode impose un 6y particulier, ce qui est normal
car pour que les séries Z x(a;)x(87)" convergent, il est nécessaire que x(67) =
i>0

1 — x(7){(7)'7* ne soit pas inversible, donc que o(x(7)) soit une puissance de p pour tout
X, donc que o( 1) = p*°.

(ii) Le terme polaire de Stjg' est canonique bien que St}' soit définie modulo
(1 + U-])As(so_l.

(iil) On rappelle que I'unité p-adique cig (cf. (2.9)) dépend du choix de 7.

(iv) D’apreés (IV.4.1), on a le droit de restreindre les distributions St&, par exemple
de Q(S) & Q(Sy), So = S—{p}, car alors 1 — (y)y~! donne 1 —(y) # 0. On a en particulier
(cf. (IV.4.6)) :

St;so =(1- a;SO)Stgo mod (1 + 0_1,50)50—’}90A50 .

(v) On remarque que dans toute restriction de Q(S) a L telle que L ne contienne

pas Q(Fq), le terme polaire de St¢ donne 0 pour p # 2 (car Z w™Y(A)hy = 0 dans
heH,

ce cas). Ce phénomene est cohérent avec ’étude des §§, 5,6 suivants ol 'on va pouvoir

exhiber directement les corps L pour lesquels les distributions St;, sont des Z,-mesures ;

le comportement particulier de 2 provenant du terme % Z o' des éléments de Stick-

a€lt, f)'
elberger.

5.— Critére d’intégralité des éléments de Stickelberger.

Soit F' un corps abélien imaginaire de conducteur f, et soit .S ’ensemble des nombres
premiers ramifiés dans F/Q.

a 1 . . .
On a pp = Z (—— -+ 3)0;}, € Z[GF] si et seulement si pp est f-entier pour tout

a€[1,f /
£€ Setpour £ =2si2¢S. Pour étudier la ¢-intégralité de pp pour £ € S, on considére

Sts pour le nombre premier p = £ et on rappelle qu’alors Stgr = pp.
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Il est commode d’introduire une valuation notée encore v, :
vp: Q[GF] — ZU {0},

ainsi définie : si p = Z a,0 est écriture de p € Q[G ] sur la base canonique, on pose
ceGp

vy(p) = Min(v,(ar)) .

Comme pp est somme d’un terme polaire (obtenu comme élément de Q[GF] par
restriction de celui de Stg) et d’un élément de Z,[GF], vp(pF) est égale a la valuation du
terme polaire de pp lorsque celle-ci est < 0, sinon on a seulement v,(pr) > 0. Le terme
polaire de pr est alors (cf. (2.8) et (4.3)) :

(5.1) aBg F Z w—l(h)hptso_’};‘ (& une unité p — adique pres) ,
heH,

ol g =1— (y)y™! et ou (v) € 1+ ¢Z;.
Posons fBr = Z w™(h)hF et introduisons le sous-corps Fy = F N Q({p}) de F

heH,
pour lequel on pose G% = Gal(F/Fy). On doit donc calculer la quantité :

(5.2) Vo = vp(as,p BF 65 F)
qui est telle que

(5.2.1) vp(pr) =V, si V, <0,v,(pr) > 0 sinon .

(5.2.2) Remarque. La valuation v, n’est pas additive (il suffit par exemple de considérer
o d’ordre n et de remarquer que (1 —o)(1 +0 +---+ 0" ') = 0). Cependant, si a« € Q,
B € Q[GF], on a vy(af) = vp(a) + vp(B).

On remarque que apg p est une mesure invariante par translation dans Z,[Gr] : en
effet, si o € G%, on peut relever op en 0 € Bg et il vient apg r op = (apyo)F = ap;, r;
elle est donc de la forme

— 0
@Bg . F =Cfp OFp ,

ot &%, est la mesure de Haar sur G% et ot ¢y € Z, est donné par

| Bs(p) | _ 1 |
[G%(p) |~ (F: Fol)y (eﬂm | Help) [

or | He(p) |= (£ —1), pour tout £ # 2 et si { =2 € S — {p}, on a encore
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| Halp) |= (£~ 1), ; ot

1
(53) CFp = m gesI_I{p} (E — 1)p .

On a donc V,, = vp(cr a% Br 60‘}) dans Q[GF).
Posons :

—(p"-1)
F ’

Op =1+ (vp -+ (N 7y
ol p" = o(yr). Comme 6o 0p =1 — ('y)”r € qp" Z}, bo,F et Op sont non nuls et non
diviseurs de 0, et on a (cf. (5.2.2)) :
(5.4) Vp = vp(Cp a(}; Br 91:‘) — (T + 1+ v,,(z)) .
Soit  un systéme exact de représentants de Gy modulo G% ; alors tout n € Z,[GF]
s’écrit de fagon unique :
77:2 aaYTUT,UEQ,TGG%,aa’TEZP,

et on a

T

a%nzz ay - O’O(%ZZ A, 0a%,ou Aazz Ggr €4, .
a

o,T
On observe alors que v,(a% 1) = Min(v,(4,)).

Pour calculer A,, il revient au méme de restreindre 5 & Fy car np, = E Qo r OF, =

o,T
Z (Z aa,,-)apo. En appliquant ceci a n = cp BF 8F, il vient :
[ T
p" 1
NFy, = CF ﬂFo epov ou ﬁFo = Z w—l(h)hFo’ eFo = Z (7)17;0] .
heH, 7=0

Or (F, = 0 dés que Pimage de H, dans GF, n’est pas d’ordre ¢(q) (i.e. FoQoo g Q({p})) ;
il y a donc, pour p = 2, le cas particulier ou Fp est I'un des sous-corps imaginaires cycliques
ne contenant pas /—1 ), pour p # 2 la condition étant équivalente & Q( P”) C Fy.

Commencons par le cas ol Q(Pq) CFy:

Comme o(yp,) = p™ > 1, et que 7F, fixe Q(Pq)’ on peut décomposer Gal(Fy/Q) sous
la forme : o

Gal(Fo/Q)=H, 0T,

on H, ~ Gal(Q(Pq)/Q), T = Gal(Fo/Q(Pq)), | T |= p™ ; on a alors Br, € Z,[H,],
8r, € Z,[T], auquel cas l'interprétation de cr Br,0F, dans Z,[T)[H,] permet d’en déduire

facilement que
Vo =vp(cr Or) — (r+1+4v,(2)) .
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Posons j = Ap™ + k, 0 <k <p™, 0 < A< p™~ " ; alors
br = 3 P gt = X (0 3 ) Rt e D)
Ak k A
Posons (y)?"° =14 gp™ug, up € Z3 ; il vient :
pTTTO—1

r—rg
ApT0 (1 + qProuO)P -1 T—ro F* .
Yo Trore—T €7 7

A=0

d’ott
Vo =vp(er p77°) = (r + 1+ v,(2))

= uplcr) - (ro + 1+ 0,(2)
= v,,( H (€~ 1),,) — vp([F : Folgp™) (cf.(5.3.3));
tes—{p}

comme (| H, || T |)p = gp™ ™, on en déduit que
vp([F : Folgp™) = vp(p[F : Q])

et donc que
V=u( T €-D)-v0lF:a).
tes~{p}

Dans le cas particulier évoqué relativement & p =2, on a
nr, = cr Br, Or,

avec
2" -1

ﬁFo =1- hFoa 9F0 = Z (7>] 7;0] .
i=0
Posons pour simplifier v5, = 7 ; on a alors, en posant [Fy : @] = 27 (qui est aussi égal &

ro—1 2.7
Pordre de vF,), hg, = 72", et, comme dans le cas général,

2" -1

9Fo = Z (7)1 T_j

j=0

Y (X ).

k=0

Par conséquent, les coefficients de 8F, 6F,, sur la base canonique de Z3[GF,], sont donnés

par :
2TT0 1 2770~

) S SN 0 A ) b SO ) bk

A=0 A=0
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270 2T T0

k ro=1\ (¥ —1
= ()R — el
()" -1
4.27
ro—1 *
€ 4.2 m 2
=2+ 73,

Dans ce cas, on a (compte-tenu du fait que [Fy : Q) = 2[F N Qu : Q)) :

V2:’U2< H (f—l))—UQ([FIFo])+T+1—(T+1+1)
teS—{2}

oo ] (€=1)+ulFnQu: Q) - ulF: Q).
LeS—{2}

Il reste & examiner la 2-intégralité lorsque 2 ¢ S. Dans ce cas, on a pp =

a 1 . . . . -
Z (—— + -—)U;}? qui est non 2-entier si et seulement si -% z ora}p n’est pas

f 2

a€l1,f)’ a€(1,f]’
2-entier, soit si et seulement si [Q(S) : F] est impair ; comme 2 ¢ S, on a :

w((Q(S): F) = va(IT €= 1)) - allF Q)

Les

Posons alors (lorsque p = 2 € S, on retrouve (5.5)) :

H (£ — 1)) —va(2[F: Q) € {-1,0} ;

tesS

(5.6) Vs = vz(

on a donc [Q(S) : F| impair si et seulement si V3 = —1.
D’ot1 I’énoncé final (dont on trouvera une généralisation dans [G5]) :

(5.7) Théoreme. Soit F' un corps abélien imaginaire, soit S l’ensemble des nombres

. . 1y
premiers ramifiés dans F/Q, et soit pp = Z (——% + 5) aa’}?.
a€[1,f)
Alors on a les résultats suivants :

(i) Sip ¢ SU {2}, vp(pr) 2 0.

(ii) Sip € S et si F ne contient pas Je» on & vp(pr) > 0, sauf dans le cas particulier ot
p = 2, F contient un sous-corps imaginaire de Q(,.lzoo) mais ne contient pas v/—1, auquel
cas si ’on pose :

ngv2< I1 (2_1)) —0([F: FNQ)),

teS—{2}

on a vo(pr) = Vo si Vo <0, va(pr) 2> 0 sinon.
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(iii) Si p € S et si F' contient P> soit

Vp=vp( [T ©-1)-u6lF:Q);
eeS—{p}

si Vp, < 0, alors vp(pr) = V), sinon vy(pr) > 0.
(iv) Enfin si p=2 ¢ S, soit

V=, (EHS (€-1) —0a2lF : Q)
€

si Vo <0 (ie. Vo = —1), alors va(pr) = —1, sinon va(pr) > 0.

(5.8) Corollaire. On a pp € Z[GF]| si et seulement si les 2 conditions suivantes sont
réalisées :
(i) pour tout p € S pour lequel F' contient g on a:

o TI €-1)-u6ir:e) =0

teS—{p}

(ii) si 2 € S et si F contient un sous-corps imaginaire de Q( ono) ne contenant pas

V=1, alors on a :
vz( T «- 1)) ~v([F: FN Qo)) > 0;
eesS—{2)

(i1i)si 2¢ S,on a:

Vy = vg(H (¢ — 1)) —v(2[F: Q) >0.

leS

(5.9) Remarque. (i) On sait que l'on a pp = (1 — 0_1 p)pk, ot

1 . P ,
ph= Z (—2 + )aa_,},. Par conséquent, il n’est pas difficile de vérifier que v,(p}) =

2
a€lL, )’
vp(pF) pour tout p.
(ii) Dans le cas particulier F = @ (o2t pp = —3), on a donc S = @ et seul le cas
p=2¢S est & considérer, et dans ce cas on a bien comme attendu V, = —v4(2) = —1.

(iil) Ainsi, en pratique, les éléments de Stickelberger pr sont le plus souvent entiers ;
ceci va permettre une approche différente de la théorie des fonctions L p-adiques (pour
certains caractéres seulement) en écrivant ces fonctions comme intégrales par rapport a

des Z,-mesures.
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6.— Mesures de Stickelberger.

L’étude précédente montre que pour certains corps on va pouvoir définir directement
des Z,-mesures pour I’étude de certaines fonctions L,.

Soit K un corps abélien imaginaire tel que Ko, = KQs ne contienne pas J¢ ; pour
un tel corps, considérons les corps K,, = KQ,, ou §, est le sous-corps de degré p™, n > 0,
de Q. ; alors :

(6.1) Pk, € Zy[Gr,), pour tout n >0 .

Soit toujours Sy l'ensemble des nombres premiers distincts de p ramifiés dans K/Q et
soit S = So U {p} ; comme Sts x, = px, pour tout n > 1 (pour n =0, si Ko = K est de
conducteur étranger & p, on obtient Stg x = (1 — U;}")PK), on constate que

(6'1'1) StS,I(oo € AKOO = li‘{n Zp[GK,,] .

(6.2) Définition. Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant p. On désigne
alors par M(S) une extension imaginaire maximale de Q, contenue dans Q(S), ayant la
propriété suivante : M(S) contient la Zp,-extension cyclotomique Q. sans contenir le
groupe ig-
On désigne alors par St 15y = Sts a(s) les mesures mises en évidence en (6.1.1) et qui sont
telles que Stp(s) x = px pour tout K C M(S), K € .7,:’5, f e N'S. On désigne enfin par
St}tI(S) une mesure définie modulo (14-0_; a(s)) Am(s), telle que (14+0_1 p(s)) St+M(S) =
StM(S)-
(6.3) Remarques. (i) Le choix maximal des M (S) est une simple commodité pour la
classification de ces mesures et assure que tout sous-corps imaginaire de @(.S) contenant
Qoo sans contenir g est contenu dans un tel M(S).
(i1) Posons Sg = S — {p} ; alors les corps M(S) sont ainsi caractérisés :

() Si Sg =0 et si p=2 ou si p est un nombre premier de Fermat (i.e. si ¢(q) est
puissance de 2), alors il n’existe pas de corps M(S).

(B) Si Sp =0 et sip# 2 est tel que p— 1 n’est pas une puissance de 2, alors les
M(S) sont les sous-corps M, d’indice premier £ de Q({p}), pour tout £ impair divisant

p—1.
(v) Si So # 0, les M(S) sont les corps Q(So)M, pour tout diviseur premier £ de

¢(q) (y compris 2).
(iii) On a Sty (s) = Vs, m(s) 6;41(5), ot 'on rappelle que Stg = vg 67!, vg = vi € Ag,

§=6"=1-Nr7r7', 7€ Gs, (r) # 1. Ceci veut dire que sous les hypotheses faites, ds(s)
divise VS,M(S) dans AM(S)-
(6.4) Remarques. (i) On voit que ce point de vue ne peut étre atteint & partir de la

pseudo-mesure DRg, car la transformée de Mellin m n’est plus définie sur Gal(M(S)/Q)
puisque si ( ) est un caractére de M(.S), w n’en est plus un, donc N non plus.
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(i1) Par exemple, si K est un corps quadratique imaginaire distinct de Q( P3) pour
p =3 et de Q(ll4) pour p = 2, il existe un corps M(S) contenant K et par suite Stps(s)
existe comme mesure.

Abordons maintenant I’aspect fonctions L,. Soit x un caractére pair d’ordre fini et
soit S I’ensemble de nombres premiers qui lui correspond (.S contenant p) ; comme

5 Lo(xos) = (ox ()", S18) (cf. (132)),

il suffit, pour pouvoir appliquer ce qui précéde, que le corps fixe par w~!y ne contienne
pas Q(Pq) ni (pour p = 2) de sous-corps imaginaire de Q({2}).

(6.5) Lemme. Soit Ko = K_-1, le corps fixe par le noyau de w™!x et posons w™ly =
wlx,, ol P est un caractére de Q(So) et x, un caractére de Q. Alors Ky ne contient pas
Q(Fq) ni (pour p = 2) de sous-corps imaginaire de Q({2}) si et seulement si la condition

sulvante est vérifiée :
ona (j,ow))#1 ou (o) ow))#1.

Supposons alors cette condition réalisée, et soit M(S) contenant K ; on a alors :

Ly(x,s) = (wx ()", St-]t[(S))

= lim (wx™'( )% oK), Ko C K C M(S), K € Fs,

N

ou p} prolonge p} dans Z,[G p(s)]. On peut alors utiliser les corps K = K, = KoQn,
auquel cas on a

a 1IN _ .
p;;," = Z (_E + 5)0(1’11(" mod (1+ 0_y,K,)Z,(Gk,] ,
ae[l,%’-]'

pour tout n > 1 (n > 0 si p est ramifié dans Ky), ou f, est le conducteur de K, ; écrivons
alors dans Z,[G g, | = Z,[Gn) :

a 1\ _ _
(6.5.1) p'It,n = Pj{ = Z (_f_ + 5)00,}'\'} — Z Ur To 1 :

welt Loy’ n T €Gn
et désignons par pt’' = Z tr, Tn ' € 1[G p(s)] un prolongement arbitraire de pf ; il
vient alors : e
% Ly(x,s) = lim (wx7'()", pi)
6.5.2 ’
(652 —dim Y w7

TR €Gn
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(6.6) Théoréme. Soit x un caractére pair d’ordre fini de G®® de la forme x = w' iy,
1 caractére de Q(Sy) et x, caractére de Qo avec (j,0(w)) # 1 ou (o()), o(w)) # 1 ; alors,
pour tout s € Z,, on a (cf. (6.5.1), (6.5.2)) :

1 ,
3 Ly(x,s) = Z Uy, W x(Ta){(7,)”° mod sfp,A
™ €Gn

pour tout n > 0, ou G, = Gal(K,/Q), K = K-1,Q, et ou f, est le conducteur de K,.

démonstration
Il suffit de reprendre le principe utilisé pour la démonstration de (1.5) :

On a
Lp(x,8) — {wx ™' ()% pf"y = lim  (wx ()% ok — ") 5

m—o0
m>n

N

comme p}' — pt’! est dans I'idéal d’augmentation de Z,[Gal(M(S)/Ky)], il suffit d’étudier

les quantités , ,
(wx (), 1—0) ,pour o € Gal(M(S)/K,) .

Comme wy ~( )® est un caractére de Koo, ona(wy ) 1-0)=1-(c)"=1- (0';%0)3
Posons Ko N Qoo = Qn, ;sin > no, orQ fixe Qn et on a, d’aprés (V.1.4.6), le résultat

dans ce cas puisque f, =0 mod ¢p™ (y compris si n = 0, vu ’hypothése faite) ; si n < ng,
O'QOO fixe Q,, et le résultat est encore valable puisque K, = Ky = K,, dans ce cas.

(6.7) Remarque. Pour n < ng, ol ng est entier maximum tel que Q,, C Ko, on peut
donc remplacer le module sf,A de la congruence ci-dessus par le module sf,,A

C’est sous la forme du théoréme (6.6) (lorsque c’est possible) que ’on peut approcher
de la fagon la plus commode possible les valeurs de % L,(x,s). On peut alors, pour le
calcul des pg, puis de 3 L,(x,s) modulo sf,A, utiliser le logiciel GALCYCL mis au

point dans [G4].

(6.8) Exercice. On considére le cas particulier d’un corps imaginaire K contenant un
sous-corps imaginaire de @(p2e ) ne contenant pas +/—1 , et on fixe p = 2 ; on pose :

—t:Min(O,vg( H (E—l))—vg([K:KﬂQoo])> (onat>0).

teS—{2}

Montrer que pour tout n > 0, py, € 2% Z,|Gg,)-

Faire ’analogue, pour ce cas particulier, de la théorie détaillée dans ce §6.
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Q(S), Q({r})

Q(f), «UH*

Qoo Qr
Fs GF
Fs

Fs

Index des principales notations

nombre premier
p sl p # 2, 4 sinon
valuation de Q,
vp(2)
a;p‘”p(z)
indicateur d’Euler
ordre d’un élément d’un groupe
groupe profini commutatif, sous-groupe fermé de G
p-Sylow de G
sous-groupe de G isomorphe & Z,
générateur topologique de I'; 1 — v
ensemble des sous-groupes ouverts de G
ensemble des classes de G-modulo les éléments de Qg
ensembles des ouverts compacts de G
algeébre des Z,-mesures sur G
lim Z,(G/H|~ Mg
HeqQg
Z ,-mesures
Z,-mesure de Haar sur G (G(p) fini)
ensemble des Z,-pseudo-mesures sur G
intégrale de f sur G pour la mesure u
groupe des caracteres continus de G
éléments d’ordre fini de Xq
transformée de Fourier
algebre des Z,-distributions sur G, sous-algébre formée
des p = ¥ € Ag, 6y non nul et non diviseur de 0 dans
Z,[G/H], pour tout H € Qg
ensemble des nombres premiers
partie finie de P (en général contenant p)
S —{p}
sous-monoide multiplicatif de N — {0} engendré par S
sous-ensemble de Ng formé des m divisibles
par tous les éléments de S
extension abélienne maximale de @ dans C,
extension abélienne maximale de @ dans C, non ramifiée
en dehors de S U {00}, Q(S) pour S = {p}
corps cyclotomique des racines f-iémes de 'unité,
sous-corps réel maximal
Z, extension cyclotomique de Q, sous-corps de Q. de degré p
sous-corps de Q?® ou Q(S) de degré fini, Gal(F/Q)
ensemble des sous-corps de degré fini de Q(S5)
{F € Fs, F ¢ Fy pour tout U(;_S}
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GS, Gs(p)
AS, BS
T, H,

O, (a,5) =1

Oa,F

0-1

Xab
tor(X %)
As, A'%'
As, Ag
dAs, XBg

PF
Sts, St

DRs, DR3

X, ¥

s o

Gal(Q(S)/Q), p-Sylow de Gg
Gal(Q(S5)/Reo), Gal(Q(S)/R({p}))

Gal(Q(S)/Q(S0)Q(q), Gal(R(S)/R(S — {2}))
symbole d’Artin sur Q(5)

restriction de o, & F C Q(5)

conjugaison complexe

groupe des caractéres continus G** — C,
sous-groupe des caractéres d’ordre fini

AGS, AC,;'s

Ags, Dg,

Z,-mesure de Haar sur Ag, Bg

élément de Stickelberger de F'

distribution de Stickelberger sur Gg,
ona(l- 0-1)Stt = Sts

pseudo-mesure de Deligne-Ribet sur G g,
ona(l+o-1)DRg =DRs

involution de Mellin sur Ag

éléments de tor( X ) (caracteres d’ordre fini)
caractere d’ordre p” de @, C Qo

caractére unité

sous-corps de Q2° fixe par Ker(x)

caractére de Teichmiiller (caractere de Q(q))
défini par la projection Gg — tor(Z;)
caractere de Q. défini par la projection

GS — 1 + qu

o)

anneau des valeurs de y sur Z,

valuation normalisée sur Z,(x)

conducteur de F, du caractere x (i.e. de K)
={aeN,1<a<f (a,f)=1}
={aeN,1<a< i (a,f) =1}

= %([%]fc — a), ot [u]f est le représentant entier modulo f

de u € Q@ dans (1, f]l, pour a, ¢ étrangers a f

ret i

nombres de Bernoulli généralisés, Bn(xo) (nombres de Bernoulli ordinaires)
polynomes de Bernoulli

(wx ™), St§) = (x()'~*, DRg)

invariants d’Iwasawa analytiques de

complété d’une cloture algébrique de Q,

anneau des entiers, idéal maximal de C,

groupe des unités, 1 + M,

algebre d’Iwasawa, groupe des éléments inversibles de 4
groupe des racines n-iemes de I'unité dans C,, Un>o Por



