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C H A P I T R E O 

Introduction 

Le but de ce cours est d'élaborer une théorie élémentaire de la mesure dans le cadre 
p-adique. Il nous faut donc, d'une part, préciser les objets sur lesquels seront définies des 
mesures, et, d'autre part, quel peut être le domaine des valeurs de ces mesures. 

Le cadre naturel dans lequel la notion de mesure p-adique s'est imposée est celui des 
groupes de Galois issus de la théorie du corps de classes ; il s'agit donc de groupes profinis 
commutatifs particuliers ; la catégorie des groupes profinis abéliens constitue donc notre 
point de départ. D'un point de vue topologique, un résultat classique nous indique que ce 
sont exactement les groupes abéliens compacts totalement discontinus. 

En ce qui concerne les valeurs prises par de telles mesures, si le cadre archimédien 
classique utilise IR+, donc R ou C pour des mesures généralisées, il est ici naturel de 
remplacer le complété archimédien de Q par un complété p-adique, à savoir Qp, en vue 
des applications à l'arithmétique via l'analyse p-adique dans le corps Cp des "complexes 
p-adiques". 

Si l'on a défini le clan UG des parties mesurables d'un groupe profini G, au sens de la 
mesure deux cas sont possibles a priori : 

(i) {/J,(U), U € UG) est borné dans Qp ; cet ensemble est donc contenu dans un disque 
de la forme pmZp, m Ç. Z, auquel cas, quitte à normaliser autrement la mesure fi, on peut 
supposer qu'elle est à valeurs dans Zp ; on dit alors que fi est une Z^-mesure sur G, ou 
plus simplement une mesure sur G ; 

(ii) {//(£/), U £ UG] n'est pas borné ; nous montrerons que ce cas s'aborde assez facile-
ment, au moins pour une catégorie particulière de telles "mesures" (que nous appellerons 
alors distributions) et qui s'expriment au moyen de "quotients" de Zp-mesures (au sens de 
(i))-

Rappelons que d'après J.-P. Serre [Si], la notion de mesure p-adique est dûe à B. 
Mazur, que les principales bases algébriques dont nous aurons besoin se trouvent déjà dans 
[S2] et que l'on trouve également un exposé différent de la théorie dans [L], [Ko] et [W], 
dans l'esprit des travaux d'Iwasawa. [Iw] concernant la théorie des fonctions L p-adiques. 
Cependant nous reprendrons tous les arguments, même les plus élémentaires. 

Les mesures p-adiques permettent évidemment d'exprimer tous les résultats classiques 
de façon plus concise mais leur principal intérêt est de mettre en évidence des liens struc-
turels entre l'aspect analytique (représenté numériquement par les diverses intégrales par 
rapport à ces mesures) et l'aspect corps de classes (par l'intermédiaire du groupe de Ga-
lois G utilisé) ; en particulier, la seule connaissance des intégrales ne rend pas compte de 
certaines propriétés induites par la structure de G, ce qui nous a permis par exemple de 
trouver de nouvelles propriétés des fonctions L p-adiques (cf.[Gl], [G2], [G3]). 

Etant donné un groupe profini G, le clan UQ des parties "mesurables" doit donc vérifier 
les axiomes suivants : 

(0.1) toute union finie d'éléments de Ug appartient à Ug ; 

(0.2) le complémentaire d'un élément de Ug appartient à Ug ; 

nous rajoutons la condition naturelle suivante : 



(0.3) G e U c ; 

il en résulte que toute intersection finie d'éléments de UQ appartient à UQ. 
Une Zp-mesure /j, sur G est une application de Uq dans Zp vérifiant l'axiome suivant 

d'additivité : 

(0.4) n{U \JV) = n(U) + fi(V) pour tout U, F 6 UG, U n V = 0. 

Nous commencerons par illustrer ces définitions dans le cas d'un groupe commutatif 
fini G ; bien que relativement trivial, ce cas est indispensable car il est en un sens universel 
et conduit à introduire l'algèbre ~Zp[G] du groupe G sur Zp qui préfigure de façon essentielle 
les algèbres de Zp-mesures A g lorsque G n'est pas fini. De plus, même lorsque G est infini, 
l'algèbre Z P\G] apparaît comme une sous-algèbre dense de A g pour la topologie naturelle 
qui sera définie sur AG-

Si les chapitres I à IV ne contiennent aucun résultat nouveau à proprement parler, 
ils s'attachent à préparer la théorie des fonctions L p-adiques de Q (chapitre V) avec 
l'outil "distributions p-adiques" ; en outre nous justifions certains changements mineurs 
de définitions classiques concernant les nombres de Bernoulli (ordinaires et généralisés). 
Le chapitre V contient plusieurs améliorations de résultats classiques, des congruences 
nouvelles et les bases techniques permettant d'en obtenir d'autres. 



1-1 

CHAPITRE I 

Algèbres de groupes — Limites projectives 

1.— Les algèbres de groupes. 

Soit R un anneau commutatif d'élément unité 1 et soit G un groupe arbitraire, noté 
multiplicativement, de neutre e. 

Soit l'ensemble des applications de G dans R, à support fini, muni de la structure 
habituelle de Tî-module (*) ; en vue de ce qui va suivre, on note un élément de R ^ sous 
la forme symbolique : 

(1.1) OL = ^^ agg, ag G R presque tous nuls ; 
geo 

ceci signifie simplement que a G RM est l'application qui à g G G associe ag G R, le 
support de a, noté Supp(a), étant fini. En pratique on écrit des sommes finies, les termes 
qui ne figurent pas correspondent à des coefficients nuls. 

Au niveau de la structure de i2-module on a donc, pour 

a=^2agg, (3=Y^bgg, ag, bg G R, 
g€G gÇG 

(1.2) a + (3 = Y , ( " g + bg)g, 
g€G 

(1.3) aa — ^^ (aag)g, pour tout a Ç. R] 
gÇG 

on a bien Supp(a + j3) et Supp(aa) finis (i.e. a + /?, aa G R^). 
Le neutre de R^ est noté 0. 
Sur on définit un produit, dit produit de convolution : 
Soient : 

s € G geo 

on pose : 

(1.4) a(3 = cgg, cg = ahbk; 
gÇ.G h,k,hk=g 

(*) A distinguer du iî-module R° des applications de G dans R ; on a RG = si et 
seulement si G est fini. 



l a s o m m e qui déf in i t CG a b i en u n sens d a n s R p a r f m i t u d e des s u p p o r t s de A e t /3 ; en 
o u t r e SUPP(AF3) Ç SUPP(A ) U SUPP((3) est b i en fini et A/3 G R(G). 

Il est élémentaire de vérifier que ce produit (1.4), joint aux lois de .R-module (1.2), 
(1.3), confère à une structure de iî-algèbre, que l'on note R[G], On identifie le sous-
anneau RE à R ; on identifie également L.G à G qui est donc un sous-groupe de (i?[G])*, le 
groupe des inversibles de R[G] ; enfin comme le est l'élément unité de i2[G] et que dans les 
identifications précédentes les trois neutres coïncident, on convient désormais de toujours 
noter 1 le neutre de G, l'unité de R, et par conséquent l'unité de i?[G]. 

(1.5) Remarque, (i) Il est clair que la iî-algèbre i?[G'] est commutative si et seulement si 
G est commutatif, ce que nous supposerons au niveau de la théorie de la mesure. 

(ii) La i?-algèbre R[G] est i2-libre de base (dite base canonique) formée des éléments 
de G. 

(1.6) Exemple. Si R = Z et G = {1,<t, A2} (groupe cyclique d'ordre 3 engendré par A), 
tout élément de Z[G] s'écrit 

A = A + BA + CO2, a, 6, c G Z, 

et on a par exemple le calcul suivant dans Z[G] : 

(1 - <R)(L + A + A2) = 1 + A + A2 - A - A2 - 1 = 0. 

2.— Mesures sur un groupe abélien fini - Intégration. 

Soit G un groupe abélien fini ; il est clair que Ug = "P(G) , l'ensemble des parties de 
G , vérifie les axiomes (0.1) à (0.3), et qu'une ZP-mesure // est définie de façon unique, par 
les valeurs P({G}) G ZP, G G G , puisque l'on a alors, d'après l'axiome (0.4) : 

FI(U) = P({G}), p o u r t o u t U G Ug-
g€U 

Si à p on associe 

g€G 

on voit que l'ensemble des Z^-mesures sur G est en correspondance bijective avec Zp[G] ; 
pour cette raison, nous convenons de confondre les notations /i et a et nous disons, par 
abus, que P. G ZP[G] EST une Zp-mesure sur G ; on écrit alors 

auquel cas /i s'écrit 

gec 

et pour toute partie U de G, sa mesure est P(U) = U AACflr)-



(2.1) Remarque. On peut définir, a priori, une structure de Zp-algèbre sur l'ensemble 
M. q des mesures (somme de mesures, multiplication scalaire, produit de convolution) ; on 
constate alors que la correspondance précédente est un isomorphisme de Zp-algèbres. Ceci 
sera fait dans le cas général plus loin (cf. chap.II, §2) et ne présente aucune difficulté. 

(2.2) Intégration des fonctions p-adiques sur G fini. Une application de G dans Cp 
est donc (cf. §1) un élément du Cp-espace vectoriel C^ ; on peut toujours munir du 
produit de convolution (*) (et non du produit usuel défini par (fif2)(g) = fi(g)f2(g) pour 
tout g G G), ce qui fait que l'on peut alors voir les fonctions sur G comme les éléments 
de Cp[G]. Bien entendu on peut être amené à considérer aussi le produit usuel sur Cj? (ce 
sera le cas des caractères de G). On utilisera à cet effet les notations ou Cp[G] pour 
indiquer la structure envisagée. 

Soit alors / G C® ; si fj, est une mesure sur G , l'intégrale 

J M * 

est ici une intégrale discrète qui ne peut se définir que par la somme 

g€G 

(2.2.1) Cas des caractères. Toujours dans le cas où G est abélien fini, on peut introduire 
le groupe Xq des caractères de G à valeurs dans C* ; ce groupe s'identifie à une partie 
de Cjf mais ne constitue pas un sous-monoïde multiplicatif de Cp[G] car Xq est muni du 
produit usuel et non du produit de convolution (si Xi ^ £ Xq, il leur correspond, dans 
Cp[GL fx = Ea€Gx(9)9, U = HgeG^(9)9, P o u r lesquels on a fxf$ = 0 si x / ^ et 
fx = \G\fx s inon> a l o r s q u e XV» correspond à ]CseG(x(flO^(flr))ff). 

Si x ^ Xg et si /i G Zp[G], on peut considérer l'intégrale correspondante pour la 
fonction x et mesure /j, : 

gec 

on a alors le résultat suivant : 

(2.2.2) Proposition. Soient À, /i G Zp[G] et soit x £ Xq ; alors on a : 
(i) (X,A + (i) = (x,A) + (x,/i); 
(ii) {x,a\) — a(Xi A), pour tout a G ï p ; 
(iii) (x,An) = (x, A)(x, fJ.)-

Ceci résulte immédiatement du fait que x est un homomorphisme de G dans C* et 
qu'il se prolonge , de façon unique, en un homomorphisme de Zp-algèbres de Zp[G] dans 
Cp. Pour cette raison, (x-, n) se note aussi x(/i)-

(*) car ici, G étant fini, on a C^ = Cp
G \ 



(2.3) Transformée de Fourier discrète. Soit toujours G un groupe abélien fini. Soit 
/ G Cp[G] vue comme fonction sur G à valeurs dans Cp. Si x € XG et si / = X^eG 
on pose X ( f ) = EctGG f(a)x(°)-

(2.3.1) Définition. On appelle transformée de Fourier discrète de / la famille 

(X(f))xexa e C f l . 

L'application 
$ : Cp[G] —+ C|GI 

qui à / associe ( x ( / ) ) x u n homomorphisme de Cp-algèbres (*) appelé la transformation 
de Fourier discrète sur Cp[G]. 

(2.3.2) Proposit ion. La transformée de Fourier $ est bijective et la transformée inverse 
est donnée, pour a = ( a x ) x £ Q, , par 

Y^ ax eX' o ù Xir-^r. 
X€XG 1 1 r € G 

On vérifie que (e x ) x gx G constitue un système fondamental d'idempotents orthogo-
naux de Cp[Cr], à savoir que l'on a : 

(i) 1 = E x € X g
 ex-

(ii) e xe^ = 0 si x ^ 
ce qui implique : 

(iii) e2
x — ex pour tout x £ Xq. 

Par conséquent, ces propriétés conduisent à la décomposition 

Cp[G] = 0 Cp[G]ex 

xexG 

(somme directe d'idéaux de CP[G]). D'après (iii), chaque Cp[G]ex est une Cp-algèbre 
unitaire d'élément unité e x , et l'application 

CP[G] —» J ] 

X € X G 

/ — ( /^x) x 

est alors un isomorphisme de Cp[G]-algèbres unitaires ; il ne reste plus qu'à identifier 
Cp[G]ex et calculer f e x : 

Pour tout a € G, on a 

a e x = iTiï E X(T~1) (TT = ÏTiï S = -àjxH Y , Xi*"1)* = X(°)ex; 1 1 R€G 1 T| s£G 1 1 S€G 

(*) où Cp
G' est la Cp-algèbre produit direct de | G | exemplaires de Cp. 



donc fex = E ^ e c f(a)aex = (E<t€G/(< 7)x( c r)) ex = x ( / ) e x ; autrement dit Cp[G)ex ~ 
Cj,ex , et finalement l'application 

: Cp[G]ex > Cp, 

qui à f e x associe x ( / ) > un isomorphisme de C^-algèbres unitaires (donc de corps). 
La transformée de Fourier $ est donc l'isomorphisme : 

C,[G] = 0 Cp[G]ex C f l 
(2.3.3) x€X0 

/ — ( x ( / ) ) x 

et la transformée inverse est bien celle indiquée. 

(2.3.4) Corollaire. Si / G on a : 

f = ÏFÏÏ E X~\f)x, 

qui montre que toute fonction sur G est combinaison Cp-linéaire de caractères de G. 

On a / = o « ( / ) = £ x € X c X(f)ex, soit 

f = Hx(f) è E * » » 
X o 

' 1 <7 X 
qui donne, par identification, si l'on pose / = E<t f{a)cr 

/ O O ^ E x C O x " 1 ^ ) 
1 X 

1_ 
| ê ï 

ou encore : 

^ = 175T E x~\f)x-
xexG 

(2.3.5) Corollaire. Un élément / de CP[G] est non nul et non diviseur de 0 dans cette 
algèbre si et seulement si x ( f ) / 0 pour tout \ G Xq-

Ceci résulte de l'isomorphisme (2.3.3). 

(2.3.6) Remarque. La transformée de Fourier discrète justifie le fait que l'on utilise le 
produit de convolution et non le produit usuel. Compte-tenu de ce qui a été dit en (2.2.1) 
au sujet des caractères, l'identité (2.3.4) a lieu dans C^ et non dans CP[G]. On remarque 
aussi que l'inclusion Zp[G\ C Cp[G] permet d'envisager la transformée de Fourier d'une 
Zp-mesure /i. 



3.— Limites projectives de groupes et anneaux topologiques. 

Nous aurons à utiliser des limites projectives de groupes et anneaux commutatifs, 
munis d'une topologie. Commençons par le cas des groupes, le cas des anneaux étant 
analogue. 

Soit / un ensemble d'indices, ordonné, supposé filtrant à droite ; ceci signifie que si 
i, j (z I alors il existe k G / tel que l'on ait k > i et k > j. 

(3.1) Définitions, a) On dit que l'on a un système projectif de groupes si l'on s'est donné : 
(i) une famille de groupes G; , indexée par I filtrant à droite, 
(ii) une famille d'homomorphismes de groupes (dits de transition) hij : G, —> Gj , 

indexée par l'ensemble des (z, j) G I x I tels que i > j, vérifiant les conditions suivantes : 
(a) ha est l'identité sur Gi pour tout i G I ; 
(0) hik = hjk 0 h-ij chaque fois que i, j, k G I vérifient i > j > k ; 

autrement dit on a les diagrammes commutatifs suivants (pour i > j > k) : 

Gi 

hij y \ hjk 

/~f hik • trfc 

Un tel système est noté (Gi, hij). 
b) On appelle limite projective du système projectif (Gj, hij) le sous-groupe 

lim Gi 
• e/ 

du groupe produit f] içjGi, formé des familles (g^içi (dites cohérentes) qui vérifient la 
condition suivante : 

gj = hij(gi) pour tout i, j £ I tels que i > j. 

(3.2) Remarques, (i) Le fait que limGi soit un sous-groupe de rLe /^ i s e vérifie 
• e-f 

immédiatement et utilise complètement le fait que les hij sont des homomorphismes de 
groupes ; 

(ii) dans le diagramme caractérisant la condition (f3), la condition de cohérence 
hik(gi) = 9k est impliquée par les 2 autres (gk = hjk(gj), gj = hij(gi)); 

(iii) la notation lim G, est relative au système des h^ qui est en général canonique par 

rapport à la famille (G,),e / , et donc souvent non précisé. De même lorsque I est implicite, 
on abrège en écrivant lim G;. 

(3.3) Définitions, (i) Si les groupes Gi sont des groupes topologiques on adjoint aux 
définitions (3.1) précédentes la condition que les homomorphismes de transition hij sont 



continus. Le groupe lim Gt est alors muni de la topologie induite par la topologie produit 
• e/ 

sur I l i€ / i u n système fondamental de voisinages du neutre dans lim Gt est formé des 

Vj= (UV.x J! G.^fllimGi, 
iei-j ' 

où J C I est fini et où, p o u r i fixé, Vl pa rcour t u n sys t ème f o n d a m e n t a l de voisinages du 
n e u t r e de G t . 

(ii) On dit que G = lim Gi est un groupe profini si les Gi sont finis pour tout i G I et 
• e/ 

munis de la topologie discrète. Si de plus les Gi sont cycliques, on dit que G est procyclique. 

(3.4) Homomorphi smes de sys tèmes projectifs de groupes. On suppose donnés 
deux systèmes projectifs de groupes (Gi, hij) et (Gtl h - ) indexés par le même ensemble 
I. Supposons qu'il existe un système d'homomorphismes de groupes : 

fi : Gi - f G'i, i G I, 

tels que l 'on a i t , p o u r t o u t i, j G I, i > j, les d i a g r a m m e s c o m m u t a t i f s su ivants : 

Gi ^ - G; 

(3.4.1) hij l i Kj 

G3 ^ l G) 

on peut alors créer l'application : 

(3.4.2) / : lim Gi —> lim G\ 

définie par f((gi)i) = (fi(gi))i, dont on vérifie qu'elle est un homomorphisme de groupes 
de limGi dans lim Gt (la commutativité des diagrammes ci-dessus étant nécessaire pour 

que la famille des fi(gi) soit cohérente). 
Si les f i sont des isomorphismes, on vérifie que / est un isomorphisme de limCr^ sur 

lim Gt. 

On dit alors que f est un homomorphisme (resp. isomorphisme) de systèmes projectifs 
(de groupes). 

En ce qui concerne les limites projectives d'anneaux (topologiques ou non) les défini-
tions sont analogues : 

Etant donnés les anneaux Ai d'éléments unités 1 i, i G I, et les homomorphismes 
d'anneaux hij : Ai Aj, pour tout i, j G I, i > j, vérifiant les conditions (a),(/3) de 
(3.1), lim Ai est donc le sous-anneau de f j i^j Ai formé des familles cohérentes. 



On rappelle que pour la structure d'anneaux, les homomorphismes respectent les 
éléments unités, auquel cas on a hij(li) = 1 j pour tout i > j, et l'élément ( l j ) ; e j est 
l'élément unité de l i m ^ . 

On remarque enfin qu'il y a cohérence au niveau des définitions de limites projectives 
de groupes et anneaux, autrement dit que le groupe additif sous-jacent de l'anneau lim Ai 

est bien la limite projective des groupes additifs des Ai. 

(3.5) Parties cofinales. Soit J Ç / vérifiant les conditions suivantes : 
(i) p o u r t o u t j G <7 il existe i G I tel que i > j, 
(ii) p o u r t o u t i G I il existe i G J tel que j > i; 

on dit que J est cofinale p a r r a p p o r t à I. 
Soit alors (Ai, hij) un système projectif (d'anneaux par exemple) indexé par I ; on 

vérifie que J est filtrant à droite et donc que lim Aj existe. On a alors le résultat suivant 
j£J 

(énoncé ici pour la structure d'anneaux) : 

(3.5.1) Proposition. Si J Ç I est cofinale par rapport k l , on a lim^l,- ~ limAy 
•e/ jeJ 

(a lgébr iquement et topo log iquement ) . 

A l 'é lément x = (®j)»€/ ^ lim Ai associons x = ( X j ) j ç . j ; on vérifie que x G l i m A j 
'£/ jÇ.J 

et que ce t te appl ica t ion est un h o m o m o r p h i s m e d ' a n n e a u x . Si x = 0, on a Xj = 0 pou r 
t ou t j G J ; or si i G / , il existe J G J tel que j > i, et on a donc h i j ( x j ) — Xi ; d 'où 
Xi = hij(0) = 0; d 'où x = 0 et l ' in ject ivi té . 

Soit x = (xj)jç j G lim Aj. Soit i G / ; par hypothèse il existe j G J, j > i ; posons 
j£J 

alors Xi = hji(xj). On crée ainsi une famille ( i , ) ^ / , dont on vérifie la cohérence, qui est 
un antécédent de x . D'où l'isomorphisme. On vérifie alors la bicontinuité. 
(3.5.2) Remarque. C'est cette propriété qui justifie le mieux l'idée de limite, dans la 
mesure où une partie cofinale J conduit chaque fois à une "suite extraite" qui représente 
le même élément limite. 

Par exemple, lorsque l'ensemble d'indices est N, muni de son ordre total habituel, 
toute partie infinie de N est cofinale à N. 

(3.6) Exemples, (i) On considère I = N muni de son ordre naturel et An — Z/pnZ pour 
tout n G I , muni de la topologie discrète, où p est un nombre premier fixé ; pour m > n 
on définit les homomorphismes de transition : 

hm,n • Am > An, 

par hm n(a + pmZ) = a +p"Z, pour tout a G Z. On obtient alors 

l im Z / p n Z 

qui n ' e s t a u t r e que l ' a n n e a u des ent iers p-adiques Zp , c o m m e on p e u t le vérifier de la 
façon su ivante si l 'on a cons t ru i t Z;J c o m m e {x G Q p , \x\p < 1}, Q p é t an t p a r défini t ion 



une complétion de Q pour la valeur absolue p-adique | \p: à x G Zp, x donné par son 
n-1 

développement de Hensel x = ^ ^ a-iP%, ai G {0 ,1 , . . . ,p— l} , on associe aiP% 

i>0 i=0 
(ii) On considère I = N — {0} muni cette fois de l'ordre défini par la relation de 

divisibilité dans Z, et An = Z/nZ pour tout n G / , muni de la topologie discrète ; pour n 
divisant m, on définit : 

hm } n : Z/mZ —• Z/nZ 
par hm t n (a -f- mZ) = a + nZ, pour tout a G Z. 

L'anneau limZ/nZ ainsi obtenu s'appelle le complété profini de Z et se note Z. 

(3.6.1) Remarques, (i) En utilisant le théorème des restes chinois convenablement, on 
vérifie que l'on a l'homéomorphisme : 

p 

où p parcourt l'ensemble des nombres premiers (ceci sera retrouvé en (III.2.3)). 
(ii) Dans les exemples précédents, on vérifie que l'homéomorphisme d'anneaux Zp ~ 

limZ/pnZ conduit à celui des groupes multiplicatifs : 

Z; ~ lim(Z/pnZ)*, 

et de même Z ~ lim Z/nZ ~ jQ Zp conduit à 
p 

î * ~ lim(Z/nZ)* ~ JJZ; . 
p 

(3.7) Théorie de Galois infinie. Il s'agit de l'exemple essentiel pour nous : soit K/k 
une extension algébrique galoisienne et soit J- la famille des sous-extensions galoisiennes 
finies F/k de K/k ; on sait que 

A' = U * 
Fer 

Soit G = Gal(I\/k) (i.e. le groupe des /,: - a u t o m o r p h i s m e s de Ii), et pour tout F G T 
posons G f = Gal(F/k). Si l'on ordonne T par inclusion et si l'on définit, pour F, F G 
T, F' Ç F, 

h F F' ' G F • Gf> 

comme étant l'homomorphisme de restriction des fc-automorphismes de F k F (ou la 
projection G/Gal(K/F) ~ Gp —> G/Gal(K/F ) ~ G F>) il n'est pas difficile de montrer 
que l'on a 

G ~ lim G f , 



relativement au système projectif ci-dessus défini : 
De façon précise, si à o G G on associe 1a. famille de ses restrictions (crp)pçf on définit 

évidemment un homomorphisme de G dans lim G p (la cohérence résultant de l'existence 

même de a) ; cet homomorphisme est injectif car si op — idp, pour tout F G T, pour x G K 
et F contenant x, on a <?(x) = crp(x) — x. Il est enfin surjectif : si ((Tp)pçj: G limCp 

montrons qu'il suffit de poser, pour tout x G K, <y{x) = crp(x) dès que F contient x ; pour 
cela on vérifie que <r(x) ne dépend pas du choix de F contenant x, ensuite que a est un 
fc-automorphisme de K (i.e. a G G), et enfin que les restrictions de a à F sont les ap, 
pour tout F G T. 

En pratique on identifie G et lim G p. 
Fer 

(3.7.1) Remarque. On notera qu'en général une extension galoisienne infinie K/k peut 
s'écrire comme réunion d'extensions finies particulières qui constituent une partie cofinale 
par rapport à T ; par exemple, si k = Q et si K est l'extension abélienne maximale Qa6 

de Q, le "corps de classes" sur Q montre que la famille des corps cyclotomiques Q (m), des 
racines m-ièmes de l'unité, m > 1, constitue une partie cofinale (*) par rapport à T qui 
permet d'identifier très facilement Gal(Qab/Q) (cf. chap. IV). 

(3.7.2) Corollaire. En utilisant la théorie des corps finis, on déduit qu'une clôture 
algébrique Fp de Fp a pour groupe de Galois Z. 

(3.7.3) Remarque. La correspondance de Galois, dans le cas infini, suppose que l'on 
munisse Gal(K/k) de la topologie de groupe profini définie en (3.3) ; nous renvoyons le 
lecteur aux références classiques détaillant ces questions, comme [Ri], en rappelant sim-
plement que cette correspondance de Galois associe (de façon bijective décroissante) les 
sous-extensions L (finies ou non) de K/k et les sous-groupes fermés H de G ; on a alors 
L = I<H et H = Gal{K/L). 

(3.8) Propriété universelle des limites projectives. Bien que cet aspect ne nous soit 
pas essentiel, signalons que la notion de limite projective résoud le problème universel 
suivant : 

Soit (Ai, h^) un système projectif (d'anneaux par exemple) indexé par / ; alors il 
existe un anneau A et une famille d'homomorphismes fi : A —> Ai, i G I, tels que les 
diagrammes suivants soient commutatifs pour tout i, j G I, i > j : 

A i — ^ A j 

f r \ / / , 

A 

(*) Le point (très difficile) montrant cette cofinalité est, de façon précise, le "théorème de 
Kronecker-Weber" disant que toute extension abélienne finie de Q est contenue dans un 
corps cyclotomique. 



Si (A , (fi)iei) est une autre solution, alors il existe un unique isomorphisme 
u : A —» A, rendant commutatifs les diagrammes suivants, pour tout i (E I : 

/ 

A u A 

f ï \ y fi 

At 

Il suffit de poser A = lim A; et de prendre pour fi les restrictions à A des projections 

4.— Topologie des limites projectives de groupes ou anneaux compacts. 

Soit (Ai, hij) un système projectif d'anneaux topologiques indexé par 7; on suppose 
les anneaux Ai compacts pour tout i £ J. De ce fait le produit liiez-^i compact et le 
fait que A = lim Al soit lui-même compact résulte de la propriété plus générale suivante 

(valable évidemment pour la seule structure de groupe) : 

(4.1) Proposition. La limite projective d'anneaux séparés est un sous-anneau fermé du 
produit direct de ces anneaux. 

Montrons, lorsqu'il est non vide, que le complémentaire de lim Ai est ouvert : Soit 

a (j: lim Ai ; ceci signifie que a — (aj)jg/ n'est pas cohérente, donc qu'il existe i, j € I, i > j, 

tels que hij(ai) / aj ; séparons aj et hij(ai) par des voisinages Vj et W dans Aj ; comme 
par définition hij : Ai —* Aj est continu, il existe un voisinage V,• de ai dans At tel que 
hij(Vi) Ç W ; considérons le voisinage V = rifcg/-{i j} -̂ Jt x Vi x Vj de a dans Ai ; 
alors V H lim Ai = 0 car aucun élément de V ne peut être cohérent, l'obstruction venant 

des facteurs Vi, Vj puisque hij(V{) D Vj = 0. D'où le résultat. 
Remarquons que dans le cas où les Ai sont discrets on peut prendre Vt — {ai}, Vj — 

{aj} (W = {hij(ai)}), auquel cas la non cohérence dans V est encore plus radicale. 

(4.1.1) Corollaire. Tout groupe profini est compact. 

Nous allons maintenant approfondir le cas des groupes profinis. 
L'énoncé suivant permet de caractériser l'ensemble des sous-groupes ouverts d'un 

groupe compact G : 

(4.2) Proposition. Soit G un groupe compact. Il a alors les propriétés suivantes : 
(i) Tout sous-groupe ouvert de G est compact ; 
(ii) un sous-groupe H de G est ouvert si et seulement si il est d'indice fini dans G. 

Dans un groupe topologique, tout sous-groupe ouvert est fermé ; d'où (i). 

A nkejAk dont l'image est dans A. 



Si H est u n sous-groupe ouvert de G et si les giH, i € / , sont les classes dis t inctes 
de G m o d u l o H, elles cons t i tuent une pa r t i t i on du compac t G fo rmée d 'ouver t s ; d 'où la 
finitude de I. Inversement , si H est d ' indice fini dans G, le g roupe G/H est fini et compac t 
( l ' appl ica t ion canonique q : G —> G/H é t an t cont inue p a r déf ini t ion) , donc discret , auquel 
cas H, image réc iproque pa r q du n e u t r e de G/H, est en par t icul ier ouver t . 

(4.3) N o t a t i o n . Si G est un g roupe topologique compac t (pa r exemple u n g roupe profini), 
nous désignons p a r ÇIG l 'ensemble des sous-groupes ouver ts (i.e. d ' indice fini) de G. 

A p a r t i r de m a i n t e n a n t , nous ne considérons, c o m m e groupes compac ts , que des 
groupes profinis ( commuta t i f s ) . 

On a le résu l ta t suivant qui caractér ise les groupes profinis de façon exclusivement 
topologique : 

(4.4) T h é o r è m e . Les condi t ions suivantes sont équivalentes : 
(i) G est u n g roupe profini ; 
(ii) G est u n g roupe compact dans lequel l 'ensemble QQ des sous-groupes ouver ts 

cons t i tue u n sys tème f o n d a m e n t a l de voisinages de 1 ; 
(iii) G est u n g roupe compact to ta l ement discontinu. 

démonstration 
(i) =>• (ii). La compaci té résul te d ' u n cas par t icul ier de (4.1) dans le cas des groupes . 

Ecrivons G = l im Gi, où les Gl sont des g roupes finis no tés mul t ip l ica t ivement ; pa r 
• e/ 

définit ion de la topologie p rodu i t , u n sys tème f o n d a m e n t a l de voisinages de 1 dans J^ i e / 
est fo rmé des sous-groupes ouver ts : 

Vj= J ] Gt x H {1,}, J Ç I, J fini ; 
iei-J jeJ 

p a r conséquent , les sous-groupes Vj fl G fo rment un sys tème f o n d a m e n t a l de voisinages 
ouver ts de 1 dans G et sont dans ÛQ-
(ii) =>. (iii). Soit C la composan te connexe de 1 dans G ; c 'est u n sous-groupe de G (en 
effet , pa r t r ans la t ion p a r g p o u r g G C , g~lC, qui est connexe et qui contient 1, est 
égale à C ; d ' où C~XC Ç C). Pa r conséquent , p o u r tou t H G CC\H est u n sous-groupe 
ouvert et f e rmé non vide de C, d ' où Cf)H — C, soit C = n//enG(Cniï) = Cr\C\HeQaH — 
e n {1} = {1}. 
(iii) (i). D ' ap rè s u n résu l ta t général classique sur la connexi té (cf. [Bo, ch.II, pp . 224 -
225]) les voisinages ouver t s fermés de 1 cons t i tuent un sys tème f o n d a m e n t a l de voisinages 
(ils sont donc ouver t s compac ts ) . 

Soit alors V u n tel voisinage ; comme V et G — V sont compac t s et disjoints, on 
peu t les séparer en ce sens qu'i l existe un voisinage ouver t symét r ique W de 1 tel que 
WV fl W(G — V) = 0 ; on a donc WV Ç V. P a r récurrence sur n > 0, on vérifie que 
Wn Ç V et donc que le sous-groupe L de G engendré p a r W, L — U n > 0 I ; r n , est contenu 
dans V ; comme c'est u n ouver t , on a L G I Îg et L Ç V. D 'où = {1}. 

O n en dédui t alors que l ' appl ica t ion canonique G — • r iz /e^G ^ ^ G G 
associe (ÇH)H, indui t un h o m o m o r p h i s m e de groupes injectif f de G dans lim G/H 

H€nG 



(QG étant ordonné par l'ordre opposé à l'inclusion, les homomorphismes de transition 
hx,Hi H,K G fie, K Ç H, étant les projections canoniques G/K —> G/H). 

(4.4.1) L e m m e . Cet h o m o m o r p h i s m e / est sur ject i f . 

Soit (ÇHH)H, g H £ G, u n é lément de l im G/H, et considérons la famil le des gu ; si 

on a H, K, L G ^ G , K, L Q H, on a gi<H = ghH p a r cohérence, et donc gng^1 € H ; on 
a donc u n e sui te de Cauchy qui converge pu i sque G est c o m p a c t donc comple t ; si g G G 
est la l imite , on a, p o u r t o u t H G l 'exis tence de K G K Ç H (i.e. K assez pe t i t ) 
tel que ggjj1 G K, soit gK = gu K, ce qui condui t à gH = guH, ce qu ' i l fa l la i t é tab l i r . 

On vérifie enfin que / est b icont inue . 
Ceci m o n t r e l ' impl ica t ion (iii) (i) pu i squ 'a lo rs les G/H sont finis discrets . 

(4.4.2) Remarque. O n obt ien t en par t icu l ie r que tou t g r o u p e profini " a b s t r a i t " se re t rou-
ve, c o m m e l imite pro jec t ive de groupes finis, au moyen de l ' h o m é o m o r p h i s m e canonique : 

G ' ~ lim G/H. 
HÇCIG 

(4.5) Corollaire. Tou t sous-groupe fe rmé K d ' u n g roupe profini c o m m u t a t i f G est profini. 

E n effet , il suffit de considérer (iii). 

5.— Sous-groupes de Sylow d'un groupe profini commutatif. 

(5.1) Ordre généralisé d'un élément. Soit G = l imGj- u n g r o u p e profini commuta t i f 
• e/ 

indexé pa r I , e t soit g G G, g = ( g i ) i ç i , gi G Gi ; on p e u t donne r u n sens à la no t ion 
d 'o rd re de g, cet o rdre é t an t u n p rodu i t symbol ique Y[ppnp, où p p a r c o u r t l 'ensemble P 
des nombres premiers , et où np G N U {oo}. Ceci se conçoit d a n s la mesu re où, lorsque 
i, j G / , i > j, la re la t ion h i j (g i ) = g j m o n t r e que l 'o rdre ( au sens ord ina i re) de gi est 
u n mul t ip le de celui de g j ; en par t icul ier , si l 'on désigne pa r pnf, n'p > 0, la p -pa r t i e de 
l 'o rdre de gi, p o u r t o u t p G P , on a les re la t ions np > n3

p, p o u r t o u t i, j G / tels que i > j ; 
pa r conséquent c o m m e / est filtrant à droi te , il est n a t u r e l de poser np — Supiei(nl

p) dans 
N U {oo}, il est clair que l 'on a le fai t suivant : 

L 'é lément g G G est d ' o rd re fini si et seulement si on a np = 0 p o u r p resque t o u t p G P 
et np < oo p o u r t ou t p G P ; lorsque c 'est le cas, l ' ent ier pnf est l ' o rd re au sens usuel 
de g. E n par t icu l ie r , il y a 2 façons (non exclusives) p o u r g d ' ê t r e d ' o r d r e infini : 

(i) on a n p / 0 pour une infinité de p G P, 
(ii) on a np = oo p o u r au moins p E P . 

(5.1.1) Définition. O n appel le o rdre (généralisé) de g G G le p r o d u i t formel n p e i P ^ " P ' 
no t é o(g). O n mun i t l ' ensemble de ces p r o d u i t s formels d ' u n e s t r u c t u r e év iden te de mono ïde 
mult ipl icat i f ( con tenan t N — {0} comme sous-monoïde) d a n s lequel les no t ions de divisi-
bilité, p .g.c .d. , p .p .c .m. , sont immédia te s . 

(5.1.2) Remarque. In t rodu isons les s u p p o r t s So — {p G P , 0 < np < oo}, S^ = {p G 
P, np = oo} ; alors So et Soc peuven t ê t re i n d é p e n d a m m e n t vides, finis n o n vides ou infinis 



(utiliser Z* en r emarquan t que dans Z*, tou t élément ^ l de 1 + 2pZp ~ Z p est d 'o rdre 

(5.1.3) I n d i c e s g é n é r a l i s é s . Soit H un sous-groupe fe rmé du g roupe profini commuta t i f 
G. On vérifie que, de façon analogue, on peu t définir l ' indice généralisé (G : H) en posant 
(G : H) = p.p.c.m.((G/U : H/(H fl U))), lorsque U pa rcour t ÇIQ- On a en part iculier 
l 'ordre généralisé | G | de G. L 'o rdre généralisé | H | de H existe aussi puisque H est 
profini. On vérifie facilement que toutes les propr ié tés élémentaires des ordres et indices 
de sous-groupes dans le cas | G | fini ont lieu ici pou r les ordres des é léments et les indices 
des sous-groupes fermés (cf. [S2]), à ceci près que p°°/p°° n 'es t pas défini. 

(5.2) S o u s - g r o u p e s d e S y l o w . On appelle p-Sylow du g roupe profini commuta t i f G le 
sous-groupe G(p) = {g G G, o(g) divise p°°} ; si g = (gi)ieI, g G G(p) si et seulement si les 
gi sont tels que o(gi) est une puissance (finie) de p. On vérifie que G(p) est u n sous-groupe 
fermé de G ; son ordre | G(p) | est donc une puissance finie ou non de p. 

(5.3) Remarque. On no te ra que la not ion d 'o rdre d ' u n élément est u n peu plus précise 
que celle d 'o rdre d ' u n sous-groupe fe rmé dans la mesure où l 'on a | Z™ |= p°° quel que 
soit n > 1, t and is que dans G = Z™ on p o u r r a définir des éléments 7 1 , . . . ,jn, d 'ordres 
respectifs et qui "engendrent " G. 

Nous reviendrons sur ces quest ions dans le chapi t re III (cf. §2) lorsque nous aurons 
besoin de décomposer un g roupe profini en ses p-Sylow. 



CHAPITRE II 
Algèbre des mesures p-adiques 

On fixe, dans ce chapi t re , u n nombre premier p et on se donne u n g roupe profini 
commuta t i f G de neu t r e 1. On rappel le que l 'ensemble QQ des sous-groupes ouver ts (i.e. 
d ' indice fini) de G est un sys tème fondamenta l de voisinages de 1 (cf. (1.4.4)). 

1.— Clan des parties mesurables de G. 

On rappel le que, d ' après l ' in t roduct ion , on souhai te définir u n clan UQ de par t ies de 
G sat isfaisant aux axiomes (0.1) à (0.3) ; de plus, tou t H G é t an t lu i -même un groupe 
profini tel que G = | J g H ( réunion finie), il est na tu re l de souhai te r que UG contienne 
l 'ensemble CG des classes de G modulo les éléments de QG- On a le résu l ta t suivant : 

(1.1) Proposition. Tout ouvert compact U de G est réunion finie disjointe d 'é léments de 
Cq et m ê m e de classes modu lo H pou r H G f i g convenable. 

En effet, en tou t g G U soit Hg G ^ g tel que gHg Ç U ; on a donc U — U g e u gHg 

et pa r compaci té de U il existe un recouvrement fini de U de la forme U"= 1 giHgi, gi G G. 
On pose alors H = f]"=1 H i, où Hi = Hgi ; comme les Hi sont d ' indice fini dans G, il en 
est de m ê m e pour H ; on a aussi Hi = U " i 2 hijH, h^ G Hi, d 'où U = L)"^ U j i j gihijH. 

Ceci invite à poser la définit ion suivante : 

(1.2) Définition. On désigne par UG l 'ensemble des ouver ts compac t s de G (i.e. l 'ensemble 
des réunions finies de classes modulo un élément de il g) et on appelle Zp- mesure sur G 
t ou te appl icat ion fj, : Uq —> T-p sat isfaisant à la condit ion d ' add i t iv i t é (0.4). 

(1.3) Remarques, (i) Il est clair que UG sat isfai t aux axiomes (0.1) à (0.3) et qu'il contient 

(ii) La définit ion ne peu t s ' é tendre aux ouver ts non fermés de G car pa r exemple si les 
complémentai res des points é taient mesurables, les par t ies g G G, le seraient aussi, ce 
qui ne peu t se concevoir si G est infini. P a r ailleurs, le choix du clan UG est t rès conforme à 
l ' idée de mesure puisque en tou t g G G, Ug contient u n sys tème fondamen ta l de voisinages 
de g. 

(iii) Les sous-groupes fermés H non ouver ts (i.e. non d ' indice fini dans G) ne sont pas 
mesurables . 

Nous allons vérifier que t ou t e mesure est caractérisée p a r sa res t r ic t ion à l 'ensemble 
CQ des classes gH, g G G, H G 

(1.4) Proposition. Soit /io une appl icat ion de CQ dans Z p sat isfaisant à la condit ion 
suivante : 
pour tou t H , K G S^G, K ^ H , on a : 

CG. 

(1.4.1) fio(ghK), pou r tou t g G G. (*) 
h K € / / / K 

(*) La sommat ion p o r t e sur les classes de H modu lo I\ (notées hK p o u r u n représentant 
h non précisé) et non sur l ' indice h. 



Alors il ex i s te u n e m e s u r e fi et u n e seule su r G don t la r e s t r i c t i on à CG soit fiQ. 

(1.5) C o r o l l a i r e . L ' e n s e m b l e des Z p - m e s u r e s sur G s ' ident i f ie à l ' e n s e m b l e des app l i ca t i ons 
de CG d a n s Z p vé r i f i an t la c o n d i t i o n de cohé rence (1 .4 .1) . 

Il es t clair q u e t o u t e m e s u r e ft c o n d u i t a u x r e l a t i ons de cohé rence (1 .4 .1) , p a r a d d i t i v i t é 
finie. 

Soit fiQ '. CG —* Z p vér i f ian t (1 .4.1) , et soit U G KG ; m o n t r o n s q u e p o u r t o u t e éc r i tu re 
de U sous la f o r m e d ' u n e r é u n i o n d i s jo in te finie (cf. (1 .1) ) : 

U = U AIH, AI E G, H E SIG, 
i 

la s o m m e P o i ^ i H ) est c o n s t a n t e : 
S u p p o s o n s avoir é g a l e m e n t U — U j b j K , bj G G, K G QQ ( r é u n i o n finie d i s jo in te ) , e t 

soit L = H H K ; on a 

H = U huL, I< = U kvL, hu G H, kv G K 
U V 

( r éun ions finies d i s jo in tes ) , d ' o ù les 2 p a r t i t i o n s finies su ivan te s de U : 

(1.5.1) U = U U aihuL = U U bjkvL. 
i u j v 

P a r a p p l i c a t i o n de (1.4.1) il v ien t : 

fio(aiH) = Y fio(aihuL) e t Y ^ 0 ( a i H ) = X ] ^{aihuL) ; 
u i i u 

de m ê m e , Yhj ^ o { b j K ) = Y h j Y h v ^ i b j k v L ) , d ' o ù l ' éga l i té de ces s o m m e s d ' a p r è s (1.5.1) , 
c o m p t e - t e n u de l ' un i c i t é de la d é c o m p o s i t i o n de U en classes m o d u l o L d i s jo in tes , ce qui 
p e r m e t de déf in i r fi{U) s ans a m b i g u i t é . 

Il r e s t e à vér i f ier q u ' u n e tel le f o n c t i o n fi est b ien a d d i t i v e : 
Soient U, V Ç. KG tels que U fl V = 0. Q u i t t e à choisir H G ŒG assez p e t i t , on p e u t 

s u p p o s e r que 

U = U giH, V = U gjH ( r éun ions finies d i s jo in tes ) , j&J 

a u q u e l cas fi(U U V) = J2kçluJ ^{dkH) P a r dé f in i t ion , d ' o ù 

fi(U UV) = J2 MgiH) + Y toiSjE) = n(U) + fi{V). 
i£l jeJ 

(1.6) Remarque. P a r a b u s de n o t a t i o n , n o u s c o n f o n d o n s fi e t sa r e s t r i c t i on fiQ à CG e t 
a p p e l o n s Z p - m e s u r e s u r G t o u t e f o n c t i o n su r CQ vé r i f i an t la c o n d i t i o n de cohé rence (1.4.1) , 
é t a n t e n t e n d u que la m e s u r e de t o u t U G UQ s ' o b t i e n t p a r la f o r m u l e : 

(1.6.1) 



p o u r n ' i m p o r t e quelle p a r t i t i o n finie U = U; giH, gi G G, p o u r H G QG assez pe t i t 
( compare r a u cas G fini en (I, §2)). 

2.— Algèbre des Z^-mesures. 

Nous commençons pa r u n e app roche naïve (qui p e u t ê t r e omise sans inconvénient ) des 
défini t ions, avant d ' é t ab l i r le r ésu l t a t f o n d a m e n t a l d u §3 qui s ' appu ie su r ceux d u §1. 

(2.1) D é f i n i t i o n s . Soit MG l ' ensemble des Z p -mesures sur G ( au sens de (1.6)) . On 
muni t canon iquemen t M G d ' u n e s t r u c t u r e de Z p - m o d u l e en définissant A + fi et a A, pou r 
A, FI G MG, O, G Z p , de la façon suivante (sur CG) '• 

(i) (A + n)(gH) = X(gH) + fj.(gH), p o u r t o u t g G G, H G ; 

(ii) ( a \ ) ( g H ) = aX(gH), pou r t ou t g G G, H G ^ G ; 

puis on définit le p r o d u i t de convolut ion de la façon su ivante : 

(iii) ( A n ) ( g H ) = ^ X(aH)p(bH), p o u r t ou t g G G, H G 
aH,bH(EG / H 

abH=gH 

(2.2) Remarque. La fo rmule (iii) résul te de l ' éc r i tu re mul t ip l ica t ive de G ; elle est à 
compare r à u n e écr i tu re add i t ive de la fo rme 

f+S=£ t 

Si les déf ini t ions (i) et (ii) donnen t de f açon év idente des mesures , la déf ini t ion (iii) 
d e m a n d e u n e vér i f icat ion de la re la t ion de cohérence (1.4.1) : 

Soient K, H G QG, K Ç H; posons H = Uhi<eH/K hK. O n a 

( A f i ) { g H ) = J l X(aH)fi{bH) ; 

aH,bH£G/H 
abH-gH 

décomposons aH et bH sous la fo rme U u uK, U„ vK, u, v E G tels que uH = aH, vH = 
bH; la condi t ion abH = gH est équivalente à uvH = gH, soit uvK G {ghK, hK G H / K } ; 
on a donc 

( A f i ) { g H ) = £ A ( u uK) fi(U v K ) , 
U V 

aH,bHeG/H 
abH=gH 



ce qui d o n n e , p a r a d d i t i v i t é de À et 

( X l i ) ( g H ) = E Y , H « K ) f i { v K ) 

aH,bHeG/H uK,vK 
abH=g H uH=aH,vH=bH 

= Y KuKMvK) 
uK,vK 

uvKegH/K 

= E E K ^ k m v k ) 
hh'ÇH/K uK,vK 

uvK—gH/K 

= E vighK) 
hKeH/K 

p a r déf in i t ion . 
D ' o ù le r é s u l t a t . 

(2.3) Remarque. C o n s i d é r o n s la Z p - a l g è b r e A(CG,^p) des a p p l i c a t i o n s de CQ d a n s Zp, 
m u n i e de la t opo log ie de la convergence p o n c t u e l l e ; c o m m e Z p es t c o m p a c t , c e t t e a lgèbre 
est c o m p a c t e . P o u r voir que M.G es t c o m p a c t e , il suff i t d ' é t a b l i r qu 'e l le est f e r m é e d a n s 
A(CG-, Z P ) , ce qui s ' é t ab l i t en r e m a r q u a n t que ADC es t u n e i n t e r sec t i on d ' i m a g e s r éc ip roques 
de la f o r m e 

fg,H,i<U°V> 9 € G, H, G ilG, K Ç H, 

où fgH,K es t l ' a p p l i c a t i o n ( con t inue ) qui à a € A(Cg,^p) associe 
A(GH) ~ Y,hK€H/Ka(9h K ) e ZP-

N o u s a l lons voir q u e c e t t e déf in i t ion " fonc t ionne l l e" de M.G p e u t ê t r e r e m p l a c é e p a r 
u n f o r m a l i s m e b e a u c o u p p lus ag réab l e p o u r les a p p l i c a t i o n s à l ' a r i t h m é t i q u e et qui n o u s 
r a p p r o c h e d u cas G fini (cf. (I. §2)). 

3 .— Définit ion algébrique de l'algèbre des Zp-mesures. 

O n a le r é s u l t a t su ivan t (qui p e u t servi r de dé f in i t ion de AD G) '• 

(3.1) Théorème. Soit G u n g r o u p e prof in i c o m m u t a t i f et soi t MG l a Z p - a lgèb re des 
m e s u r e s s u r G (cf. (2 .1) , (2 .3)) . Alors MG es t h o m é o m o r p h e à la Z p - a l g è b r e AG = 
l i m Z p [ ( j / H ) où H p a r c o u r t l ' en semble i l g des sous -g roupes o u v e r t s de G , m u n i de l ' o rd re 
H 

o p p o s é à l ' inc lus ion , et o ù les h o m o m o r p h i s m e s de t r a n s i t i o n Iik,h, p o u r K Ç H, sont les 
p r o l o n g e m e n t s p a r Z p - l i néa r i t é des a p p l i c a t i o n s c a n o n i q u e s G/K —> G/H. 

démonstration 
Soit FI G Ad G ; c 'es t donc u n e a p p l i c a t i o n de CG d a n s Z p te l le q u e 

v(gH) = ZhKEH/K tighK), p o u r t o u t geG, H, I< G ilG, K Ç H (cf. (1 .4)) . 

P o s o n s alors , p o u r t o u t H G il G 

VH= E v{gH)gH G z p [ G / H } . 
gHEG/H 



Soit K G Q g te l q u e K Ç H et ca lcu lons = Y^ g K£G/K 1^(9 K)9H ; 
d é c o m p o s o n s g sous la f o r m e ah, aH G GjH, hK G H/K ; il v ien t : 

E K 9 K ) g H = Y , E K " h K ) a H 
gli'ÇG/K aH£G/H hKÇH/K 

= fi(aH) aH, 
aHeG/H 

p a r a d d i t i v i t é de fi ; d ' o ù ^ /^ / / ( /UA ) = VH c o m m e a t t e n d u . 
O n a d o n c (HH )H £ l i m Z P [ G / H ] , e t on vérif ie q u e l ' a p p l i c a t i o n fi —> ( f i j j ) H e s t u n 

H 
h o m o m o r p h i s m e bi jec t i f de Z p - m o d u l e s . 

E n ce qui conce rne la s t r u c t u r e d ' a n n e a u x , soient A, fi G M. g et cons idé rons A fi. 
O n a 

( A f i ) H = Y , M ( 9 H ) gH 
gHÇG/H 

= E E KaH)fi(bH)gH 
gH£G/H aH,bHeG/H 

abH=gH 

Y A(aH)fi(bH) aH bH 
aH,bH€G/H 

= \ j j fijq d a n s Z p [ G / H ] . 

D ' o ù u n i s o m o r p h i s m e de Z p - a lgèb res p o u r lequel il r e s t e à é t a b l i r la b i con t inu i t é . 
P o u r cela e x a m i n o n s la topo log ie de A G- D ' a p r è s (1.4.1), c ' e s t u n e a lgèbre c o m p a c t e 

p u i s q u e les Z p [ G / H ] ~ Z p ( c o m m e Z p - m o d u l e s ) sont c o m p a c t s . U n s y s t è m e fonda -
m e n t a l de vois inages de 0 d a n s AG est d o n c f o r m é des t r a ce s s u r A G des i d é a u x su ivan t s 
^ n Mena *p[G/H] • 

(3.1.1) V n , n = n z p I G / h 1 x I I Pnipi°/H^ 
Hettc-n Heu 

où les Q. C S^g sont finis et où n G N. 
Il suff i t a lors d 'u t i l i se r (2.3) p o u r a r r ive r f ac i l emen t a u r é s u l t a t . 

(3 .1.2) Remarque. Si l ' on cons idère l ' a lgèbre ZV[G] (cf. (I, §1)) , l ' a p p l i c a t i o n 

1P[G] —> AG 

E a9 9 —• ( E a<> 
H 

est u n e i n j ec t i on qui p e r m e t d ' iden t i f i e r Zp[6 ' ] à u n e sous -a lgèbre de A g ; on a a lors le 
r é s u l t a t su ivan t : 

(3.2) P r o p o s i t i o n . L a Z p - a lgèb re Z P[G] est dense d a n s A g-



E n effet, soit Va< n l 'un des voisinages définis en (3.1.1). C o m m e Çî est fini, K = 
flHççi H est u n élément de Ûq pour lequel hk se p r o j e t t e sur nu, pou r tou t H G û puisque 
I< Ç H ; donc si fiK = J2GKEG/K KDK) ffK, le relèvement fx = J29KÇG/K v(.9K) 9, est 
u n relèvement dans Zp[G] qui est tel que fi — fi G VQ, n (pour tou t n en fa i t ) , comme on 
le vérifie faci lement par pro jec t ion sur les Z p [ G / H ] , H G Œ (i.e. H D K). 

(3.3) Remarque. Si G est fini, on a {1} G auquel cas A G = \\m1p[G/H] s ' identifie 
H 

canoniquement à ZP[G]. P a r contre, si G est infini, on vérifie que Zp[G] est dis t incte de 
A G . 

(3.4) Conclusion. Pour "voir" une mesure fi G AG = lim Z p [ G / H ] , il suffit de considérer, 

pour H "assez pe t i t " (i.e. G/H "assez gros" ), la composan te fj,H de /j, sur Z p [ G / H ] : 
elle s 'écrit nu = YlgH£G/H 9B P o u r chaque classe gH, le coefficient de gH est 
pa r définit ion la mesure de la classe gH. Si on a un ouvert compact U, on sait qu' i l existe un 
tel H pour lequel U = U"= 1 g{H ( réunion finie disjointe) auquel cas n(U) — 
se dédui t des coefficients de f i h (on se r amène en quelque sorte au cas fini d u chapi t re I). 
En ou t r e 

P = E KgH) g 
gHeG/H 

est une mesure qui approche fi dans A G (ce relèvement dépend du choix des représentants 
g des classes modu lo H ; on vérifie facilement que deux tels relèvements diffèrent d ' un 
élément de l ' idéal d ' augmen ta t i on de H dans ZP[G], i.e. l ' idéal de Zp[G\ engendré pa r les 
1 - h , h E H). 

4.— Mesures particulières. 

(4.1) Mesures de Dirac. Soit g G G; considéré comme élément de Zp[G] Ç AG , il définit 
une mesure /J, qui est donc telle que HH — gH pou r tou t H G OG Î a u t r e m e n t dit : 

fi(aH) = 0 si aH ^ gH, 

fi(gH) = 1 sinon . 

Ce t t e mesure s 'appel le la mesure de Dirac en g et se no te encore g. 
Un élément de Zp[G] est donc une combinaison Zp-linéa.ire de mesures de Dirac (et 

leur ensemble est donc dense dans AG)-

(4.2) M e s u r e s invariantes par translat ion. Comme dans le cadre classique, on s'in-
téresse aux mesures ji telles que (G é tan t mul t ip l ica t i f ) : 

(4.2.1) g/-I = /J., pour tou t g (Z G. 

Dans lp[G/H], H G f i e la relat ion (4.2.1) condui t à 

(1 - g H ) n H = 0, soit 



(1 -gH) J2 KaH) ciH = 0 ; 
aH&G/H 

notons pour simplifier <r, r , . . . les éléments gH, aH de G/H ; il vient 

(1 - cr) Y K r ) t = 0 P o u r t o u t a <= G/H. 
reG/H 

On a donc ]T)r (a< ( t ) — K T C T ~ 1 ) ) T — s ° i t fi(rcr~1) = ti(T) pour tou t a, r G G/H ; d 'où 
j i ( r ) = e n G Zp , e n indépendan t de r , et on obt ient : 

(4.2.2) HH = cH J2 T-
reG/H 

P a r cohérence, p(G) s 'obt ient en p ro j e t an t (4.2.2) dans Tp[G/G} = Z p , à par t i r de n ' im-
p o r t e quel H, ce qui donne 

/ / (G) = cH Y 1> 
reG/H 

soit 

(4.2.3) KG) = CH(G : H), pour tou t H G a v e c G Z p . 

In t roduisons alors le p-Sylow G(p) de G (cf. (I, §5)) qui peu t s 'écrire (cf. (1.5.2.2)) : 

G(p) = l i m ( G / H ) ( p ) : 
H 

(i) Si G(p) est infini, on peut donc t rouver une sui te de Hn G 12G p o u r lesquels 
(G : Hn) = p " , n G N ; donc par (4.2.3) on a n(G) = cjjn p " , e t , puisque cHn G Z p , n(G) = 
0, et cu = 0 pour tou t H G £Ig ; d 'où p = 0 (cf. (4.2.2)). 

(ii) Si G(p) est fini, il existe H0 G flG tel que G/Ho — G(p), auquel cas on a, d 'après 
(4.2.3), 

KG) = cHo | G(p) |, 

qui mon t r e que, si fi existe, la mesure de G est un Z p -mul t ip le de | G(p) |. On peu t alors 
écrire (cf. (4.2.2), (4.2.3)) : 

V ' gHeG H 
(4.2.4) 

KG) 
G : H 

C H ; J 1 E S H > Pour tou t F G 0 G ; (G : H) v ' gHeG/H 

or G Zp pou r tou t H, ce qui fait que l 'on a € T-v\G/H\ pour tou t H G ^ g ; 
enfin comme ( h h ) h est dans Y\m~Lp\G / H\, il existe dans ce cas des mesures invariantes 



pa r t rans la t ion et en fait une seule, à normal isa t ion près, que nous appel lerons la mesure 
de Haar sur G : 

(4.3) Théorème. Soit G un groupe profini commuta t i f . Si le p-Sylow G(p) de G est infini 
la seule Z p -mesure de G invar iante pa r t rans la t ion est la mesure nulle. Si G(p) est fini, 
t ou te Zp-mesure de G invariante pa r t rans la t ion est donnée par /i = c a c , c G Zp, où aG 

est la mesure de Haar définie par 

« • • G ( P ) a G - E > " ) 
(G:H\H&G/H ' Hma 

et pou r laquelle aG(G) =| G(p) | . 

(4.4) Coro l la i re . Si G est fini, on a s implement 

G(P) a G 
G , 1 gec 

(4.5) Remarque. Dans le cas où G(p) est infini, pou r tou t c G Zp — {0}, la famille 

((CFH) YHGH£G/H YH) H définit u n élément de lim Q p [ G / i f ] qui serait donc d u ressort des 

"mesures " non bornées évoquées dans l ' In t roduc t ion . Nous verrons plus t a rd ce qu'il en 
est ; n o t a m m e n t , contra i rement au vocabulaire utilisé dans [Ko] et [W], on ne peu t appeler 
cet élément une "mesure de Haa r " . 

(4.6) P r o p o s i t i o n . Si G est somme directe de 2 sous-groupes profinis G\ et G2, dont les 
p-Sylow sont finis, on a a G = a G l a G 2 . 

E n effet, p renons pour décrire lim ~lp[G/H], H G la par t ie cofinale des H = 
H 

HI © H2, o ù HI ENGI,I = I, 2. 
On a alors : 

U S e E , 
V J gHeG/H V J giH1,g2H2 

= ( G ? : ^ ) ^ SiHL ^ } E 9iH2, V 1 giHlGGl/Hl
 v ZJ g2H2eG2/H2 

qui définit aGl «G2 dans Yxmïp[G / H] — AG. 

5.— Intégration par rapport à une Z^-mesure. 

(5.1) Définition d e JGfdfi. Soit / une appl icat ion cont inue de G dans Cp ; comme G 
est compac t , pour tou t e réel s t r ic tement positif il existe He — H G ilG et une fonct ion f£, 
cons tante sur chaque classe g H (i.e. localement cons tan te modu lo H), tels que : 

(5.1.1) \ f - f s \ p = S U P { \ f ( x ) - f £ ( x ) |p}<£, 
x£G 



où | es t l a va leur abso lue h a b i t u e l l e su r C p ( no rma l i s ée p a r la c o n d i t i o n | p | p = Soit 

fi G A g ; si hh = YhgHEG/H 1^(9 H) P o u r I e g r o u p e H c i -dessus , o n p o s e : 

(5 .1.2) f f£(x)dfi(x) = Y K9H)f£(gH), 
JG gHeG/H 

où fe(gH) — f£(y) p o u r n ' i m p o r t e quel y G gH. 
N o t o n s ( f £ , /-ih) I e second m e m b r e de (5.1.2) (cf. (I, §2)) e t m o n t r o n s qu ' i l n e d é p e n d 

p a s d u choix de H t e l q u e f£ soit l oca l emen t c o n s t a n t e m o d u l o H : 
Si K G £IG est u n a u t r e s o u s - g r o u p e p o u r lequel f£ est l o c a l e m e n t c o n s t a n t e m o d u l o 

K, p o s o n s L = H fl K e t c o m p a r o n s ( f £ , fin) e t ( f £ , //#•) ; en v e r t u des r e l a t i ons de 
cohérence déf in i s san t fi, il v ien t , p u i s q u e f£ es t a fo r t io r i l oca l emen t c o n s t a n t e m o d u l o L : 

( f e , fi H) = E f z ( a L ) = 

aLEG/L 
(5.1.3) 

(fe, f*k') = E v(aL) fe(aL) = ( f £ , fiL), 
aLEG/L 

ce qui fa i t q u e ( f s , fin) n e d é p e n d que de fe e t p e u t se n o t e r ( f £ , /u) (e t déf ini t en que lque 
so r t e la n o t i o n d ' i n t é g r a l e p o u r les " fonc t ions en esca l ie r" , é t a n t e n t e n d u qu ' ic i les p a r t i t i o n s 
ut i l i sées sont les classes m o d u l o H, H G p o u r H assez p e t i t ) . 

Il r e s t e a lors à voir que les ( f £ , fi) on t u n e l imi te i n d é p e n d a n t e d u choix de la fami l le 
( f e ) e s a t i s f a i s an t (5.1.1) lo r sque e —> 0 : 

P o u r cela c o m p a r o n s ( f £ , fi) et ( / , , fi) où fe ( resp . f^ ) sont 2 f o n c t i o n s loca l emen t 

c o n s t a n t e s m o d u l o H = H£ ( resp . H = Hs< ), tel les que | f — f£ \P< £ ( r e sp . | / — / , | p < 

e ) ; il suff i t de p r e n d r e L = H H H p o u r c o n s t a t e r que 

I (f'e, V) ~ (f'e>, y") lP = I ( f l , PL) ~ (f'e>, VL) \P ( d ' a p r è s (5 .1 .3) ) 

= 1 E K9L)(f'£(9L)-f'AgL)) \p 
gLEG/L 

< Max | f'£(gL) — f'e,(gL) \p gLECt/L 

< Max. \f'e(gL)-f(gL) + f(gL)-f',(gL)\p gLEG/L 

< M a x { e , e ' } . 

O n o b t i e n t , à p a r t i r de c e t t e inéga l i t é généra le , d ' u n e p a r t (avec / , = f£) l ' inégal i té 

| (f'£, fi) — ( f s , fi) | p < e, e t d ' a u t r e p a r t | (fs>, fi) — ( f e , fi) | < Max{e, e } ; p a r conséquen t , 
on a u n e su i t e de C a u c h y ( ( f £ , fi))£ qui converge vers u n n o m b r e de Cp, i n d é p e n d a n t d u 
choix de la fami l l e ( f £ ) £ , n o t é fG f d fi, ou p lu s s i m p l e m e n t 

( f , V)a = ( f , t*), 



et appelé l ' intégrale de / sur G pa r r appor t à la mesure fi. 

(5.2) Remarques, (i) On peu t intégrer sur t o u t e par t ie de G de la forme U E UG '• il 
suffit d ' in tégrer fnu où ku est la fonct ion caractér is t ique de U (qui est continue puisque 
U et G — U sont ouver ts) ; on obt ient alors ( / , y)u qui peu t s ' approcher , à e près, de la 
façon suivante : on considère H E fl g assez pe t i t tel que : 

( a ) U = U"= 1 g {H (union finie disjointe), 
(/?) pour tou t i = l , . . . , n , sup (| f ( x ) - f ( y ) |p) < £ ; 

on a alors, en choisissant des xr E gi H, l ' approx imat ion à £ près 

n 

f(*i) KdiH). 
i= 1 

(ii) On vérifie facilement les propr ié tés de l inéari té de l ' intégrale. 

(5.3) Cas des caractères continus. Désignons pa r XQ le g roupe des caractères continus 
de G à valeurs dans Cp (XQ contient les caractères d 'o rdre fini). Pour calculer une intégrale 
de la fo rme (x , fi), X £ Xg, on peu t utiliser le fait que Z p[G] est dense dans A g (cf. 
(3.2)) : si a G Zp[G], a = ag g avec Supp(a) fini, on a (x, a) = ag (x, g) ; or, 
pa r définit ion de la mesure de Dirac g, on a (x, g) = x(flO (revenir aux définit ions pour 
s 'en convaincre). 

D 'après ce qui a é té fait dans la démons t ra t ion de (3.2), si fi E AQ et si H E £IG, tou t 

relèvement de fin = 5 ^ l^(sH)gH dans Z P [G] , donc de la fo rme 5 ^ ^(QH) g, 
gHÇG/H gHÇG/H 

conduit à l ' approx imat ion 

(x, VH) = Y1 viaH) x{g)-
gHGG/H 

Nous nous référerons souvent à ce fai t t rès utile en p ra t ique et que nous résumons 
dans l 'énoncé suivant : 

(5.3.1) Théorème. Soit x u n caractère continu de G dans Cp et soit fi E AQ, p — 

(VH)Hena ! a l o r s o n a 

(X, fi) = lim (x, fiH) 
H 

= l i m ( x , 5 3 o ) 
" aÇG/H 

= lim 53 fi(a) x(<7 ) 
H <tÇG/H 

où, pou r tou t a E G / H , a désigne un relèvement a rb i t ra i re de a dans G. 

(5.3.2) Remarque. Si x e s t d 'o rdre fini et si H = Ker x , on a H E Qg et il vient 
facilement (x , p) — (x> Mh) (somme finie). 



(5.4) Proposition. 

Chapi t r e II 

Si A, /x G A g et si x € Xq, on a 

(x , V ) = (x , A) (x , /«). 
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E n effet si a, (3 G Zp[G], d ' après (1.2.2.2) on a : 
(x , oi/3) = x ( ° 0 x(/2) = (X) a ) (X) P) i d 'où le résul ta t pa r densité. 

(5.5) Remarque. Ce t t e propr ié té fai t que dans le cas des caractères continus, on pose 
(x , p) = x(m)> le caractère x se prolongeant par l inéari té et cont inui té en un homomor-
phisme de Zp-algèbres de AG dans C p no té encore x-

(5.6) P r o p o s i t i o n . Soit G un groupe profini commuta t i f pour lequel le p-Sylow G(p) est 
fini, et soit aG la mesure de Haar sur G (cf. (4.3)). Soit x G Xq (cf. (5.3)) ; alors on a les 
relat ions suivantes : 

(i) (x, «G) = 0 si x Xo (caractère uni té de G), 
(ii) (X, «G) = | G(p) | si x = Xo-

Si X Xo, il existe g G G' tel que x(s) 1 j écrivons alors que (1 — g)aG = 0 et 
intégrons ce t te relat ion en t enan t compte de (5.4) ; il vient : 

(1 ~ X(ff)) (X, «G) = 0, d 'où (x, «G) = 0. 

Si x = Xo, o n a d ' après (5.3.2) : 

(Xo, «G) = (Xo, (<XG)G) = (X0, | G(p) |) =| G(p) | . 

6.— Zp-distributions. 

Soit t ou jour s G u n groupe profini commuta t i f , et soit AG la Z p -a lgèbre des Z p -mesures 
sur G. Une façon d'élargir la not ion de mesure est la suivante : 

(6.1) D é f i n i t i o n s , (i) On appelle algèbre des Z p -d is t r ibut ions sur G l ' anneau to ta l des 
f rac t ions de A q ; c 'est donc l 'ensemble des f rac t ions j , u, S G A G, S non nul et non diviseur 
de 0 dans AG ; 

(ii) On désigne p a r A G la Zp-algèbre des d is t r ibut ions sur G ; elle contient A q comme 
sous-algèbre. 

Un type par t icul ier de d is t r ibut ions a é té in t rodui t pa r Serre dans [Si] pour in terprê ter 
les fonct ions L p-adiques comme intégrales : 

(6.2) Définitions, (i) On appelle Tp-pseudo-mesure sur G tou t élément fi de A G tel que 

(1 — g)n G A G, pour tou t g G G. 

(ii) O n désigne par A Q le sous-Z p -module de A Q des Z p -pseudo-mesures ; il contient 
AG comme sous-module (AG n 'est pas une sous-algêbre de AG)-



Nous verrons au chapi t re suivant comment caractériser AG, au moins dans des cas 
part iculiers . 

Nous allons ma in t enan t essayer de mont re r en quoi les d is t r ibut ions sont ra t tachées à 
des "mesures non bornées" , telles qu 'évoquées dans l ' In t roduct ion . 

(6.3) P r o p o s i t i o n . Si G est fini, alors la Z p-algèbre A G s ' identifie canoniquement à QP[G]. 

(i) Si p = J 2 9 ç g a9 a9 e Qj>> ^ existe d G Z p , d ^ 0, tel que d ag £ Zp pou r tou t 
g G G; d 'où dp G Zp[G], et p est une d is t r ibut ion de dénomina teu r d. 

(ii) Soit p = •| G A G, u, 8 G Zp[G], 6 / 0 et non diviseur de 0 dans Zp[G] ; en uti l isant 
la t r ans formée de Fourier de 8 (cf. (1.2.3.5)), on sait que ces condi t ions sur 8 ont lieu si et 
seulement si (x, 8) ^ 0 pour tout X € XQ ; on peu t donc considérer, pou r tou t X € XG 

(x, y) 
, x = t M ) • 

Soit Q p ( x ) (resp. Ip(x)) le corps des valeurs de x sur Q p (resp. son anneau d 'ent iers) ; 
comme (x, v), ( x , S) G Z p ( x ) , il existe dx G Z p , mult iple de (x, 6), et ax G Z p ( x ) , tels que 
px = Soit ma in t enan t d G Zp un p.p.c .m. des dx et écrivons 

(6.3.1) px = ^ pou r tou t x G XG, Px G l p ( x ) ; 

soit alors u = Px ex € "-"pi^L (1-2.3.2)), et vérifions que, dans AG , on a : 

(6.3.2) 
v u 
6 = H 

Ceci équivaut à mont re r d ' a b o r d que ud — u 8 = 0 dans C p [G] et ensui te que u G Qp[G] ; 
or, pour tou t 4> G XQ on obt ient 

tj>(u)d - iiu' )ij>(8) = %!>{6)d - PTP I/>(6) = 0 d ' après (6.3.1). 

Mont rons enfin que u G Qp[G] ; pa r const ruct ion, on a v G £ est une racine 
de l 'uni té d 'o rdre diviseur de | G |. Tout Q p - a u t o m o r p h i s m e 5 de Q p (£ ) s ' é tend de façon 
canonique en un Q p [G] -au tomorph i sme (no té s) de Qp(£)[G] et la théor ie de Galois s 'y 
appl ique (coefficient pa r coefficient) ; or la relat ion (6.3.2) condui t à 

s(v)d = 5(6)5(1/ ), 

soit ud = 8s(u ), puisque u, d, 8 G Zp[G], auquel cas u G QP[G] et p = j = ^ G QP[G]. 

(6.3.3) Remarques, (i) On peu t se demander ce qu' i l advient de (6.3) dans le cas où G 
est infini. Le problème est que si p — j G A g , il se peu t que dans les Z p [ G / H ] , H G Ag, 
cer tains 8JJ soient nuls ou diviseurs de 0, alors que dans le cas G fini, si 8 est non nul et 
non diviseur de 0 dans Zp[G], 8 h est non nul et non diviseur de 0 dans Z p [ G / i ï ] (il suffit 



d'uti l iser la t ransformée de Fourier en r emarquan t que $ G / H ( / ) = ( x ( / ) ) x » X G ^ G / H 
(où XQ/U est identifié à {x G -YG, Ker\ 2 #})• 

P a r contre dans le cas G infini, si pour tou t H G A g , 8h est non nul et non diviseur 
de 0 dans Z p [ G / H ] (condit ion équivalente à x(8) ^ 0 pour tou t carac tère x d 'o rdre fini de 
G), alors pu = jf a u n sens dans A G / H = Q p [ G / H ] (d ' après ( 6 . 3 ) ) , et pa r conséquent 
on a 

(Ph)H€ l im QP[G/H}. 

On no te ra que p^ est bien indépendan t de l 'écr i ture f rac t ionnai re p ~ à condit ion de se 
res t re indre a u x dénomina teu r s 8 dont les pro jec t ions 8H sont nulles et non diviseurs de 0. 

(ii) La réciproque est inexacte : on peu t avoir une famille cohérente ( P h ) h € 
lim Q p[G/H], sans qu' i l existe J G A G (8 H non nul et non diviseur de 0 pou r tou t 
H 

H G telle que pn = f^- dans Q p [ G f H ] : pa r exemple, considérons G ~ Zp , où 
ÇlG = {Hn = Gp", n > 0} et posons 

pHn = Pn = P~" Y Tn ' 
r„GG/Hn 

on a ( p n ) n G lim Q p [ G J H n ) de façon évidente, et s'il existai t v, 8 Ç. AG telles que pn8n = vn 
n 

pour tou t n, on aura i t en part icul ier 

Vn =P~n(Y T n ) S n = P ~ U 

TRI 

(puisque r Y,rn
 T» = ÏCr„ T» P o u r t o u t T G G/Hn), soit vn = p~n80 Y,rn

 r« où ^o € 2p ; 

puisque un G Z p [ G / H n ] , on a nécessairement = 0 m o d pn p o u r tou t n, soit 8o = 0 et 
u n = 0, ce qui est absurde (cf. (4.5) au suje t des mesures invariantes pa r t rans la t ion dans 
le cas G(p) non fini). 

E n conclusion, pa r r appor t à la not ion de Z p -mesure , il y a 2 niveaux de généralisat ion 
qui se dégagent : 

(i) les Z p -d is t r ibu t ions p = j p o u r lesquelles 8H est non nul et non diviseur de 0 dans 
1P[G/H], pou r tou t H G ŒG ; 

(ii) les au t res Z p -d is t r ibut ions pou r lesquelles tou t carac tère d 'o rd re fini n 'es t pas 
nécessairement intégrable. 

(6.3.4) Notation. On désigne par A G la sous-algèbre de A G formée des Z p -d is t r ibut ions 
p = •| pour lesquelles 8h est non nul et non diviseur de 0 dans Zp[G/H], pou r tou t H G fie-

Les é léments de A G sont donc des éléments part icul iers de lim Q p [Cr / i ï ] ; ce sera le 

cas des "dis t r ibut ions de Stickelberger" qui seront étudiées au chapi t re IV ; pa r contre, les 
pseudo-mesures non triviales sont dans AG — A G . 

(6.3.5) Définition. Soit tor(XG) le sous-groupe de XG fo rmé des caractères d 'o rd re fini 
de G ; on appelle t rans formée de Fourier l 'appl icat ion $ de ©G = lim C P [ G / H ] dans 

[J2 Sn) 



n x e tor{Xa)
 CP <lui à £ = UH)H associe la famille (x(0)x> o ù x ( 0 = XUH) p o u r n ' i m p o r t e 

quel H G UG contenu d a n s Ker x-

Ceci définit un h o m o m o r p h i s m e injectif de C^-algèbres, qui coïncide avec l ' appl ica t ion 
définie en (1.2.3) lorsque G est fini. C o m m e A G est une sous- Z p -a lgèbre de QQ, la t rans-
formée de Fourier de p = j , v, 8 £ A g, $ H n ° n nul et non diviseur de 0 d a n s Zp[G/H] 
p o u r t ou t H G ÇIG, est donné p a r 

*(p) = (x(v)x(S)-1) xe tor(XA) 

(6.4) Intégration par rapport à une distribution. Si p = j G A G , on ne peu t définir, 
a priori , l ' in tégrale d ' u n e fonct ion quelconque, mais un iquemen t l ' in tégrale d ' u n carac tère 
cont inu, ou plus généra lement d ' u n e combinaison C p - l inéa i re finie de tels caractères . 

(6.4.1) Définition. Soit p = j G A ^ , u, 8 G AG, 8 non nul et non diviseur de 0, et soit 
f = E I U CiXii ci € Cp, Xi £ Xg dis t incts . Alors si (xi, 8) / 0 p o u r t ou t i, on définit 
/ G f dp par 

n 

( f , p) = Y1 
i=1 

n 

= Y1 ^xiHxi^r1-
i-l 

On n o t e r a que la défini t ion a un sens car d ' u n e p a r t les intégrales Xi{p) SOI1t définies 
en raison de la p ropr ié té (5.4) des caractères , e t , d ' a u t r e p a r t , l ' écr i ture de / comme 
combinaison C p - l inéa i re de caractères est un ique en raison de l ' i ndépendance l inéaire des 
caractères . 

Le résu l ta t suivant m o n t r e une possibil i té de défini t ion générale : 

(6.4.2) Lemme. Si f est une fonct ion de G à valeurs dans Cp, localement cons tan te modu lo 
H G Q c; • alors / s 'écrit de façon un ique comme combinaison C p - l inéa i re de caractères 
d 'o rdres finis de G. 

Appelons fn l ' appl ica t ion de G/H dans Cp issue de / et définie p a r fu(gH) = f ( x ) 
p o u r n ' i m p o r t e quel x G gH ; alors le résul ta t pou r est donné p a r la p ropr ié té (1.2.3.4) ; 
l ' écr i ture de / s 'en déduisant t r iv ia lement . 



CHAPITRE III 

Théorèmes de décomposition de A G et AG 

O n f ixe u n e fois p o u r t o u t e s u n n o m b r e p r e m i e r p. Le b u t de ce c h a p i t r e es t de préciser 
la s t r u c t u r e de AG e t AQ l o r sque le P-Sylow de G es t , m o d u l o la P - tors ion , u n Zp-modu le 
de t y p e fini. 

1.— Structure de Zp-module des pro-p-groupes commutatifs. 

C o m m e exp l iqué en (I , §5) u n g r o u p e prof in i G es t d i t , p a r e x t e n s i o n d u cas fini, 
u n p r o - p - g r o u p e , si G co ïncide avec son p-Sylow ou enco re si G es t l im i t e p r o j e c t i v e de 
p - g r o u p e s finis Gi ; en pa r t i cu l i e r on a que Gj H es t u n p - g r o u p e fini p o u r t o u t H G CIQ-

Soit G u n p r o - p - g r o u p e c o m m u t a t i f et soit 7 G G ; l a su i t e jp converge vers 1 d a n s 
G : en ef fe t , si l ' on cons idè re u n é l émen t d u s y s t è m e f o n d a m e n t a l s t a n d a r d d e vois inages 
de 1 d a n s G, de la f o r m e Vj = Y[ieI_j Gi x { l j ) > C J fini, o n a 7^ G Vj dès 
que pn es t m u l t i p l e de l ' e x p o s a n t des Gj p o u r t o u t j G J. Ceci veu t d i re q u e l ' app l i ca t i on 
su ivan te ( p o u r 7 G G fixé) : 

Z —> G 
x 7X 

est c o n t i n u e lo r sque Z est m u n i de la topo log ie p - a d i q u e ; elle se p ro longe d o n c en u n e 
a p p l i c a t i o n c o n t i n u e / 7 de Z p d a n s G qui es t u n h o m o m o r p h i s m e de g r o u p e s topo log iques . 
O n a ainsi su r G u n e s t r u c t u r e c a n o n i q u e de Zp-modu le que n o u s u t i l i se rons c o n s t a m m e n t . 

L ' a p p l i c a t i o n / 7 est i n j ec t ive si et s eu l emen t si 0 (7 ) = p°°. 
L ' i m a g e d e Zp p a r / 7 , qui es t d o n c le Z p - m o d u l e e n g e n d r é p a r 7 , s ' a p p e l l e le s o u s - g r o u p e de 
G e n g e n d r é t o p o l o g i q u e m e n t p a r 7 , sous -g roupe p o u r lequel on d i t q u e 7 est u n g é n é r a t e u r 
t o p o l o g i q u e (ou , p a r a b u s , u n g é n é r a t e u r ) et q u e l ' on n o t e 7 Z p . 

E n r é s u m é , si 7 G G , on a 
7 1 ' ~ I/pn2 ou Zp 

selon q u e 0 (7 ) = pn o u p°°. 

(1.1) Remarque. Il est clair que ~ylp es t l ' a d h é r e n c e d a n s G d u g r o u p e 7 Z e n g e n d r é 
( a l g é b r i q u e m e n t ) p a r 7 . C o m m e seuls les sous -g roupes f e r m é s on t u n in t é rê t ici, on u t i l i se ra 
t o u j o u r s l ' e n g e n d r e m e n t p o u r la s t r u c t u r e de Z p - m o d u l e . 

(1.2) Conséquences. Soit G u n p r o - p - g r o u p e c o m m u t a t i f ; on dés igne p a r tor{G) le sous-
Zp-modu le de to r s ion de G , qui est d o n c égal à {g G G , o(g) = pn, n G N } . O n a a lors les 
f a i t s su ivan t s : 

(i) Si G a d m e t u n q u o t i e n t G/A, A f e r m é (*) , qui est u n Z p - m o d u l e de t y p e fini sans 
to r s ion , a lors il ex i s te u n s o u s - m o d u l e l ibre de d i m e n s i o n finie T de G te l que 

G = A ® r . 

(*) c e t t e c o n d i t i o n est nécessa i re p o u r que le q u o t i e n t soit u n p r o - p - g r o u p e e t p a r là u n 
Z p - m o d u l e . 



E n effet, si G/A est de t y p e fini c o m m e Z p - m o d u l e et sans tors ion, il est l ibre ( Z p est 
pr incipal ) , et on p e u t écrire 

r 

G/A = 0 (^A)1", 7l- e G, (7iA)1' ~ Zp, 
i=1 

auquel cas on vérifie faci lement que 

r 

G = o ù r = 0 7 f p . 
i=1 

(ii) E n par t icu l ie r si G/tor(G) est de t ype fini, alors il exis te u n sous -module T de G, 
T ~ Zp, tel que G = tor(G) © T (le n o m b r e r est alors le Z p - r a n g de G). 

(iii) Enf in si G est lu i -même u n Z p - m o d u l e de t y p e fini, on a en o u t r e tor(G) ~ 
m=i Z/pn'Z, s > 0, 1 < m < ... < na. 

2.— Décomposition d'un groupe profini commutatif. 

C o m m e d a n s le cas fini, on a le fai t su ivant , p o u r G profini commuta t i f quelconque : 

(2.1) Lemme. O n a G = Go © G(p), où Go (resp. G(p)) est le sous-groupe des é léments 
de G d ' o rd re é t r ange r à p (resp. d ' o rd re puissance de p) (cf. (I, §5)). 

Les vérif icat ions d u fai t que Go et G(p) sont des sous-groupes ( G ( p ) é t a n t le p-Sylow 
de G) sont é lémenta i res , comme la vérif icat ion du fai t que G0 H G(p) = {1}. Si £ (E G, 
dans l ' écr i ture G = l im Gi, on p e u t décomposer x sous la fo rme x = (xit0 x Xip)i, où 

• e/ 
a^o (resp. Xi p ) est d ' o rd re é t r ange r à p (resp. d ' o rd re pu i s sance de p) ; on vérifie que 
x0 = ( x j o)', et xp = {xi p)l sont dans lim G , (les hrespectant la n a t u r e des ordres des 

>e/ 
éléments) , auque l cas x = XQXp, XO G Go, xp € G(p) . 

(2.2) Corollaire. On a G = G{p) (P premiers). 

(2.3) Remarque. On p e u t r e t rouver ces r ésu l t a t s d i rec tement en écrivant Gi — © p Gi(p) 
et en vérif iant que, d ' u n e man iè re générale , on a 

lim 0 Gi{p) ~ J ] ^ 
>€I p p -6/ 

Selon ce po in t de vue, on obt ien t i m m é d i a t e m e n t que Z ~ Zp (cf. (1.3.6.1)). 

Nous ferons désormais l ' hypo thèse suivante qui se t r ouve ê t r e vérifiée p o u r tou te s les 
app l ica t ions à l ' a r i t h m é t i q u e (en par t icu l ie r p a r le fai t que les g roupes de Galois issus de 
la théor ie du corps de classes au-dessus d ' u n corps de n o m b r e s vérif ient ce t t e hypothèse ) : 

(2.4) Hypothèse ( H p ) . On supppose que le g roupe profini c o m m u t a t i f G possède, pou r le 
n o m b r e p remier p considéré, u n p-sous-groupe de Sylow G(p) p o u r lequel G(p)/tor(G(p)) 
est de t y p e fini c o m m e Z p - m o d u l e (donc Z p - l ibre de r a n g r > 0 fini). 



Il résul te de ce t te hypothèse que 
r 

G(p) = tor(G(p)) © 0 I \ , Ti ~ Zp p o u r 1 < i < r ; 
i=i 

de même, G peu t alors s 'écrire (cf. (2.1)) : 
r 

G = Go © tor(G(p)) © 0 r t 

i=1 
(sans qu' i l soit nécessaire de supposer tor(G(p)) de type fini) ; enfin, si l 'on veut privilégier 
une composan te i somorphe à Z p , lorsque r > 1, on peu t écrire (de façon non unique) : 

(2.4.1) G = A © r , r ~ zp. 
(2.4.2) Remarque. C'est le point de dépar t de l ' é tude de AQ (cf. (II .6.2)) dans [SI] ; on 
no te ra que le p-Sylow de A peu t ê t re infini pou r 2 raisons : soit que l 'on a r > 2, soit que 
tor(A(p)) n 'est pas de type fini, cas qui se produi t si G est g roupe de Galois de l 'extension 
abélienne maximale d ' u n corps de nombres k, mais qui n ' a p lus lieu si l 'on se restreint 
au groupe de Galois de l 'extension abélienne S'-ramifiée maximale de k, lorsque S est un 
ensemble fini de places de k (cf. chap. IV, §1). 

(2.5) Caractères continus de G. Restre ignons-nous au p-Sylow G(p) de G, en supposant 
que G(p) est un Zp-module de t ype fini. Ecrivons G(p) = tor(G(p)) © Fi, T,- ~ Zp, 
où l 'on suppose donc tor(G(p)) fini. 

Soit ^G(p) I e g roupe des caractères cont inus de G(p) dans C * . C o m m e dans le cas 
classique, on vérifie que 

r 

XG(p) ^ Xtor(G(p)) © 0 XTi (non canoniquement). 
t=i 

On est r amené à é tudier : 
XB pour un p-groupe fini B, ce qui est clair, 
XY pour r ~ Zp. 

(2.5.1) Lemme. Le groupe X-p est i somorphe au sous-groupe Up de C * formé des uni tés 
principales (i.e. des u € C^ tels que | u — 1 |p< 1). 

Soit 7 u n généra teur topologique de T, soit x u n élément de X p et posons 

« = X ( T ) ; 

comme up = x{lv )> P a r continuité , uv —> 1 si n —* oo ; pa r conséquent , | u |p"—• 1, et 
| u |p= 1 nécessairement . De plus on a | u — 1 | p < 1 car sinon, si u = 1 + v avec | v |p> 1, 
on peu t écrire up — 1 = ]"](?/ — £), où C parcour t le g roupe ppn des racines p n - i èmes de 
l 'unité ; o r w - ( = u — 1 + 1 — ( = u + l — C , e t | « — C Ip—\ v + 1 — C lp—I v lp puisque 
I 1 — C Ip< 1 et | u |p> 1 ; on aurait donc \ up — 1 |p=| v \p > 1 , ce qui est absurde. 

Ecrivons alors u = 1 + 7r 6 Up avec | 7r | p < 1 ; on vérifie, pa r récurrence sur n, que 
(1 + 7r)pn = 1 + 7rn avec | 7rn | p - » 0. 
D 'où le lemme faci lement . 

(2.5.2) Remarque. Les é léments de p p n , n € N, sont dans Up , et on re t rouve ainsi les 
caractères d 'o rdre fini de T. 



3.— Algèbres de séries formelles. 

Nous allons m o n t r e r , t o u j o u r s dans le cadre de l ' hypo thèse ( H p ) f a i t e en (2.4), que 
l 'on p e u t i n t e rp rê t e r l ' a lgèbre AG c o m m e u n e algèbre de séries formelles. Le résu l t a t est 
le suivant (où p est u n n o m b r e p remie r fixé) : 

(3.1) Théorème. Soit G u n g roupe profini commuta t i f vér i f iant l ' hypo thèse ( H p ) ; on fixe 
une décompos i t ion de la fo rme G = .4® F, T ~ Z p (cf. (2.4.1)) et u n géné ra t eu r topologique 
7 de T. Soit A^[[T]] m u n i e de la topologie de la convergence s imple des coefficients. Alors il 
exis te u n un ique h o m é o m o r p h i s m e de A^-a lgèbres topologiques qui t r a n s f o r m e T en 1 — 7. 

démonstration 
P o u r décrire A g = l im Zp[G/H], H € ÇIq, on p e u t r emplace r Qq P a r la p a r t i e cofinale 

su ivante (cf. (1.3.5)) : 

ÇlG = {B® Tn, B e nA, Tn = Tp\n> 0}, 

sur laquelle l 'o rdre est l ' o rdre p r o d u i t (i.e. B © T m > B © T n si et seulement si on a 
B Ç. B et r m Ç r „ , soit m > n). Il vient a lors : 

AG = lim 2p[A®T/B ®Tn] 

~ lim 2P[A/B x r / r n ] 
B,n 

~ l im 1P[A/B] [r/r„] 
B,n 

(en u t i l i sant des i somorphismes de sys tèmes pro jec t i f s év idents ) . 

(3.1.1) Lemme. O n a l im Z P [ A / B ) [ r / r „ ] ~ lim A ^ f r / F n ] . 
B,n n 

La p remiè re l imi te p ro jec t ive est u n sous -anneau de Zp[A/B] [r/r„], 
B,n 

B ettA,n> 0, p r o d u i t qui peu t s 'écrire ( J J lp[A/B] [ r / r n ] ) . 
n B 

Considérons u n é lément a de lim Zp[A/B] [r/Tn] ; il s 'écri t 
D ,11 

(3.1.2) a = ( a B , n ) B , n , aB,n = E a f l , n 7 n , 
j m o d p " 

où al
B n e IP[A/B], 7n = 7 r „ dans T / r n . 
A a associons les famil les suivantes (n > 0, 1 < i < pn) : 

(3.1.3) an = (aB,n)B, B € QA -, 



pour n et i fixés, la famille obtenue dans ]~\B TP[A/B] est cohérente (à n fixé), les a s n 
sont cohérents en B et la cohérence passe aux coefficients sur la base des 7^, 1 < i < pn 

(cf. (3.1.2)) ; à a on a donc associé l'élément 

(3.1.4) « n = E < 7 ; e A . [ r / r „ ] . 
i m o d p " 

Dans (3.1.2), la cohérence de a, cette fois à B fixé, s'exprime pour tout m, n Ç N, m > 
n, par les relations suivantes (dans la projection Tm —> Tn) : 

E aB,m7»= E AB,n 7 
j m o d p m i m o d p " 

ni 

soit : 

(3.1.5) AB,n = E 
A=0 

ce qui (à m et n fixés) permet d'écrire, dans la limite projective sur B, compte-tenu de 
(3.1.3) : 

PRN~
 n j 

A=0 

qui traduit la cohérence dans lim A^[r/r„], de la famille 

' = ( E = ("»)» (Cf- (3-L 4))-S'mnd n™ ' n 
a 

S m o d p 

On vérifie point par point que l'application qui à a (cf. (3.1.2)) associe a est 
l'isomorphisme cherché. 

Il reste alors à interprêter 
lim A ^ [ r / r „ ] . 

n 

On a alors le résultat suivant qui généralise une démonstration classique ayant son 
origine dans la théorie d'Iwasawa (cf. [L], [S3]) : 

(3.1.6) Lemme. Soit R une Zp-algèbre topologique unitaire compacte. Alors il existe un 
unique isomorphisme de i î - a l g è b r e s topologiques de lim i ? [ r / F n ] sur A = /2[[T]] qui à 7 

n 

associe 1 — T (on rappelle que i? |T] peut être identifiée à une sous-algèbre de lim i 2 [ r / r n ] , 
n 

comme on l'a fait en (II.3.1.2) dans le cas de R = ïp). 



Soit Pn le p o l y n o m e (1 - T)* — 1 G lp[T], n > 0 ; o n a les d i a g r a m m e s c o m m u t a t i f s 
su ivan t s ( p o u r m > n) : 

R[T/rm] ^ R[T] /(Pm) 

hm,n I 1 hm,n 

R[T/Tn] ^ R[T}/(Pn) 

Le R-isomorphisme fn r é su l t e d u fa i t que r / r n est cycl ique d ' o r d r e pn e t e n g e n d r é p a r 
7 n = -fVn ; on a d o n c R [ r / r n ] ~ R [ X ] / ( X P — 1) et il suff i t de fa i re le c h a n g e m e n t 
d ' i n d é t e r m i n é e X —» 1 — T (on a donc b i en associé T et 1 — 7 „ ) . Le i î - h o m o m o r p h i s m e 
hm n ex is te p u i s q u e Pn divise Pm ( ca r Xp — 1 divise Xp - 1, p o u r t o u t m > n ) . L a 
c o m m u t a t i v i t é d u d i a g r a m m e vient d u fa i t que 

h'm,n 0 / m ( 7 m ) = hm n( 1 - T m o d Pm) 

= 1 - T m o d Pn, 

et 

fn 0 hm,n(7n) = .fn(jn) = l~T mod Pn. 

O n a d o n c u n R-'i s o m o r p h i sme de s y s t è m e s p r o j e c t i f s (cf. (1.3.4)) qui c o n d u i t à 

l im i 2 [ r / r „ ] ~ l im R[T)/(Pn), 
n n 

et d a n s cet i s o m o r p h i s m e , ( 7 n ) n = 7 c o r r e s p o n d à 1 — T . 

(3.1.7) L e m m e . O n a R[T]/(Pn) ~ R[[T}}/PnR[[T}}. 

Soit 5 G A = -R[[T]], S = E l > 0
 s' Si G R-, e t p o u r t o u t m > 0 p o s o n s Sm = 

E , ™ ? " 1 Ti• Soit 21 I,idéaI (pn,Pm) de A ; c o m m e Pn = (1 - T)pn - 1, 
on a Tp G ( P „ , p ) , d ' o ù Tmp G 21 ; p a r d iv is ion euc l id ienne de Sm p a r Pn d a n s R[T], il 
v ien t Sm = QmPn + ^ m i a v e c degré (Rm) < pn. D ' o ù S = Rm m o d 21, et on p e u t écrire 
S — Rm. + -4mPn "f" BmP™•> An11 Rm € A. 
C o m m e A est c o m p a c t e , il ex is te R G -R[T], de degré < p " , et A G A, te ls q u e S = R + APn 

d a n s A pu i sque , p a r h y p o t h è s e , pm. 1 —> 0 d a n s R. 
T o u t rev ien t m a i n t e n a n t à m o n t r e r , c o m m e p o u r le cas des g r o u p e s prof in is , que 

l im A/PnA " r e d o n n e " A. 
n 

P o u r cela, cons idé rons l ' h o m o m o r p h i s m e 

A — H A/PnA 
n 

x —>• ( x m o d Pn)n 

don t le n o y a u est f l n PnA. O n r e m a r q u e que Pn G ( p , T ) n + 1 : 



en effet , on a p o u r t o u t n > 0 : 

PN+I/PN = I + ( I - TYn + • • • + ( I - T Y n ^ G ( p , T ) , 

d ' o ù le r é s u l t a t p u i s q u e PQ — —T £ (p, T ) . O r l ' idéal (p, T ) n + 1 est égal a u i ï - m o d u l e 

pn+1R + pnTR + • • • + PTnR + T " + 1 A. 

D o n c si x = £ î > 0 £ PnA, o n a en pa r t i cu l i e r 

J2 aiTi = pn+1bo+pnTb1+---+pTnbn m o d T " + 1 A , 
2>0 

soit 
a0 € pn+1R, 
ai € pBi2, 

an G PIZ. 

Il r é s u l t e de ceci q u e si x G f l n P n A , alors , p o u r t o u t i > 0 f ixé, o n a : 

ai G fl pmR, 
m 

soit ai = 0. 
L ' a p p l i c a t i o n déf inie est d o n c in jec t ive et p r e n d ses va leurs d a n s l im A/PNA. 

n 

Vér i f ions enf in la s u r j e c t i v i t é : 
Si (X N + PNK)N G l im A / P „ A , la cohé rence i m p l i q u e en p a r t i c u l i e r que , p o u r m > n , o n a 

n 

xm = xn m o d PNA, 

soit 
XM i » £ (p, r ) 

O r p o u r la topo log ie de la convergence s imple des coeff ic ients o n p e u t d i re , d ' a p r è s les 
calculs an t é r i eu r s , q u e (p, T ) n + 1 t e n d vers 0 avec n , a u t r e m e n t d i t , l a su i t e ( x n ) n es t u n e 
su i t e de C a u c h y qui est d o n c ici conve rgen te dès q u e R es t s u p p o s é e c o m p l è t e . O n vérif ie 
que la l imi te .t G A convien t . 

Ceci achève la d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e . 

(3 .2) Remarque. Si x € XQ, on peut écr i re x sous la f o r m e x = XAXT> XA £ XA, Xr G 
; o n a a lors , p o u r A = e ^ [ [ T ] ] , 

i> 0 



si XKT) = u , on a (1 — u ) ! —» 0 (cf.(2.5.1)) , et la série ci-dessus est b ien convergente dans 
C ^ P • 

(3.3) Corollaire. Si G — ^ © Q ^ j r,-, T j ~ Z p p o u r t o u t i, il exis te u n A^- i somorph i sme 
topologique un ique de AG sur A ^ f f T i , . . . , T r]] qui à u n sys tème de p rogéné ra t eu r s fixés 
7 i , . . . , 7 r de T i , . . . , T r associe 1 — T\,..., 1 — Tr. 

Nous pouvons alors, d a n s ce cadre a lgébr ique de séries formelles, donne r le théorème 
de s t r u c t u r e d u Z p - m o d u l e AG des Z p -pseudo-mesures (cf. ( I I .6 .2)) d o n n é p a r Serre dans 
[SI]: 
(3.4) Théorème. Soit G u n g roupe profini c o m m u t a t i f vérif iant l ' hypo thèse ( H p ) et 
possédan t u n quo t ien t i somorphe à Zp (cf. (2.4)), soit G = A © T , T ~ Zp, une décomposi-
t ion de G, et soit A G identifiée à A ^ T ] ] . 
Alors on a les fa i t s su ivants : 

(i) Si A(p) est infini, Â G = A G = A A [ [T } } ; 
(ii) si A(p) est fini, AG = Z p a A T ~ l + A^[[T]], où aA est la mesu re de H a a r sur A (cf. 

(II .4.3)) . 

démonstration 
Si p G AG est une Zv-pseudo-mesure, on a en par t icul ier Tp G A G, soit Tp = 

a,iT\ ai G h.A ; de plus, p o u r t o u t a G A, on a aussi (1 — a)p G A G, donc 

T ( i - a)p = Y ( i - a ) a * T i e TAG, 
i>0 

ce qui, p a r ident i f icat ion, condui t à : 

(1 — a)ao = 0 pou r t o u t a G A; 

a u t r e m e n t d i t , ao est u n e Z p -mesu re invar ian te p a r t r ans l a t i on d a n s A ^ et donc, d ' ap rès 
(II .4.3), soit nulle soit de la fo rme caA, c G Zp , selon que A(p) est infini ou non . 
D 'où le théorème. 



CHAPITRE IV 

Distributions de Stickelberger 

Nous allons in t rodui re des groupes profinis qui sont les groupes de Galois d 'ex tens ions 
abéliennes de Q ; il s 'agit donc du corps de classes sur Q dont les r é su l t a t s sont classiques 
et se r amènen t exclusivement aux propr ié tés é lémentai res des corps cyclotomiques. Les 
d is t r ibu t ions (de Stickelberger) qui existent sur ces groupes de Galois éclairent de façon 
complè te u n cer ta in nombre de propr ié tés a r i thmét iques des corps abéliens sur Q, no t am-
ment p a r l ' in te rmédia i re des fonct ions L p-adiques de Q qui sont des intégrales p a r r a p p o r t 
à ces d is t r ibut ions . 

C o m m e les groupes utilisés sont des groupes de Galois, nous modif ions sys témat ique-
ment les no t a t i ons utilisées j u s q u ' à présent en ut i l isant la cor respondance en t re sous-corps 
et sous-groupes fe rmés ; d a n s ce t te correspondance , une p ro jec t ion G = Gal(I\/Q) Gj H 
est remplacée p a r une res t r ic t ion d e K a F = KH, e t c . . . Ceci est just if ié p a r la n a t u r e des 
ob je t s utilisés. 

1.— Corps cyclotomiques sur Q. 

(1.1) Notations, (i) Si m est un ent ier s t r i c tement posi t i f , on désigne p a r Q ( m ) le corps 
cyclotomique des racines m- ièmes de l 'uni té . 

On no te Gm le g roupe Ga/(Q(?7?,)/Q) qui est canon iquement i somorphe à ( Z / m Z ) * via 
l ' homomorph i sme : 

<7,,<J(m) : (Z/mZ)* -> Gm 

qui à a + mZ, (a,m) = 1, associe le Q - a u t o m o r p h i s m e de Q ( m ) qui élève t o u t e racine 
m-ième de l 'un i té à la puissance a. P a r extension des classes m o d u l o rn on définit aa,Q(m)i 
p o u r a € Q * , (a,m) — 1, et ses res t r ic t ions aux sous-corps F de Q ( m ) sont notées oa,F-

L'élément aa Q(m) n 'es t pas tou t à fai t le symbole d ' A r t i n de a, car la défini t ion "corps 
de classes" du symbole d 'Ar t i n repose, comme l 'on sait , sur l 'u t i l i sa t ion du g roupe des 
idéaux Im de Q fo rmé des idéaux (a) , a € Q x , ( a , m ) = 1, et général ise l ' au tomorph i sme 
de Frobenius 

[ — ^ ) , « premier , 

p a r mul t ip l ica t iv i té : 
/Q(m)/Q\ _ y-r /Q(m)/Q\"< 
l (a) ) IU (£) J 

si a = ± H tni € Q * est é t ranger à m ; or ^ ( ^ V ® ^ e s t l ' a u t o m o r p h i s m e qui élève t ou t e 

racine m- ième de l 'un i té à la puissance t (£ > 0) ; on a donc : 

( Q(m)/Q\ 
(a) J (m) 

pour t ou t a G Q x , (a, m ) = 1. Le noyau dans J m de l ' appl ica t ion d ' A r t i n I m —» G m est 
donc le rayon qui cor respond à Q ( m ) (lequel devrai t se no te r Q ( m o o ) puisque la place à 



l ' infini peu t se ramif ier) : c 'est 

Rmoo = {(w) G I m , u = 1 mod moo} = {(u) G Im, u = 1 mod m et u > 0}; 

or on vérifie faci lement que l 'on a l ' i somorphisme canonique : 

Im /R moo — ( l / m i y 
(a)Rmoo —> I a I + m Z . 

Ceci élucide le cas par t icul ier de Q, concernant la défini t ion du symbole d 'Ar t in , et 

nous ut i l iserons ind i f fé ramment les no ta t ions <7|a| p ou ( " ^ y ^ - O n no te à ce su je t que 

<T_1(£j(m) est la res t r ic t ion à Q ( m ) de la conjugaison complexe et peu t s 'écrire p a r exemple 

( l ë i r ) c o m m e symbole d 'Ar t i n usuel. 

(ii) Si S est u n ensemble de nombres premiers , on désigne p a r Q(S') la réunion des 
corps Q ( m ) , lorsque m pa rcour t le sous-monoïde mult ipl icat i f de N — {0} : 

(1.1.1) N s = {m = J~ | £ n ' , nf > 0, n£ presque tous nuls}. 
ces 

(1.1.2) On désigne p a r Gs le g roupe Gal(Q(S)/Q). 

(1.2) Remarques, (i) Compte - t enu des ut i l isa t ions ul tér ieures, nous supposons que tou tes 
ces extensions abél iennes de Q sont vues dans une c lôture a lgébr ique de Q contenue dans 
C p , re la t ivement à un premier p fixé une fois p o u r toutes . 

La conjugaison complexe res te alors définie sans ambigui té sur les corps abéliens 
puisque, pa r composi t ion avec un i somorphisme des clôtures algébriques de Q dans C p 

et de Q dans C^ , = C, elle agit t ou jou r s p a r inversion des racines de l 'uni té . 
(ii) D ' ap rè s le corps de classes, Q(S") est aussi l ' extension abél ienne S U {oo} -ramifiée 

max ima le de Q, c 'est-à-dire la. réunion des extensions abél iennes finies F/ty dans lesquelles 
les places de Q n ' a p p a r t e n a n t pas à S U {oo} ne se ramif ient pas . 

(iii) Si F/Q est une extension abél ienne finie de Q, on rappel le que le conduc teu r au 
sens usuel f de F est l 'ent ier m m i n i m u m tel que F Ç Q (m) , et q u ' u n n o m b r e premier £ 
est ramifié dans Fj Q si et seulement si l divise / ; de façon plus précise, le conduc teur 
généralisé est f ou f oo selon que F est réel ou imaginaire , et f est la pa r t i e finie du con-
duc teur , mais nous n 'u t i l i serons le conduc teur généralisé que lorsque ce sera indispensable . 

(iv) Ne pas confondre les no ta t ions Q({p}) et Q(p) . 
A ce suje t on p o u r r a aussi écrire Q(?n) = Q ( p m ) où p m est le g roupe des racines m-ièmes 

de l 'un i té (dans C p ) ; on a alors ici Q({p}) = Q(p p co) , où ppoo = U„>o |ip». 
(v) On no te r a enfin que p o u r 5 = 0 on a Q(0) = Q, mais que p o u r t ou t 5 ^ 0 , Q ( S ) 

est une extension infinie imaginai re de Q. 

(1.3) Théorème. Le g roupe Gs = G a Z ( Q ( S ) / Q ) est u n g roupe profini canoniquement 
i somorphe à J ^ g s (a lgébr iquement et topolog iquement ) ; cet homéomorph i sme , no té 
Ns, est l ' appl ica t ion qui à un Q - a u t o m o r p h i s m e a de Q ( 5 ) associe l 'é lément a = 
où ae = (a t % n ) n G lim ( Z / P l Z ) * est défini par cr(Qn) = ( " n " p o u r t ou t Qn G p n > 0. 



démonstration 
D'après les résu l ta t s généraux de 1a, théorie de Galois infinie (cf.(I.3.7)), et pa r le fait 

( théorème de Kronecker-Weber si l 'on veut) que l 'ensemble des corps Q (m) , m G N s , est 
une par t ie cofinale à l 'ensemble F s des extensions finies F de Q dans Q ( S ) , on a 

G s = lim Gm 
mÇWj 

~ lim ( Z / m l ) * , 

où N 5 ( c f . ( l . l . l ) ) est o rdonné via la relat ion de divisibilité, la re la t ion m j rn é t an t 
équivalente à l ' inclusion Q ( m ) Ç Q (m ). 
L ' i somorphisme de systèmes project i fs (cf.(I.3.4)) se résume ici pa r la commuta t iv i t é des 
d iagrammes suivants (où m | m ) : 

Gm> — • ( Z / m ' Z ) * a + m'l 

restr ic t ion J, j. J, 

Gm —• (Z/mZ)* a + ml 

les flèches horizontales é tan t les inverses des appl icat ions d ' A r t i n sur Q ( m ) et Q ( m ) , les 
flèches verticales é tan t les homomorphismes de t rans i t ion a t t endus . 

Ecrivons alors 

(1.3.1) ( Z / m Z ) * ~ Y[ (Z /^ n < )* , où m = J J £nt G N s ; 
ees ees 

pa r un a rgument dé jà utilisé au chapi t re I, on a 

lim ( Z / m Z ) * ~ Y l 
771 £ W £ 

= n 
l£S 

On en dédui t alors l 'expression de Ns-

(1.3.2) Remarques, (i) Supposons S fini. Si a G Z, (a, S) = 1, l 'élément (<Ja p)p, F G Ts, 
définit un élément de G s que l 'on appelle encore le symbole d ' A r t i n de a, que l 'on note 

oa ou cra Q(5) et qui est égal à lorsque a > 0. Il est clair que l 'on a alors 

Ns(<7a) = ( a ) f e s ( image diagonale de a dans [ I f g S )' P a r c o n s é q u e n t , puisque Z est 
dense dans ce produi t fini, l 'ensemble des oa, a G Z, (a, S) = 1, est dense dans Gs (on 
peu t m ê m e se res t re indre aux a > 0). 

(ii) Si S n 'est pas fini, 2 cas se présentent : si S est l 'ensemble P de tous les nombres 
premiers , la condit ion (a, S) = 1 donne a — ± 1 , ce qui définit l ' ident i té et la conjugaison 



complexe ; si P — S ^ 0, la condi t ion (a , S) = 1 donne u n ensemble infini de valeurs mais 
qui n ' es t pas nécessa i rement dense dans f l f e s 

(iii) Si l 'on a U Ç S, on a donc Q(Z7) Ç Q ( S ) , et p a r la théor ie de Galois, il cor respond 
à Q(Î7) le sous-groupe f e rmé H = Gal(ty(S)/Q(U)) de Gs- O n a a G H si et seulement si 
a fixe tou t é lément de Q(Z7), donc fixe p o u r t ou t d G N y , donc si et seulement si, avec 
les no t a t i ons de (1.3), n = 1 m o d £ n p o u r t o u t £ G U et t o u t n > 0, a u t r e m e n t dit si la 
c o m p o s a n t e ae de N$ c d a n s n ^ g s ^e ^ P o u r t ou t t G U. D ' o ù : 

H ~ Ns H = J J Zf ( v u c o m m e sous — g roupe de J J Z ^ ) . 
eçu ees 

(1.4) P r o p o s i t i o n . Le corps Q ( 5 ) est le composé direct sur Q des corps Q({£}) ,£ G S. 

Ceci résul te d u fai t que pou r t o u t m G N s , m ' I l ^ g s •> Q ( m ) e s t le composé 
direct sur Q des corps ) : ceci se voit au moyen de la ramif ica t ion (en t re au t r e ) car 
£ est t o t a l emen t ramif ié dans Q ( £ " ' ) / Q et ce t te ex tens ion est non ramif iée en dehors de 
£ U {oo}. 

(1.5) Remarques, (i) D ' ap rè s (1.3.2), (iii), et (1.4), pou r t ou t £ G S, Q ( S ) est le composé 
direct sur Q de Q ( { f } ) et de Q ( S - {£'}).Dans l ' i somorphisme de (1.3), G a Z ( Q ( S ) / Q ( S -
{£})) cor respond à Zf* et G a Z ( Q ( S ) / Q ( { £ } ) ) à J~[ Z*. 

?€S-{f} 
(ii) On rappe l le que l 'on a les décompos i t ions suivantes : 

( a ) Si £ / 2, alors Z*t = © (1 + £Ze), où 1 + £Zg est u n Z^-module sans tors ion 

i somorphe (via le l oga r i thme S a d i q u e ) à Z( et où est ici vu d a n s C^ ; 

(/?) Si £ = 2, alors Z*2 = p 2 © (1 + 4Z 2 ) , où de m ê m e 1 + 4Z 2 ~ Z2 e t p 2 = {±1} . 

(1.6) Définition. Si S est l ' ensemble P de tous les nombres premiers , Q ( P ) est l ' extension 
abél ienne m a x i m a l e de Q d a n s Cp et on a Gp ~ Z*, g roupe des é léments inversibles de 
l ' a n n e a u Z (cf.(1.3) et (1.3.6)). Le corps Q ( P ) se no t e plus s implement Q a 6 et le g roupe 
Gp se no t e Gab. 

(1.7) R e m a r q u e s , (i) O n n o t e r a à ce su je t que 

Z* ~ JJ Z | = p 2 x (1 + 4Z 2 ) JJ p ^ - i x (1 + £Z() , 

donc que l 'on a : 
Gab ~ p2 JJ p,-i x JJ Ze 

eeP 

A u t r e m e n t d i t , Gab est u n exemple de g roupe profini abél ien qui p o u r t o u t p remie r p a 
u n p-Sylow Gab(p) dont le sous-groupe de Z p - to rs ion n 'es t pas de t y p e fini (car d ' ap rès le 
t héo rème de Dir ichlet , il y a une infini té de p remiers £ tels que £ = 1 m o d p , i.e. où j | 

= 0 m o d p) ma i s dont le quot ien t Gab(p)/tor(Gab(p)) est i somorphe à Zp. Le g roupe Gab 



vérifie donc, pour tou t p, l 'hypothèse ( H p ) (cf.(III.2.4)) et adme t des décomposi t ions de la 
forme 

Gab = a e r, r ~ zp, 
pour lesquelles A(p) est infini et de torsion. 

(ii) Si l 'on suppose l 'ensemble S fini, alors le p-Sylow Gs(p) de Gs est fini si et 
seulement si p S. Si p € S, on peu t décomposer G s sous la fo rme 

G s = As © r , r ~ Zp, As(p) fini. 

P a r exemple, on peu t poser : 

= G a / ( Q ( 5 ) / Q o o ) (cf.(2.1) ci - après) , 

r = Gai(q(s)/®(s - M)Q(pp)) si P / 2, 
r = G a / ( Q ( 5 ) / Q ( 5 - { 2 } ) Q ( p 4 ) ) si p = 2. 

2.— Caractères remarquables de G s-

Fixons u n nombre premier p. D 'une manière générale nous indiquerons ent re paren-
thèses les modif icat ions qu ' impl ique en pr incipe le cas p = 2 ; cependan t , dans la p lupar t 
des cas nous util isons la no ta t ion classique q = p (resp. 4) selon que p est impai r ou non 
et nous désignons pa r <p(q) = p — 1 (resp. 2) le nombre | (Z/qZ)* |. 

D'après (1.3), on a G {p) ~ Z* = p ^ ) © (1 + qZp). 

(2.1) Définition. Le sous-corps de Q({p}) fixe par p¥,(?) se no te Qoo et s 'appel le la Zp-
extension cyclotomique de Q ; on a Gal(ty0o/Q) ~ Zp. 

(2.2) Remarque. On vérifie que Qoo est la reunion des corps Qn? de degres pn sur 
Q, n > 0, définis ainsi : pour p / 2, est l 'unique extension cyclique de degré pn 

contenue dans Q ( p " + 1 ) ; pour p — 2, Q„ est le sous-corps réel max imal de Q(4 x 2 n ) , 
également cyclique de degré 2 n sur Q. Enfin Q({p}) = QooQ(ç) comme composé direct 
sur Q. 

(2.3) Définition. Soit S u n ensemble quelconque de nombres premiers contenant p. On 
définit les 2 caractères suivants de G s (on d i ra aussi des caractères du corps Q ( S ) ) : 

(i) UP — LU, dit le caractère de Teichmuller pour p, qui est le composé : 

GS n 1} —• i P —" ; 
ees 

(ii) ( )p = ( ), qui est le composé : 

Gs^U z; —• z; ^ i + qzp. 
ces 



(2.4) Remarque. On a ) = N, où N = Np est la projection 

Gs - z; 
et aussi le composé 

Gs —> G{pj Z* . 

P a r conséquent , N a p o u r noyau l ' image de n ^ g s - l p } d a n s Gs, c 'es t -à-di re 
G a / ( Q ( S ) / Q ( { p } ) ) (cf.(1.5), (i)) ; il en résul te que u> est u n ca rac t è re de Q(p) (d ' o rd re 
ip(q)), que ( ) est u n carac tè re d ' o rd re p°° de Qoo, et que N est u n ca rac t è re de Q({p}) . 

3.— Distributions de Stickelberger. 

Fixons u n n o m b r e p remier p ainsi q u ' u n ensemble fini S de n o m b r e s p remie rs (con-
t enan t ou non p). Soit Fs C J~s l ' ensemble des extens ions finies de Q dans Q ( S ) qui ne 
sont pas d a n s Q(£7), P o u r t ou t sous-ensemble str ict U de S. O n n o t e r a que T s est cofinale 
pa r r a p p o r t à T s -

(3.1) Remarque. O n a F G Ts si et seulement si le c o n d u c t e u r f de F est divisible pa r 
tous les é léments de S et seulement eux. 
A ce su je t , il est c o m m o d e d ' i n t rodu i r e ( c f . ( l . l . l ) ) : 

(3.1.1) N' s = {m G N s , m = 0 m o d i p o u r t o u t l € S}. 

(3.2) D é f i n i t i o n . P o u r t ou t F G T s , on pose 

ae[l,f)' 

où / G N 5 est le conduc t eu r de F, où [1, / ] = {a G Z, 1 < a < / et (a, f ) = 1}, et où aa,F 
est la res t r ic t ion à F de cra Q(5) (cf.(1.3.2)). 

(3.2.1) Remarque. On n o t e r a que l 'on a choisi de r e l e v e r ( Z / / Z ) * d a n s l ' interval le [1 , / ] ' 
et non [0, / [ qui p e u t sembler plus na tu r e l ; or nous pensons , en dépi t des h a b i t u d e s prises 
dans la l i t t é r a tu re , qu ' i l f a u t uti l iser l ' interval le [ 1 , / ] (d 'a i l leurs égal à [ 0 , / [ p o u r / > 1) 
car p o u r / = 1, on t rouve = e t non la valeur inaccep tab le -1). 
O n p e u t (peu t - ê t r e ) s ' en convaincre en se r e p o r t a n t à (1-1), (i), où l ' i somorphisme 
I f / R f 0 o ~ ( Z / / Z ) * envoie (a) m o d Rfoo sur | a | m o d / Z ; or d a n s If l ' idéal nul n ' es t pas 
considéré (et p o u r f = 1 il est bien clair que d a n s I^/R^ = i i / I i , l ' image de (1) condui t 
canon iquement au r ep résen tan t 1 • • •) et on sait que le corps de classes généra l t r a i t e les 
g roupes I f / R f ^ , la version ( Z / / Z ) * ne se général isant pas . 

(3.3) Proposition. On a 

(pF)Fer> € lim Q [ G F ] , OÙ Gf = Gal{F/q) 



(3.3.1) Remarque. On notera que F parcourt Fs et non Fs ; on verra au §4 que pour 
F C Q (U), U C S, U ^ S, PF n'est pas la restriction des pF>, F G Fs, mais les pF< F 

sont des multiples de pF dans Q[G'//] ; autrement dit, on peut voir les éléments pp comme 
les éléments de Stickelberger primitifs. 

On remarque que, par définition, on a 

PF = PQ(f),F 

par restriction de Q( / ) à F ; par conséquent, il suffit de vérifier la cohérence au niveau 
des corps Q( / ) G T's, à savoir que /°Q(/'),Q(/) = PQ(/) d è s <lue f , f € / divisant / ' : 
Soient F, F G Fs, F Ç F , F (resp. F ) de conducteur / (resp. / ), on a donc / | / et 
si l'on suppose que PQ(/'),Q(/) = PQ(f), ^ v i e n t : 

PF' ,F ~ (PQ(f' ),F' ) F ~ PQ(f'),F 

= W ( / ' ) , Q ( / ) ) F = PQ(f),F = PF • 

Enfin, comme dernière réduction du problème, il suffît de prouver la cohérence lorsque 
/' =ef,ee s. ^ 

On a p®(i f)Mf) = E ( 7 7 + 2 ) a " M f ) ' 
ae [1 ,if}' 

Pour a G [1,^7], posons a = \f + b, 1 < b < f , 0 < A < £ ; puisque £ | / et que 
Q( / ) G Fs (cf. (2.1)), on a (b, S) = 1 si et seulement si (a, S) = 1, par conséquent 
a G [ M / ] ' si et seulement si b G [1,/]' et A G [0/[ . D'où : 

( A / + b 1 \ 
pmî)MU) = — j r ~ + 2) 

X , b J 

= Y1 E ( ~ 7 ~ Jf + 9 ) abA(f) ' 
be [i,/}' Ae [04 

( A b 1\ £(£-!) b £ b 1 
on a > - - T - V 7 + X = — - t + x = - t + 

Ae [o/[ 
d'où 

£f 2) 2£ f 2 / 2 

(3-3-2) PQ(tf)Mf) = E (~7 + ab,Q(f) = Pwn-
be [i,/]' 

Le second résultat important est le suivant et concerne les pp pour toute extension abé-
lienne F G Fs. 

(3.4) Proposit ion. Supposons que p G S, et soit a G G s ; alors on a : 

(1 - Na.aF
l)pF G Ip[Gp] pour tout F G Fs (cf.(2.4)). 



Fixons F G J-g et désignons par / le conducteur de F. 
Approchons a au moyen d'un symbole d'Artin de la forme erc, c G Z, (c, S) = 1 (cf. 
(1.3.2),(i)), de telle sorte que Cc,Q)(/) = ( f ) ; o n a donc Nac = c et Na = c mod /Zp , 
d'où (c-Na)(-j + G Zp pour tout a (car si p = 2, f est pair) ; il suffit donc de vérifier 
que 

(3.5) (1 - ca-})pF G 1p[Gf] . 

On a (1 - ca;})PF = £ (-£ + !)<,;>- £ + . 

Pour tout a G [1, /] , posons ac, = rf -f fr, 1 < b < / , r G Z ; on a (a, 5 ) = 1 si et seulement 
si (6, 5) = 1, et lorsque a décrit [1, / ] , b décrit [1, / ] aussi, et r = ne dépend que de b 
et c ; plus précisément, si b G [1,/] , on a 

(3.5.1) rb = j { [ - c } f c - b ) , 

où j désigne l'unique représentant entier de ~c modulo / dans [1,/] . Il vient donc 

(1 -CCr~1
F)pF= Y + E ( r 6 + 7 " D ^ F 

«€[1,/]' «€[!,/]' 

belhf)' 

1 -CN 
b,F 

qui est bien dans Zp[GF\ puisque si p = 2, c est forcément impair et entier. 
Les propositions (3.4) et (3.5) nous permettent de mettre en évidence des distributions 

sur G s (dites de Stickelberger, compte-tenu du fait que les pF sont appelés souvent les 
éléments de Stickelberger). Leur nature dépend fortement du fait que p G S ou non, ainsi 
que de la parité de p. 

Pour simplifier, nous notons As, As , A s les Zp-algèbres AcS i A G $ 

(cf. (II.6.3.4)). 

(3.6) Théorème. Soit p un nombre premier fixé et soit S un ensemble fini de nombres 

premiers ; on considère p = (pF)FgjF^ > où pF = E (~T + 

où / est le conducteur de F. 
(i) Si p £ S et si p / 2, p définit une Zp-mesure notée Sts G As-
(ii) Si p = 2 ^ 5, p définit la Z 2 - d i s t r i b u t i o n Sts E. 
(iii) Si p G S, pour tout r G G s tel que (r) ^ 1, p définit une distribution Sts G A 5 

de la forme , èT — 1 — N T . T ~ u T
S G A s, telle que Ug F — 8r

FpF pour tout F G En 
outre, si r = crc, c G Z, c / ±1, alors uT

S F = vc
S F = E où Rc

a = rc
a + 

«e[i,/]' 
avec rc

a = j ( [ * ] f c - a ) € Z . 



démonstration 
Les points (i) et (ii) résultent trivialement de l'expression même de /)f G Zp[Gi?] 

(resp. \Z2[GF\) et de (3.3). 
Le point (iii) est un peu plus subtil : 
Posons Vf = Sppp pour tout F G Ts ; comme on a trivialement 

(6t
f)f G lim lp[GF] Ç lim Q p [GF ] , 

F F 

il résulte de (3.3) que (uF)F G lim Qp[(?F]. Comme vF G 2p[GF] pour tout F G Ts 
F 

d'après (3.4), il en résulte que ( v F ) F G lim ~Lp[GF] ; d'où l'existence de vT
s G A5 telle que 

F 

Ug F = uF = ST
FpF pour tout F G Ts car il suffit de poser : 

ul 

à condition de vérifier que pour tout F G Ts, 8T
F est non nul et non diviseur de 0 dans 

1p[GF] , ce qui résulte du choix de r ((r) ^ 1) compte-tenu du résultat suivant : 

(3.6.1) Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes (lorsque p G S) : 
(i) 8T = 1 — NT.Test nul ou diviseur de 0 dans A5 ; 
(ii) il existe une extension finie Fo de Q dans Q(S) telle que 8Fo est nul ou diviseur 

de 0 dans Tp[GFo\ ; 
(iii) NT est une racine de l'unité dans Z* (i.e. (r) = 1). 

(i) (ii). Si 6T = 0, tout Fo convient. Si èT 0 est diviseur de 0 dans A s, il existe 
a = (OLF)P G lim ïp[GF}, a ^ 0, tel que 8FaF = 0 pour tout F G Ts comme a ^ 0, il 

existe Fo G Ts pour lequel aFo / 0, donc 8Fo est nul ou diviseur de 0 dans Tp[GFo] . 
(ii) (iii). La transformée de Fourier dans C P [ ( ? F 0 ] montre qu'il existe x € XgFo tel que 
(x, 8FQ) = 0, soit 1 — NT.X(TFo) = 0, ce qui conduit à NT — x(TF0) G Z* et est racine de 
l'unité. 
(iii) (i). Considérons 8 = 1 — CT_1> a v e c C = NT G et considérons une décomposition 
de G s sous la forme 

G s = B © M © T , 

de telle sorte que dans l'isomorphisme N s (cf. (1.3)), B, M, T correspondent respective-
ment à Ĵ J Z p ^ g ) , 1 + ?Zp. On peut écrire : 

ees-{p} 

T = bt-y, b G 5 , t G M, 7 G T ; 

comme NT — ( est d'ordre fini, que Nb — 1, et que Nt est d'ordre fini, Nj doit être 
d'ordre fini, donc égal à 1, auquel cas 7 = 1 et r = bt avec NT = Nt = 



Comme B(p) est fini, considérons la mesure de Haar «B sur B, qui est non nulle (cf. 
(II.4.3)), et posons, n étant l'ordre commun de £ et t : 

n - 1 

a = aBJ2 Cb~'t-\ 
i=0 

qui est dans A g et qui est non nulle car on a aussi 

n - 1 

a = aB E Ct^eAsiM] 
i=0 

qui est trivialement non nulle dans cette algèbre du groupe M. 
Or 

n - 1 

a6 = aB(l-Çb-1t-1) Cb-'t-' 
i=0 

= aB( 1 - (nb~nt~n) = aB(l - b~n) = 0. 

Ainsi 8 = 1 — C T _ 1 est n u l o u diviseur de 0 dans As-
Ceci achève la démonstration de (3.6.1), donc de (3.6). 

(3.6.2) Remarques, (i) Pour S = 0, on a JF0 = {Q}, d'où 

Stt = PQ= E ("f + = ~2' puisque / = 1 et qu'ai°rs [1, !]' = {1}, 
«€[1,1]' 

cas qui est susceptible du cas (i) ou (ii) de (3.6) selon que p / 2 ou p = 2. 
(ii) D'une manière générale, si jx est un diviseur de 0 (non nul) dans la Zp-algèbre A G 

d'un groupe profini commutatif G, fi h est nul ou diviseur de 0 dans Z p[G/H] pour tout 
H E Qg et en outre fiB est diviseur de 0 (non nul) pour tout H assez petit : en effet, soit 
A G AG, A ^ 0, telle que \fi = 0 ; cette relation implique Ah^h = 0 pour tout H G £2G, 
d'où le fait que XH soit nul ou diviseur de 0 dans 2p[G/H] ; mais comme A ̂  0, il existe 
Ho G UG tel que A Hq ^ 0, auquel cas pour tout H Ç H0 on a A H 0. 

4 .— Propriétés eulériennes des distributions Sts-

Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant ou non p. 

(4.1) Définition. Soient K et L des sous-corps quelconques de Q(5) tels que K Ç L ; 
soient GK = Gal(K/Q), GL = Gal(Lj Q) et posons A K = AGK, AL = AQL • Il existe une 
application naturelle 

ResLji : AL Ak 

qui s'obtient à partir de la projection canonique GL GK, par Zp-linéarité, de Zp[GL] 
dans ~ZP[GK\-, puis par continuité (cf. (II.3.2)). Soit AL la sous-algèbre de A ,̂ = AG l 

formée des distributions J pour lesquelles RESL,F(8) est non nul et non diviseur de 0 dans 



A p pour tout sous-corps F de L de degré fini (cf. (II.6.3.4)) ; alors R e s i ^ se prolonge 
canoniquement à A^, quel que soit K Ç L, par la formule 

(4.1.1) Notat ions . Pour tout sous-corps K de L et tout p G A £ , on pose Resi ^(p) = px ; 
lorsque I\ est un corps de la forme Q(V), o n pose /9Q(V) = Pv pour simplifier. Ceci est 
cohérent avec la notation Sty introduite en (3.6) et qui peut également se lire St^yy 

(4.1.2) Remarque. Lorsque K, L, K Ç L, sont des extensions finies de Q, on a A^ = 
AL = Qp[Gl] d'après (II.6.3) (de même pour K), et R e s i x coïncide avec l'application 
canonique L] -»• QP[G/d-

(4.2) Définition. Soit L un sous-corps de Q(S). On pose 

StL = Res^u) L(Stu) = Stu,L , 

où U est le sous-ensemble minimum de 5 tel que L Ç Q(U) (définition primitive de la 
distribution de Stickelberger de L (cf. (3.3.1)). 

On se propose essentiellement de calculer St^jï, pour K Ç L Ç Q(S). 
Désignons par U (resp.V") le sous-ensemble minimum de S tel que L Ç Q(Z7) (resp. 

K Ç Q( V)) (ce sont les ensembles de nombres premiers ramifiés dans L (resp. K)). 
On a donc : 

StLJ< = Stu,L,K = Stu,v,I< (cf.(4.1.1.)). 

On est donc ramené au calcul de Stjjy. 

(4.3) Proposit ion. On a S t y y = s t v n ( i - ^ ) . 
eeu-v 

Par induction, il suffit de faire le calcul lorsque U = V U t ^ V. 

(4.3.1) Lemme. Si / € N^, alors f i G N^ et on a : 

Pmfe)M(f) = Pmni1 ~ aeM(f))-

On a PQ(fe)Mf) = E ( ~ J Ï + l ) ' 
«e [i je]' 

Pour tout a G [1, fi], posons a = \f + b, 0 < A < 1 < & < / ; lorsque a parcourt [1, fi], 
A et b parcourent respectivement [1,/] ; on a (a, U) = 1 si et seulement si : 

0) (b,V) = l, 
(ii) A/ + b ^ 0 mod i. 

Pour b fixé satisfaisant à (i), la condition (ii) élimine une valeur de A et une seule, que l'on 
peut noter A(, et qui est telle que : 



(iii) Xbf + b — ln\> (on a alors ?i6 G [!)/])• 
Il vient : 

PWfVAU) = E E ( - 7 - + g ) ^QK/) 

Y" ^ A6/ + 6 { 
^ V fi 2) a,}Mfy 

belhfY 

D'après les calculs effectués dans la preuve de (3.3), la l e r e somme vaut pq>(/) ; la seconde 
s'écrit : ^ 

E ( 7 + ô)abMf)' 

or, lorsque b parcourt [1, / ] , l'entier n^ parcourt le même intervalle et on a (b, V") = 1 si et 
seulement si (n i ,V) = 1, auquel cas n& parcourt ici [1,/] . La relation (iii) conduit à 

ab,mf) = atn„M(f) = aeM(f)ant>Mf) ; 

d'où la seconde sommation 

S ( " T + Ï^I.MfftMU) = P W t M f ) ' 

d'où le lemme puis le résultat suivant : 

(4.3.2) Corollaire. Pour tout / G N'v et pour tout / ' G Ny, U = V U {£}, / ' multiple de 
/ , on a 

Pmf)M(f) = - aeMf)ï • 

Ceci étant, pour passer à la limite projective, on doit considérer = ^(y ' ) / 9 ^/ ' ) ' 
pour r G Gu tel que 8r soit non nul et non diviseur de 0 dans A u ; il vient alors 

uiu')M(f) = sQU)Pmf)AU) = - ai,Q(/)) 

= "Qini1 ~ ae,Q(f)) • 

On obtient alors dans les algèbres de mesures : 

uu,v — "vi1 ~ ai,v) > 

puis, au niveau distributions : 

Stu,V = St\/(1 - cr^y) ; 

d'où la proposition (4.3) par induction. 



On en déduit alors le calcul suivant déjà évoqué : 

StL,K = Stu,L,I< = St U,V,K 

= Sty,I< JJ (1 - VÏ^K 
eeu-v 

soit 

(4.4) StLJ< = Sth- J J (1 - a j ^ ) . 
eeu-v 

(4.5) Lemme. Si le corps I\ est réel distinct de Q, alors Stj( — 0. On a Stq = — 

Le cas de Stq étant clair (cf. (3.6.2)), on suppose K réel, K ^ Q ; par conséquent 
K Ç Q(F) avec V / 0 et Q( V) est un corps totalement imaginaire. On a donc K Ç Q(F) + , 
le sous-corps réel maximal de Q(V) et il suffit de calculer Par analogie avec la 
preuve de (4.3), il suffit de calculer Pq(/),q(/)+> / £ ( o n a donc f 1). 

Or on a p Q ( / ) = ( ~ 7 + ' d a n s l a r e s t r i c t i o n à Q(/)+> aa,®(f)+ = 

ae[i,/]' 
<7/_a,Q(/)+ puisque 0/-a ,Q(/) = °r-i,Q(/)<Ta,Q(/) e t <lue a- i ,Q(/)+ e s t l'identité ; comme 
f — a = a n'a jamais lieu et que l'application a —> f — a réalise une bijection de [1, /]' sur 
[0, / [ qui est égal à [1, / ] dès que / ^ 1, on obtient : 

V^ ( a 1 a - i 2^Q(/),Q(/)+ = z ^ l ~ 7 + 2 + 7 + 2 / °><W>+ 

ae[l,/]' J J 

= 0. 

D'où le fait que <S,<v,Q(V)+ = 0, et le résultat. 
En conclusion, on peut écrire le résultat final suivant : 

(4.6) Théorème. Soient K, X, K Ç L, des sous-corps imaginaires de Qa6 ; on suppose que 
l'ensemble des nombres premiers ramifiés dans L/Q est fini. Alors on a, par restriction de 
A ' l à Ù!k (cf . ( 4 . 1 ) ) : 

StL,I< = StK J^(l - 0"^-) , 
f 

où i parcourt l'ensemble des nombres premiers qui sont ramifiés dans L/Q mais non dans 
A7Q. 

(4.7) Remarques, (i) Si K est réel et L imaginaire, on a St^jc = 0 comme on le 
vérifie facilement en reconsidérant (4.5) pour en déduire que = 0 pour tout corps 
imaginaire L. 

(ii) Supposons que p G S et considérons par exemple U = S — {p} ; d'après (3.6), Sts 
est dans A s — As tandis que Stu € As (resp. | A s si p = 2) ; on a donc 



Sts,u = Stu( 1 — ap u) £ A5 (resp.^Asj. Ceci est néanmoins cohérent pour les raisons 
suivantes : Ecrivons Sts = ^f, T G Ga/(Q(S)/Q(£/")) ~ <?a/(Q({p})/Q), de telle sorte que 
NT = ((1 + q) où o(() = <p(q) ; par restriction il vient 8\J — 1 — Â r G Zp et de façon 
précise 1 — Nr G Z* (resp. 2Z£), ce qui donne bien le résultat attendu. 

(iii) Au sujet des facteurs eulériens Et y = 1 — cr^y, V Ç [I, £ G U — V, si p G V 
(auquel cas £ p), l'involution de Mellin m que l'on utilisera au chapitre V, §2, permet 
d'écrire 

m(Ety) = 1 -£~xo t y 

qui est de la forme 8T avec r = crfy, et donc non nul et non diviseur de 0 dans A y puisque 
(T) = {T)Ï 1. 
Si p (£ V, le p-Sylow de Gy est fini et sa mesure de Haar ay ^ 0 vérifie Eeay = 0, ce qui 
fait que E^y est dans ce cas diviseur de 0 (les restrictions EtTF sont nulles si et seulement 
si F est contenu dans le corps de décomposition de £ dans Q(V)/Q). 

(4.8) Proposition. Soit S un ensemble fini non vide de nombres premiers et posons 
Sts = f f (cf. (3.6)) ; alors il existe Vg+ G As, définie modulo (1 + <r_i)s)As, telle que = 

T + 
( l -a- i^)^" 1 ". On pose alors St~g = '-^r qui est donc définie modulo (1+ cr_1s)(6 r) - 1 As-

Ecrivons par exemple vT
s = (V t

f )F, où F parcourt l'ensemble des corps Q(/), f G N s 

(ensemble cofinal à Ts) ; on a donc vF F + = 0 d'après (4.7) ; or on vérifie facilement 
que, dans ~LP\GF], une telle relation équivaut à l'existence de VF

+ G Zp[(?p] telle que 
uF = (1 — <7-i,f)1/

f
+ • Considérons alors une famille de relèvements uF

+ G Zp[Gs] ; 
par compacité, on peut en extraire line suite convergente dans As dont la limite est 
solution (non unique évidemment). 

(4.9) Remarque. Cette propriété de parité est en particulier à l'origine du fait qu'il 
n'existe pas de fonctions Lp pour des caractères impairs. Il serait intéressant de définir 
St+ = -fr de façon intrinsèque, auquel cas on pourrait espérer créer de nouvelles fonctions 
Lp. Dans cette direction, on a le résultat suivant lorsque p G S : 

(4.10) Proposition. Posons, pour tout c G Z, (c, S) = 1, c — ra + ^y2 

(cf.(3.6),(iii)) ; alors on a 

(l-ca~1
F)pF = (l-a_hF) J ] Rc*°â)?, 

«€[1,4]' 

où [1,1]' = {a e[l,i], ( a j ) = l). 

Les calculs conduisant à cette expression seront effectués en détail plus loin (cf. 
(V.1.3), (iv)). 

5.— Caractères abéliens — Nombres de Bernoulli. 

(5.1) Définitions, (i) Considérons Gab, le 
groupe de Galois de l'extension abélienne max-

imale de Q dans Cp, et soit tor(XGab ), noté tor(Xab), le groupe des caractères d'ordre fini 



de Gab. Si x £ tor(Xah), Ker\ fixe une extension cyclique de Q notée Kx. On appelle 
alors conducteur de x le conducteur fx de Kx ; si le corps Kx est réel (resp. imaginaire) 
on dit que x est pair (resp. impair) et ceci se caractérise par la condition x ( c - i ) = 1 

(ii) Soit / un multiple de / x ; le caractère x est toujours un caractère de Ga/(Q(/)/Q), 
donc de (Z//Z)* ; l'application (notée encore x par abus) : 

définie par x(a) = x(°a,Q(/)) si (a, f ) = x(a) — 0 sinon, s'appelle le caractère de 
Dirichlet modulo / déduit du caractère abélien X- Si / — / x , le caractère x est dit 
primitif. On vérifie facilement que le conducteur fx d'un caractère de Dirichlet modulo 
/ est le plus petit diviseur m de f tel que x(a) = 1 pour tout a modulo / , ( a , / ) = 1, 
tel que a = 1 mod m (i.e. on cherche le plus petit corps cyclotomique Q (m) tel que 

Lorsque nous parlerons de caractère de Dirichlet, sans autre précision, il s'agira tou-
jours de caractères primitifs. Si nécessaire, nous noterons x le caractère primitif associé 
au caractère x-

(iii) On appelle fonction L de Dirichlet du caractère (de Dirichlet) x? la fonction de 
variable complexe : 

Pour le caractère unité modulo 1 (noté xo), on obtient la fonction CQ(-s) de Riemann qui 
admet en s = 1 un pôle simple de résidu 1. 

(5.2) Fonctions C partielles. Soit / un entier > 1, et soit x un caractère de Dirichlet 
modulo / ; on peut écrire 

(resp. -1). 

X : Z C, p 

Gal(q(f)/Q(m)) Ç KerX). 

n> 1 

n> 1 n> 1 

c€(l/f Z)* n>l n> 1 

J2 X(c)(f(c,s) 
c£(Z//Z)* 

OÙ 

(5.2.1) 
n > l 

est appelée la fonction ( partielle de Q pour la classe c modulo / . 



On a en particulier (q>(s) = et on voit qu'il suffit de donner les propriétés de 
ces fonctions pour reconstituer celles des fonctions L de Dirichlet (notamment en ce qui 
concerne les questions de prolongement analytique). 

On rappelle (cf. [L]) que L(x,s) admet le développement eulérien infini suivant : 

(5.2.2) L(X,s)= II \ * e ' ( a ) > 1, 
pçP V P / 

où P est l'ensemble des nombres premiers ; il en résulte la formule importante suivante 
reliant L(x, -s), où x est un caractère de Dirichlet modulo / , à L(x ? s), où x est le caractère 
primitif déduit de x : 

(5-2.3) L(x,s)= J] ( i - ^ j ï r ) -L(X>*)> 
e\fJIfx

 V J 

formule qui reste valable pour les prolongements analytiques correspondants sur C. 

(5.3) Définitions, (i) On appelle nombres de Bernoulli généralisés Bn(x), n > 0, x car-
actère de Dirichlet modulo / , les nombres définis par le développement suivant dans Cp[[<]] : 

v X(a)te'* _ ^ t» 
E T T T T T -

a£[l,f}' ">0 

(ii) On définit également les polynomes de Bernoulli B n (X) au moyen de l'identité 
dans Q[X][[t]] : 

fpXt fn 
4 ^ - r = £ Bn(X)L-
e* — 1 ^ ni 

n> o 

x t 
On a en particulier, en posant J_1 = F(t,X) : 

ae[l,/]' a€[l,f]' 

soit : 

Bn(x) = j E X ( < 0 / B B „ ( j ) . 
ae[l,f]' 

(5.3.1) Remarque. Nous donnons, pour les nombres de Bernoulli, une définition différente 
de celles de [L], [B—S], [W], qui tient compte des définitions relatives aux distributions de 
Stickelberger et qui permet d'éviter une aberration pourtant classique, lorsque x est le 
caractère unité modulo 1 : en effet, pour x = Xo et f = 1, on a [1, /] = [1,1] = {1} et 
Xo(l) = 1 ; la sommation (5.3) sur a G [1,/] devient donc -J^j qui est X}n>o = 



^n>0 Bn(xo)~î (au sens des nombres de Bernoulli ordinaires comme au sens des nombres 
de Bernoulli généralisés). 
On a en particulier : 

( 5 . 3 . 2 ) Boixo) = Bo = l; £i(xo) = B1 = i ; B2(Xo) = B2 = \-

On a alors facilement : 

(5.3.3) B„pO = Ê M ) ' ( " ) BlXn~\ pour tout n > 0, 
i-o ^ ' 

, n \ n OU 1 — 2 J ~~ i\(n-i)< ' 

en particulier, 

(5.3.4) Bo(À') = 1, E^X) = X - \ i B2(X) = X2 - X+ 
ID D 

Pour l'étude des propriétés des nombres et polynomes de Bernoulli, qui découlent de 
la définition, se reporter à [L], [B-S], [W] (et tenir compte de (5.3.2)); signalons seulement 
que le lien que nous avons évoqué ci-dessus avec les distributions St est donné (avant la 
théorie des fonctions L p-adiques) par le résultat suivant : 

(5.4) Proposit ion. Pour tout x G tor(Xab), on a : 

(X,StI<x) = -B1(X-1)= E + 

On notera que en remplaçant X par x - 1 et en modifiant le signe on pourrait définir 
les nombres de Bernoulli d'une façon plus cohérente encore. 

Le point de départ de la théorie des fonctions L p-adiques de Q est le résultat classique 
suivant d'analyse complexe : 

(5.5) Théorème. Pour tout / > 1 et pour tout c Ç (Z//Z)*, ( /(c, s) admet un prolonge-
ment analytique dans C (avec un pôle e n s = l s i / = l ) pour lequel 

C/(c, 1 - w) = - I / " - 1 B„ ( j j , pour tout n > 1, 

où a Ç [1,/] représente c. 

(5.5.1) Remarque. On a donc (/(c, 0) = — j + a Ç [1, / ] représentant c ; en particulier, 
on a CQ(0) = CI(Z,0) = — BI(l) = —\ comme attendu. 



(5.5.2) Corollaire. Pour tout caractère de Dirichlet x modulo / , on a 

L(x, 1 — n) = — ~ Bn(x)i pour tout n > 1. 

Pour la démonstration de (5.5), on se reportera à la nouvelle démonstration de Stark 
[St] qui en un sens minimise la partie analyse complexe pour mettre en évidence les aspects 
qui nous sont utiles ici. 

En particulier, la relation (5.2.3) conduit à la relation analogue pour les nombres de 
Bernoulli généralisés : 

(5.5.3) Bn(x) — E l f 1 " -Bn{x), n>l. 
fJSfx V 7 



C H A P I T R E V 

Fonctions L p-adiques de Q 

L'idée de la construction de fonctions L p-adiques, due à Kubota et Leopoldt [K-
L], est, comme l'on fait d'une manière générale pour "p-adifier" des fonctions classiques, 
d'interpoler au mieux les valeurs algébriques remarquables de la fonction étudiée : ces 
valeurs prises dans Q sont donc dans Cp puisqu'on a convenu de prendre la clôture 
algébrique de Q dans Cp et sont donc canoniquement des nombres p-adiques. Ici ces 
valeurs sont les valeurs prises aux entiers négatifs ; d'après (IV. 5.5.2), ce sont essentielle-
ment des nombres de Bernoulli généralisés. Comme les entiers négatifs constituent un 
sous-ensemble dense de Zp, il suffit de voir si la restriction de L(x, s) à ces entiers est con-
tinue p-adiquement, ou en tout cas si ceci est vrai quitte à effectuer une modification ad'hoc 
pour y arriver. En fait on parvient directement à une telle interpolation en constatant que 
des intégrales de caractères continus convenables des distributions de Stickelberger Sts (S 
contenant p ) sont directement liées aux valeurs L(x, 1 — n), n > 1, et fournissent donc 
automatiquement les fonctions LP cherchées. 

Nous ne pouvons citer toutes les références concernant la construction des fonctions 
L p-adiques de Q ; on se reportera pour cela à [B], [Iw], [Ko], [L], [W]. 

1.— Définition de Lp(x,s). 

Soit x € tor(Xab) un caractère d'ordre fini de Gab vu comme caractère de Dirichlet 
modulo m multiple de fx ; on désigne par SQ l'ensemble des diviseurs premiers de m 
distincts de p et on pose : 

(1.1) S = S0U{p}. 

On considère les caractères u et ( ) relatifs à p, définis en (IV.2.3) ; on rappelle que 
u est de conducteur q et que ( ) est un caractère continu d'ordre infini (comme caractère 
de Q^ on peut dire, par abus de langage, que son ordre et son conducteur sont p°°). Les 
caractères x, W, ( ) et N = U>( ) sont donc des caractères de Q(£). 

(1.2) Définition. Soit Sts la distribution de Stickelberger associée à S (cf. (IV.3.6)), 
de dénominateur 8T — 1 — NT.T~1 non nul et non diviseur de 0 dans A5 (ce qui d'après 
(IV.3.6.1) équivaut à prendre r G Gs tel que (r) ^ 1) ; alors on pose : 

LP(X,S) = (LJX~1 ( Sts), 

pour tout s eZp pour lequel (eux-1 ( )s, 6T) ± 0 , soit 1 - X ( T ) ( T ) 1 - S 0 . Si l'on choisit 
T G G S tel que O(X(T)) = o(x) et (r) ^ 1, alors cette condition est réalisée tout le temps 
sauf pour s = 1 si x = Xo-

(1.2.1) Remarque. Soit Kx le sous-corps de Q(S) fixe par H = Kerx et soit T € G s 
dont la restriction à Kx engendre Gal(Kx/Q) ; on a alors o(x(r)) = o(x) = [Kx : Q]. 
Comme (H) / {1} (sinon cela voudrait dire que Q ^ Ç Kx) , il suffit de choisir r modulo 
H convenablement pour avoir la seconde condition (r) ^ 1. 



(1.3) Conséquences , (i) Comme ( ) est à valeurs dans 1 + qZp, il est clair que ( ) s est 
un caractère continu pour tout s E Zp. On a donc dans (1.2) l'intégrale d'un caractère 
continu par rapport à une distribution Sts = -jf, et donc on a : 

(1-3.1) Lp(X,s) = (1 - x(TNT)1-)-1 <wx-I< )«, v') , 

pour tout s G Zp, s ^ 1 si x = Xo (sous réserve du choix (1.2.1)). 
(ii) D'après (IV.4.8), et compte-tenu du fait que ( ) est un caractère pair et u> un 

caractère impair, on a Lp(x, s) = 0, pour tout s G Zp, dès que x est impair. On suppose 
donc désormais x pair. 

(iii) Comme d'après (IV.4.8) il existe une distribution Stg, de numérateur défini 
modulo (1 + <7_n g)As et de dénominateur 6 r , telle que 

Sts = (1-(T-l,s)Sti , 

on peut considérer que la fonction Lp(x,s) n'est pas "primitive" pour la place à l'infini, et 
que la bonne fonction à considérer (notamment dans le cas p = 2) est la fonction 

(1-3.2) 5 L p ( x , s ) = (<*X- 1 <) ' ,Mi) 

(intégrale qui ne dépend pas du choix de Stg dès que x est pair). 
(iv) Prenons r de la forme ac, (c, S) = 1, de telle sorte que, sauf dans le cas X — Xo et 

5 = 1, on ait 1 — x( r ) ( T ) 1 - ' ' = 1 _ x ( c ) ( c ) 1 _ s 0 ( c e c i est possible en vertu de (IV.1.3.2) 
(i)). Fixons ensuite Stg = -fri G A s (définie modulo ( 1 + < 7 - I , S ) A S ) , et posons pour 
simplifier : 

»s+ = u+,6r = s. 

Soit alors i/p la composante de u^ sur 1P[GF], F G FS (cf. (IV.3.1)) de conducteur / : 
on rappelle (cf. (IV.3.6)) que l'on a 

^ 1 — c 
VF = ÔFPF = Y R*aâ,F> OÙ R°a = r°a + ~ g - ' 

ae[l,f]' 

où rc
a = j ( [ f ] / c — a) -, [ f ] / étant l'unique représentant entier modulo / de ^ dans 

l'intervalle [1,/]. 

On a rc
f_a = j c - (f - a)^ ; mais comme = -~ c mod / et f > 1, 

a l ^ ] / = / ~ f f ] / ' et rf-a = 7 ( f c ~ [ f l / c - / + a) = c - 1 - ra ! Par conséquent, on 

(1.3.3) R)_A = -RC
A pour tout a G [1, /] ' . 

D'où facilement : 

(1.3.4) vF = Y Rla~1
F = ( l - a . l t F ) £ Rc

aa^ 

on 

a 



et on en déduit que la composante vF de Vg vérifie la congruence : 

(1.3.5) v+ = E Rc
aa^F m o d ( l + <T_1(F)Zp[GF]. 

On notera qu'il n'y a pas nécessairement égalité ; cependant pour le calcul des 
intégrales d'un caractère pair, on peut remplacer tout prolongement de vF dans ~Lp\Gs] 
par n'importe quel prolongement du second membre de (1.3.5). 

En utilisant (II.5.3.1), on en déduit que (pour 5 ^ 1 si x = Xo) l'on a, selon la forme 
utilisée : 

Lp(x,s) = (l-x(c)(c)1-°)-1 Km (ux'H )s, u'F), 
f—*0 

/ € N's 

\ LP(X, s) = (1 - x ( c ) ( c ) 1 _ s ) _ 1 lim (UX-H)',"?), 
f&i's 

où Vp et v~p' G Zp[G,s] sont des prolongements arbitraires de vp et vF dans Zp[Gs] ; on 
notera que f —* 0 p-adiquement, / G N s , traduit la condition Gal(Q(S)/F) —* {1} du 
passage à la limite sur F G J-'g (cf. (IV.3.1)). 

Il reste à préciser vF et vF' sachant (cf. (1.3.4), (1.3.5)) que vp = 5 3 - ^ a ^ F 
«€[1,/]' 

vF = - ^ a ^ F m o d (1 + <j-ITP)Zp[G F] ; il est naturel de prolonger vF en 
«€[1,4]' 

(1.3.6) v F = E R > : 1 

«€[1,/]' 

qui n'est plus un élément de ( 1 — ( 7 _ i ) Z j , [ G ! s ] (en effet, pour a G [1 , , on a 
Rf_acrJ*a = — i^cr-icr^V"1 , où u = 1 — a-1 f ) ; on est donc amené à considérer : 

(1.3.7) v+"= ^ EX"1 

et donc 
v'^ = (l-a_1)v+" e(l-a^)2p[Gs] . 

On obtient ainsi 2 prolongements distincts de VF. 
En ce qui concerne vF, on a d'après (1.3.5) : 

VF = E Rc
a^F + (l + a-ltF)aF,aFelp[GF] 



qui admet un prolongement de la forme 

4' 
«€[i,ir 

pour a F prolongeant a p. On a donc : 

(1.3.8) up = u+"= modCl + a-OZ^Gs]. 

Finalement on utilisera les 2 expressions suivantes : 

(1.3.9) 

(1.3.10) 

Lp(x,s) = lim (1 - x C c X c ) 1 - ) - 1 ^ * " 1 * )', Up) 

= ( 1 - X ( c ) ( c ) 1 - S ) - M i m £ Rc
au-\(a)(a)-\ 

i Lp(X,s) = lim (1 - x (c ) (c ) 1 _ s )~ 1 (wx _ 1 ( u+") 

= (1 - X(c)(c) 1 _ s ) _ 1 lim £ Rc
au-\(a)(a)-

«€[1,4]' 

(1.3.11) Remarque. Dans toutes ces expressions, on peut toujours supposer que F = 
Q(/) , / € N'5, / 0 (p-adiquement). 

On a le résultat fondamental suivant, justifiant a posteriori les définitions précédentes : 

(1.4) Théorème. Pour tout caractère x £ tor(Xab) et pour tout n > 1, on a (où les 
caractères écrits sont primitifs) : 

LP(X, 1 - n) = -(1 - Xu-n{p)pn-X)Bn{X"~n) • 

On en déduit l'expression suivante qui exprime de quelle façon (autre que l'égalité 
Lp(xi 1 — n) = L(xi 1 — n)) la fonction Lp interpole continuement les valeurs aux entiers 
négatifs de L(x,s) : 

(1.4.1) Corollaire. On a en particulier (cf. (IV.5.5, 5.5.2)) : 

Lp(x, 1 - n ) = (1 - Xu-n(p)pn-1)L(Xu-n, 1 - n ) , n > 1. 

(1.4.2) Remarques, (i) Dans (1.4) et (1.4.1), les caractères x? XUJ~n s o n t v u s comme 
caractères primitifs ; en particulier, si x est de conducteur fx, et si xu>~n X (i-e- n 0 0 
mod <f(q)), alors x<^~n a pour conducteur : 

i f x si fx & 0 mod Pi 



fx si fx = 0 mod Pi 

sauf dans le cas particulier où \ = 0 de conducteur f^ étranger à p, auquel cas 
Xw~n — f/> est de conducteur f^ — q~1fx- Cependant dans tous les cas, la formule de (1.4) 
peut s'écrire de façon imprimitive : 

(1.4)' LP(X, 1 - n) = -Bn(x" n > 1, 

en considérant xu3~n comme caractère de Dirichlet modulo / , où f = fx ou qfx selon que 
p divise fx ou non, et même plus généralement modulo / G N s en vertu de (IV.5.5.3). 

(ii) Si x e s t un caractère de Dirichlet modulo / non nécessairement primitif, alors 
l'expression (IV.4.6) montre que l'on a : 

Lp(x,s) = Lp(x',s) H (l - ^ ( t ) 1 - 3 ) , 
t c 

où x désigne le caractère primitif déduit de Xi le produit portant sur les premiers £, £ ^ 
p, £\ f et t / fx. Ceci est cohérent avec les différentes propriétés eulériennes puisque pour 
i = l - n , n > l , o n a l - ^ (£) l~ s = 1 - xu>~n(£) £ n - \ 

(iii) On peut considérer que lorsque fx = / est étranger à p, Lp(xis) n'est pas vrai-
ment une fonction Lp primitive ; en particulier, lorsque XUJ~1(P) = 1 (i-e. p totalement 
décomposé dans K u x -1 ) , on a, d'après (1.4.1), 

Lp(/Y,0) = (1 - xu~\p)) L(xu-l,Q) - 0 

par annulation du facteur eulérien ; ce zéro particulier s'appelle le zéro trivial de Lp(x,s) 
et on a pu démontrer qu'il était simple (cf. [F-G]). Ces inconvénients d'imprimitivité des 
fonctions LP viennent du fait que l'on est obligé d'utiliser le plus petit groupe G s sur lequel 
les caractères utilisés soient définis ; or les caractères u> et ( ) supposent que p Ç. S. 

(iv) L'égalité Lp(x-, 1 — n) = L(x, 1 — n) n'a lieu que sur les entiers négatifs 1 — n tels 
que n = 0 mod ip(q) et l'écriture est primitive uniquement si fx = 0 mod p. 

démonstration de (1.4). 
Considérons 

Af= E -ju-'xWiar 

= - ) E xww1-8, 
«€[1,/]' 

et calculons une valeur approchée de 

(1.4.3) 

BCf = (1 — x ( c ) ( c ) 1 - " ) Af, ( c , / ) = 1, ( c ) ï l . 



Il vient : 
B f = E { - f a - ' x w + foy-'xibc)); 

posons comme d'habitude bc = rc
af + a, a G [1, / ] , et écrivons 

d'après le lemme (1.4.6) prouvé plus loin, on a 

(1 + a - V : / ) 1 " * = 1 + (1 - s)a~l rlf mod ± . (1 - s ) f . 

Il vient alors 

B}= Y < « > 1 _ M « ) ( - ) + ) + ( ! 
«€[1,/]' J J 

= (1 - . ) E ( a y - ' a - ' r l x i a ) 
a€ll,f]' 

S (1-8) Y U j ~ l x ( a ) ( a ) ~ s ' r a mod ^ 5(1 — s ) f ] 

comme d'après (1-4.7) (voir également plus loin) on a 

lim ] T « - ^ ( a X a ) - ^ , 

on déduit que B j a même limite, lorsque / —• 0, / G N s , que 

( i - 5 ) y , u-^wiar'R: —s r>c at 

puisque Rc
a = rc

a + -~. En rapprochant ceci de l'expression (1.3.9) de Lp(x,s), on obtient 
(pour s / 1) : 

Lp(x,s) = T^-(l~x(c)(cy-ar1frn B} 

lim Af, par définition de Bj , 
1 — s /—0 

d'où, d'après (1.4.3) : 

(1.4.4) Lp(X,s) = ~ lim y ] T xCaKa) 1 - , 1. 



Ayant obtenu cette expression, nous donnons en (1.5) une estimation précise de 
l'approximation 

ae[l,f}' 

traduite par la limite ci-dessus. 

Remarque. On constate à ce niveau que l'intégrale (ux~ 1( } S iSts ) définissant .Lp(x,s) 
ne saurait être une limite de la forme suivante, pour le prolongement évident pF de pp 
dans Q[GS] : 

lim ( c x ^ >*, PF) = f m Y ( Z ^ + I ^ x C a K a r 

= J m J E X(a ) (ay - S d'après (1.4.7) 
«e[i,/]' 

(qui est donc (1 — s)Lp(\is) a u heu de Lp(x,s), en vertu de (1.4.4)) ; ceci proviendrait du 
raisonnement faux suivant sur l'utilisation des distributions : on a 

L,(x,8) = {ux-1 o v r 1 (ux-'o^vs) 

•'(y, S)-1 lirr 

( « X ^ O V F ) 

( u x ^ O ' , * ) - 1 lim ( u ^ O V ^ ) 

(a;*"1 (}*,£) 
t 

= lirn (u>x-1( )â, -J-) (ce qui est exact) 

= lirn (a;x~1( )S-,PF) ( c e <lui faux) 

qui est dû tout simplement au fait que èpF est non seulement distinct de u F mais n'est pas 
un prolongement de u F : il en diffère d'un élément de l'idéal d'augmentation de Qp[Gs] 
(et non de ïp[Gs]) dont les dénominateurs proviennent des y. 

Revenons à (1-4.4) ; pour s = l — n , n > l , on obtient 

LP(X, 1 - n) = lim y E x{a){a)n 

a€[hf]' 

= - - l i m i Y X"~n(a)an. 
n f—i-o f ^ w 

«€[1,/]' 

On a par ailleurs, pour tout / 6 N s (cf. (IV.5.3), (ii)) : 

Bn(XuJ-n) = j Y X"-n(a)fnBn{j) 



avec 

/ " M y ) = / n è t -1)'" ( ; ) B i ( j ) n 

= i t ( - i y ( n
i ) B i a » - i f i ; 

i—n V / i = 0 

en écrivant que 

Bn(Xu~n)= lim - E è ( - l ) , ' ( " ) 5 i a » - 7 i , 

on voit que cette limite est celle de 

et donc celle de 
- E X « - » « B 

«€[1,/]' 

en utilisant à nouveau (1.4.7). D'où le théorème (1.4). 

Démontrons maintenant les lemmes que nous avons utilisés, sous la forme optimale qui 
nous sera nécessaire ultérieurement ; pour cela nous avons besoin de la définition suivante : 

(1.4.5) Définit ion. Soit Op l'anneau des entiers de Cp et soit M.p son idéal maximal ; 
on définit la Op-algèbre A des fonctions g : Zp —> Op qui admettent un développement en 
"série d'Iwasawa" de la forme 

d(s) = / ais\ ai € Op et lim ai = 0 . 
^—4 i 
i> 0 

On vérifie facilement les points suivants (outre le fait qu'il s'agit bien d'une 0} 

algèbre) : 
(i) le développement est unique ; 
(ii) pour tout u G O*, v G Op, g est développable en série unique de la forme 

g(s) = a^us + u)®, a{ G Op et lim a{ = 0 ; 
i> 0 * 

(iii) on a A* = O* + MPA ; 
(iv) les éléments de A sont des fonctions continues indéfiniment dérivables ; 
(v) pour tout a étranger à p, (a)3 G A. 



(1.4.6) Lemme. Soit / un multiple de q, soit u G Zp ; alors on a, pour s G Zp : 

(1 + ufY~s = 1 + (1 - s)uf - ^ s(l - s)u2f2 mod 2s(l - s)( 1 + s)f2A . 
£ 

Ecrivons le développement convergent 

(1 + u / ) 1 - = 1 + (1 - s)uf + 1(1 - s)(-s)u2f2 

+ y ( l - s ) ( l - s - l ) . . . ( l - s - ( n - l ) ) u T l f n 
^ n\ 
n> 3 

= l + ( l - s ) u f - 1 - s ( l - s ) u 2 f 2 

+2s( l — s)( l + s)f2 ^ ^ (1 — 6 — 3 ) . . . (1 — 5 — (n — 1))—^-j— • 
n> 3 

On a u(n!) = où <r(n) = n = o l'écriture en base p de n ; 
par conséquent, pour un calcul modulo 2.s(l — .s)(l + s)f2A, il suffit de négliger les termes 
d'indices n > 3 tels que (selon que p ^ 2 ou p = 2) : 

(n - 2 M / ) - I Z ï Q > 0 (resp. > 1) ; 
p - 1 

il suffit que n soit tel que 

n — a(n) , „ . . . .. 
n _ 2 ^ > 0 (resp. 2(n - 2) - (n - <r(n)) > 1) . 

P - 1 

Pour p ^ 2 il vient n(p — 2) — 2(p — 1) + <x(n) > 0, et pour n > 3, on a n(p — 2) — 2(p — 
1) + cr(n) > p — 4 + cr(n) > 0 puisque or(n) > 1. Pour p = 2, il vient n — 5 + <r(w) > 0 ; 
pour n = 3, on a cr(3) = 2 et n — 5 + a (n) = 0 ; pour n > 4, l'inégalité est toujours vérifiée 
puisque a(n) > 1. 

D'où le lemme puisque pour tout n > 3, (1 — 5 — 3 ) . . . (1 — s — (n — 1)) u est un 
rn — 2 

polynome en s à coefficients dans Zp et que • 0 si n —> oo. 

(1.4.7) Lemme. Soit ip un caractère continu de G s, S contenant p, et soit / G N s tendant 
p-adiquement vers 0 ; alors on a 

lim £ 0 K ) = O. 



Si xp = xo, la somme ci-dessus est égale à y>(/), où est l'indicateur d'Euler ; d'où le 
résultat dans ce cas. 

Supposons ip ^ Xo e t s°it e entier étranger à S tel que ip(ae) ^ 1 (ceci est possible en 
vertu de (IV.1.3.2), (i), compte-tenu de la continuité de ip) ; on a alors 

(l-î/>(cre)) Y Y ^(Vb) - 1p(<Teb) , 
aelhf]' &e[i,/]' 

et en posant ab = a + r°f, a G [1,/] , l'expression ci-dessus devient 

Y « i - ^ a ^ i + f l - v : / ; 
«€[1,/]' 

or si / —> 0 dans N s , on a, uniformément en u, cru l et ip(cru) —* 1. D'où le lemme. 

Nous pouvons maintenant donner une première congruence permettant d'approcher 
| Lp(x,s) (pour une approche numérique différente, voir §6) : 

(1.5) Théorème. Soit x € tor(Xab), x pair, et soit / G N's, OÙ S est l'ensemble des 
diviseurs premiers de pfx. On a, pour tout s G Zp, s ^ 1 (pour 5 = 1, voir (1.7)) : 

(1 -s)l-Lp{X,s) = -±- Y X(a)(ay-S + N(s) mod M(s)A, 
«€[i,/]' 

où N(s) et M(s) sont ainsi définis : 
(i) x ^ w2. Alors N(s) = 0 et 

(a) M(s) = 5(1 — s)( l + s)f si o(x) n'est pas une puissance de p ; 
(/3) M(s) = 5(1 — s)( l + s) 1 si o(x) = pr, r > 1, où 7r est une uniformisante de 

Q P ( x ) ; 
( 7 ) M (s) = 5(1 + s) j si x = X o -

(ii) x = u 2 ; on a : 

(a) N(s) = M / M 1 - s), M (s) = 5(1 - s)( 1 + 5 ) / , pour tout p > 5 ; 

( f i ) N(s) = - j M f ) s , M (s) = i 5 ( 1 + 5 ) / si p = 3 ; 

( 7 ) tf (*) = - i M (s) = \s( 1 + 5 ) / si p = 2 . 

démonstration 
Considérons la mesure u^ = introduite en (IV.4.8), prenons r de la forme a c (cf. 

(1.3), (iv)) et appliquons (1.3.10), pour / fixé et F = Q(/) , à F' = Q(/ ' ) , / , / G N's, / | 
/ ; il vient, en posant uc — 1 — x(c) (c) 1 - a : 

LLP(X,S)-U;X(U;X-1()S, U+") = 

hm u:\ux~1 ( y, 4 " ) - u ; - 1 ^ * - ^ >', 4 " ) 



l im ( C f . ( i . 3 . s ) ) ; 
/ ' -• o r 

puisque l'on a F Ç F et que est une mesure, on a 

(up - up)F = (vp)F - (i4')F 

= "P F - 4 = o, 

et par conséquent, u p — u p appartient à l'idéal d'augmentation de 
Zp[GaZ(Q(S')/F)] i.e. l'idéal engendré par les 1 — a, er fixant F = Q( / ) ; comme {ah, h = 
1 + A/, A G Z, (h, S) = 1} est dense dans Gal(q(S)/F) et que (u>x_1( )", 1 - ah) = 
1 — (1 + Xf)s = 0 mod s f A (cf. (1.4.6)), on en déduit que (u>x_1( )s, 1 — cr) G sfAet que 

| Lp(x,s) - u:x(uX-l( Y, I/J") = 0 mod ; 

ce que nous écrirons sous la forme : 

(1.5.1) (1 - Lp(x, a) = « ; ' ( 1 - ^ ( « x - ^ ) s , 4 " ) mod « 7 ^ ( 1 - s)fA . 

Calculons alors 

«^(l - S^UX-'i V, 4") mod U~15(l - s)fA , 

ce qui donne bien (1 — ,s) | Lp(x,s) selon ce module, lequel est optimal lorsque v(uc) 
est minimale. On a uc = 1 — x ( c ) ( c ) 1 - s = 1 — x( c ) mod qA ; donc si o(x) n'est pas 
une puissance de p et si l'on choisit c tel que x( c ) soit une racine de l'unité d'ordre 
égal à o(x), on a uc G A* ; si o(x) = pr, r > 1, pour un choix analogue de c, on a 
uc = 7T mod z2A, où 7r = 1 — x( c ) e s t une uniformisante de Q(x), et on a ç E 0 mod 7r2 ; 
enfin, si x = Xo, uc = 1 - ( c ) 1 - s G q( 1 - s)A* dès que (c) G 1 + ql*. 

Définissons 

(1.5.2) A'f= £ ( y + ^y-1x(a)(a)-s,B'/ = ucÂf, 
o€[l,/]' 

que l'on cherche à calculer modulo 2s(l — s ) / A On a 

B1/= (i - x{c){Cy-) E Y "~lx(bm~s 

belhf]' 7 i _ 
+ — ( i - x C c X c ) 1 - ' ) E u ^ x m b ) -

= ( l - x ( c ) ( C > 1 " ' ) E - I x W ) 1 " 3 

+ i ^ ( i - x ( C ) ( C > 1 - * ) E xmy-'b-1-, 
be[hf)' 



en écrivant comme d'habitude {bc) l~ s = (a)1_ , s( 1 + a~1raf)1~s, a G [1 , / ] , ra = et en 
utilisant le développement (1.4.6), il vient : 

B'/ = (1-S) E X(a)(a)1~Sa~1(ra ~ ^ s a ~ l r I f ) 
_«G[ 1,/]' 

H g"" E xCa)^) 1 "'»"^! - c(l + a~1raf)~s) mod 2a(l - s ) / A 
a€[l,/]' 

Or 1 - c(l + a - V a / ) - s = 1 - c(l - sa~lraf + \ (1 + s)sa~2r2J2) = 1 - c + sca~lraf -
| ( 1 + s)sca~2r\f2 mod 2sf2A. Comme les calculs sont conduits modulo 2s(l — s)fA et 
que ^(1 — s)f2 = 0 mod 2s(l — s ) f , il vient 

B'/ = ( l - s ) E x ( a ) ( a > 1 - ' o - 1 ( r f l - ^ a " 1 r 2 / ) 
*e[i,fl' 

+ E X ^ X a ) 1 - * - 2 » - . 
«€[1,/]' 

- j s(l - s)(l + s)cf2 E X ^ ) ^ ) 1 - - " 8 ^ 

mod 2s(l — s)fA, ce qui, en regroupant convenablement s'écrit 

B'f = ( l - s ) Y , "-1x(a)(a)-s(ra + ^ ) 
a€[l,/]' 

+ | * ( ! - * ) / E x { o ) ( a Y - s a - 2 { - r l + c r a - l - { l + s)fca-'r2
a) 

= (1 - )', + - s)fY mod 2s(l - s)fA, 

en appelant Y la seconde sommation ci-dessus. 
Pour p / 2, on obtient 

(1.5.3) B ; c = M / = ( 1 - « ) ( W X " 1 ( ) ' ) " F > m o d s ( l - a ) / A 

Supposons maintenant p = 2 et calculons Y modulo 4A (on a donc / = 0 (4)) : 

Y= X(a)(-r2
a + cra - (1 + s)f- ra) mod 4A ; 



on a ra = Ra + ^f-, d'où -r\ + cra - ( l + s ) { r « = -R\ + Ra + ^ f 1 - (1 + s) % 
Comme x est pair et que Ra = —Ra pour tout a £ [1, /] , il vient 

Y = 2 E X ( a ) ( - R l + C ^ 
«€[1,41' 

= 2 Y x(a)Ra mod 4A , 
«€[1,4]' 

car ^ f i = (1 + s) | = 0 mod 2 et R\ = mod 2. 
On a donc obtenu 

(1.5.4) B'f
c = ucA^ = (l-s)(ux~1()',uF)+3(l-s)fY' mod 2s(l - s)fA , 

où Y'= Y x(a)Ra. 
«€[1,4]' 

On remarque alors que cette formule vaut pour tout p(cf . (1.5.3)). 
D'après (1.5.1), on a à faire le rapprochement avec 

u-\l - s^ux-'i y, U+") mod « ^ ( l - s)fA , 

OÙ u+" = Y Ra°âl- On a (cf. (1.3.6)) : 
«€[1,4]' 

«e[i,/]' 

= Y ( w - 1 x ( a ) ( a ) - ' i î f l + w - 1 x ( / - a ) ( / - a > - i î / _ a ) 
«€[1,4]' 

= v-ixWRaiiar' + i a - f ) - ) 
«€[1,4 ]' 

= £ u , - \ < a ) i M a > - * ( l + ( l - a - 7 r S ) ; 
«€[1,4]' 

= 2 J ] u~1x(a){0')~sRa 
«e[i,4r 

+ sf Y w_ 1x(«)(«)_ s° t~1-Ra mod 2 s f A ; 

«€[1,4]' 
d'où, en remarquant que la seconde somme est à calculer modulo 2,4 lorsque p = 2 : 

1 (cux-'O*,^ Y , "-lx{a)(a)-°Ra + \sfY" mod s f A , 
«€[1,4]' 

s ^ X - ' O V D + l ' / r " mod sfA, 



où Y" = 

Ainsi, on obtient (cf. (1.5.1)) : 

\ (1 - s)Lp(x,s) = u:\ 1 - 8){u,X-l{ Y, 4 " ) 

^ «^(î - 5) y, UF) - i ,(i - s)fY" 

EE u;11(ticAy - 3(1 - s)fY') - u:11 *(1 - *)/r" 

= I Af ~ l s { 1 ~ S ï f u ë 1 ( - Y ' + ( d ' a p r è s ( L 5 - 4 ) ) 

= \ A'f
c mod u - y i - s)fA 

£ 

puisque Y' + Y" = X ] x(a)(l + w _ 1 (a))^a = 0 mod 2A si p = 2 ; 
«€[1,4]' 

d'où : 

(1.5.5) ^(l-s)Lp(X,s) = 

\ E ( - y + ^ i ) w - 1 x ( « ) ( a > - ' m o d u ^ l 

Etudions alors, modulo — s)fA, le terme résiduel 

(1.5.6) 1 ( 1 - a ) ^ « " ^ ( « X a ) -
a€[l,/]' 

ci-dessus. Pour effectuer les calculs modulo w~1.s(l — s)fA, il faut estimer la somme 
ci-dessus 

Z= Y mod 4u~lsfA . 
«€[1,/]' 

Calculons veZ, avec ve = 1 — u>~1x(e)(e)~s pour e étranger à / convenable, et ceci modulo 
4 v e u ~ 1 s / A En supposant la valuation de uc minimale, on a à étudier ^ en fonction du 
choix de e. 

Supposons d'abord p ^ 2. Si o(x) n'est pas puissance de p, ip = u~lx a même 
propriété (sinon tp serait pair) ; dans ce cas € A* pour e convenable . Si o(x) = Pr? r ^ 
0 , O(Î/>) n'est pas puissance de p et on a ^ G ^ A* (resp. ^ , 1 ^ . 4 * ) si X Xo (resp. 
X = Xo)-
Q n Q ĝ Qpg 

U e Z = Y u ; _ 1 x ( a ) ( a ) _ s ( l - (1 + a^r'j)-*), 



où ra = r®, soit 
J ] U-l

X(a){a)-'aa-^rj 
ae[l,f\' 

= 0 mod s f A 
ce qui résoud le cas p ^ 2. 

Supposons maintenant p = 2. Si o ( x ) n'est pas d'ordre puissance de 2, = a 
la même propriété et ^ 6 A* pour e convenable. Si x et V s o n t d'ordre puissances de 2, 
il y a plusieurs cas : 

(i) o(x) = 2r, r > 2 ; alors o(^>) = o(x) et on peut choisir e de telle sorte que ^ G -4* ; 
(ii) o(x) = 2 ; comme ift = w _ 1 x î Xo ( c a r X est pair), o(if>) = 2 et la conclusion est 

analogue ; 
(iii) x = Xo, V = ; on a wc = 1 - (c)1"3 G 4(1 - s)A* et ve = 1 + (e)~s G 2A* 

pour e tel que u>(e) = — 1 ; d'où ^ G 2 ( 1 - 3 ) A*. 

En résumé, dans le cas (i) et (ii) on a 

4 u~lvesfA = 4 sfA, 

dans le cas (iii), on a 

4 U^VeSfA = — — fA. 
i — s 

On a alors : 

E u-'xiaXar'il-il+a-Vj)-') 
«€[1,/]' 

= sf E w - V ^ - ' C a - V l - i c i + ^ a - 2 ^ / ) mod 2 . / M , 

et par conséquent, il suffit de calculer la somme Z ci-dessus modulo 4 (resp.2) si x Xo 
(resp. x = Xo)-

Pour x Xo, on a 

z' = E - ( ( ! + *) E m o d ; 
«€[1,/]' «€[1,/]' 

or E x(a)r'a = E = 0 P a r parité de x et imparité de = r'a + 

Pour x = Xo? o n a , modulo 2 : 

«€[1,/]' °€[1,/]' 

- E 
ae[ l , / ] ' 

= 0 mod 2. 



D'où le fait que (cf.(1.5.6)) : 

\ ( l - s ) J 2 " ~ l x { a ) ( a ) - s = 0 mod ^ ( 1 - s)fA. 
«€[1,/]' 

On a donc obtenu (cf.(1.5.5)) : 

(l-s)±Lp(x,s) = - ± £ x(a)(a)1-a + M'(s)X(s), 

où X(S) € A et où M'(s) = ^(1 — s)f, s ( l — s) ^ selon la nature de o(x)-
Si l'on fait s = — 1, il vient 

M' ( - l ) X ( - l ) — Lp(x, —1) + - y £ x(«)(«>2 

«€[1,/]' 

= LP(X,~ 1 ) + 2 f E ^~ 2 x(a)« 2 ; 
a € [ l , / ] ' 

or d'après (1.4)', 

LP(X, - 1 ) = B2(LO~2X) ( avec LO~2X mod / ) 

= E ^ _ 2 x ( « ) ( a 2 - a / + y ) (cf.(IV.5.3 et 5.3.4)), 
a€[U]' 

et il vient : 

M\-l)X{-l) = i £ Y ^ ^ 
«€[1,/]' «€[1,/]' 

a€[l,{]' " «ell,/]' 

(i) Cas où x a;2- Dans ce cas, on a 

0 = £ c - 2
X ( a ) = 2 £ u ~ 2 x ( a ) i 

«€[!,/]' a€[ !,£]' 

soit M ' ( - l ) ^ ( - l ) = 0- D'où X ( - l ) = 0. 



Si l'on écrit le développement de en les puissances de 1 + s, on obtient (cf.(1.4.5)) : 

x = x0 + (i + x' e A, 

d'où ici xo = 0 et X(s) G (1 + s) .4, et le théorème dans ce cas. 
(ii) Cas où x = w2. Dans ce cas on a 

M ' ( - 1 ) X ( - 1 ) = J E 1 ~ J 2 E 1 

«e[i,4]' ae[i,/]' 

= \ M f ) ~ ^ M f ) = l M f ) -

On a donc X( — 1) = qui est aussi x0 ; d'où : 
(a) si u>2 / Xo, ce qui équivaut à p ^ {2,3}, on a M'(s) = 5(1 — s)f et M'( —1) = 

- 2 / ; 
(/?) si LU2 = Xo et p = 3, on a M'(s) = s { et Af ' ( - l ) = - { ; 

( 7 ) si u2 = xo et p = 2 , on a M'(s) = s { et M' ( -1 ) = - - f . 

D'où, respectivement : 

X° ~ Ï2~' 2~ ' 3 ' 
et 

M'(s)X(s) = M / M l - 5) mod a ( l - s ) ( l + 

1 1 
= - g M i > mod - 6(1 + s)/ .4, 

= M f ) s mod i 6(1 + s).M, 

selon que p > 5, p = 3 ou p = 2. 

Ceci achève la démonstration du théorème en donnant la valeur de N(s) dans le cas 
particulier où x = 

(1.6) Corollaire. Si x = Xo, Lp(xo,$) a un pôle simple en s = 1 dont le résidu est 1 — 

En effet, par (1.5), et pour / = ph, h —> 00 , on a 

lim ( a - 1 ) 2^X0,*) = E J = p h ~ 1 ( S ~ l ) = 1 ~ l ""d?*"1; 
ae[i,/]' J y V 

d'où le résultat à la limite. 

(1.7) Corollaire. En s — 1, et pour x Xo, on a la formule d'approximation suivante : 

1 —1 y 2 f 
2 Lp(x, 1) = "J7 E l o g a m o d ( resP-"7^ 

ae[i,f}' 



si x n'est pas (resp. est) d'ordre puissance de p. 
D'après (1.5) et pour tout s ^ 1, on a 

N(s) 

« G [ l , / ] # 

1 V- N(s) 1 M (a) 

ae[l, /]' 

où l'on a pu remplacer (a) 1 ' 3 par (a)1 _ â — 1 puisque x ^ Xo-
Faisons tendre s vers 1 ; on a alors 1 —> log a, d'où, dans le cas général où 

Y 2 »1 2 f 
- Xp(x, 1) = — Y] x(«) log a mod 2 / ( resp.—) 
Z Zj 7T 

a € [ l , / ] ' 

si o(x) n 'est pas (resp. est) une puissance de p. Si x = u2 ( c e qui suppose p > 5 puisque 
X ^ xo), Ie résul tat est analogue puisque dans ces cas -y-^ = — y^ f <p(f) = 0 mod / . 

(1.8) Remarque. On se reportera au livre de Washington [W] pour l'expression de 
Leopoldt de la valeur | Lp(x, 1) en termes de logarithmes p-adiques d'unités cyclotomiques. 
Cette formule, analogue à l'expression complexe de i L(x, 1) (cf. [B-S]), ne permet cepen-
dant pas un calcul approché facile de | L ; j(x,l), car les logarithmes en question (loga-
rithmes de nombres algébriques non rationnels) s'approchent difficilement en pratique. 

2.— Transformée de Mellin sur A s-

On suppose toujours que S est un ensemble fini de nombres premiers contenant p. 

(2.1) Définition. On considère l'application de Gs dans Zp[Gs] C A s qui à o G Gs 
associe No • o~l (cf.(IV.2.3), (IV.2.4)) ; cette application (qui est continue) se prolonge 
par Zp-linéarité à Z^fGs], puis par continuité à A5. Cette involution m sur la Zp-algèbre 
A s s'appelle la transformée de Mellin des mesures. Comme l'image par m d'un élément 
non nul et non diviseur de 0 de As est de même nature, on peut prolonger m à As. 

(2.2) Remarque. On a m(èT) = m( 1 — Nr • r - 1 ) = 1 — r. Supposons que 8T soit non nul 
et non diviseur de 0 dans A s (ce qui équivaut à (r) / 1), alors on sait aussi (cf. (IV.3.6.1)) 
que pour tout sous-corps K de Q(S), 8T

K est non nul et non diviseur de 0 (autrement dit, 
(6T ) - 1 G A 5 ) . Par contre, 1 — r donne 1 — TK par restriction, qui est nul ou diviseur de 
0 dès que [K : Q] < 00 (bien que 1 — r soit non nul et non diviseur de 0 dans As). On 
prendra donc garde au fait que m(As) n'est pas contenu dans As. 

On a le résultat suivant qui se trouve admettre une généralisation complète au cas des 
fonctions L d'un corps totalement réel k (cf. [D-R]) : 

(2.3) Théorème. La transformée de Mellin DRs = m(Sts) de la distribution de Stickel-
berger Sts (S contenant p) est une Zp-pseudo-mesure (cf.(II.6.2)) pour laquelle 

Lp(x,s) = (x()1-S, DRS) , 



pour tout caractère de Dirichlet x modulo S et tout s G Zp, s ^ 1 si x — Xo-

démonstration 
Soit a G G s ; montrer que 

(1 — a)DRs G A s équivaut à montrer que m( 1 — a)m(DRs) G A s, soit que l'on a (1 — 
Na • cr~1)Sts G As, ce qui provient d'une propriété fondamentale des distributions de 
Stickelberger : d'après (IV.3.4), on a 

{l-Na-a-x)pFelp[GF] 

f ^ yT 

pour tout F G Ts ; par conséquent, sachant (par (IV.3.6)) que pF = (avec Sr non 
nul et non diviseur de 0, ce qui n'est pas nécessairement le cas de 8° = 1 — Na • <r_1, a 
parcourant G s et pouvant être en particulier tel que (a) = 1), il vient : 

(1-Ncr- apl)8Tppp = (1 -Na- a~F
x)vT

F G 8T
F 1 P[GF] , 

soit, à la limite : 
(1 -Na-a'1)^ G 8TAS , 

d'où ( l - N o - o - 1 ) ^ G A s . 
On a donc bien un élément de As-
La comparaison des intégrales est immédiate car pour a G G s, on a : 

<x( r * , m(a)) = (x( y - , c(<7)(<7)0 
= u(o)(a)X-1(a)(ay-1 

= ( « x - 1 * r , • 

(2.4) Proposit ion. Les pseudo-mesures DRs (S contenant p) vérifient les propriétés 
eulériennes suivantes : Soient A", L, K Q L Ç Q(S) ; on suppose que K contient Q({p}) ; 
alors par restriction de A^ à A -̂ (cf.(II.6.2)), on a : 

DRL,K = DRK N ( L - 7 ^K) , 
t 

où £ parcourt l'ensemble des nombres premiers ramifiés dans L/Q et non ramifiés dans 
K/q. 

Ceci résulte de (IV.4.6), compte-tenu du fait que pour pouvoir appliquer la transfor-
mation de Mellin m, il faut que le caractère N soit défini au moins sur Gal(K/Q) et donc 
que K contienne Q({p}) ; on remarque alors que L/K est non ramifiée en p et p ne figure 
donc pas dans le produit ci-dessus. 

(2.4.1) Remarques, (i) Puisque p G S et que S est fini on est dans le cas où G s est de la 
forme (cf.(IV.1.7),(ii)) : 

Gs = As © r, r ~ Zp, I As(p) |< oo ; 



on peut même utiliser une décomposition canonique en posant 

= Ca/(Q(5)/Qoo), T = GW(Q(S)/Q(S0)(pg)), S0 = S - {p} . 

(ii) Indépendamment de la transformée m, la restriction A L A K ne peut exister 
que si le "dénominateur universel" des pseudo-mesures, à savoir T = 1 — 7 , où 7 est un 
pro-générateur de T, ne donne pas 0 ou un diviseur de 0 par restriction, ce qui suppose 
déjà que K contienne Qoo. 

D'après (III.3.4) et (2.4.1),(i), on peut énoncer : 

(2.5) Corollaire. Il existe une constante es € Zp et une mesure ps G AYIS[[T]], tels que 

DRS = c s ^ -

où cxas est la mesure de Haar sur As (cf.(II.4.3)). 

Par intégration on en déduit les faits suivants : 

(2.6) Corollaire. On a, pour x primitif pair et ps = aiT1 G A^ffT]] : 
«>0 

(i) Lp(x,s) = Y (X,a«)(l ~ xCtXt) 1 - ' ) ' si X n'est pas un caractère de Q^ ; 
i>0 

(ii) Lp(xr,s) = cs i-xJyïty)1- + E (Xo,ai)(l -Xr(7 ) (7 ) 1 - S ) t , 
i > 0 

si x = Xr est un caractère de Qoo (5 / 1 si Xr = Xo), où S = {p} ; 
1. 
I' 

r~\ TT fi 1 \ * l o g 
H es = [[ ( I - 7 ) — — 

tes 

où (x)* désigne l'unité x p~v^ pour tout x G Q*. 

Les points (i) et (ii) résultent de (II.5.6) appliqué à la restriction de x à As- Le calcul 
de es, quel que soit S contenant p, se fait en recalculant le résidu de (xo( )1-s> DRs) 
en s = 1 ; compte-tenu du fait qu'on a isolé une partie polaire de nature élémentaire, ce 
résidu est donné par 

•s — 1 / ( l ) l ~ s — 1\ 
C 5 1 I i - ( 7 ) i - = c s 1 A s { p ) 1 feî ( 1 - , ) 

AS(P) I 
= cs log ( 7 ) 

par ailleurs (xo( )1 s, DRs) est Lp(xo,s) pour le caractère Xo considéré comme caractère 
modulo S et d'après (2.4) on a donc 

(Xo( ) 1 - s , DRS) = JJ - ^ Ç ) ' (xo( Y ' 3 , DR{p]) ; 
ees 



d'où 
fo -

log ( 7 ) c s i ^ M 1 = n i 1 - 7 ) • -ees 

= n i 1 - (rf - (v . i .6». 
ees 

On sait également que | As | (au sens de (1.5.1)) est donné par 

ASH<F(Q) N ((T-W00)-
ees 

Désignons par ( x ) p la p-partie positive d'un rationnel x ; alors 

1 MP) 1= n e - VP ( r e s p-1 1=2 n - 1 ) 2 ) ; d ' ° ù 

ees ees 

ees ees ^ 

ce qui s'écrit, en remarquant que = (x)* et que (£ — 1)P = (1 — j)p pour tout £ ^ p : 

r r V 1 0 9 M a i* = I i i 1 - j ) e Z r 
ees 

(2.7) Remarques, (i) Ecrivons Sts sous la forme 

Sts = (1 - a_i)5<J (cf.(IV.4.8)) ; 

alors DRs = m(Sts) = (1 + cr-i)DRg, en remarquant que m(<r_i) = Ncr-i -crZ\ = — cr_1, 
et que DRg, définie modulo l'idéal (1 — cr_1)T_ 1As, est une distribution de dénominateur 
m(ST) = 1 — r; on peut par exemple écrire : 

St% = ^ "s+ € As , 

auquel cas 

uT m(uT+) 
DR- = v f / = , vT~ e As , définie mod (1 - <r_i)As. m(o r) 1 — r 

(ii) On aura 1 — r = T si l'on prend r = 7 générateur topologique de T. 

Il résulte de ceci que l'on doit se poser le problème de savoir comment la décomposition 
(2.5) de DRs est compatible avec ces questions de "parité" : 



La réponse est donnée par le résultat suivant : 

(2.8) Proposit ion, (i) Si p / 2, on a 

DRS = ^ cs( 1 + o-i)aAsT-1 + (1 + a.j)^ , 

où G A5 est définie modulo (1 — cr_i)As-
(ii) Si p = 2, on a 

DRS = c s ( l + V-^OCBST-1 + (1 + a-!)ng , 

où Bs = Ga/(Q(5)/Q({2})) et fi~s comme en (i). 
(iii) Par conséquent, on peut poser, modulo ( 1 — CT_1)T_1AS : 

D R s = ^ + lis (resP- cs^BsT-1 + n^) • 

Supposons d'abord p ^ 2. Comme aAs est invariante par translation, on 
(1 + cr-^aAs = 2 a A s , d'où 

DRs = | cs( 1 + a-^aAsT-1 + fis• 

Par ailleurs, on a (cf.(2.7),(i)) : 

DRS = (1 + a-^UgT-1, ug G AS 

(en prenant r = 7 pour définir le dénominateur de Sts), d'où 

fis = (1 + a - i X u g T - 1 - ^ csaAsT-1) . 

Ecrivons fis = £ ^ [PII us = £ a 7 d e même ; il vient, 
i>0 i> 0 

dans \asT~1 + AAs[[T}} : 

fis = (1 + ct-i)(<1q - i cs^JT-1 + £ (1 + <7-1 )a~Ti~1 , 
i>i 

ce qui conduit à 

(1 + <r_i)(a7 - ^ c so;^ s) = 0 et ai = (1 + a_1)a~h l pour i > 0 

d'où l'existence, modulo (1 — <7_!)As, de 

i> 1 



On notera que la l e r e relation donne A^ = CS<XAs mod (1 — c- i )Ayi s , ce qui était 
prévisible. 

Le cas p = 2 est un peu plus subtil. 
On a le résultat suivant : 

(2.8.1) Lemme. On a la décomposition suivante : 

AS = BS 0 H-! , 

où = (<r_!) (d'ordre 2) et BS = Ga/(Q(5)/Q({2})). 

Montrons d'abord que la conjugaison complexe <r_i s'écrit 

cr_ i = 
ees 
n *>•?. 

(2) où /î  désigne l'élément d'ordre 2 de = Ga/(Q(5) /Q(5 — sur la somme directe 

^S = 0 HT . 
ees 

Posons cr_i = JJ € {0,1}, puisque 0 - \ est d'ordre 2 ; par restriction aux 
ees 

corps Kf = Q( {£}), on doit obtenir la conjugaison complexe sur ces corps ; or les groupes 
Gal(K(/Q) ~ n'ont qu'un seul élément d'ordre 2, qui est h^^ et a-\fKt = ^pk* •> d'où 
xg = 1 pour tout l. 

Le lemme en résulte car on a A s = © H( = I?s © i?2> et en écrivant le générateur 
ees 

h^ — h,2 de H2 sous la forme 

h-2 = <t-I JJ , 
ees-{ 2 } 

on en déduit que Bs © H2 = 5 s © i ï _ i . 

(2.8.2) Corollaire. On a o a s = et-1 = 1 + cf-i (mesure de Haar sur i J - i ) 
et où ags est la mesure de Haar sur Bs-

Ceci résulte de (II.4.6) appliqué à la décomposition du lemme. 
Il vient alors, dans ce cas : 

DRS = cs( 1 + a_1)aSsT-1 + f i s = ( 1 + a-i^sT'1 , 

et le raisonnement est ensuite analogue à celui du cas p ^ 2 : 
on peut écrire fis = (1 + c - i V s ' A4s ^ ^ s définie modulo (1 — cr_1)As. 

Résumons les résultats obtenus dans l'énoncé suivant : 



(2.9) Théorème. Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant p ; posons 
(cf.(2.6),(iii)) c s = ^ c s , à savoir 

cs = JJ ( l — ç 2* dans tous les cas. 
tes p 

Alors il existe une pseudo-mesure DR g G As de la forme 

DRs = CsaAsT~1 + Vs (reSP- Cs^BsT-1 + 0g ) , 

p,g définie modulo (1 — cr_i)As, telle que (en termes de caractères primitifs) : 
(i) \ Lp(x,s) = (x( }1~s, ^s ) , si x n'est pas caractère de Q ^ ; 

(ii) i Lp(X,s) = 4 ( 1 - X.(7)(7>17 s)"1 + (Xr< Ï1"', Vs), 
si x = Xr est caractère de (5 ^ 1 si r — 0). 

Par la suite nous utiliserons essentiellement cette formulation qui rend compte, de 
façon la plus précise possible, de certaines subtilités et qui présentent de façon unifiée les 
cas p 2 et p = 2. 

3.— Propriétés é lémentaires de | Lp(x,s). 

Commençons par des résultats d'intégralité : 

(3.1) Théorème. Soit x € tor(Xab), X pair et primitif, et soit Zp(x) l'anneau des valeurs 
de x sur Zp. Alors pour tout s G Tp (5 / 1 si x = Xo) a 

\ Lp(x,s) G 2P(x) 

si et seulement si x n'est pas caractère de Qoo. Si x = Xr, r > 1, alors on a 

1 1 
- Lp(Xr,s) G — Zp(Xr)* + 2p(Xr) , 
Z 7Tr 

où 7rr est une uniformisante de Zp(Xr)- Si x = Xo, alors on a 

démonstration 

L'intégrale de x( ) 1 _ s par rapport au terme polaire de DRg est, d'après (2.9), non 
nulle si et seulement si x = Xr, r > 0 ; comme (x( J 1 - 5 , Ps ) € Zp(x), il reste à étudier la 
partie polaire pour X = Xr '• elle est donnée par ! ! C g C g 1 - X r ( 7 ) ( 7 ) 1 - S = l - C r ( 7 ) 1 - a 



où ( r est une racine de l'unité d'ordre pr — o(xr) puisque 7 ^ est générateur topologique 
de Ga/(Qoo/Q). 

Si r 0, 1 — Cr(7)1-S = 1 — Cr mod q, d'où le résultat avec nr — 1 — £r. Si r = 0, on 

obtient qui est de la forme , u(s) € Z*, d'après (1.4.6). 

(3.2) Remarques, (i) Désignons par vx la valuation normalisée sur Qp(x) (si Qp(x) = Qp, 
on a vx = v). On a vx(-| Lp(x,s)) > 0 si et seulement si x n'est pas caractère de Q ^ ; pour 
r > 1, vXr(\ Lp(xr,s)) = - 1 pour tout s € Zp ; enfin v(\ Lp(xo,s)) = -v (q) - v(l - s), 
pour tout s 1. 

(ii) Dans l'énoncé (3.1), on peut remplacer Zp(x) (resp. Z*) par A (resp.4.*) 
(cf.(1.4.5)). 

On déduit de ce qui précède les informations correspondantes pour les nombres de 
Bernoulli ; une démonstration directe (par exemple celle qui figure déjà dans l'ancien livre 
de Hasse [H]) est toujours très compliquée, alors que le cadre présent des distributions 
fournit immédiatement le résultat : 

(3.3) Corollaire, (i) Les nombres de Bernoulli Bn(x) (cf.(IV.5.3)) x pair, n > 1 impair, 
ont les propriétés suivantes (cf.(1.4)') (x^-™ non nécessairement primitif) : 

vx(2n Bn(X"-n)) — 0 si X n'est pas caractère de Q^, 
vXr(j^ Bn{XrU~n)) = - 1 , pour tout r > 1, 

V(J- Bn(iO-«)) =-v(q) - v(n). 

(ii) En particulier, pour les nombres de Bernoulli d'indice 1 (ceux considérés déjà par 
Hasse pour les formules analytiques du nombre de classés relatives), on obtient : 

ux(-| B ! ( x w - 1 ) ) > 0 si x n'est pas caractère de Q^, 

v X r ( j •E?i(Xrk>~1)) = —1 pour tout r > 1, 

t,(J Bx{c"1)) = ~v{q). 

(3.4) Remarques (i) Dans l'énoncé ci-dessus, les caractères x u ~ n sont considérés comme 
caractères modulo S, l'ensemble formé des diviseurs premiers de fx et de p (les nombres 
de Bernoulli sont donc primitifs sauf dans le cas où le conducteur de xu~n est étranger 
à p (cf.(1.4.2))) ; on a donc B n ( x ^ ~ n ) = (1 - (xw _ B ) , (p)p n ~ 1 )£»((xw~ n ) ' ) , ce qui pose 
un problème de valuation uniquement lorsque n = 1 et lorsque xj> = x ^ - 1 est un caractère 
d'ordre puissance de p et de conducteur étranger à p. Mais dans ce cas, on a (cf.(IV.4.8) 
et (IV.5.4)) : 

b m ) = - o r 1 , s t K j = - 2 ( < r \ s t i j , 

où StKj, = Sts0,Ki, = PA>, So = S - { p } , ce qui fait que d'après (IV.3.6), Bi(ip')) > 0 
(r/> étant impair, puisqu'on a supposé n = 1, on a 1/1 ^ xo), ce qui complète (3.3). 

(ii) Si l'on veut étudier de ce point de vue les nombres de Bernoulli ordinaires Bn = 
Bn(x0) (Xo modulo 1), il suffit d'écrire que 

Bn = (1 - p n _ 1 ) _ 1 B n ( ^ 0 ) , pour tout n > 2, 



où -00 e s t le caractère unité modulo q ; on a alors 

soit 

(3.4.1) h B n = ~ ( 1 ~ p n ~ 1 ) _ 1 \ L p { u n ' 1 " n ) ' H ~ 2 ' 

Si n > 2 est impair, est impair et on obtient Bn = 0 comme atttendu ; si n > 2 est 
pair, u" est pair et il y a 2 cas : 

(a) un ± xo (i-e. n ^ 0 mod tp(q)) : 
On a alors \ Lp(ujn, 1 — n) G Zp(u>) = Zp, d'où : 

(3.4.2) — pour tout n pair > 2, n ^ 0 mod 

(0) cj" = xo (i-e. n = 0 mod ip(q)) : 
On a ici v p ( | Lp(xo, 1 - n)) = - u ( ç ) - vp(n) , 

ce qui conduit à 

Vp(- Bn) - vp(n) = -v(q) - vp(n). 

Posons alors n = mip(q), m > 1 ; il vient : 

(3.4.3) vp(^ Bmv>(ç)) = -v(q), pour tout m > 1. 

Par exemple, considérons | B2 (= JJ) ; pour p = 2, on obtient ^2(2 ^2) 
= - 2 (par (3.4.3)) ; pour p = 3, on obtient £ p _ i ) = v3(± J52) = - 1 (par (3.4.3)), 
enfin pour tout p > 3, on a w2 / Xo, ce qui donne B2) > 0 (par (3.4.2)). On a ainsi 
"reconstitué" le dénominateur de ^ B2 qui doit donc être 12. On peut également introduire 
une fonction signe ^oo, dont on vérifie facilement qu'elle est définie par Uoo(f Bn) = 
( —l)t+ 1

) pour tout n > 2. 
Ceci se généralise ainsi : si l'on considère | Bn, n > 2 fixé, Bn) est négative 

si et seulement si n = 0 mod <p(q) ; elle vaut alors —v(q). D'où le dénominateur des 
\ Bn, n > 2 pair. 

Ecrivons | Bn — ^f-, (bn,dn) = 1, dn > 0 ; alors : 

dn = 4 JJ p, n pair > 2. 

p —11 n 

Par exemple, le dénominateur de j B3 6 est égal à 

4 x 3 x 5 x 7 x 13 x 19 x 37 (= 3838380), 



ce qui est confirmé par la table des nombres de Bernoulli de [W] (dans laquelle ceux-ci 
sont notés B2n

 a u heu de Bn ; ainsi B3Q est à lire pour n = 18). 
Une façon encore plus directe d'obtenir une information sur le dénominateur de ^ Bn 

est d'utiliser la congruence générale donnée par le théorème (1.5) : 
On a : 

i Bn = - ( 1 - p""1)"1 • n • i Lp(con, 1 - n), n > 2, 

= + ( l - p " - 1 ) - 1 ( ^ - E un(a)(a)n — N(1 — n)) mod M(1 - n), 
»e[i,/]' 

où / = q ; les résultats précédents d'intégralité montrent qu'il suffit d'étudier le cas où 
un = xo (i-e. n = 0 mod <p(q)) ; on a alors M( 1 - n ) ç Z p dans tous les cas. 

Posons (a) = 1 + Xaq, A„ Ç Zp ; on a 

J - E + mod Zp, 
? ae[i,g]' V a 

or pour p = 2, n étant pair, on obtient pour tout p : 

I i ? n = ( l - p » - i ) - i ( ^ 2 - j V ( l - n ) ) modZp. 

Comme ^ ^ = = 20- (resp. y), que iV(l — n) est donné par 0 si p > 5, —(1 — n) 
si p = 3, —1(1 — n) si p = 2, il vient : 

^ Bn = - - j - mod Zp (resp. (1 - 2 " - 1 ) - 1 ^ mod Z2). 

Dans le cas p = 2, n = 2, on a | (= yj) = — | mod Z2 ; pour n > 2, on a | i?2 = 
j mod Z2. 

On est donc amené à considérer — Bn — — + — ^ ^ - <lui donc p entier pour 
p — l|n ^ 

p> 2 

tous les p intervenant dans le dénominateur de ^ Bn (on vérifie que le résultat vaut pour 
n = 1 et 2) (*) : 

(3.4.4) Théorème (congruences de von Staudt-Clausen). On a, pour tout n pair, n > 2 
1 „ 1 1 v ^ 1 

et pour n = l : - B n - - + - ^ - € Z. 
p,p>2 P 

p — l\n 

(*) On obtient ainsi une amélioration des congruences de von Staudt-Clausen grâce à une 
étude plus précise en 2 ; il se trouve que la définition de B\ = permet d'inclure le cas 
n = 1. 



On notera que l'expression ci-dessus vaut 0 pour n < 16. 
Malheureusement, c'est plutôt le numérateur des B n qui a un intérêt en arithmétique 

(en direction du "théorème" de Fermât par exemple) ; or ce numérateur, qui croît très 
vite, est imprévisible. On a cependant des congruences classiques qui résultent de l'étude 
du module de continuité des fonctions Lp : 

Soient 5, t G ~LP ; cherchons à estimer la différence 

\ Lp{x,$) ~ \ Lp(x,t). 

Si x n'est pas caractère de Qœ, on a d'après (2.9), en posant 

Vs ~ E a ,'(1 ~ 7 ) 1 ' a i G A a s ' 
t>0 

\Lp{X,S) = y X ( a î ) ( l - X ( 7 ) ( 7 ) 1 - S ) 1 ; 
i> 0 

on peut supposer que (7) = 1 + qu, u G Z*, d'où 

l - x ( 7 ) ( 7 } 1 _ S = l - x ( 7 ) + 9 ( l - ^ > ' modqp2p (cf. (1.4.6)), u = ^ ( 7 ) , 

ce qui conduit à : 



\ LP(x,s)-~ Lp(x,t) = 

= Y x(a.-)(( i - X(7) + 9(1 - *)*)' - (1 - X ( T ) + g( 1 - *)«')'') 
t > 0 

= 0 mod q(s — t)2p. 

Si x — Xri r > 1, le terme polaire intervient et on a en posant X r ( l ) — (r '• 

1 1 _ i - Ç r ( 7 ) i - « - i + ç r ( 7 ) i -
1 - X ^ ) ^ ) 1 " * 1 - Xr(7)(7)1-< (1 - C r W - X l - U l ) 1 - * ) 

7T 1 r 

puisque ( r ( ( 7 ) 1 _ s — (T) 1 - ' ) = (r q u(t — s) mod qp. 
Enfin si x = Xo? il vient 

i q(*-t) 7 * 
1 _ < 7 ) 1 - l - ^ ) 1 " ' q ( l - s ) q ( l - t ) p 

€ i z l z* 

D'où l'énoncé correspondant : 

(3.5) T h é o r è m e . Soit x primitif pair d'ordre fini ; alors si x n'est pas caractère de Q ^ ,on 
a, pour tout s,t Ç. 2p : 

\ LP(x, s) - 1 Lp(x, 0 = 0 mod q(s - t)2p ; 

si X = Xr, r > 1, on a : 

I Lp(xr,s) - 1 Lp(xr,t) = 0 mod 2 ^ 2P ; 
I I irç. 

si X — Xo, on a : 

q ( l - s ) ( l - t ) ( j Lp(Xo,s)-^ Lp(xo,t)) = 0 mod (s - t)2p . 



(3.6) Remarques , (i) La théorie des genres analytique (cf. [Gl],[G2]) permet d'améliorer 
les divisibilités et congruences précédentes, au moins pour certains types de caractères (cf. 
par exemple [Pi]). Cette théorie repose sur le théorème de structure concernant les mesures 
eulériennes. 

(ii) Appliquons ceci par exemple aux nombres de Bernoulli ordinaires (les autres cas 
se traitant de façon analogue) ; la relation (cf. (3.4.1)) : 

^Bn = - ( 1 - p"" 1)- 1 i Lp(un, 1 - n), n > 2, 

ne peut être utilisée, pour comparer 2 tels nombres Bn, Bm, que pour m = n mod </?(<?) 
(afin d'avoir la même fonction Lp). Dans ce cas on a 

( 1 - ë - ( 1 - p m _ 1 ) i r = \ 1 ~m) - \ Lp(ujn>1 - n ) -
Distinguons plusieurs cas (toujours avec m = n mod ip(q)) : 

a) m, n > 2, pairs, non nuls modulo <p(q). 
On est dans le 1er cas du théorème, soit : 

(3.6.1) ( i _ p » - i ) | ï _ ( i _ p ™ - i ) | s ï = o mod q(m — n)Zp. 

Comme d'après (3.4.2) ^ et sont p-entiers, on en déduit que pour p ^ 2 (le cas 
p = 2 n'ayant pas lieu) on a : 

B B 
(3.6.2) —- = —— mod pZ„ (m = n mod p — 1, m, n > 2, m, n ^ 0 mod p — 1). 

2 n 2 m 

Ces congruences s'appellent les congruences de Kummer et leur preuve directe n'est 
pas immédiate (voir une telle preuve dans [B-S]). On remarque que si, de plus, n = 
m mod ph (i.e. n = m mod ph(p — 1)) la congruence (3.6.1) s'améliore d'autant. 

Par exemple on a = -̂ f- mod 7 (on utilise [W] pour le vérifier, en faisant attention 
au fait que les signes n'y sont pas indiqués) : ici, il faut calculer modulo 7 : 

1 5 1 63 + ^ 777 = T = 0 mod 7. 30 x 7 6 x 10 4 30 • 33 

/3) n = m = 0 mod <p(q). 
Il vient alors, en utilisant le 3 e m e cas du théorème : 

Br, Br 
(3.6.1) g ( i _ p » - i ) m _ J L _ 9 ( i _ p m - i ) n 

= Lp(Xo, 1 - rn) - ^ Lp(xo, 1 - n)) = 0 mod (m - n) ; 



autrement dit, dans ce cas on a seulement une relation d'intégralité en p (sauf si en plus 
m = n modp A , h > 1). D'après (3.4.3), on a Bn) = — v(q), donc q et q sont 
p-entiers et on peut alors écrire en particulier : 

(3.6.2)' q m ^ - q n ^ e l p . 

Par exemple, pour p = 3, n = 2, m = S, on a (par (3.6.1) ) : 

48(1 - 3) ^ - 12(1 - 37) = 0 mod 6Z3 , 

soit 
- 4 8 5 2 - 6J58 = 0 mod 3 

soit 

16B2 + 2 B 8 G Z3 ; 

or B2 = i , B8 = et 16£2 + 2B8 = f G Z3 . 

(3.7) Remarque. Les principes précédents se généralisent dans de nombreuses directions 
et devraient permettre de retrouver, d'une manière unifiée, les nombreuses congruences 
connues et les nouvelles établies par Urbanowicz dans [Ul], [U2], [U3] ; donnons-en un 
simple exemple qui indique parfaitement la méthode à suivre : 

Fixons, pour r > 2, r valeurs distinctes s i , . . . ,sr G Zp et considérons une expression 
de la forme 

(3.7.1) A = Y cJ 9 CJ € Cp , 
j=i 

en supposant pour simplifier X
 n o n caractère de Qoo-

D'après (2.9), (i), si fig = £ a^T1 G [[T]], T — 1 — 7, on a pour s G Zp : 
i>0 

\ L p ( X , S ) = Y X(«0(1 - XCTXT)1—)•' ï 
i> 0 

posons 1 — ( 7 ) 1 - 5 = q(s) ; il vient alors : 

i Lp(x, s) = Y x(«i)(l - x ( t ) + x ( 7 ) q ( s ) Y 
i> 0 

= £ A < ^ ) ( l - X ( 7 ) ) l + E <**(*?> 
i>0 i > l 



où la l e r e série, notée ao, est convergente puisque (1 — x ( t ) ) 1 ~> 0, et où les a i sont dans 
Zp(x) et indépendants de s. D'où : 

(3.7.2) \ Lp(x, s) = Y atq(s)\ ai G Z , ( X ) , q(s) = 1 - (j)1'* . 
2 

j>0 

On a donc 

A = E a i E ci q(siY ' 
j>o j=i 

et une façon universelle d'avoir des congimences est d'imposer les k conditions : 

r 

Y 1 c i ^ j ) 1 = » = 0 , . . . , * ; - 1 , 
j=i 

avec k maximum ; on aura alors 

r 

A = 0 mod ( E c j î ( a i ) * + , ' ) . > 0 , 
i= i 

soit au moins, si les Cj sont entiers : 

A = 0 mod qk . 

r 

Si Cj( 1 — ( t ) 1 - ^ ) 1 = 0, i = 0 , . . . , k — 1, ceci est équivalent à 
i=i 

r 

(3.7.3) J ] cj({l)l~s' )' = 0, « = 0 , . . . , A; — 1 . 
i=i 

Si Ar > r, le système homogène ci-dessus n'admet que la solution nulle ; pour k = r — 1, 
on peut fixer cr = — 1 par exemple et on obtient explicitement les valeurs des Cj et la 
congruence suivante dans Zp(x) • 

r 1 r 

(3.8) 5 3 Cj - Lp(x,Sj) = 0 mod ( 5 3 ^ ; 
j=i j=i 

on remarque aussi (cf.(3.7.3)) que le problème est invariant par translation du r-uple 
( s i , . . . , sr) par une constante de Zp, c'est-à-dire que l'on a, pour tout t G Zp : 

r ^ r 

E CJ 2 L p ( x , s j + t ) = 0 mod ( 5 ^ c J g ( ^ + i ) r - 1 + i ) i > o . 



(3.8.1) Exemples , (i) Pour r = 2, on obtient la condition c\ + c2 = 0 qui correspond au 
cas de l'étude du module de continuité d e | Lp(x,s) (cf.(3.5)). 

(ii) Pour r = 3, on obtient, pour c3 = —1 : 

ci + c2 = 1 

CI(7) 1 - S i +C2(7) 1 - S 2 = (7)1"S3 , 

ce qui conduit à 

( 7 ) 1 - * 2 - ( 7 ) 1 - * 3 

C l = (7)1~s2 - (7 ) 1 _ S l ' C2 = 1 - C l ' C3 = • 

On peut toujours supposer que (7) = 1 + g, et on est amené à utiliser (1.4.6) pour le 
calcul des Cj. 

Prenons alors le triplet (0, —1,1) de valeurs de s ; on a 

'2 + q -1 . 
Cl = 7 — , C2 = ~ j , c3 = - 1 . 

1 + q 1 + q 

On a alors, pour i > 0 : 

3 

£ ciq(s})2+' = C l ( - q ) 2 + i + C2(—2g - q2)2+> + c 3 x f l 
j=1 

= T T q
 q 2 { ~ q ) l ~ T T ? ? 2 ( 2 + 5 ) 2 ( 2 + ? ) t ( " ? ) l 

1 + q 

qui, pour i = 0, donne 
-Ç2(2 + Ç) 

et un multiple pour tout i > 1. Le module de la congruence est donc : 

p2 si p ^ 2, 32 si p = 2 . 

On obtient donc : 

f + f \ L p i X , 0 ) T~ql L p i X ' " \ L p i X ' 1 } = 0 ^ ^ + ^ 5 

comme p Lp(x,—l) — p \ LP(x, 0) = 0 mod p2 pour p / 2 (cf. (3.5)), on obtient 
finalement : 

(3.8.2) Théorème . Soit x u n caractère pair d'ordre fini, non caractère de Q^. Alors on 
a les congruences suivantes : 

2 x i Lp(x, 0) - ^ LP(X, - 1 ) - \ Lp(x, 1) = 0 mod p2si p ^ 2, 



6 x i L2(x, 0) - i L2(x, - 1 ) - 5 x i L 2 ( x , 1) = 0 mod 32. 

On peut déduire de cette congruence une congruence reliant les différents invariants 
arithmétiques associés aux corps Kx et Kw-ix, au moins dans le cas p — 2 et x quadratique 
impair : 

Soit Q(v^), d > 0, le corps Kx supposé distinct de soient h(d), e(d), D le 
nombre de classes, l'unité fondamentale, le discriminant de Q(Vd), soit k2(d) le nombre 
d'éléments du K2 de l'anneau des entiers de Q (Vd) , et enfin soit h(—d) le nombre de classes 
de ; alors : 

(3.8.3) Corollaire. On a la congruence : 

3(1 - c - 1
X ( 2 ))h(-d) - 1 k2(d) - 5(2 - x(2 EE 0 (32) , 

où w(d) — 1 sauf si d = 5 pour lequel on a w(5) = 5. 
Ceci permet d'estimer k2(d) modulo 128 en fonction de h(—d), h(d), e(d). 
Si par exemple 2 est décomposé dans Q(\/—d) (i.e. w - 1 x ( 2 ) = 1), on obtient : 

(3.9) Cas des caractères d'ordre puissance de p. Soit x pair tel que o(x) = pr ; on peut 
supposer x non caractère de Qoo en vertu de (3.1). Soient S = {£,£ premier ,£ | fx} U {p} 
et 5 0 = S - {p}. 

Pour A G Gs, on a X( )1~s(a) = Xo( ) 1 _ s ( c r ) niod (ÎT), OÙ TT est une uniformisante de 
2P (x) ! P a r Zp-linéarité et par densité, on en déduit que (x( p) = (xo( p) niod 
(7r) pour tout p € A s- Comme 

\Lp(x,s) = (X()1-\ lis), 

où l'on a posé DRg = cs a T - 1 + p^, a = a^s (resp. a g s ) , pg G A^s [[T]] (cf. (2.9)), il 
vient : ^ 

- Lp(x,s) = (xo( )1~s, Ps) mod O) ; 

on a alors (xo( Ps) = (Xo( ) 1 _ a , Ps,Q^) et 

— ' —1 
VsMc» = DRSM00 ~ cs «Qoo 

( 3 - 9 - 1 } = I l C1 - ' " W ) " d r ^ ~ 4 I bs(p) | 
ees0 

(cf.(2.4) appliquée à K = Q({p}) avant restriction à Qoo)-



On aura \ Lp(x,s) £ %p(x)* s1 et seulement si (xo( Als) ^ ^P(X)*> condition qui 
ne dépend pas du choix de s (on pourra par exemple travailler avec 5 = 0 ) : 

(i) Cas p ^ 2. On obtient : 

(xo o , ^ > = n ( i - ^ v ) ) - ^ ( x o , o ) - c ' s n ( I - ( T ) ) - 1 • 
ees0 ees0 

On a So 0 en raison des hypothèses faites, et comme tout £ ^ p ramifié dans KxjQ 
est = 1 mod p, le 1er terme est nul ; comme (1 — ( 7 ) ) - 1 G ^ Z*, on a 

(3.9.2) (xo n - z ; • 
p ees0 

(ii) Cas p = 2. On a de même So 0, mais on n'a pas nécessairement la condition 
CJ(£) = 1 (par exemple si x est le caractère quadratique de conducteur 21). On a : 

1 x 2 ( x , o ) = (xo( ), M s . q J m o d ( 7 r ) ; 

or, comme dans le cas (i), on a : 

/ j 
Ps,Qoo = D R S,®~ ~ CSaQcoTQca 

= n (! I I (i - t q J - 1 ; 
ees 0 

et _ / 
^ Q o c = c {p} T Qoc + 

En choisissant par exemple 7 tel que (7) = 5, il vient : 

( x o ( U s , q J = V w I I + n mod(7T), 4 £GS0 £€S0 

où C'{p} = ^ e t 4 = H ( 1 - r 1 ) * . ^ - ^ - (cf.(2.9)), 

ce qui conduit à 

= d - o - n a - " - 1 * ' ) ) ) 
f€50 £€S0 

Si |5o| > 2, on a n ( l " ^ ) = 11(1 - o;"1^)) = 0 mod 8 et (Xo( ), ^ Q J = 
0 mod (7r). 

Si \So\ = l , o n a l - r 1 - ( l - w " 1 ( / ) ) = ( / ) - 1 - l mod 8. 



Si |5o| = 2, on a 

(1 - O a - q ' ) - (1 - - u-\i2)) 

= u>~l{£\) - q1 + OJ-1^) - q 1 - V i V 2 ) - l^l?) 

= u-'ihXl - ( £ i ) _ 1 ) + u-\t2){\ - ^ r 1 ) - u-\£I£2)(1 - (W,)-1) 

= 0 mod 8 ; 

d'où ( x o ( )•> Ps Qoo ) ^ ^ mod (7r) sauf si | 5 0 |= 1 où l'on a : 

(3.9.3) (xo( ), Hs,QJ e i ( ^ ) - 1 - 1)Z2* si S o = m • 

En tenant compte de (3.9.2) et (3.9.3) on obtient le résultat suivant : 

(3.9.4) Théorème. Soit x u n caractère pair d'ordre puissance de p ; alors Lp(x,s) € 
Zp(x)* (condition qui ne dépend pas de 5 G Zp) si et seulement si le conducteur de x est 
de la forme pr.£, £ premier tel que vp(£ — 1) = 1 (resp. v2((£) — 1) = 2). 

(3.9.5) Remarque. Ce résultat a été énoncé pour la première fois dans [R] ; la générali-
sation de ce type de résultat constitue la théorie analytique des genres dont les principaux 
résultats sont donnés dans [Gl] et [G2]. 

(3.10) Invariants d'Iwasawa analytiques. Soit x £ tor(Xab), x pair. Pour tout r > 0, 
on considère les caractères XXr, où Xr est un caractère d'ordre pr de Qr , et les nombres 
\ Lp(xXr,s). 

En utilisant (2.9) pour S ={£, £ premier ,£ \ fx] U {p}, on peut écrire : 

DR' = E aiT\ ai £ h-As, T = 1 - 7 , 
i>-1 

où a_i = csotAs (resp. c s a s s ) ; décomposons alors le caractère x sous la forme x = 
iftXr0 Xr0

 e s t u n caractère de Qoo et où ip est un caractère de As (i.e. un car-
actère du corps Q(5o)Q(pg), SQ = S — {p}) ; alors on a {xXr, Xr caractère de Qoo} = 

{^Xrj Xr caractère de Qoo} et il revient au même d'étudier les ^ Lp( ipXr, 5) : 

\ Lp(^Xr, s) = E - Xr(7)(7)a-â)1' • 
i>-1 

Dès que r > 1, 1 — Xr(7)(7)1 _ s = 7rr(s) est de valuation 1 dans Zp(xr)5 indépendamment 
de s. Ecrivons alors, dans Zp(tp), ip(ai) = wh'Ui, h{ > 0, m; € Zp(0)*, où w est une 
uniformisante de Zp(?/>); on a 

^ Lp(ipXr,s) = E w k i U i . 
i>-1 



Soient alors : 

(3.10.1) /J,^ — Min{/ij, i > 1} et X^ = Min{î > —1, HI = / J , ; 

on a jû , e N et Â , G [—1, oo[. Il est clair que si l'on considère la valuation vr = v^Xr sur 
Zp(ipXr), on a, pour tout r assez grand : 

Un résultat important de la théorie des fonctions L p-adiques de Q est le suivant : 

(3.10.3) Théorème (Ferrero-Washington, cf. [W]). On a n^ = 0 pour tout ij). 

(3.10.4) Définition. L'invariant X-̂  s'appelle l'invariant d'Iwasawa analytique pour ?/> ; on 
a par définition A^ = A^Xr pour tout caractère Xr de Qoo-

(3.10.5) Remarques, (i) Les formules analytiques du nombre de classes des corps abéliens 
imaginaires permettent alors de démontrer facilement, pour tout corps abélien imaginaire 
F, la formule d'Iwasawa, à savoir que la p-partie du nombre de classes relatives de FQ n 
est de la forme px n + " , pour tout n assez grand, où A - G N et v~ G Z. 

(ii) On a AXr = —1 pour tout caractère Xr de Q ^ (cf. (3.1)) (i.e. AXo = —1), et on a 
Ax G N dans tous les autres cas. 

(3.10.6) Exercice. Montrer que si l'on écrit 1p sous la forme î/> = ^o^p, avec (o(?/>o),p) = 1, 
o{%l)p) = pr, r > 0, on a : 

(3.10.2) Lp{^Xr-,s)) = r° + A^ , 
1 

où pr° est la p-partie de o(^>). 

^ = A*, + E Pn(e) W e ï P' M') = ' 
e 

où pnW = ( ^^ 1 ) (on pourra remarquer que, si l'on écrit Lp(ip,s) = (ip( )1 3, 

(cf. (2.9)), où fig = a{Fl G A^S[[T]], alors on a, pour h assez grand et n convenable : 
i>0 

(*l>Xn+h( ) 1 Vs)pn = (*l>0Xh( V Us) m o d plptyxn+h) , 

le résultat provenant de l'utilisation convenable de (2.4)). 



4.— Terme polaire des distributions de Stickelberger. 

Ayant identifié la décomposition de la pseudo-mesure DRg (cf. (2.9)) sous la forme 

DRs = c's a As T + fig ( resp. c's aBsT~1 + pg), p € S , 

on peut utiliser la transformée de Mellin pour décrire Sts = m(DRs), ou plutôt St~g = 
m(DRg) qui s'écrit 

St+ = csm(aAs)m{T)~1 +m(fXg) 

(resp. csm(aBs)m(T)~l + m(fig)) . 
Si T = 1 — 7, m(T) = 1 — JV7 • 7 - 1 = 8~* = 1 — ( 7 ) 7 - 1 (non nul et non diviseur de 0 dans 
As). 

Examinons m(aAs) (resp. m ( a g s ) ) ; si a 6 As, m(a) = u;(<r)<7-1 puisque As = 
Ker(( )): 
(4.1) (i) cas On a 

= o ù f f , = G a / ( Q ( S ) / Q ( S - W ) ) s i ^ p , 
(4.1.1) ees 

Hp = Ga/(Q(5)/Qoo Q(S — {p})) ; 

d'où aAs = JJ 01 Ht et m(aAs) = JJ m(aHl). 
ees ees 

Pour £ y^ p, H( Ç Ker u) et par conséquent m ( a ^ ) = &Ht (l'involution a —» <j_1 invariant 
les mesures de Haar comme on le vérifie facilement sur les formules (II.4.3)) ; si £ = p, Hp 

est cyclique d'ordre p — 1, auquel cas o//p = E r : 

reHp 

(4.1.2) m ( a H p ) = _ l _ £ w ( r ) r - i = ^ £ u-\T)T. 
P reHp P reHp 

Finalement, si l'on pose, par analogie avec le cas p = 2 : 

(4.1.3) BS = Gal(Q{S)/Q({p})) , 

il vient A s = Bs © Hp, Bs = ®tes-{P} Ht, d'où 

(4.1.4) m ( a A s ) = a B s - ^ - j ^ u>_1(r)'r . 
P TeHp 

(4.2) (ii) cas p = 2. Le raisonnement est le même pour les m(otH(), £ 2, donc ici on 
a directement 

(4.2.1) m ( a B s ) = a B s , 



où l'on a comme en (4.1.3) : 

(4.2.2) BS = Gal(Q(S)fQ({2})) . 

Finalement, on peut énoncer : 

(4.3) Théorème. Soit S0 — 67 le dénominateur de la distribution de Stickelberger Sts, S 
contenant p, formé à partir de r = 7 générateur topologique de T = Gal(ty(S)/ty(S — 
{p})Q(pg)). Alors il existe une mesure pg G Ay4s[[^0]] telle que 

S t s = c s a B s —^zr f Y " - W h U ^ + n * s i p / 2 , 
P h€Hp ' 

St% = cs aBs Sô1 + / 4 si p = 2. 

(4.4) Remarques, (i) On voit que la méthode impose un <$0 particulier, ce qui est normal 
car pour que les séries ^ ^ x(ai)x(^TY convergent, il est nécessaire que x(<$r) = 

i>0 
1 — x ( r ) ( r ) 1 _ s n e s°it pas inversible, donc que O(X(T ) ) soit une puissance de p pour tout 
X, donc que o(r) = p°°. 

(ii) Le terme polaire de Stg est canonique bien que St~g soit définie modulo 
( l + a-OAs^" 1 . 

(iii) On rappelle que l'unité p-adique cs (cf. (2.9)) dépend du choix de 7. 
(iv) D'après (IV.4.1), on a le droit de restreindre les distributions Stg, par exemple 

de Q(-S) à Q(50), So = S — {p}, car alors 1 — ( 7 ) 7 - 1 donne 1 — (7) ^ 0. On a en particulier 
(cf. (IV.4.6)) : 

S t s , * = ( 1 ~ < s 0 ) S 4 0 (1 + < 7 _ 1 ) 5 o ) ^ o A S o . 
(v) On remarque que dans toute restriction de Q(S) à L telle que L ne contienne 

pas Q(pg), le terme polaire de St£ donne 0 pour p ^ 2 (car ^ ^ u~l(h)hi = 0 dans 
hÇHp 

ce cas). Ce phénomène est cohérent avec l'étude des §§,5,6 suivants où l'on va pouvoir 
exhiber directement les corps L pour lesquels les distributions Sti sont des Z^-mesures ; 
le comportement particulier de 2 provenant du terme | ^ ^ a"1 des éléments de Stick-

«€[1,/]' 
elberger. 

5.— Critère d'intégralité des é léments de Stickelberger. 

Soit F un corps abélien imaginaire de conducteur / , et soit S l'ensemble des nombres 
premiers ramifiés dans F/Q. 

On a pf — E 7 9)°""^ ^ si et seulement si pF est ^-entier pour tout 
«€[1,/]' 

l G S et pour l = 2 si 2 ^ S. Pour étudier la ^-intégralité de pp pour t G S, on considère 
Sts pour le nombre premier p = £ et on rappelle qu'alors Sts,F — PF-



Il est commode d'introduire une valuation notée encore vp : 

vP : Q[Gf] — » Z U {00} , 

ainsi définie : si p — aacr est l'écriture de p G Q[(?F] s u r base canonique, on pose 
<r eGF 

Vp(p) = Min(up(a<r)) . a 

Comme pp est somme d'un terme polaire (obtenu comme élément de Q[GF] par 
restriction de celui de Sts) et d'un élément de ~Lp\Gf\, Vp(PF) est égale à la valuation du 
terme polaire de pp lorsque celle-ci est < 0, sinon on a seulement vp(pp) > 0. Le terme 
polaire de pp est alors (cf. (2.8) et (4.3)) : 

(5.1) aBs,F E ( a u n e unité p — adique près) , 
heHp 

où 80 = 1 - (7)7-* et où (7) G 1 + ql*p. 

Posons /3F — W-1(/I)/ÎF et introduisons le sous-corps Fo = F D Q({p}) de F 
heHp 

pour lequel on pose G°F = Gal(F/FQ). On doit donc calculer la quantité : 

(5.2) Vp = vp(aBs,F Pf > 

qui est telle que 

(5.2.1) VP(PF) = Vp si Vp < 0 , v p ( p p ) > 0 sinon . 

(5.2.2) Remarque . La valuation vp n'est pas additive (il suffit par exemple de considérer 
cr d'ordre n et de remarquer que (1 — cr)( 1 + a + • • • + cr" -1) = 0). Cependant, si a G Q, 
P G Q[GF], on a vp(a(3) = vp(a) + vp(P). 

On remarque que <XBS,F e s t une mesure invariante par translation dans J-P\GF] '• en 
effet, si cr p G Gp, on peut relever ap en a Ç Bs et il vient ass,F &F — ( a B s

a ) F — °^Bs,F'i 
elle est donc de la forme 

aBs,F = CF a°F 1 

où aF est la mesure de Haar sur Gp et où cp G Zp est donné par 

r f f U = w ^ m e e U t r )
 1 H , ( p ) 1 ; 

or | He(p) (£ — l ) p pour tout £ et si £ = 2 € S — {p} , on a encore 



| H2(p) |= - l)p ; d'où : 

On a donc Vp = vp(cF aF 0f «VF) dans Q[<JF]-
Posons : 

«F = l + (7>7F1 + - " + <7> , ,r-1 l~F{P"~l) , 

où pr = O(JF)- Comme 6qiF 9F = 1 — ( l ) p £ QPr 2*, SotF et dp sont non nuls et non 
diviseurs de 0, et on a (cf. (5.2.2)) : 

(5.4) Vp = vp(cF a°F 0F eF)-(r + 1 + vp(2)) . 

Soit fi un système exact de représentants de GF modulo GF ; alors tout rj G ~Lp[GF] 
s'écrit de façon unique : 

V = Y a T £ G°F: a^r G Z p , 
(T,T 

et on a 
<x°F r) = Y , a<r,r aa°F ~ £ aa°F, où Aa = £ aaiT G Zp . 

cr,r cr r 

^ - x-
<7 

Pour calculer Aa, il revient au même de restreindre TJ à F0 car r/Fo = ^^ a^r aFo 

On observe alors que vp(a°F r/) = Min(up(.4.CT)). 

a<r,r)crFo- En appliquant ceci à r] = cp 0F &F, il vient : 
cr r 

Pr~ 1 
r)F0 = CF 0FO ÛF0, OÙ 0Fo = Y u~\h)hF0, 0Fo = £ ( 7 ) J 7 F 0

j • 
h£Hp j=0 

Or /3p0 = 0 dès que l'image de Hp dans GF0 n'est pas d'ordre <p(q) (i.e. FoQoo C Q({p})) ; 

il y a donc, pour p = 2, le cas particulier où FQ est l'un des sous-corps imaginaires cycliques 
ne contenant pas \ /~ï" )> pour p ^ 2 la condition étant équivalente à Q(pp) Ç F0. 

Commençons par le cas où Q(pg) Ç Fo : 

Comme O ( 7 F 0 ) = PR° > ET q u e 7F0 fixe Q(pg) , on peut décomposer Gal(F0/Q) sous 
la forme : 

Gal(F0/Q) = HP®T , 

où Hp ~ Ga/(Q(p î ) /Q) , T = Ga/(F 0 /Q(p, ) ) , | f |= ; on a alors 0Fo G Zp[#p] , 

6p0 G Z p [ r ] , auquel cas l'interprétation de cp /3FoôFo dans Z p [ r ] [.Hp] permet d'en déduire 
facilement que 

Vp = vp(cF 0Fo)-{r + 1 + vp(2)) . 



Posons j - Apr° + k, 0 < k < pr°, 0 < A < p r _ r ° ; alors 

0Fo = E <7)Apr°(7)fc 7fo = E (W E ^>A P"0) ^ 2P[f}. 

A ,k k ^ \ ' 

Posons (7)î>r° = 1 + qpr°u0, u0 € Z* ; il vient : 

d'où 
Vp = vp(cF pr-r°)-(r + l+vp(2)) 

= t;p(cF) - (r0 + 1 + t>p(2)) 

= I I - ^ P ) - V ?U F : (cf-(5-3-3)); 

comme (j Hp || T J)p = qpT°~l, on en déduit que 

vp([F : F0}qpr°) = vp(p[F : Q}) 

et donc que 

Vp = vpf J ] (t - 1 ) ) - Vp(p[F : 

Dans le cas particulier évoqué relativement à p = 2, on a 

= cf PF0 @Fq 

avec 
2r —1 

/?Fo = 1 - 0Fo = J ] ( 7 ) J • 
i=o 

Posons pour simplifier 7F o = r ; on a alors, en posant [Fo : Q] = 2r° (qui est aussi égal à 
l'ordre de 7 Fo ), hp0 = r 2 ° , et, comme dans le cas général, 

2r —1 
0Fo = J2 W T 

7=0 
2r° —1 , 2r_r° —1 N 

= E ( w E 
k=0 V A=0 ' 

A2"o \ T _ k 

Par conséquent, les coefficients de (3p0 0po, sur la base canonique de Z2[CrFo], sont donnés 
par : 

2r~ro_i 2r_r° —1 

(7>* E - (T>'±2""' E 
A=0 A=0 



/ v 2r° .2r_r° -t 
= (7)^(1 ~ (t)^2''0"1 ) , ,2r0 - 1 

(7) - 1 
4 2r 

e 4 .2 r° _ 1 z ; 
4.2r° 

= 2 r + 1 Z .̂ 

Dans ce cas, on a (compte-tenu du fait que [FQ : Q] = 2[F fl Q ^ : Q]) : 

= 2̂ ( n - 1) ) - ^ ( [ F : *b]) + r + 1 - (r + 1 + 1) 
Y<ES-{ 2} ' 

= ^ ( n - ! ) ) + n : Q]) - ^ : QD • 

Il reste à examiner la 2-intégralité lorsque 2 £ S. Dans ce cas, on a pp = 

T Sl)0"""^ n 0 n seulement si ^ ^ ^ a â l F n ' e s t pas 
«€[1,/]' 7 _ _ a€[l,/]' 
2-entier, soit si et seulement si [Q(S) : F] est impair ; comme 2 ^ S, on a : 

V2([Q(S) : F}) = v j j l (£-1 ))-V2([F: 
c / 

Posons alors (lorsque p = 2 € 5 , on retrouve (5.5)) : 

(5.6) V2 = v j j j (£ - 1 ) ) - v2(2[F : Q]) G { - 1 , 0 } ; 
v e s ' 

on a donc [Q(5) : F] impair si et seulement si V2 = —1. 
D'où l'énoncé final (dont on trouvera une généralisation dans [G5]) : 

(5.7) T h é o r è m e . Soit F un corps abélien imaginaire, soit S l'ensemble des nombres 

premiers ramifiés dans FjQ, et soit pp = ^^ 7 ^î)'7""^' 
«€[1,/]' 

Alors on a les résultats suivants : 
(i) Si p ^ 5 U {2}, vp(pp) > 0. 
(ii) Si p G S et si F ne contient pas pg, on a vp(pp) > 0, sauf dans le cas particulier où 

p — 2, F contient un sous-corps imaginaire de Q(p2°°) mais ne contient pas y/—l, auquel 
cas si l'on pose : 

V2=v2( n (€-1)] - V2([F : F n q^}), 
\es-{ 2} ' 

on a v2(pp) = V2 si V2 < 0, v2(pp) > 0 sinon. 



(iii) Si p € S et si F contient pg , soit 

C _ f ' 

si Vp < 0, alors vp(pp) = Vp, sinon Vp(PF) > 0. 
(iv) Enfin si p = 2 ^ S, soit 

V2 = vJ]Q ( £ - l ) ) - z , 2 ( 2 [ F : Q ] ) ; 
^ees ' 

si V2 < 0 (i.e. V2 — —1), alors v2(pp) = —1, sinon v2(pp) > 0. 

(5.8) Corollaire. On a PF £ ~Z[Gp\ si et seulement si les 2 conditions suivantes sont 
réalisées : 

(i) pour tout p € 5 pour lequel F contient pg, on a : 

V f ] ( l - l ) \ - v M F : Q ] ) >0; 
o f / 

(ii) si 2 G 5 et si i7" contient un sous-corps imaginaire de Q(p2o°) ne contenant pas 
\/—1, alors on a : 

( I I - M [ F : F f) Q^}) > 0 ; 
V/?/- e fol / 

V2 

t€S—{2} 

(iii) si 2 ^ S, on a : 

V2 = J ï l ( £ - 1 ) ) - t ; 2 ( 2 [ F : Q ] ) > 0. 
W c ' xees 

(5.9) Remarque, (i) On sait que l'on a/)j7 = ( l - CT-IjF)P'F, OÙ 

p F = T + ^ ^ ( T f - ^>ar conséquent, il n'est pas difficile de vérifier que vp(pp) = 
«€[1,4]' J 2 

VP(PF) pour tout p. 
(ii) Dans le cas particulier F = Q (où pp = — •§), on a donc 5 = 0 et seul le cas 

p = 2 £ S est à considérer, et dans ce cas on a bien comme attendu V2 — —v2(2) = —1. 
(iii) Ainsi, en pratique, les éléments de Stickelberger pp sont le plus souvent entiers ; 

ceci va permettre une approche différente de la théorie des fonctions L p-adiques (pour 
certains caractères seulement) en écrivant ces fonctions comme intégrales par rapport à 
des Zp-mesures. 



6.— Mesures de Stickelberger. 

L'étude précédente montre que pour certains corps on va pouvoir définir directement 
des Zp-mesures pour l'étude de certaines fonctions Lv. 

Soit K un corps abélien imaginaire tel que K^ = •K-Q00 ne contienne pas pg ; pour 
un tel corps, considérons les corps Kn = KQ„, où Q„ est le sous-corps de degré pn, n > 0, 
de Qoo ; alors : 

(6.1) pKn G 2P[GK„], pour tout n > 0 . 

Soit toujours SQ l'ensemble des nombres premiers distincts de p ramifiés dans K/Q et 
soit S = So U {p} ; comme Sts,h'„ = pi<n pour tout n > 1 (pour n = 0, si Ko = K est de 
conducteur étranger à p, on obtient Sts:K — (1 — c'P'K)PK)I o n constate que 

(6-1.1) StStKoo G AKoo = lim lp[GKn} . 
n 

(6.2) Définit ion. Soit S un ensemble fini de nombres premiers contenant p. On désigne 
alors par M(S) une extension imaginaire maximale de Q, contenue dans Q(5), ayant la 
propriété suivante : M (S) contient la Z^-extension cyclotomique Q ^ sans contenir le 
groupe pq. 
On désigne alors par St^iS) = Sts,M(S) l e s mesures mises en évidence en (6.1.1) et qui sont 
telles que 5 ^ ( 5 ) , K = PK pour tout K C M(5) , K G Jrs, / € N s . On désigne enfin par 
^ M ( S ) une mesure définie modulo (1 + C T _ I , M ( S ) ) A M ( S ) , telle que (1 + 0 " - I ( M ( S ) ) ^ M ( S ) = 

StM(S)-

(6.3) Remarques, (i) Le choix maximal des M(S) est une simple commodité pour la 
classification de ces mesures et assure que tout sous-corps imaginaire de Q(S) contenant 
Qoo sans contenir pg est contenu dans un tel M(S). 

(ii) Posons So = S — {p} ; alors les corps M(S) sont ainsi caractérisés : 
(a) Si So = 0 et si p = 2 ou si p est un nombre premier de Fermât (i.e. si (p(q) est 

puissance de 2), alors il n'existe pas de corps M (S). 
(/?) Si So — 0 et si p 2 est tel que p — 1 n'est pas une puissance de 2, alors les 

M (S) sont les sous-corps Me d'indice premier £ de Q({p}), pour tout i impair divisant 
p - 1 . 

(7) Si So 0) les M (S) sont les corps Q(So)M^ pour tout diviseur premier i de 
<p(q) (y compris 2). 

(iii) On a StM(S) = ^ S , M ( S ) o ù ï'011 appelle que Sts = us 8'1, us = vT
s G As, 

8 = 6T = 1 — ATr.r-1, r G G s, (T) 1. Ceci veut dire que sous les hypothèses faites, ^M(S) 
divise US,M(S) dans AM(S)-

(6.4) Remarques, (i) On voit que ce point de vue ne peut être atteint à partir de la 
pseudo-mesure DRs, car la transformée de Mellin m n'est plus définie sur Gal(M(S)/Q) 
puisque si ( ) est un caractère de M (S), u> n'en est plus un, donc N non plus. 



(ii) Par exemple, si K est un corps quadratique imaginaire distinct de Q(ps) pour 
p = 3 et de Q(p4) pour p = 2, il existe un corps M(S) contenant K et par suite 5tjvf(s) 
existe comme mesure. 

Abordons maintenant l'aspect fonctions Lp. Soit x u n caractère pair d'ordre fini et 
soit S l'ensemble de nombres premiers qui lui correspond (S contenant p) ; comme 

1-Lv(x,s) = (ux-1()9, Si%) (cf. (1.3.2)), 

il suffit, pour pouvoir appliquer ce qui précède, que le corps fixe par u>~1x n e contienne 
pas Q(pg) ni (pour p = 2) de sous-corps imaginaire de Q({2}). 

(6.5) Lemme. Soit 7\0 = Ku-ix le corps fixe par le noyau de et posons u>~1x = 
ùJ3tpXr, où ip est un caractère de Q(So) et Xr un caractère de Qoo- Alors KQ ne contient pas 
Q(pg) ni (pour p = 2) de sous-corps imaginaire de Q({2}) si et seulement si la condition 
suivante est vérifiée : 

on a ( j , o(w)) / I ou (o(if>), o(w)) ± 1 . 

Supposons alors cette condition réalisée, et soit M(S) contenant KQ ; on a alors : 

lLp(x,s) = (ux-1(y,St+
Mis)) 

= lim (vx^i )', pi'), Ko ç K C M (S), I\ <E f s , 

où p ^ prolonge p~i dans ZJ,[G'1v/(S)]- On peut alors utiliser les corps K = I \ n = / \oQn , 
auquel cas on a 

PKn = E ( - f + m ° d V + *-uKn)*P[GKn] , 

pour tout n > 1 (n > 0 si p est ramifié dans A'o), où fn est le conducteur de I\n ; écrivons 
alors dans Zp[GK„] — Zp[G„] : 

(6.5.1) pin=pt= E ( - T + \)<Kn= E " ' - ^ n 1 , 

et désignons par = ^ UTN T'~1 E Zp[GM(S)] un prolongement arbitraire de ; il 
T„£GN 

vient alors : 

\ l p { X , S ) = lim ( u x - ' O ^ p f ) 
2 n^oo 

(6.5.2) ^ 
n—»oo • 

rn€G„ 



(6.6) Théorème. Soit \ un caractère pair d'ordre fini de Gab de la forme x = u;1+J'V,Xr, 
ip caractère de Q(So) et Xr caractère de Q ^ avec ( j , o(u>)) ^ 1 ou (o(tp), o(u>)) ^ 1 ; alors, 
pour tout s G Zp, on a (cf. (6.5.1), (6.5.2)) : 

^Lp(x,s)= ]T mod5/„i, 
r„GG„ 

pour tout n > 0, où Gn = Gal(I\n/Q), / in — i vQn et ou fn est le conducteur de Kn. 

démonstration 
Il suffit de reprendre le principe utilisé pour la démonstration de (1.5) : 

On a 
\ Lp(x,s) - (ux-'i r , p ï ) = J i m , (ux-'i )', pt! - P f ) ; 

m>n 

comme — est dans l'idéal d'augmentation de Zp[Gal(M(S)/Kn)], il suffit d'étudier 
les quantités 

(u>x~1( )', 1 - *) , pour o' G Gal(M(S)/Kn) . 

Comme U>x~1 ( )s est un caractère de KOO, on a (LOX~1( )3, 1 — O ) = \ — (cr ) s = 1 — (^q^)8-
Posons KQ fl Qoo = Q„0 ; si n > n0, crq^ fixe Qn et on a, d'après (V. 1.4.6), le résultat 
dans ce cas puisque fn = 0 mod qpn (y compris si n = 0, vu l'hypothèse faite) ; si n < no, 
ctq^ fixe Qno et le résultat est encore valable puisque Kn = Ko = Kno dans ce cas. 

(6.7) Remarque. Pour n < no, où no est l'entier maximum tel que Qno Ç Ko, on peut 
donc remplacer le module sfnA de la congruence ci-dessus par le module sfnoA. 

C'est sous la forme du théorème (6.6) (lorsque c'est possible) que l'on peut approcher 
de la façon la plus commode possible les valeurs de Lp(X, s). On peut alors, pour le 
calcul des pxn puis de | Lp(x,s) modulo sfnA, utiliser le logiciel G A L C Y C L mis au 
point dans [G4]. 

(6.8) Exercice. On considère le cas particulier d'un corps imaginaire K contenant un 
sous-corps imaginaire de Q(/i2<*> ) ne contenant pas \f—\ , et on ûxe p = 2 ; on pose : 

-t = Min( 0,u2( J J ( * - l ) ) - t > 2 ( [ # nQoo])) ( on a t > 0) . 

Montrer que pour tout n > 0, pxn G ^r Z2 [(?/<•„]. 

Faire l'analogue, pour ce cas particulier, de la théorie détaillée dans ce §6. 
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Index des principales notat ions 

p nombre premier 
q p si p ^ 2, 4 sinon 
vp valuation de Qp 
( x ) , Pv"(x) 

(x)* xp~v?W 
ip indicateur d'Euler 
o( ) ordre d'un élément d'un groupe 
G, H groupe profini commutatif, sous-groupe fermé de G 
G(p) p-Sylow de G 
T sous-groupe de G isomorphe à Zp 

7, T générateur topologique de T, 1 — 7 
fia ensemble des sous-groupes ouverts de G 
CG ensemble des classes de G-modulo les éléments de QG 
UG ensembles des ouverts compacts de G 
M. G algèbre des Zp-mesures sur G 
A G lim 1P[G/H] ~Ma HÇSIG 

A, p, v Zp-mesures 
olq Zp-mesure de Haar sur G (G(p ) fini) 
A G ensemble des Zp-pseudo-mesures sur G 
( f , p) intégrale de / sur G pour la mesure p 
XG groupe des caractères continus de G 
tor(Xc) éléments d'ordre fini de XG 
$ transformée de Fourier 
AG, A g algèbre des Zp-distributions sur G, sous-algèbre formée 

des p — j € Ag, 8h non nul et non diviseur de 0 dans 
Zp[G/H], pour tout H eilG 

P ensemble des nombres premiers 
S partie finie de P (en général contenant p) 
So S- {p} 
N s sous-monoïde multiplicatif de N — {0} engendré par S 
N s sous-ensemble de N5 formé des m divisibles 

par tous les éléments de 5 
Qa6 extension abélienne maximale de Q dans Cp 

Q(S), Q({p}) extension abélienne maximale de Q dans Cp non ramifiée 
en dehors de 5" U {00}, Q(S) pour S = {p} 

Q(/) , Q( / )+ corps cyclotomique des racines /-ièmes de l'unité, 
sous-corps réel maximal 

Qoo, Qr Zp extension cyclotomique de Q, sous-corps de Qoo de degré pr 

F, GF sous-corps de Qafc ou Q(S) de degré fini, Gal(F/Q) 
F s ensemble des sous-corps de degré fini de Q(S) 
T's {F F (£ Tv pour tout U C S] 



Gs, Gs(p) Gal(q(S)/Q), P-Sylow de Gs 
As, B s Gai(q(S)/q00), Gai(q(S)/q({p})) 
r , He Gai(q(s)/q(s0)q(q)), Gai(q(s)/q(s - {t})) 
aa, (a, S) = 1 symbole d'Artin sur Q(S) 
a a ,p restriction de a a à F Ç Q(5) 
cr_ j conjugaison complexe 

groupe des caractères continus É?a6 —> Cp 

tor(Xab) sous-groupe des caractères d'ordre fini 
As, A s A G s , A G s 

As , A's A G s , A ' G s 

«Asî a B s Zp-mesure de Haar sur ^4s, -5s 
élément de Stickelberger de F 

Sts, Stg distribution de Stickelberger sur G s, 
on a (1 — a-i)Stg = Sts 

DRs, DRg pseudo-mesure de Deligne-Ribet sur Gs, 
on a (1 + cr-1)DRs = DRs 

m involution de Mellin sur A s 
X, éléments de tor(Xab) (caractères d'ordre fini) 
Xr caractère d'ordre pr de Qr C Qoo 
Xo caractère unité 
Kx sous-corps de Qa 6 fixe par Ker(x) 
co caractère de Teichmiiller (caractère de Q(ç)) 

défini par la projection Gs • tor(Z*) 
( ) caractère de Q ^ défini par la projection 

G s 1 + q l p 

N ) 
Zp(x) anneau des valeurs de x sur Zp 

vx valuation normalisée sur Zp(x) 
/ , fx conducteur de F, du caractère x 0-e- de 
[ 1 , / ] ' = { a € N , l < « < / , ( " , / ) = ! } 
[1, { ] ' = { a € N , l < a < f ( a , / ) = l } 

= j ( [^] /c — a), où [w]/ est le représentant entier modulo / 

de w 6 Q x dans [1, / ] ' , pour a,c étrangers à / 
Rc rc

 4 - — 

1La ' a • 2 

Bn(x), Bn nombres de Bernoulli généralisés, Bn(xo) (nombres de Bernoulli ordinaires) 
Bn(JT) polynomes de Bernoulli \Lp{x, s) (L0X-\ y, St%) = (x( DRs) 
A^, fî p invariants d'Iwasawa analytiques de ip 
Cp complété d'une clôture algébrique de Qp 

Op, Mp anneau des entiers, idéal maximal de Cp 
C?*, Up groupe des unités, 1 + Mp 

A, A* algèbre d'Iwasawa, groupe des éléments inversibles de A 
Pn, groupe des racines n-ièmes de l'unité dans Cp, Un>o 


