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Introduction: Le but de ce qui suit est de calculer les classes de Stiefel-
Whitney des formes de Pfister. On en déduira alors celles de la forme
trace d’un produit d’algebres de quaternions, muni d’un produit tensoriel
d’involutions de premiére espece.

Rappels et notations: Soit k£ un corps de caractéristique différente de
2. On note H™(k) les groupes de cohomologie H™(Gal(ksep/k), Z/2Z). Si
a € k*, on note (a) I’élément de H'(k) correspondant. Il est bien connu que
H'(k) s’identifie & k*/k**, et que H*(k) s’identifie au noyau de la multiplica-
tion par 2 dans le groupe de Brauer de k. On rappelle que (a) + (b) = (ab),
pour a,b € k*. Siz € H™(k) et y € H"(k), on note z.y leur cup-produit. Le
cup-produit (a).(b) correspond a l’algebre de quaternions (a, b) sur k. En par-
ticulier, on a les relations suivantes, déduites des propriétés des algebres de
quaternions: (a).(a) = (a).(=1), (1).(a) = 0, et (a).(—a) = 0. Etant donné
que l'on travaille modulo 2, le cup-produit induit sur H*(k) = 62 H™(k) une
m>0

structure d’anneau commutatif. Soit ¢ une forme quadratique non-dégénérée
de rang n sur k. Si ¢ ~< ay, -+ ,a, >, et sir > 0, on définit la r-iéme

classe de Stiefel-Whitney de ¢ par w.(q) = ) (ai,) - (a;). Clest

1<i1 < <ir KN
un élément de H"(k), qui ne dépend pas de Ja diagonalisation de g choisie
(cf [1]). On a en particulier wo(g) = 1, wi(g) = (detq). Quant a wsy(q),
c’est 'invariant de Hasse-Witt de ¢. Remarquons que si m > n, on a
wn(g) = 0. On définit enfin 1'élément de H*(k), appelé classe totale de
Stiefel-Whilney de q, w(q) = m§0wm(q). Si ¢’ est une autre forme quadra-

tique non-dégénérée sur k, on a w(g L ¢') = w(q).w(q) (cf [1]), c’est-a-dire
(i3

wr(q L ¢) = Y wi(q).wn-j(¢'), pour tout m > 0.
J=0

Siay, - ,am € k*,<<ap, - ,a, >> désigne la forme quadratique

(§) < 1,a; >, appelée une m-forme de Pfister. Si m > 1 est un entier, mq

i=1



désigne la somme orthogonale de m copies de g.

Si A est une algebre centrale simple sur &, on note Trd, la trace réduite
de A. On rappelle qu’une involution o sur A est de premiere espeéce si sa
restriction & k est l'identité. La forme (2,y) € A x A — Trds(o(z)y) est
une forme quadratique sur k, que l'on note 7,. Pour tout ce qui concerne
les algébres centrales simples, on pourra consulter [4], et plus précisement [2]
pour les algebres a involution.

1.Effet de la multiplication par un scalaire sur les classes de Stiefel-
Whitney

Lemme 1.1: Soit A un anneau commutatif, et soient Xy,--- , X,, n indéter-
minées indépendantes. Pour 0 < m < n, on note o, le m-ieme polynome
symétrique élémentaire de A[Xl, -+, X,]. Alors pour tout A € A, on a

On( X1+ A, X+ A) = ZC,]L m+J/\ T

i n .
Preuve: Soit T une autre indéterminée. On a alors [T(T' + X;) = > T70;,.
=1 1=0

On a donc ﬁ(T+/\+X,): S Ti0i(Xi+ X, Xn + ) = (T + Mo,

7=0 =0

i i /\J 1T¢o‘ = Zlecz)\J 20'] Z*an —i VZ Cm i\i- n+za_n iy
=0 =0 =0 j= = j=n—1
'—E%Tn ‘Z jn- Moy "P;OTn ZZ i N T

On a alors le résultat annoncé par 1dent1ﬁcat10n.

Proposition 1.1: Soit ¢ une forme quadratique non-dégénérée de rang
n sur k, et soit A € k*. Pour 0 < m < n, on a wy(< XA >®q) =

E it (V) w0 (q)-

Preuve: On remarque que si ¢ ~< ag, -+ ,a, >,

on a Wn(q) = om((ar), -+ ,(axs)), et en tenant compte de I'égalité (Aa;) =
(A) + (ai), 1l vient wy,(< A >®q) = o((A) + (a1), -+ ,(A) + (an)). On ob-
tient alors le résultat en appliquant le lemme 1 avec I’anneau commutatif
A = H*(k), et en spécialisant convenablement.

2.Classes de Stiefel-Whitney des formes de Pfister et produit
d’algébres de quaternions

On détermine dans ce paragraphe les classes de Stiefel-Whitney des formes de
Pfister, ainsi que celles de la forme trace d’un produit d’algebres de quater-



nions muni d’un produit tensoriel d’involutions de premiere espéce.
Siap, - ,a, € k*, on note ¢, la m-forme de Plister << ay, -+ ,a, >> .
Proposition 2.1: Sir > 1,r #2™ ! ona w.(g,) =0.

On aura besoin du lemme suivant:

Lemme 2.1: Sim > 1,etsi 0 <r < 2™ ona C}. = 0[2].

Preuve du lemme 2.1: Il suffit de montrer que (1 + X)?" = 1 + X"
mod 2Z[X]. Or, ceci est clair pour m =1 et le cas général se traite par une
récurrence immeédiate.

Preuve de la proposition 2.1:

e On traite d’abord les cas m =1l et m = 2. Ona w.(q1) = 0sir > 2 car
q: est de rang 2, et wy(q1) = (1)(a1) = 0. D’autre part, wi(q2) = (detqy) =
0, w3(gz) = (1)(ar)(a2) + (1)(a1)(ara2) + (1)(a2)(a1a2) + (a1)(az)(araz) =
(a1)(a2)((—a1) + (=2)) = (ar)(—ar)(az) + (a1)(a2)(—a2) = 0, et wa(g:) =

(1)(a1)(az)(a1az) = 0. Le résultat est donc vraisim =1et m = 2.

» On procede par récurrence sur m. D’apres le point précédent, la proposition
est vraie pour m = 2. Supposons qu’elle est vraie pour m > 2. On a g,y =

m 1< Am41 >®q7717 et donc wr(Qm—H) Zw](qm)wr ](< Am41 >®Qm) On

traite plusieurs cas séparément.

. 1<r <2mt
L'hypothese de récurrence entraine alors w,(gm41) = Wr (< @me1 >RGm)
= ZCgm_rﬂ.(am+1)j.wr_j(qm) = Cln(ams1)” = 0, d’apres le lemme
j=0
3.1.

2. r=2m"1
On a dans ce cas wzm H{gme1) = Wom=1(@n) + Wam-1(< Ay1RGm >

) = Wam-1(qm) + Z 02"1 gm= 1+J(am+1) wym—1_j(qm) = Wom-1(gm) +

Waym=1(Gym) + Com (am+1)2m ' =0, car on travaille modulo 2.

3.2 <r < 2™
Icion a w,(gm41) = Wr(Gm)+wr(< @mi1 >R )+ Wam=1(gm ) Wr—gm=1(<
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Amt1 >®&Gm ). Par hypothese, on a w.(g,,) = 0. D’autre part, 0 < r —
2m~1 < 2m=1 D aprés le calcul effectué dans le premier cas, on a alors
Wr—gm=-1(< @m418¢m) = 0. De plus, w, (< ap+1®0¢m) = Chm(am41)” +

;,;ET_l(am+1)r"2m—1.w2m_1(qm) = 0 d’apres le lemme 2. On a donc
wr(‘]m-i—l) =0.

4. 2™ < r < 2™ On a wo(@mi1) = Wr(gm) + we(< a1 >Rgm) +
Wom—1(Gum ) Wy_gm=1(< Gm41 >®Gp ). Par hypoyhese, on a w.(g,.) = 0,
et on montre comme précédemment que w, (< dp41®¢n >) = 0. Enfin,

r—2m1

Wy_gm=1 (< Amp1 >QGm) = 'Zo Cj'"-—(r—zm—l)ﬂ(amﬁ)jfl)r~2m—l—j(qm) =
“]:
Conl@me1) ™27 + Cpm2t wym—1(gm) = 0, et donc wy(gms1) = 0.

Finalement, la proposition est vraie au rang m+1, ce qui achéve la récurrence.

Proposition 2.2: Pour m > 1, on a
m Mt i
wyn=1(gm) = X (4;)(=aj01)(—j42) -+ (—am)(=1)? L

2m
Preuve: Ona wi(q) = (a1) et wom(gm41) = ZOWj<qm)W2m_j(< A1 >RGm)
J:

= Wym-1(Gm )Wam=1(< Amy1 >RGm) + Wam (< amy1 >®¢n) grace a la propo-
sition précédente. On obtient par le méme argument wym(< @ppy >®¢m) =
(am+1)2m + w2"“1(qm)-(am-i—l)zm_1 et Wym—1 (< Amy1 >RGn) = Wam-1(Gm)-
On a donc wem(gmy1) = Wom—1(gm)? + (am1)? + (am+1)2m_1(qm) pour tout
m > 1. Une récurrence immédiate nous montre que (M)?" = (\)(=1)?""1
pour A € k*. D’autre part, on voit facilement, en tenant compte que l'on
travaille modulo 2 et en utilisant le fait que (a)(a) = (—1)(a), que

Wyt (g)? = (—1)7" g (g).

On a donc wym(gm+1) = [(“1)2m_1_1-(am+1) + (“1)2%1]-“’2'"—1(%)
+(=1)"Hamp1) = (=127 7 [(@msn)+ (= 1)) wam-i(gm) +(=1)*" " (am41).
On a alors wam(gpmt1) = (—1)2m—1“1(-am+1).w2m—1(qm) + (=D Yams1).
On en déduit alors la proposition par une récurrence immédiate.

On suppose maintenant que A est un produit d’algebres de quaternions. A
est donc en particulier une algebre a involution. On a alors le résultat suivant:

Théoréeme 2.1: Soient @1,:--,{,, des algebres de quaternions, munies
respectivement d’involutions de premiere espece oy, - ,0,. On pose A =
Q1R QQmeto=0,Q - opn. Alors il existe ay, -+, az, € k* tels que
T, ~< 2™ >R << ay,: -+ ,d, >>. En particulier,

w(le) =1+ ;i(aj)(—ajﬂ)(*aﬂz) o (—agm)(—l)z%"‘l—2m+j—1_
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Preuve: Il est bien connu que si (Ay,01) et (Az,03) sont deux algebres
centrales simples sur k, dont les involutions sont de méme espece, alors
Toi190s = Toy ®7T5,. Sio; est symplectique, on sait alors que ¢’est 'involution
canonique de ;. Sion a @ = (a,0), alors on en déduit aisément Ty,
~< 2 > ® << —a,—08 >>. Si o; est orthogonale, on sait alors qu’il ex-
iste deux éléments 7,7 de @Q; tels que 1,1,7,17 soit une base de @); sur k,
orthogonale pour T,,. Posons a = i? et 3 = j2. Alors Q; = (0,0) et T,
~< 2> ® << —a,0 >> (cf.[3], §2.1.2). Enfin, un calcul facile montre
que wam-1(< 2 >®q) = weem-1(q), si g est une 2m-forme de Pfister. Les
propositions 2.1 et 2.2 nous donnent alors le résultat.
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