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1 Introduction

Dans ces trois exposés on a rappelé les bases de la théorie des fonctions
elliptiques et modulaires dans le but de définir le relevement canonique d’une
courbe elliptique et de présenter des algorithmes efficaces pour le calculer.

2 Premier exposé

On rappelle la théorie des fonctions elliptiques complexes, fonction de Weiers-
trass associée a un réseau, formes modulaires G4 et Gg, invariant modulaire 7,
action de PSLy(Z) sur les demi plan de Poincaré, courbes Yy(N) et Xo(V),
revétements associés, fonctions j(7) et j(7) = j(N7) sur Xo(N), involution
d’Atkin-Lehner, calcul et propriétés arithmétiques de 1’équation modulaire

En(j(1),j(NT)) =0,

différentielles % et g—de et on montre que
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On étudie 'anneau des endomorphismes en s’attardant sur le cas de la
multiplication complexe, I'action du groupe des classes C{(A) sur I’ensemble
ELLA(Q) des classes d’isomorphisme des courbes elliptiques a multiplication
complexe par 'ordre quadratique de discriminant —A, et le lien avec la théorie

du corps de classes.
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3 Deuxieme exposé

On s’intéresse ici a la correspondance modulaire de niveau N, image de
Xo(N) dans X (1) x X(1) par Papplication qui associe a l'isogénie cyclique
E — E' de degré N, le couple (j(E),j(E")). Cette correspondance, vue comme
courbe plane Xy, a des points singuliers. On calcule la valeur de la pente %/ en

une place P diagonale de X. Une telle place représente un endomorphisme £



cyclique de degré N d’une courbe elliptique E a multiplication complexe. Par
différentiation a l'origine, £ peut étre vu comme un nombre complexe, entier
quadratique imaginaire de norme N et on montre que si j(E) # 0,1728 alors
la pente %l vaut LL* = L/L en P.

Soit maintenant p un entier premier ne divisant pas N. La courbe Xy(IV)
a bonne réduction modulo p et pour peu que 'invariant j(F) de E ne soit pas
p-adiquement proche de 0 ou de 1728 (ce qui s’exprime aisément en termes de
I’anneau d’endomorphismes de E) les fonctions j — j(F) et j' — j(E) sont des
uniformisantes en P et le restent modulo p. La série qui donne j' — j(E) en
fonction de 7 — j(E) a donc des coefficients p-adiquement entiers, le premier
étant bien sur LL*.

Ainsi la correspondance de niveau N induit un automorphisme du disque
p-adique de rayon 1 autour des points de X (1) a multiplication complexe. En
outre, si p ne divise pas LL* — 1 alors cet automorphisme a P comme unique
point fixe.

Quant a la correspondance de niveau p, elle induit une application p-adique-
ment contractante de ce disque qui a elle aussi un unique point fixe.

Le groupe des idéaux principaux inversibles premiers a p de End(E) agit
donc sur un voisinage p-adique de P. L’action sur les points périodiques de ce
systeme dynamique p-adique s’exprime grace a I'application d’Artin.

4 'Troisieme exposé

Soit E une courbe elliptique sur un corps fini de caractéristique p et soit
D T'ensemble des classes d’isomorphismes de courbes elliptiques sur C, qui se
reduisent modulo p sur £. L’invariant modulaire j fait de D un disque p-adique
de rayon 1. A tout endomorphisme £ premier a p de E on peut associer un
automorphisme analytique [£] de D.

Si E est réguliere, I’endomorphisme de Frobenius ® donne lieu quant a lui
a une application contractante [®] de D. Le relevement canonique E% de E
est alors défini dans [14] comme unique point fixe de [®]. Cette définition est
algorithmique. Si £ est un endomorphisme premier a p de E tel que Z[L] ait
un conducteur premier & p alors E° est I'unique point fixe de [£].

Satoh utilise E° pour calculer le nombre de points rationnels de E. Ce
nombre se déduit efficacement de I’étude de I’endomorphisme de Frobenius du
groupe formel de E°. Si p est petit, cette méthode est plus rapide que celle pro-
posée par René Schoof (étude de 'action de Frobenius sur les points de ¢-torsion
pour des ¢ petits et différents de p.) Si p est grand on peut calculer efficacement
le relevement canonique de £ comme point fixe de la correspondance associée
a un endomorphisme L friable de E. Dire que L est friable signifie qu’il est
produit de petits idéaux premiers de End(E).

Si E est supersinguliere et si £ est un endomorphisme de E premier a p tel
que le discriminant de Z[L] soit premier a p alors [£] a un unique point fixe qui
ne dépend que de E et de Z[L].
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