UNE ESTIMATION DE LA DIMENSION DE KRULL DES ANNEAUX
DE DEFORMATIONS EN RAMIFICATION INCOMPLETE

par

Christian Maire

Résumé. — Nous étudions la dimension de Krull des anneaux de déformations de représentations
galoisiennes quand la ramification en p peut-étre incompléte. Sous certaines conditions, nous donnons
une minoration non triviale de cette dimension.

Abstract. — We study the Krull dimension of deformation rings associated to Galois representation,
with ramification restricted to (not necessarily all) places above p. Under some conditions we give a
non trivial minoration of this dimension.
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Introduction

Soient K un corps de nombres et S un ensemble fini de places finies de K. Pour simplifier, supposons
que S ne contient que des places au-dessus de p.
Aprés s’étre fixé une cloture algébrique K de K, soit

p: Gal(Ks/K) = Gla(F))
une représentation continue du groupe de Galois Gg := Gal(Kg/K) de la plus grande extension
galoisienne K¢ de K pour laquelle les places finies en dehors de S y sont non-ramifiées. Notons

par L Pextension galoisienne maximale de K fixée par ker(p) ; Gal(L/K) ~ A = Im(p).
Ks
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Pour une extension galoisienne M de K contenue dans Kg et contenant L, posons Hyy = Gal(M/L)
et Gy = Gal(M/K). La surjection canonique Gg — Gpg permet alors & la représentation p de se
factoriser a travers Gpp.

Soit C la catégorie des anneaux locaux (R, mg) noetherien complet de corps résiduel F,,. Si R est
un élément de C et p : Gy — Gla(R) une représentation continue de Gyg, on dit que celle-ci est
un relévement de la représentation p si le diagramme suivant est commutatif

Gy —— Gly(R)

o mod mpg
I3

Gla(Fp)

Si p' : Gm — Glao(R) est une autre représentation de Gy, les représentations p et p’ sont dites
strictement équivalentes si elles sont conjuguées par un élément de ker (GIQ(R) mod g iy, (Fp)).

Une classe de conjuguaison d’une telle représentation p est appelée une déformation de p a R.

Comme S est fini, des travaux de Mazur [15] montrent l'existence d’un élément Ry de C et
d’une représentation verselle pn @ G — Gla(Ra) relevant la représentation p. Tout relévement
P+ Gm — Gla(R) de p, avec R € C, se factorise a travers pn, ¢’est & dire qu’il existe un morphisme
d’anneau local ¢ : Ryy — R ot la composée ¢ o ppg produit un relévement de p strictement
équivalent & p’. L’anneau Ry est unique, et est appelé anneau de déformation de la représentation p
(associée a I'extension M/K). Lorsque p est absolument irréductible (non triviale) la représentation
pm est de plus universelle, c’est & dire que la donnée de png; détermine .

Si ’'on note par Ad la représentation adjointe associée a p, Mazur a montré que la dimension de
Krull de anneau Ry /pR est minorée par la quantité d, H'(Ga, Ad) — d, H?(Gy, Ad). En fait,
Panneau de déformation Ry est de la forme Zy[[Ty, -+, T,]]/1, ou r = dimp, H'(Gm, Ad). L’idéal
I est trivial dés lors que le groupe de cohomologie H?(Gpg, Ad) l'est. Si tel est le cas (i.e. I = (0)),
on dit que la déformation png est sans obstruction.

Remarquons que comme le noyau de la restriction Glp(R) — Gl2(F,) est un pro-p-groupe (voir
par exemple [1]), tout relévement de 5 : Gm — Gla(Fp) se factorise a travers la plus grande
pro-p-extension M(p) de L contenue dans M.

Fixons T un second ensemble fini de places finies de K. Assurons-nous que T' et S sont disjoints.
Nous nous intéressons au cas oi le corps M correspond a L% (p), ot LL(p) est la plus grande
extension de L contenue dans Kg pour laquelle I’ensemble des places au-dessus des places de T
y sont totalement décomposées. Nous noterons par RL son anneau de déformation et par pL :
Gal(LL(p)/K) — Gl2(RE) une déformation verselle de p associée & cette extension.

Posons P% = Hpr) = Gal(LL (p)/L) le groupe de Galois de P'extension LE(p)/L.

Lorsque S contient 'ensemble des places au-dessus de p, grace a la dualité de Poitou-Tate (cf. par
exemple [9], [17]), Mazur a montré comment obtenir une minoration de la dimension de Krull de
Panneau Rg. Ce point de départ a ensuite été utilisé par de nombreux auteurs (Mazur [15], Boston
[3], Boston et Mazur [4], Ramakrishna [18], Bockle [1] [2], Bockle et Mézard [16], Gouvéa [6], - - ).
Dans ce cas (ici T = ), la différence d,H'(Gg,Ad) — d, H*(Gs,Ad) est parfaitement connue.
Avant d’en donner une évaluation, donnons une définition.

Définition 0.1. — Une place infinie v de K est dite impaire (relativement a p) si le déterminant
de p(sy) est —1, o s, est un générateur du sous-groupe de décomposition A, de v dans A.
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La place v est dite paire sinon.

Notons par ;1 le nombre de places infinies v de K en lesquelles la représentation P|a, est impaire
et par k¢ le nombre de places infinies de K en lesquelles la représentation P|a, est paire. Il vient :

d,H(Gg, Ad) — d,H?(Gg, Ad) d, HO(G g, Ad) + 4(ry + 2r)
—4:‘€0 — 2:%1
1+ 4(7"1 + 27‘2) — 4Kk — 2K1

14 2k1 + 479,

v

ou (r1,r2) est la signature du corps K (& noter que le Gg-module Ad contient au moins un sous-
espace non réduit a {0} avec action triviale, les matrices diagonales).

Malheureusement, une telle démarche n’est plus possible dés que S ne contient plus a priori toutes
les places au-dessus de p (c’est ce que l'on appelle la situation p-ramification incompléte). Néan-
moins, lorsque (#A,p) = 1, nous donnons ici une minoration non triviale de la dimension de Krull
de 'anneau RL /pRY dés lors que le poids dg de S est suffisamment grand.

Définition 0.2. — Nous définissons le poids dg de S comme étant la quantité
5s =Y [Ky: Q.
veS

Définition 0.3. — Supposons A d’ordre premier & p. Soit v une place de K. Notons par A, le
groupe de décomposition de v dans L /K. Soit p, := pa, la restriction de p & A,. Notons alors par
T, le nombre de fois qu’apparait la représentation triviale dans la décomposition du A,-module
Ad. Ou encore : 7, = (Ad, 1)|a,. Posons x, = 4 — 7, puis pour ¥ un ensemble de places de K,

Ry, = E Ry-

vED
Remarque 0.4. — Notons par Pl,, 'ensemble des places archimédiennes de K. Alors kp; =
2/@1.
Démonstration. — En effet, une place v est impaire si et seulement si 7, = 2. Sinon 7, = 4.

On en arrive a I’énoncé du résultat principal.

Théoréeme 0.5. — Supposons #A premier a p et §s > r1 +ro + |T|. Alors
dimkrull(RE /pRE) > 142 w1 + ki +4(55 — (r1 + 72 + |T))).

(Si Im(p) est un sous-groupe de Cartan l'inégalité est stricte.)

Corollaire 0.6. — Plagons nous sous les conditions du théoréme précédent. Supposons de plus
que pour toute place v de T, A, = {1}. Alors

dimkrull(RL /pRE) > 1+ 2 k1 + 4(65 — (11 + 72 + |T])).

(Si Im(p) est un sous-groupe de Cartan l'inégalité est stricte.)
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Notons que la condition dg > r1 + ro + |T'| implique l'existence d’une Z,-extension de L contenue
dans L (p)/L.

Le théoréme 0.5 se montre en utilisant 'action semi-simple de A sur les groupes de cohomologie
HY(PL Ad), i = 1,2. Nous explicitons cette action galoisienne dans le paragraphe 3. Dans la
paragraphe 4, nous montrons le théoréme principal. Enfin, le dernier paragraphe est consacré a
létude d’un exemple se situant dans la lignée de exemple étudié par Mazur dans [15].

A noter qu’ici nous ne regardons I’anneau R:SF que sous un angle purement arithmeétique.

Notations. Pour un Z,-module de type fini M, nous désignerons par
Tor(M) = {m € M,3k € Z,,m" =1}
le sous-module de torsion de M, et par
Tor,(M) = {m € M,mP =1},

le sous-module de p-torsion de M.
Pour un corps F, p1,(F) désignera le groupe des racines p-émes de 'unité contenues dans F et pour
un groupe abélien localement compact G, son dual de Pontryagin sera noté G*.

1. Sur I'importance du multiplicateur de Schur

Nous allons montrer le réle crucial que joue le multiplicateur de Schur dans le calcul de la dimension
de Krull de I'anneau Rp;. Commengons par un premier lemme :

Lemme 1.1. — La suite exacte 1 — Hyp — Gy — A — 1 fournit lisomorphisme de
A-modules suivant :
H'(Hm, Ad) ~ H'(Hp, Fp) ® Ad.

Démonstration. — 11 suffit de noter que Hy agit trivialement sur Ad, Fp-espace vectoriel de di-
mension 4, puis que l'isomorphisme souhaité est obtenu via la composition des isomorphismes
suivants :

4
H'(Hp, Fp) @ Ad = ) H™ (Ht, F)e; — H" (Hu, Ad)
j=1
et que ceux-ci sont bien des isomorphismes de A-modules (ot (eq,- - ,e4) est une Fp-base de Ad).

O

Lemme 1.2. — Soit G un pro-p-groupe de type fini. Alors
d,H'(G,F,) — dpy H*(G,F,) = d,Fry, G — dp,Ha(G, Zy),
ot Frz, G désigne la partie Zy-libre de G*°. Si de plus H2(G,Z,) est trivial alors, H*(G,F,) ~
Tor, (G).
Démonstration. — C’est bien connu, cela résulte de la suite exacte courte :

1 —F, —Q,/Z, 2, Q,/Z2, — 1.
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Lemme 1.3. — Supposons #A premier a p.

(i) On a, pour tout i > 1, H (Gn, Ad) ~ [H'(Hnm, Fp) ®Ad]A.
(i) H'(Gpr, Ad) ~ [(HE)* @ Ad]®, ot HE := Hyr/[Hyr, Hu].
(iii) Si le groupe H*(Hm, Q,/Zy) est trivial, il vient alors :

H*(Gp, Ad) ~ [(Tor,(HE))* @ Ad]" .

Démonstration. — (1) Comme #A est premier a p, la suite spectrale au niveau supérieur donne
I'isomorphisme entre H*(Gyg, A) et H*(Hyg, A)2 et ce pour tout Gyp-module discret p-primaire de
torsion A. Il suffit ensuite d’utiliser le lemme 1.1.

(if) C’est un cas particulier du point précédent.

(iii) Sous 'hypothése H?(Hp, Qp/Z,) = 0, on a Tor, (HEY) ~ Hy(Hn, Fp). Il suffit ensuite d’utiliser
le point (i). ¢

Ainsi, ces trois lemmes montrent que pour avoir une minoration non triviale de la dimension de
Krull de Ry, il est souhaitable que d’une part le corps L ait au moins une Z,-extension contenue
dans M/L (ou encore que Frz Hyp soit non trivial) et que d’autre part 'on puisse controler le
multiplicateur de Schur Hy(Hwm,Z,) du groupe Hu.

Quand S contient l’ensemble des places au-dessus de p et pour M = Lg(p), ces deux quantités
sont intimement liées. En fait, la conjecture de Leopoldt pour le couple (L, p), donne exactement
le rang de Frz Hg, et cette conjecture équivaut a la trivialité du multiplicateur de Schur du groupe
Gal(Ls (p)/L).

Maintenant, lorsque S ne contient pas toutes les places au-dessus de p, il est quand méme possible
d’obtenir des informations sur ce multiplicateur de Schur. Comme pour le cas o S contient l’en-
semble des places au-dessus de p, nous verrons (cf. corollaire 2.4) que le multiplicateur de Schur de
ce groupe Gal(Lg(p)/L) est aussi dans ce cas lié & un probléme d’indépendance p-adique.

2. Quelques strucures galoisiennes

Pour toute la suite, nous supposons que ’ensemble S est non vide et qu’il ne contient que des
places finies v au-dessus de p.

2.1. Les notations. — Pour une place v de K, notons par A, = A,, le groupe de décomposition
dans L/K d’une place quelconque w de L au-dessus de v. Pour un ensemble E de places de K,
nous notons par E(L) I'ensemble des places L au-dessus des places de E.
Soit

IML(L) = {z € L*,vy(z) = 0mod p, Yw ¢ T(L); z € L?, Yw € S(L)}/L*"

le groupe de Shafarevich du corps L associé aux ensembles S et T'.

Pour w une place finie de L, notons i, le sous-groupe des unités principales du complété L,, de
L en w. Soit Ug = H i, et soit
weS (L)

Ve =7, ®E] — Ug
le plongement des T'(L)-unités E] de L dans le produit des complétés des places de S(L) (qui
rappelons-le sont toutes au-dessus de p).

Fixons C, le complété d’une cloture algébrique de Q,. Lorsque w est une place de S(L), notons
par log,, le logarithme p-adique associé a la place w. Pour = (z1, -+ ,z,) € g, nous posons

Log(z) = (log,, (x1),-- - ,10g,, (z5)) € Cj.
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2.2. Les principales estimations. —
Supposons #A premier a p.

Pour un Z,[A]-module M et un caractére C,[Al-irréductible ¢, M, désignera la -partie de ce
module et r, (M) le p-rang de M. Rappelons que M, est vu comme module sur ’anneau local
Zylp]. Si 1 et ¢ sont deux caractéres de Z,[A], nous noterons par < 1,1’ > le produit scalaire
entre ceux-ci. Si M est un Z,[A]-module, on identifiera M avec son caractére. Ainsi, par exemple,
si ¢ est Cp-irréductible, r, (M) = < M, >.

Pour un sous-groupe H de A et un H-module M, Indﬁ(M ) désignera le A-module induit de H a
A obtenu a partir de M. On rappelle la formule de réciprocité :

< M,IndgN >= < M,N > .

Si x est le caractére du A-module M, le caractére du dual M* de M sera noté x*. On rappelle que
pour tout o de A, on a x*(o) = x(o71).

Nous noterons par 1 le caractére de la représentation triviale (ou unité) : 1(o) = 1, pour tout
o€ A.

Soit donc PL = Gal(LL(p)/L). La structure du A-module Pg’ab := PL/[PL, PL] est parfaitement
connue :

Proposition 2.1 (Gras [7]). — Soit ¢ un caractere C-irréductible de A. Alors

T@(P?ab) = T@(Iﬂg(l‘)) - TVJ(E{) + Z 0o Twlndﬁuﬂp(l‘v) +¢(1)(ds + 02,5 r1(L)),
veS

ol dg = Z[KU :Qyp), 00 0, =6, =1 si L, contient les racines p-émes de l'unité, 0 sinon, ou
vES
r1(L) est le nombre de places réelles de L et ot da,, est le symbole de Kronecker.

En ce qui concerne le p-rang du A-module Hs (Pg, F,), il est possible d’en donner une majoration :

Proposition 2.2. — Soit ¢ un caractére C-irréductible de A. Alors
TW(HQ(P£7FP)) < Tw(mg(L)) = rppp(L) + Z Oy Tgolndﬁv#p(Lv) + b2,p0(1)r1(L).
veS
Démonstration. — On reprend la preuve classique permettant de donner une majoration du p-rang

de H*(PL,F,) tout en faisant ressortir I'action de A (voir [12], [11], [7], [13] ...)
Pour commencer un lemme (cf. [12], [17]) :

Lemme 2.3. — Soit G1(p) (respectivement G, (p)) le plus grand pro-p-quotient du groupe de
Galois absolu Gy, (resp. Gy,) de L (resp. Ly,). On a la suite de A-modules :

L — H(GL(p), Fy) =5 @, H*(Gu(p). F,) — ((Mp)a(m)* — L.

Ensuite, on sait qu’il existe un A-morphisme
ker (H2(PE,F,) ™ H*(GL(p). Fp)) — (E(L))*
obtenu & partir du symbole de réciprocité local (cf. [12]). Ainsi,

ker(Loc o Inf) — (mg(L))*7
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ot Inf : H*(PL,F,) — H?(GL(p),F,). Comme les places en dehors de S et de infini sont non
ramifiées dans L (p)/L,

Loc o Inf(H*(P%,F,)) = Locg o Inf(H*(PL,F,)),

ot Locg: est la projection de Loc sur les composantes en S(L) et en les places réelles de L.
D’autre part le morphisme
— E 7
P  HCu).Fy) = (L)
weS(L)UPl
est surjectif (se rappeler que par hypothése, S est non vide) et "¢, oLoc o Inf = 0. En résumé :

T@H2(P§an)

roker(Loc o Inf) 4+ r,Im(Loc o Inf)

< rp(II5(L)" +rpLoc(Inf(H2(PY, Fy)))
= rp(IIE(L)" + ryLocs (Inf(H*(PE, F)))
< g (IIE(L))" + reker Y,

ro(EL) +r, | P HXGu().Fp) | —romp(L)".
w€S(L)UPl

Notons ensuite
@ H*(G, (p),Fp) = @ IndﬁvHQ(év (), Fp)

weS(L)UPl vESUPI
ol, dans la seconde somme, on a privilégié le choix d’une place w de L au-dessus de v et posé
Gy(p) = Gu(p). o
Pour les places w de L en lesquelles le groupe 1, (L, ) est trivial, on sait que le pro-p-groupe G, (p)
est libre c’est a dire que H?(G,(p),F,) = 0. Pour les autres places w, G, (p) agit trivialement sur
tp(Ly), et ainsi (& aide de la suite exacte de Kummer)

¢

H?(Gy(p),Fp) ® pp(Liy) H?(Gw(p), pp (L)

H*(Gu, ptp(Lu))
Tor, (Br(Ly)) ~ Z/pZ,

1

1

ou Tor,(Br(L,,)) est la p-torsion du groupe de Brauer Br(L,,) de L,,. Tout ceci étant des isomor-
phismes de A,,-modules.
Au total, on obtient :

erQ(Pg(p)va) < m,(HI?(L)f + Z 5vr¢1ndﬁvﬂp(1‘v)* +@(1)r1(L)d2,p — ropp(L)*

veS
ou encore
WH2(P§7 Fy) < T¢m£(L) + Z Twlndﬁvﬂp(Lv) + o(1)r1(L)d2,p — repp(L).
veES
O

Ces propositions permettent d’en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.4. — (i) r, (H2(P%,Zy)) < ry (ker(¥1)).
En particulier, le groupe H*(PL,Q,/Z,) est trivial dés lors que WY est injectif.
y b ab
(i1) ro(Tor,(P5 ")) < rp(Ha(PE, Fy)) < ry(Tor,(Py*)) + 7y (ker(¥E)).
Ainsi, lorsque W est injectif, Torp(Pg’ab) ~ Hy(P%,F,), isomorphisme de A-modules.
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Démonstration. — La suite exacte
1—Z,— Zy, — Zp/pZ, — 1
fournit immeédiatement 1’égalité
T T T,ab
ro(H2(Pg, Zy)/p) = 1o(H2(Pg, Fp)) — ro(Tor,(Pg™)).

(Noter qu’ici tous les Z,-modules sont de type fini.)
La torsion de Pg’ab étant finie, il vient

ro(Tor,(PE™) = 1y (Tor(PE™")/ (Tor(PF™))")

re(Tor(Pg))

H(PE) = 650(1) + ro(Im(WE))

Tsa(HIg(L)) - TW(Ef) + ZUES 5717’90111(12”#17(]—‘@)
+(1)8,p71 (L) + 7 (Im (W)

I
.

Par conséquent
re (Ha(P§, Zp)) < rp(Im(¥F)) + 7, (EL) — ropp(L) = rp(ker(¥5))

d’ot (i). Le second point s’en déduit immédiatement. ¢

2.3. Les premiéres conséquences. — Reprenons les notations introduites précédemment.

Proposition 2.5. — Supposons #A premier a p. Lorsque le groupe H*(Gm, Qp/Zy) est trivial, la
représentation py est sans obstruction dés lors que le A-module Tor(HiZ) est premier au A-module
Ad.

En particulier, si le morphisme \Ilg est injectif et si le A-module Tor(Pg’ab) est premier au A-
module Ad, la représentation pg est sans obstruction (c’est ce que l'on peut appeler la situation
“prime-to-adjoint”).

Démonstration. — C’est le lemme 1.3 associé au corollaire 2.4.

O

Comme nous P'avons vu, quand le groupe H?(Hwm, Q,/Z,) est trivial, le groupe de cohomologie
H?(Gp, Ad) s’interpréte a partir de la torsion de H§h. Lorsque M = LL(p), ce groupe de torsion
a déja beaucoup été étudié.

Proposition 2.6 (Gras [8], Théoréme 2.6 page 261). — Si la p-partie CIi (p) du groupe des
T-classes de L est triviale, alors Uapplication d’Artin permet d’obtenir l’isomorphisme suivant :

Tor(Pg*") ~ Tor (Us/V%(Z, ® EL)) .

Corollaire 2.7 (Gras [8] Théoréme 2.6 page 261 et lemme 4.2.4 page 295)
Le pro-p-groupe Pg’ab est sans torsion dés lors que Cl{ est d’ordre premier a p, que ), g pho/pL =
0 et que Tor (Log(ls)/Z, Log (VL(EL)) = 0.

Pour étre complet, citons la remarque suivante :

Remarque 2.8 (Wingberg, [19]). — Pour que le groupe H?(Pg,F,)? soit trivial, il est néces-
saire que l'extension Kg(p)/K soit pro-p-libre.
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3. Sur la dimension de Krull de ’anneau Rg

3.1. Cas ou #A est une puissance de p. —

Proposition 3.1. — Supposons que A est un p-groupe et que pour toute place v de T, A, = {1}.
Alors

dimkrull(RL /pRE) > 144 (65 — (r1 + 712 +|T)) .

Démonstration. — Si pour un groupe profini G, 'on dénote par x2(G) sa caractéristique d’Euler-
Poincaré tronquée a ’ordre 2, il est bien connu que

XQ(G7 A) S #A : X?(Ga F;D)?

ot A est un G-module fini.
Ensuite (cf. [7], [14], - -+ ou propositions 2.1 et 2.2)

x2(GE(p),Fy) <71+ 1o +|T| — s,
ott GL(p) = Gal(KL(p)/K). Comme L (p) = KL(p), il vient
dimkrull(RL /pRL) > 1 +4 (65 — (r + 72 +|T))),

RL étant Panneau de déformation associé a 'extension L (p)/K. O

3.2. Situation modérée (preuve du théoréme 0.5). — Les propositions 2.1 et 2.2 permettent
de montrer l'inégalité suivante :

ro(H'(PLF,)") — rg(HX(PE,F,)7) 2< 1,0 > +3sp(1) = 3 7, (Indﬁvl) .
vETUPI
Notons ensuite I'identité suivante :
05p(1) = ¥peri < Ind3 1,0 >
= (65 — (r1 + 72+ [T])e(1) + Coervrr. < ¢ (Indﬁvlnd{Al’J}l - Indﬁul) >

Comme Ind{Al’“}l contient la représentation triviale, la quantité
> < (M} mdf1 -} 1) >
vETUPl

est positive.
Ainsi sous la condition ds > (r1 +7r2+|T|), il vient pour tout caractére C,-irréductible ¢ I'inégalité
suivante :

ro(H' (PE,Fy)") —rp(H? (PG, Fp)*) 2 0.

Regardons maintenant les termes locaux.
Pour v|oo décomposée dans L/K, il vient
Indy, Ind{y} 1 —Tndx, 1 = 0.
Pour v|oo paire, non-décomposée dans L/K, il vient
A,
Ind{l}l =1+ X0,
ol X, est I'unique caractére irréductible non trivial de A,. Et ainsi, pour cette méme place,
< Ind} Xo,Ad >=< xy, Ad >ja, =< X0, 41 >[a,= 0.

Pour v|oco impaire :

< Ind} Xo,Ad >=< xp, Ad >a, =< X0, 2 1+ 2 Xy >(a, = 2.
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Notons par o 0P la décomposition de la représentation adjointe Ad en somme de caractéres
C,[A]-irréductibles. Pour v impaire, il vient finalement
ZO@ <, Xu >|a,= 2.
]
En regroupant tout ceci, on obtient alors

<3, (ro(HY(PE,Fp)*) — o (H?(PE,Fp)*)) ¢, Ad >
=<, (ro(H' (PE,Fp)*) — rp(H(PE,Fp)")) ¢, 2o, app >
> (S0 (< L9 > +(Fs = r1 472 +[T)e(1))) +

S Pl Yo G < @ Ind} IndP'1 —Ind} 1>

= (S, 00 (< Lp > +(Es 1 + 72 +[T]e1 >))+

YD e <xu oA, Y (< Ad, Ind{y,1 > — <Ad7Ind§v1>)
v|oo,A,#1l ¢ veT
= a1+ (0s — (r+7r2+|T)) Yo (1) + 261 + 3 er Ko
=a1 + 4(55 — (7‘1 +ro+ |T|)) + 2K1 + K.

Pour conclure, on a le lemme suivant :

Lemme 3.2. — Soient M et N deuzx Z,[A]-modules. Alors le p-rang de (M ® N)A est égal au
produit scalaire < M* N >.

En effet, le p-rang de (M @ N )A est égal exactement au nombre de fois qu’apparait le représentation
triviale dans M ® N. Ainsi, si M = Zw By et N = Zw B, sont les décompositions de M et N
en caractéres Cp-irréductibles, il vient :

<LM®eN> = 3 BB, <1lpp>
= Yo BuBl, <@t >
= < M* N>

On obtient de tout ceci une minoration de la dimension de Krull de Rg / pRg dés lors que l'on aura
noté que celle-ci vaut au moins
> < (rp(HY(PE.F,)") — rp(H?(PE,F,)")) @, Ad >
©
(car chaque terme est positif).
En remarque, notons que a1 > 1 et que si Im(p) est un sous-groupe de Cartan, la représentation
adjointe Ad contient au moins deux fois la représentation unité 1 (et donc que a3 > 1). ¢

Corollaire 3.3. — Supposons que S contient l’ensemble des places au-dessus de p et premons
T =0. Alors
dimkrull(Rg) > 1+ 2k1 + 4rs.

4. Détail d’un exemple

Comme indiqué dans l'introduction, I’exemple suivant s’inspire de ’exemple décortiqué par Mazur
dans [15].

Fixons un plongement Q < C.

Soit un entier a > 0. Soit le polynéme irréductible P(x) = x3+ax+1 de discriminant d = —4a3—27
(que l'on souhaite sans facteur carré) et ayant pour groupe de Galois Ss.

Considérons les corps suivants : K = Q(v/d) ; F = Q(6), ou1  est la racine réelle de P ; L = Q(v/d, ).
Soit #’ une seconde racine de P.
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L’extension L/K est non-ramifiée, en particulier L est contenue dans Kg/K, et ce pour tout
ensemble S.

Soit p : A — Gly(FF,) une représentation injective de A dans Gla(FFp), pour un certain nombre
premier p. L’image p(A) est un sous-groupe de Cartan (qui est déployé si et seulement si, 3
divise p — 1). Nous souhaitons caractériser des situations ot anneau de déformation de p est
sans obstruction.

Commengons par regarder les unités du corps L.

Lemme 4.1. — (i) L'élément 0 (resp. 0') est une unité fondamentale de F (resp. de Q(0')).
(11) Pour p > 3, la famille {0,0'} forme une Z,-base de Er,.

Démonstration. — (i) Soit @ > 1 (le cas a = 1 se traite directement).
Soit Reg(F) le régulateur du groupe des unités Er de F. Notons par Reg(f) = |log ||| le régulateur
du sous réseau 6% de Ep.
D’apres Cusick [5], on connait une minoration de Reg(F) :
1

Reg(F) > 3 log((4a3 +27)/27)
car 4a3 + 27 est sans facteur carré.
Ainsi

[Er :< £0 >] = Reg(0)/Reg(F) = log«ﬂl;f'gg) /27)

On note ensuite que § € [—1/a;—1/a2] et est d’autant plus proche de —1/a que a est grand. Il
vient alors facilement que Reg(6)/Reg(F) < 2 et donc que Ep =< £6 >.

(ii) Remarquons tout d’abord, d’aprés (i), que si 6 est divisible alors nécessairement L = F(v/£6).
Comme L = F(y/—4a3 — 27), par la théorie de Kummer,

+0(—4a3 — 27)" € F2,

ce qui est impossible (la contradiction est apportée par un premier ! divisant 4a3 4 27).

Ainsi 0 n’est pas divisble. Soit alors {6, £} une Z-base de Er. Ainsi Ny, /g€ = 405127 avec £ = 0 ou
1 et n € Z. Par conséquent, Ny, /g (§07") = £6°. La famille {6,607 "} formant également une base
de Er,, on peut donc supposer que Ny, /p§ = +6°.
Ecrivons ensuite 6 dans la base {6,¢}. Il existe a, 8 € Z, tels que ' = +0%¢P. Prenons la norme
dans L/F de cette égalité :

—07! = Ny pb’ = £6%°70¢

ainsi € = 1 et il vient I'équation —1 = 2a + (. Regardons la norme de ¢’ dans L/Q(0’) :
9/2 — igl*a‘i’AB
ott Ny, q0n§ = +0'*. D'oit I'équation 2 = —a + AB. De ces deux derniéres équations, on en déduit
3=p5(142))

ainsi 3|3 et le second point du lemme s’en déduit. ¢

Choisissons un nombre premier p > 3 totalement décomposé dans F/Q (ou de fagon équivalente
totalement décomposé dans L/K). Assurons-nous que p est premier a l'ordre du groupe des classes
de L et que p ne divise pas d.

Soit (z — u1)(z — u2)(x — ug), avec u; # u;, la factorisation de P dans F,[x].

Prenons T'= ) et S = {v}, ot v est 'une des deux places de K au-dessus de p.
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Dans ce contexte, le morphisme g : Z, ® E, — g est injectif (cf. par exemple [10], [14]).
Ainsi le groupe H?(Pg,Q,/Z,) est trivial (cf. corollaire 2.4).

Nous allons maintenant imposer des conditions afin que la torsion Tor(P‘gb) de P‘gb soit également
triviale.

Soient w;) les trois places de L au-dessus de v.

Il est facile de noter que chaque premier de F au-dessus de p donne lieu & une place de S(L).
Assurons-nous que 7; = ¢ — u; est une uniformisante de Ly, (avec u; €]0,p —1[). Ceci se lit dans
le corps F.

Posons e; = log,, (0). Alors Log g = Z, e1 © Zy e2 © Zy e3 et Log(0') = >, \iej, avec N € Zy.
Il est facile de voir que I'on peut s’arranger pour que 6’ vérifie :

0 = wuz+m
0 = wu;+m
0 = Ug + T3

Soit donc y = >, y;e; un élément de p-torsion de Log(is)/Log(Ey). Il existe a,b € Z), tels que
p(yie1r + yze2 + yses) = aler + ez + e3) + b(Arer + Azea + Azes),

d’otlt le systéme linéaire

py1 = a+b\
py2 = a—+ bl
pys = a-+blg

Ainsi, et c’est notre derniére condition sur p, s’il existe i, tels que A\; # A; (mod p), il vient
immeédiatement b = a = 0 (mod p), c’est a dire y € Ug(Eyg,) et de ce fait la p-torsion de g /T g(Ey)
est triviale.

Interprétons un peu plus précisémment cette condition. On a

)‘1 = logwl (9/)/ logwl (9)
Ui
= — mod 7
us

U2
Ay = — mod mo
Ui

us3
)\3 = — mod T3
U2

De ce fait la p-torsion de ils/Pg(EL) est triviale dés lors que pour un triplet (i, 7, k), i, j, k deux a

deux différents, on a

UG 7 Up2

Si tel est le cas, le corollaire 2.7 s’applique. Le pro-p-groupe P“Sb est sans torsion.

Comme H?*(Ps,Q,/Z,) = 0, on en déduit que Pg est libre et par conséquent H?(Pg, Ad) = 0.
L’anneau Rg est sans obstruction.

Le nombre minimal de générateurs de Rs est exactement égal & la dimension sur IF, de H YGs, Ad),
et H(Gg,Ad) ~ {P‘gb* ® Ad} ® Or A agit trivialement sur PY’ ~ Z, et Ad contient deux fois le
caractére trivial 1. Par conséquent Rg = Z,[[T1, T5]].
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Le groupe Pg, isomorphe a Z,,, est engendré par un élément z. Alors Gal(Lg(p)/K) ~ A x (z) et

ps peut étre définie par :

1+17 0

Ceci, par exemple, s’applique aux couples

(1]
2]

3l
(4]

]
(6]
7]
(8]
9]
[10]
(11]
[12]
(13]
[14]
15]
[16]

[17]

[18]
[19]

(a,p) =(2,17),(2,71),--- ,(4,71),(4,73),(4,83),---,(5,19),(5,29), (5,73), - - -
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