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Table des matières1. Introdution. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12. Le as des ourbes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23. Le as de la dimension supérieure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12Référenes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231. IntrodutionL'objet de et artile est d'expliquer le lien entre la théorie automorphe etelle des yles évanesents. Le sujet remonte au début des années 70 : pluspréisément, à des travaux de Langlands ([La℄) et de Deligne ([De4℄) visantà éluider le omportement aux mauvaises plaes des représentations galoi-siennes assoiées aux formes modulaires. Ce problème, en e qui onerne lesreprésentations de dimension 2 assoiées aux formes lassiques ou de Hilbert,a été résolu une dizaine d'années plus tard dans ma thèse ([Ca1℄, [Ca2℄). Leas de la dimension supérieure s'est alors posé et a donné lieu à divers travauxqui ont ulminé dans la preuve par Harris et Taylor ([HT℄) de la onjeture deLanglands loale pour GLn. Ce résultat frappant n'a en rien los le sujet ; auontraire divers travaux plus réents et dont je parlerai brièvement ont enoreenrihi la théorie et a�né de diverses façons les résultats de Harris et Taylor.En général, les espaes de yles évanesents qui interviennent sont trop om-pliqués pour être expliitement alulés. L'idée fondamentale de Deligne estde relier et espae �global" (lié aux formes automorphes et aux variétés deShimura) à un espae �loal" (lié à des représentations de groupes p�adiqueset à des espaes de déformations de groupes formels), puis de jouer sur les



relations entre le loal et le global. A mon avis il s'agit de l'une des idées parmiles plus remarquables que Deligne a eues au ours de sa arrière sienti�que (etaussi parmi elles qui ont eu une in�uene onsidérable), bien qu'elle soit sansdoute moins onnue que d'autres ; lui même ne l'a exposée que dans une lettremanusrite à Piatetskii-Shapiro, dans laquelle ertaines questions tehniquesn'étaient pas résolues. D'ailleurs la méthode ne peut pleinement fontionner(du moins dans le as de variétés de dimension plus grande que 1) qu'ave lathéorie des yles évanesents de Berkovih. La théorie que nous allons expo-ser a atteint sa maturité pendant que Berkovih a développé la sienne relativeaux espaes analytiques p�adiques et je pense que les besoins automorphes ontonstitué pour e dernier une motivation importante.Je me limiterai dans et exposé aux as très partiuliers où les espaes de ylesévanesents qui interviennent sont liés soit à ette onstrution de Deligne,soit à une autre, au bout du ompte équivalente et due à Drinfeld. Le groupeloal qui intervient est alors soit GLn, soit le groupe multipliatif d'un orpsgauhe d'invariant 1/n, ave n entier. C'est atuellement essentiellement laseule situation où nous avons obtenu des résultats à peu près omplets.La théorie dans le as de groupes plus généraux que GLn est l'objet d'un vasteprogramme initié par Rapoport et Zink il y a plus de dix ans. Mais es groupesplus généraux posent des problèmes bien plus di�iles sur tous les plans. C'estpourquoi e programme, bien que de nombreux résultats aient déjà été obtenus,est enore beauoup moins avané. Il en sera très peu question dans la suite.2. Le as des ourbes2.1. Représentations ℓ-adiques assoiées aux formes modulaires. �On sait, depuis le début des années 60 en poids 2 (Eihler - Shimura) et depuisla �n de ette même déennie pour les poids ≥ 2 (Deligne), assoier des re-présentations galoisiennes ℓ�adiques aux formes modulaires. Plus préisément,soit f =
∑

anq
n une forme modulaire de poids k ≥ 2 , niveau N et aratère�Nebentypus" ǫ. Fixons d'autre part un plongement du orps Q(f), engendrépar les oe�ients de f , dans Qℓ. Il existe alors une représentation ontinue :

σf,ℓ : Gal(Q/Q)→ GL2(Qℓ)qui est non-rami�ée en dehors de N et telle que, pour p ne divisant pas Nℓ,on ait :
(∗) trace σf,ℓ(Frobp) = ap , det σf,ℓ(Frobp) = pk−1ǫ(p) .Ces relations traduisent l'essentiel de e que l'on peut dire du point de vuelassique des relations entre f et σf,ℓ. Mais elles ne disent rien de e qui sepasse aux �mauvaises" plaes (lorsque p divise N), ni e qui arrive quand2



p = ℓ. Dans et exposé, je supposerai toujours p 6= ℓ, ar le as où p = ℓ relèvede tehniques di�érentes.De fait il était di�ile du point de vue lassique de formuler, même onje-turalement, e qu'on attendait des propriétés de σ = σf,ℓ aux plaes p | N :tout au plus onjeturait-on que le onduteur d'Artin de σ devait être égal à
N . A la �n des années soixante et au début de la déennie suivante les hoseshangent omplètement ave le développement du programme de Langlands,qui permet de formuler une onjeture beauoup plus préise.À f orrespond une représentation automorphe π = ⊗πv de GL2(A) (où Adésigne l'anneau des adèles de Q) ; le produit tensoriel préédent est étenduà toutes les plaes de Q (nombres premiers et plae arhimédienne). Si f estde poids k, la omposante arhimédienne π∞ est isomorphe à la représenta-tion essentiellement de arré intégrable DSk de GL2(R) qui apparaît dans lareprésentation de la série prinipale induite (indution unitaire) par les deuxquasi-aratères suivants de R∗ :

µ(t) = |t|k− 1
2 sgn(t) , ν(t) = |t| 12 .Pour haque plae �nie p, πp est dé�nie sur Q(f), et l'on a supposé hoisi unplongement de e orps dans Qℓ.Par ailleurs la orrespondane de Langlands loale assoie à haque représen-tation (admissible, irrédutible) de GL2(Qp) une représentation ontinue dugroupe de Weil-Deligne loal WDQp ; ei a un sens sur C mais aussi sur Qℓet sur e dernier orps on obtient plus simplement une représentation ontinuedu groupe de Weil WQp , sous-groupe de Gal(Qp/Qp) onstitué des élémentsqui induisent par rédution une puissane de Frobenius. Dans les années 70ette onjeture n'était onnue que dans ertains as ; elle a été démontrée entoute généralité (ave Qp remplaé par un orps loal arbitraitre) par Kutzkoen 1980 ([Ku℄).Notons πp → σ(πp) la orrespondane de Langlands loale, normalisée de tellesorte que les fateurs loaux L et ǫ soient reliés par les identités (dans lesquelles

χ désigne un quasi-aratère arbitraire de Q∗
p ≃W ab

Qp
) :

L(s, σ(πp)⊗ χ) = L(s− 1

2
, πp ⊗ χ) , ǫ(s, σ(πp)⊗ χ) = ǫ(s− 1

2
, πp ⊗ χ) ;elle di�ère par une torsion de la orrespondane usuelle.Le résultat suivant a été onjeturé dans les années 70 et démontré en 1984 :Théorème 2.1. � ([La℄, [De4℄, [Ca2℄) Pour tout p 6= ℓ, la (Frobenius semi-simpli�ée de la) restrition de σf,ℓ au groupe de deomposition en p, ou pluspréisément au groupe de Weil WQp, est isomorphe à σ(πp).3



Le as non rami�é orrespond au as où πp est une série prinipale non rami�ée(induite de deux aratères non rami�és de Q∗
p) et il n'est pas di�ile alorsde voir que l'énoné dans e as est équivalent aux égalités (*) i-dessus. Uneavanée esssentielle est due à Langlands dans son artile [La℄ : il a prouvé lerésultat quand πp est une série prinipale rami�ée ou bien une représentationspéiale. Peu de temps après, Deligne (dans une lettre à Piatetskii-Shapiro) aompris le as des représentations uspidales ordinaires (induites par indutionautomorphe à partir d'un aratère d'une extension quadratique � e qui s'ap-pelait à l'époque onstrution de Weil). Nous allons maintenant donner uneidée des méthodes employées par Langlands et Deligne et expliquer ommentintervient la théorie des yles évanesents.2.2. Géométrie des ourbes modulaires et méthode de Langlands.� La onstrution des représentations ℓ-adiques dont il vient d'être questionse fait en déomposant la ohomologie ℓ-adique des ourbes modulaires sousl'ation des opérateurs de Heke.Classiquement, les ourbes modulaires X0(N), X1(N), X(N) sont les quotientsdu demi-plan de Poinaré par ertains sous-groupe de ongruene de SL2(Z).Du point de vue de la théorie automorphe moderne (adélique) on préfère partird'un sous-groupe ompat et ouvert K du groupe GL2(Af ) des points de GL2à valeurs dans les adèles �nies, et onsidérer le quotient :

MK(C) = GL2(Q) \X ×GL2(Af )/K ,ave X = C−R (double demi-plan de Poinaré). Ce quotient n'est rien d'autre(pourK assez petit) qu'une réunion �nie de quotients du demi-plan de Poinarépar des sous-groupes de ongruene de SL2(Z).Ces objets, à priori des surfaes de Riemann, admettent des strutures devariétés algébriques sur C et sont en fait naturellement des ourbesMK dé�niessur Q, qui possèdent aussi des ompati�ations (lisses) MK . Elles onstituentde façon naturelle un système projetif lorsque K varie : ela est lair du pointde vue analytique et il se trouve que les morphismes du système sont dé�nissur Q.La onstrution des représentations galoisiennes attahées aux formes auto-morphes peut alors s'exprimer par l'égalité suivante qui exprime la déompo-sition de la (limite indutive de la) ohomologie ℓ-adique sous la double ationdu groupe de Galois et du groupe GL2(Af ) :
(∗∗) lim−→

K

H1(MK ⊗Q Q , Qℓ) =
⊕

π

πf ⊗ σ(π) ,où la somme est étendue aux représentations automorphes dont la omposantearhimédienne est DS2 (autrement dit il s'agit du as des formes de poids 2).On obtient une onstrution analogue pour les formes de poids k en remplaçant4



i-dessus le faiseau onstant Qℓ par un système loal ℓ-adique onvenable eten onsidérant les groupes de ohomologie d'intersetion (plus simplement ii,si l'on préfère, l'image de la ohomologie à support dans la ohomologie).Dans la suite et pour simpli�er, je ne onsidérerai que le faiseau onstant etdon les formes de poids 2. Le as général ne présente que de faibles di�érenestehniques, peu importantes du point de vue de et exposé.Notons Mn,H la ourbe MK lorsque K est le produit du sous-groupe deongruene prinipal de niveau n dans GL2(Zp) (onstitué des matriesongrues à 1 modulo pn) par un sous-groupe H de GL2(A
p
f ). Notationanalogue Mn,H pour la ompati�ée. Lorsque n = 0 ette ourbe a bonnerédution en p : sa ohomologie oïnide don ave elle de sa �bre en p, dontl'ensemble des points (muni de l'ation de Frobenius et des opérateurs deHeke) admet une desription expliite. Cela permet d'obtenir le as lassique :déterminer la trae de Frobenius en un p qui ne divise pas le niveau de la formemodulaire. En termes adéliques omme dans la formule i-dessus, on réupèreainsi les représentations automorphes π telles que πp soit une représentation dela série prinipale sphérique (induite de deux quasi-aratères non-rami�és).Dans le as général on montre que Mn,H peut s'obtenir par restrition des sa-laires à partir d'une ourbe dé�nie sur l'extension ylotomique Qpn engendréepar les raines pn-ièmes de l'unité. On dispose d'un modèle Mn,H de Mn,H surl'anneau des entiers Zpn de Qpnet e modèle est lisse sauf aux points supersin-guliers (le shéma Mn,H est un espae de modules pour des ourbes elliptiquesmunies de ertaines strutures et les points supersinguliers sont les points dela �bre spéiale orrespondant à des ourbes elliptiques supersingulières). Deplus la �bre spéiale de Mn,H est réduite et 'est une réunion de omposantesirrédutibles lisses et qui s'intersetent aux points supersinguliers seulement.On a un ompati�é Mn,H qui véri�e des propriétés semblables.On s'intéresse aux groupes de ohomologie Hn,H de :

Mn,H ⊗Qp =
⊔

ι

Mn,H ⊗Qpn ,ι Qp

ι dérivant l'ensemble des plongements de Qpn dans Qp. Si l'on onsidère laréunion :
Mn,H⊗ Zp =def

⊔

ι

Mn,H ⊗Zpn ,ι Zpet si nous notons Mn,H⊗ Fp sa �bre spéiale, alors la théorie des yles éva-nesents produit la suite exate suivante :
0→Hn,H

1 →Hn,H →Hn,H
2ave Hn,H

1 = H1(Mn,H⊗ Fp , Qℓ) et où Hn,H
2 est la somme, pour tous lespoints supersinguliers x de la �bre spéiale, des groupes de yles évanesents5



RΦ1
x : pour un tel x, l'espae RΦ1

x est par dé�nition la ohomologie de la �bregénérique géométrique [X(x)]η de l'henselisé strit de X en x.La �èhe de droite est �presque" surjetive (le groupe GL2(Af ) opère surson onoyau via le déterminant, de sorte qu'auune forme parabolique n'yintervient).Notons H1 (resp. H2, resp. H) les limites indutives, quand n et H varient, dees espaes de ohomologie.Langlands a utilisé dans [La℄ une omparaison entre les formules de traesde Selberg et de Lefshetz (ompte tenu du fait qu'il est possible d'avoir unedesription ombinatoire de l'ensemble des points points de Mn,H⊗ Fp ) etil a ainsi alulé H1. Il est également possible de retrouver le même résultatà partir d'une version de la relation de ongruene, due à Piatetskii-Shapiro([PS℄). Langlands a ainsi obtenu la desription suivante de et espae, munides ations de G(Af ) et Gal(Qp/Qp) :
H1 =

⊕

π

πf ⊗ σ′(πp)où π dérit l'ensemble des représentations automorphes uspidales de GL2(A)telles que π∞ ≃ DS2 et que πp soit une représentation de la série prinipale(inluant les rami�ées) ou bien une représentation spéiale. Dans ette formuleon a σ′(πp) = σ(πp) quand πp est prinipale, tandis que, lorsque πp est spéiale,
σ′(πp) est seulement la �moitié" de la représentation spéiale σ(πp), i.e. sonsous-espae invariant de dimension 1.L'artile de Langlands réglait ainsi le as où la omposante loale πp était unereprésentation de la série prinipale (rami�ée ou non) ou bien spéiale ; le asdes uspidales, qui se retrouvent don toutes, d'après e qui préède, dans lapartie évanesente H2 de la ohomologie, restait omplètement mystérieuse :auun alul diret ne semble possible ar pour n grand les ourbes modulairesprésentent des singularités très ompliquées.2.3. L'idée de Deligne. � L'idée qu'a eue Deligne, peu de temps après, futde ontourner ette di�ulté majeure en reliant la ohomologie évanesente àune représentation U (�représentation loale fondamentale" ) du produit triple
GL2(Qp) × D∗

p ×WQp où Dp désigne le orps de quaternions (unique à iso-morphisme près) de entre Qp et WQp le groupe de Weil. Cette représentationest onstruite de façon purement loale en onsidérant des déformations degroupes formels.Plus préisément, soit Σ un groupe formel de dimension 1 et de hauteur 2 sur
Fp (un tel groupe est unique à isomorphisme près). L'anneau End(Σ)⊗ Q estisomorphe à Dp.Les déformations de Σ munies d'une struture de niveau pn (e qui signi�e,au niveau du moins de la �bre générique, une trivialisation de la pn-torsion6



du groupe) sont représentées par un shéma DefnΣ, qui admet une struturede Zpn-shéma (où Zpn est omme dé�ni i-dessus ). La représentation loalefondamentale est onstruite à partir de la ohomologie de la �bre génériquegéométrique de e shéma :
Φn
Σ = H1(DefnΣ ⊗Zpn

Qp , Qℓ)Cependant, a�n de tenir ompte des ations des di�érents groupes en jeu, ilest préférable de partir d'un groupe formel qui est seulement dé�ni � à isogé-nie près". Il est alors possible de parler de déformations et de strutures deniveau pour un tel objet. Je ne vais pas expliquer ii les détails préis de esonstrutions, pour lesquels je renverrai à [Ca2℄. Je vais simplement exprimer,de façon un peu vague, e que l'on obtient, puis j'expliquerai omment ela estutilisé pour résoudre le problème posé.Ces onstrutions fournissent �nalement un espae de paramètres ∆ ≃ Q∗
pet pour haque x ∈ ∆ un espae vetoriel Φn

x omme i-dessus (es espaesonstituent une sorte de faiseau sur ∆). Sur ∆ agissent les trois groupes
GL2(Qp) (via det), D∗

p (via l'inverse de la norme réduite), et �nalement WQp(via l'inverse de l'homomorphisme de la théorie du orps de lasses) ; es troisations se relèvent au système des Φx, limite indutive des Φn
x.La représentation loale fondamentale est l'espae des setions :

U ⊂ H0(∆,Φ)où Φ désigne le �faiseau" sur ∆ onstitué des Φx dé�nis i-dessus, et qui sontinvariantes sous un sous-groupe ouvert du entre de GL2(Qp) (ei a�n d'avoirune représentation �raisonnable").Il est lassique de dérire l'ensemble des points supersinguliers de la �bre spé-iale lim←−n
Mn,H⊗ Fp omme le quotient

M ss = G(Q) \∆×G(Ap
f )/Hoù l'on a noté G le groupe multipliatif D∗ de l'algèbre de quaternions D sur

Q qui n'est rami�ée qu'en p et ∞ � on remarquera que G(Ap
f ) est isomorpheà G(Ap

f ) ; on �xera un tel isomorphisme, e qui nous permettra dans la suited'identi�er es deux groupes.On démontre alors qu'une desription similaire (sous forme d'un quotient) estaussi valide pour le �faiseau" (au-dessus de l'ensemble des points supersingu-liers) RΦ1 des yles évanesents : on a une identi�ation
RΦ1 = G(Q) \ Φ×G(Ap

f )/HOn obtient ela en utilisant le théorème de Serre et Tate (qui a�rme que les dé-formations formelles d'une ourbe elliptique orrespondent à elles du groupe7



p-divisible sous-jaent), mais on a besoin en plus d'un résultat permettant deomparer les yles évanesents ordinaires et formels. Pour les ourbes un telrésultat a été prouvé par Brylinski (dans un appendie à ma thèse �voir i-dessous) ; des résultats analogues (quoique légèrement di�érents) en dimensionplus grande ont été obtenus par Berkovih et j'en parlerai dans la deuxièmepartie de et artile.On peut don voir (à quelques détails tehniques près que je négligerai dans lasuite) H2 omme l'ensemble des appliations :
f : G(Ap

f )→ Uqui sont G(Q)-équivariantes à gauhe et invariantes à droite sous un sous-groupe ompat ouvert de G(Ap
f ). A une telle f on assoie alors l'appliationsuivante f ′ de G(A) vers U :

f ′(gpfgpg∞) = g−1
p .f(gpf )laquelle est maintenant invariante à gauhe sous G(Q) et à droite invariantesous G(R) et équivariante sous l'ation de G(Qp). On obtient de ette manièreun isomorphisme :

H2 ≃
(
A1 ⊗ U

)G(Qp)où A1 désigne l'espae des formes automorphes sur G de omposante arhimé-dienne triviale. Ce dernier espae se déompose omme une somme ⊕
π dereprésentations automorphes irrédutibles et nous obtenons la formule :

H2 =
⊕

πp
f ⊗ U(π∨

p )où la somme est étendue à l'ensemble des π automorphes de omposante arhi-médienne triviale et où U(π∨
p ) désigne la omposante isotypique (relative àl'ation de G(Qp)) orrespondant à la ontragrédiente de πp.On utilise alors la orrespondane de Jaquet-Langlands entre représentationsde G et elles de G. Loalement en un nombre premier q, 'est une bijetionentre représentations de G(Qq) et représentations de la série disrète de G(Qq)et elle se globalise en une orrespondane entre représentations automorphesde G(A) et de G(A) : à π = ⊗q≤∞πq on assoie π = ⊗q≤∞πq ave πq = πqaux plaes q où D n'est pas rami�ée (don ii toutes les plaes sauf p et ∞)tandis que sinon 'est la représentation de G(Qq) qui orrepond à πq par laorrespondane loale. On montre alors que π est automorphe lorsque π l'est,et qu'on obtient ainsi toutes les représentations automorphes de G(A) dont lesomposantes loales aux plaes rami�ées appartiennent à la série disrète.8



Utilisant ette orrespondane ainsi que la formule (∗∗) i-dessus, on onlutde e qui préède que, pour πp uspidale, la représentation galoisienne orres-pondante restreinte au groupe de Weil loal en p est donnée par :
πp ⊗ σ(π)|Gal(Qp/Qp)

= U(π∨
p )où πp désigne la représentation de G(Qp) qui orrespond à πp par la orres-pondane loale de Jaquet-Langlands.Le point ruial est que σ(π)|Gal(Qp/Qp)

ne dépend que de πp. Une fois qu'onsait ela il est faile de traiter le as des représentations dites �ordinaires" : ils'agit de elles obtenues à partir d'un quasi-aratère du groupe multipliatifd'une extension quadratique de Qp par une onstrution due à Weil (et main-tenant généralisée par e que l'on appelle �l'indution automorphe"). Cetteonstrution loale admet un avatar global. Tant du point de vue loal queglobal, es onstrutions onstituent le pendant automorphe de l'indution àpartir du groupe de Galois d'une extension quadratique. Si maintenant πp estune représentation de Weil loale, alors on est ramené au as où π est glo-balement obtenue à partir d'un aratère de Heke d'un orps quadratique. Iln'est pas di�ile alors de voir (puisque la situation est ontrolée en presquehaque plae) que la représentation galoisienne est globalement induite ; parrestrition au groupe de Galois loal en p on obtient alors e qu'on veut.2.4. Courbes de Shimura. � À la suite de ette lettre informelle de De-ligne, il restait deux questions non réglées : d'une part le problème tehniquede omparer yles évanesents usuels et formels (i.e. dé�nis à partir du om-plété formel) ; d'autre part la question des représentations �extraordinaires"(non induites) était restée ouverte. Ces deux questions ont été résolues dansma thèse (1984). Dans un appendie à e travail, Brylinski avait utilisé un ar-gument utilisant la résolution des singularités (pour les ourbes) pour prouverl'égalité entre yles évanesents usuels et formels, plus quelques résultats deontinuité néessaires au fontionnement orret de l'argument de Deligne.Ma ontribution personnelle a onsisté à étudier les ourbes de Shimura pourdéouvrir que leurs rédutions pouvaient être dérites par une théorie trèssemblable à elle des ourbes modulaires. Une telle ourbe est dé�nie à partird'un orps totalement réel F , muni d'un plongement τ : F →֒ R, et d'unealgèbre de quaternions B/F qui est déployée à la plae τ et rami�ée auxautres plaes arhimédiennes. On désigne par G le groupe multipliatif de B,vu omme groupe algébrique sur Q : G = ResF/Q(B
∗) . Le groupe G(R) estisomorphe au produit GL2(R)×(H∗)d−1, oùH designe le orps des quaternionsde Hamilton et il opère via son premier fateur sur X = C − R (omme plushaut, le �double" demi-plan de Poinaré ).9



Pour K un sous-groupe ompat et ouvert du groupe G(Af ), la ourbe deShimura assoiée peut être dé�nie analytiquement omme le quotient analogueà elui qui dé�nissait les ourbes modulaires :
MK(C) = G(Q) \X ×G(Af )/K ,et e n'est d'ailleurs rien d'autre qu'une réunion �nie disjointe de quotients

Γi \ X+ du demi-plan de Poinaré par des sous-groupes disrets de SL2(R).On retrouve les ourbes modulaires lorsque F = Q et que B est déployée,tandis que dans les autres as les ourbes obtenues sont propres.D'après Shimura, es ourbes admettent un modèle �anonique" sur le orps F(plongé dans C via τ). Pour K variant, elles onstituent un système projetifde ourbes sur F .Comme dans le as des ourbes modulaires, on montre que l'on peut utiliseres ourbes pour onstruire des représentations ℓ-adiques de dimension 2 dugroupe Gal(F/F ) : on déompose pour ela la limite indutive des groupes deohomologie ℓ-adique et l'on obtient la formule suivante analogue à la formule
(∗∗) i-dessus :

(∗ ∗ ∗) lim−→
K

H1(MK ⊗F F , Qℓ) =
⊕

π

πf ⊗ σ(π)la somme étant étendue aux représentations automorphes de G(A) de ompo-sante arhimédienne triviale aux plaes 6= τ et telles que πτ ≃ DS2.Cela donne une onstrution de représentations galoisiennes σ(π) de degré 2 as-soiées aux π qui interviennent. Via la orrespondane de Jaquet-Langlands,es dernières orrespondent à des formes modulaires de Hilbert de poids paral-lèle 2. En remplaçant le faiseau onstant par des systèmes loaux onvenables,on peut obtenir des omposantes arhimédiennes (des poids) plus générales.Une des di�ultés tehniques essentielles que l'on renontre lorsque l'on tented'étudier la rédution de es ourbes de Shimura est qu'elles ne représententpas de façon naturelle un problème de modules (dé�ni en termes de shémasabéliens polarisés munis de ertaines ations et de ertaines strutures de ni-veau). Ce n'est toutefois pas loin d'être le as : il existe une famille de groupes
G′ (admettant le même groupe dérivé que G) telles que les ourbes de Shimura
M ′

K ′ dé�nies à partir de G′ plut�t que de G soient solution d'un tel problèmede modules, mais dé�ni en général sur un orps F ′ di�érent de F . Les ourbes
M ′

K ′ sont très prohes des MK : elles ont, en un sens que je ne vais pas her-her à préiser, les mêmes omposantes onnexes. On peut reonstituer assezfailement (bien que ela soit tehniquement embrouillé) MK par une sorte dereollement des M ′
K ′ .Au bout du ompte, on s'aperçoit en étudiant ainsi la rédution d'un modèleentier des MK ⊗ Fp en une plae p de F où B est déployée qu'il existe sur emodèle (ou plut�t sur une limite projetive onvenable) un groupe p-divisible10



E dé�ni de façon anonique et qui joue le r�le du groupe p-divisible assoiéà la ourbe elliptique universelle sur les ourbes modulaires. Ce groupe esten fait muni d'une ation de l'anneau Op des entiers de Fp et il onstitue eque Drinfeld avait nommé un �Op-module divisible". En un point x de la �brespéiale deux as sont possibles : ou bien Ex est isomorphe à une extensiond'un groupe de Lubin-Tate par le module onstant Fp/Op (as ordinaire), oubien e groupe est isomorphe à l'unique module in�nitésimal de hauteur 2 (voirplus bas pour des dé�nitions plus préises). Tout ela généralise des hoses bienonnues dans le as des ourbes modulaires. Les points supersinguliers de esourbes onstituent des ensembles �nis desriptibles de façon analogue à equ'on a dit plus haut dans le as des ourbes modulaires. De plus on a unavatar du théorème de Serre et Tate qui permet de aluler le omplété formelen un point de nos ourbes omme un espae de déformations (ave struturesde niveau) du Op-module divisible orrespondant. Ces similarités permettentd'adapter les méthodes de Langlands et de Deligne et de prouver les résultatsvoulus en une plae p où πp est soit prinipale, soit uspidale ordinaire.2.5. Représentations extraordinaires. � Expliquons maintenant om-ment prouver le théorème i-dessus à partir de e qui préède. Le as qu'ilnous reste à traiter est elui où πp est une représentation uspidale extraor-dinaire et ela orrespond au fait que σ(πp) est �primitive" (non induite parun aratère du groupe de Galois d'une extension quadratique de Qp). Lesreprésentations induites ont pour image dans le groupe PGL2 un sous-groupediédral. Les représentations primitives de degré 2 ont une image projetiveisomorphe soit au groupe alterné A4 soit au groupe symétrique S4 (le as A5étant exlu puisque les groupes de Galois loaux sont résolubles).Chaun des deux groupes possibles admet des 2-sous-groupes de Sylow qui sontdes groupes diédraux ; plus préisément il en existe un seul (distingué) dans leas A4 tandis qu'on en a 3 dans le as S4 et l'on hoisit arbitrairement l'undes 3.Dans les deux as il orrespond à e sous-groupe de Sylow, qui est d'indie 3,une extension ubique Fp de Qp, qui est galoisienne dans le as A4 mais nondans le as S4. La théorie automorphe produit un fonteur de hangement debase qui à une représentation (admissible, irrédutible) de GL2(Qp) en asso-ie une de GL2(Fp). Loalement e n'est rien d'autre que e qui orrespond,via la orrepondane de Langlands loale, à la restrition d'une représenta-tion galoisienne de WDQp à WDFp , et es fonteurs aux di�érentes plaes seglobalisent en une opération qui fait passer d'une représentation automorphede GL2(AQ) à une autre de GL2(AF ), pour F une extension ubique de Q(habituellement on ne sait faire e hangement de base que dans le as desextensions galoisiennes yliques, le as ubique non galoisien onstituant uneexeption et résultant de travaux de Jaquet, Piatetskii-Shapiro et Shalika).11



On hoisit alors un orps ubique totalement réel F tel que F⊗Qp ≃ Fp. Notons
Π la représentation automorphe de GL2(AF ) assoiée à π par hangement debase. Alors Πp, assoiée à la restrition (diédrale d'après le hoix de Fp) de
σ(πp) au groupe de Weil de Fp, est une représentation ordinaire. De e quipréède on déduit que la représentation galoisienne ℓ-adique assoiée à π, quin'est autre bien sûr que la restrition de σf,ℓ au groupe de Galois de F , est eque l'on espère à la plae p. On onlut alors en remarquant ('est un simpleexerie de théorie des groupes) que la représentation σ(πp) est aratériséepar sa restrition à Gal(F p/Fp) et par son déterminant (qui est onnu ii).Pour onlure e paragraphe, mentionnons que l'on a un analogue du théo-rème préédent pour les représentations assoiées aux formes modulaires deHilbert sur des orps totalement réels et que e théorème se démontre de façonanalogue. Dans le as du orps Q on a une preuve di�érente, due à LouiseNyssen [Ny℄, qui ne fait pas usage des ourbes de Shimura. Elle utilise plut�tun argument de ongruene ave des formes de poids 1.3. Le as de la dimension supérieure3.1. La représentation loale fondamentale en dimension supérieure.� La généralisation de notre représentation loale en dimension supérieuren'est pas très di�ile dans son prinipe : il su�t de onsidérer des modulesformels de hauteur supérieure à 2.Donnons quelques dé�nitions plus préises que e que nous avons fait jus-qu'alors. Soit K un orps loal non arhimédien, de orps résiduel k �ni donton note p la aratéristique et q le ardinal. K est don soit un orps p-adique(extension �nie de Qp) soit isomorphe au orps Fq((t)) des séries de Laurentformelles en une variable. Notons O l'anneau des entiers de K et �xons uneuniformisante ̟. Nous désignerons par Ônr l'anneau des entiers du omplétéd'une extension non-rami�ée maximale Knr de K.On appelle O�module formel (de dimension 1) sur une O�algèbre R un groupeformel Σ de dimension 1, muni d'une ation de l'anneau O, de telle sorte quel'ation dérivée sur Lie(Σ) soit donnée par le morphisme strutural O → R.Dans le as où R est un orps extension du orps résiduel k deK, on peut dé�nirla hauteur h de Σ de la façon suivante : une oordonnée X sur le groupe formelétant hoisie, qh est alors l'ordre de la série formelle en X qui exprime l'ationde ̟ (dans la suite et ordre et don la hauteur seront toujours �nis). On neonfondra pas ette notion ave la hauteur de Σ vu simplement omme groupeformel (dans le as oùK est un orps p�adique, la hauteur du groupe est égale à
h.deg[K : Qp]). Lorsque K = Qp, un Zp-module formel n'est rien de plus qu'ungroupe formel. Ces objets ont été étudiés par Drinfeld ([Dr1℄) au début desannées 70 dans son travail sur les �modules elliptiques". Les résultats habituels12



sur les groupes formels se transposent sans di�ulté. En partiulier, sur k,l�ture algébrique du orps résiduel de K, il existe un unique (à isomorphismeprès) module formel Σh de hauteur h. L'anneau des endomorphismes de Σh estisomorphe à l'ordre maximal du orps gauhe DK,h de entre K, de dimension
h2 et d'invariant 1/h dans le groupe de Brauer.On s'intéresse à la théorie des déformations de Σh, autrement dit au fonteur
Def qui à une Ônr�algèbre artinienne R de orps résiduel k assoie l'ensembledes lasses d'isomorphisme de déformations de Σh sur R (O�modules formelssur R munis d'un isomorphisme entre leur rédutions modulo l'idéal maximalde R et Σh). On peut montrer que Def est (pro-)représentable par un shémaformel que nous noterons Def0Σ ; on a en fait un isomorphisme

Def0Σ ≃ Spf
(
Ônr[[T1, T2, . . . Th−1]]

)Nous noterons Σ̃h la déformation universelle de Σh.On dé�nit pour haque entier m ≥ 1 un shéma formel DefmΣ au-dessus de Def0Σomme le lassi�ant des strutures de niveau m sur le groupe Σ̃h. Au-dessus dela �bre générique de Def0Σ, une telle struture est simplement la donnée d'unisomorphisme entre (̟−mO/O)h et la ̟m-torsion du module formel, et on a lanotion de �base de Drinfeld" (qu'il est peu important de onnaître préisémentpour la suite de et exposé) qui permet de dé�nir ette notion même sur la�bre spéiale.Lorsque m′ > m on a une inlusion évidente de (̟−mO/O)h dans
(̟−m′O/O)h qui permet de �restreindre" une base de niveau m′ en unede niveau m. Cela dé�nit une projetion de Defm

′
Σ sur DefmΣ . D'autre partle groupe GLh(O) agit de façon naturelle sur les strutures de niveau etela dé�nit des ations de e groupe sur les di�érents espaes DefmΣ , ationsompatibles aux projetions i-dessus. On voit failement que la projetion de

DefmΣ sur Def0Σ onstitue un revêtement galoisien de groupe GLh(O/̟mO).Ce revêtement est étale en �bre générique, mais au ontraire très rami�éau-desssus de la �bre spéiale.Dans l'artile [Ca3℄ j'avais essayé de généraliser de façon un peu naïve la ons-trution faite dans le as de la dimension 1 et expliquée dans la première partiede et exposé : l'idée était de onsidérer la ohomologie (en degré médian h−1)de la �bre générique de DefmΣ . Toutefois et espae de yles évanesents formelsne semble pas avoir en dimension plus grande les bonnes propriétés (analoguesau résultat de Brylinski mentionné plus haut) qu'il présente pour les ourbes.Un bonne onstrution des groupes de yles évanesents dans e ontexte aété fournie par Berkovih (f. [Be1℄ [Be2℄ [Be3℄) dans le adre de sa théoriedes espaes analytiques p-adiques. Je renvoie le leteur intéressé par la théoriede Berkovih à l'exposé de Duros au séminaire Bourbaki [Du℄. C'est pour detoutes autres raisons que Berkovih avait développé ette nouvelle théorie des13



espaes analytiques p-adiques, mais elle s'est avérée onstituer un adre parfaitpour le développement d'une bonne théorie de la ohomologie étale ℓ-adique.Par une heureuse oïnidene, il a ompris ela préisément au moment oùla ommunauté automorphe avait besoin de es résultats, e qui a onstituépour lui un préieux enouragement et un test immédiat ; et ela a permis parailleurs des avanées inespérées du �té automorphe.On onsidère don les espaes de yles évanesents ℓ�adiques (où ℓ 6= p est unnombre premier �xé) assoiés par la théorie de Berkovih à la �bre génériquede DefmΣ (laquelle est de façon naturelle un espae analytique p�adique). Nousnoterons es espaes Ψi
K,ℓ,h,m (ou plus simplement Ψi

h,m lorsque K et ℓ seront�xés). Lorsque m varie, ils onstituent un système indutif (à morphismesinjetifs) de limite (réunion) Ψi
h.On a déjà vu que le groupe GLh(O) agissait sur l'espae DefmΣ (ation surla struture de niveau). D'autre part, Le groupe O∗

Dh
des éléments inversiblesde l'ordre maximal ODh

du orps gauhe Dh = DK,h est le groupe des au-tomorphismes de Σh et en tant que tel il agit sur l'espae de la déformationuniverselle et sur Σ̃h. Ces deux groupes agissent don sur les Ψi
h,m, et aussisur leur limite (ations qui ommutent entre elles). On a en�n une ation dugroupe d'inertie Gal(K/Knr).Il est possible (en onsidérant les isogénies) d'étendre es ations en une ationdu sous-groupe :

Ah ⊂ GLh(K)×D∗
h ×WKonstitué des triples (g, d, w) qui véri�ent la relation : det(g)−1N(d)Cl(w) ∈

O∗, où N désigne la norme réduite et Cl : WK → K∗ l'appliation de réipro-ité de la théorie du orps de lasses.Dans [Ca3℄ j'avais dé�ni la �représentation loale fondamentale" U = Uh,K eninduisant de Ah au produit GLh(K)×D∗
h×WK la représentation Ψh−1

h . Pour
χ un aratère (à valeurs dans Qℓ

∗) du groupe K∗, notons U(χ) le sous-espaede U où le entre de GLh(K) agit par χ.A l'époque où j'avais rédigé et artile les dé�nitions de Berkovih n'étaientpas enore onnues et j'avais dé�ni les hoses �naïvement" (onsidérant la o-homologie de la �bre générique, vue algébriquement). De e fait la onjetureque j'avais énonée n'était pas orrete, elle le devient �presque" en rempla-çant e point de vue naïf par elui de Berkovih. La onjeture prédisait unedéomposition :
U(χ) =

⊕
π ⊗ j(π)∨ ⊗ L(π)′14



où π dérit l'ensemble des représentations, de aratère entral χ, de la sériedisrète de GLh(K). Les deux autres onstituants du produit tensoriel sont
j(π)∨, la ontragrédiente de la représentation de D∗

h assoiée à π par la or-respondane de Jaquet-Langlands généralisée (onnue à l'époque seulementdans le as des orps p-adiques, le as des orps de fontions est beauoup plusréent et dû à Badulesu). L désigne la orrespondane de Langlands loale,onvenablement normalisée (entre représentations de GLh(K) et représenta-tions du groupe de Weil, et qui n'était alors établie que pour h = 1, 2 ou 3.)En�n L(π)′ désignait un quotient de L(π) (di�érent de L(π) seulement dansle as où π n'est pas uspidale).La onjeture ainsi énonée est vraie pour h = 1 : 'est un exerie de véri�erqu'elle ne onstitue qu'une reformulation de la théorie de Lubin-Tate. Elle l'estaussi pour h = 2 sur un orps p-adique : 'est e qu'il résulte de mes travauxissus de la méthode de Deligne et dont j'ai donné une idée dans le paragraphepréédent. Pour h > 2 la partie de ette onjeture relative aux uspidalesest vraie ; autrement dit la partie isotypique orrespondant à π (ou j(π)∨) estbien elle que l'on attend : ela a été prouvé par Boyer en 1998 dans le asdes orps d'égale aratéristique puis, peu de temps après, par Harris et Taylordans un travail où ils prouvaient l'existene de la orrespondane de Langlandsloale pour les orps p-adiques (dont on avait démontré l'existene, en égalearatéristique, dans l'artile [LRS℄ de Laumon, Rapoport et Stuhler). Dans leas des représentations non uspidales, les hoses sont plus ompliquées et ontété éluidées, plus réemment, par Boyer (voir plus bas). Pour obtenir tous esrésultats on utilise de nouveau une omparaison entre le �loal" et le �global"qui onsiste à exprimer des groupes de yles évanesents de ertaines variétésde Shimura (ou de leurs analogues sur les orps de fontions) en termes deette représentation loale fondamentale. Dans le paragraphe suivant je vaisdire quelques mots au sujet des variétés de Shimura qui interviennent et jerenverrai aux artiles originaux, ou bien à mon exposé [Ca4℄ au séminaireBourbaki, pour plus de détails.3.2. Variétés de Shimura assoiées à ertaines formes de groupesunitaires. � Les variétés onsidérées sont elles attahées à des formes degroupes unitaires. Plus préisément, on peut dé�nir un tel groupe G de la façonsuivante : partant d'un orps totalement réel F , on note F ′ le omposé de Fave un orps quadratique imaginaire E. On se donne une algèbre à division
B de entre F ′ et de degré n2, munie d'une involution ∗ de seonde espèe(i.e. qui induit sur F ′ la onjugaison par rapport à F ) et positive. On onjugueette involution par un élément β tel que β∗ = −β, et l'on obtient ainsi uneseonde involution ♯ (autrement dit x♯ = βx∗β−1).15



Le groupe auquel on s'intéresse est le groupe G assoié à ette involution ♯ :'est un groupe rédutif dé�ni sur Q dont l'ensemble des points à valeurs dansune Q�algèbre R est donné par :
G(R) = {g ∈ B ⊗R ; bb♯ ∈ R∗} = {g ∈ B ⊗R ; bβb♯ ∈ βR∗}C'est une forme intérieure du groupe de similitudes unitaires de degré n assoiéau orps F . Il est possible de hoisir β de telle sorte qu'aux plaes arhimé-diennes e groupe soit le produit d'un groupe de type (n − 1, 1) et de (d − 1)groupes de type (n, 0). Le groupe G(R) opère via le premier fateur sur la bouleunité X de Cn−1, qui onstitue l'espae hermitien symétrique assoié.Dans ette situation, on peut dé�nir les variétés de Shimura assoiées ShU , ave

U un sous�groupe ompat ouvert de G(Af ). Ce sont des variétés algébriquesprojetives dé�nies sur le orps F , dont l'ensemble des points omplexes estdonné par :
ShU (C) = G(Q) \ [X ×G(Af )/U ]Comme dans le as des ourbes, ShU (C) est en fait une réunion de quotients

Γ \X de X par des groupes de ongruene Γ de G(R).D'après Shimura (voir [De2℄), ShU admet sur le orps F un modèle que l'onpeut (à quelques ompliations tehniques près, que je passerai sous silene)dérire en termes d'un problème de modules faisant intervenir des variétésabéliennes A à isogénie près de dimension dn2, munies d'une ation de B,d'une polarisation et d'une struture de niveau, telles que l'involution de Rosatiassoiée induise l'involution ∗ sur B ; une ondition dérivant l'algèbre de Liede A doit être satisfaite.Utilisant e problème de modules, il est possible de dérire la rédution desvariétés ShU en une plae P de F , de aratéristique résiduelle p, telle que leorps E soit déomposé en p et que l'algèbre B soit déployée aux deux plaesde F ′ qui relèvent P. On note P1 = P, et P2 · · ·Pr les autres plaes de Fde aratéristique résiduelle p. On les relève en des plaes P′
i de F ′ (au dessusd'une même plae de E). Le groupe G(Qp) est isomorphe à Q∗

p ×GLn(FP1)×
B∗

P′
2
× · · · × B∗

P′
r
. On suppose que le sous-groupe U est déomposé en unproduit Up × Up, ave Up ⊂ G(Ap

f ) (adèles �nies sans la omposante en p) etque Up ⊂ G(Qp) est lui-même déomposé en le produit du sous-groupe Z∗
p de

Q∗
p et de sous-groupes UP1 ⊂ GLn(FP1) et UP′

i
⊂ B∗

P′
i
.Dans es onditions, on montre que notre variété a bonne rédution lorsque

UP1 est le sous groupe ompat maximal GLn(OF,P) ⊂ GLn(FP) tandis que,lorsque UP1 est un sous-groupe de ongruene dans GLn(OF,P), ette variétéprésente une mauvaise rédution dont la théorie généralise elle des ourbes16



modulaires. Nous noterons enore ShU un modèle sur O = OF,P de notrevariété.La raison fondamentale de ette similitude ave la rédution des ourbes modu-laires est que toute la théorie de la rédution des variétés que nous onsidéronsest gouvernée par un OF,P-module divisible G qui joue le r�le du groupe p-divisible de la ourbe elliptique universelle sur les ourbes modulaires. C'étaitd'ailleurs déjà e fait qui permettait de omprendre la rédution des ourbesde Shimura en une plae de déploiement de l'algèbre de quaternions.Donnons une idée approximative de la onstrution de e module divisible, quionstitue un moreau du groupe p-divisible d'un shéma abélien : le shéma demodules (dé�ni sur O = OF,P) assoié à la variété de Shimura fait intervenirun shéma abélien A (qu'on préfère maintenant ne plus onsidérer à isogénieprès) polarisé, muni d'une ation d'un ordre OB ⊂ B ; et ordre doit êtrestable par l'involution ∗, tel que sa omplétion en p soit maximale, et tel que
OB,P1 = Mn(OF,P1) = Mn(O).On déompose ensuite le groupe p-divisible assoié àA sous l'ation de l'algèbre
OF⊗Zp ⊂ OB⊗Zp. On obtient de la sorte une somme direte faisant apparaîtreles di�érentes plaes P′

i ainsi que leurs onjuguées (par rapport à F ) P′′
i :

Ap∞ = AP′∞
1
⊕AP′∞

2
⊕ · · · ⊕ AP′∞

r
⊕AP′′∞

1
⊕AP′′∞

2
⊕ · · · ⊕ A P′′∞

rLes onditions mentionnées plus haut et portant sur l'algèbre de Lie forentles groupes AP′′∞
2
· · · AP′′∞

r
à être ind-étales (e qui fait que les struturesde niveau sont les �mêmes" qu'en aratéristique 0). D'autre part, AP′′∞

1
estun Mn(O)-module et se déompose de e fait (�équivalene de Morita") en lasomme de n opies d'un O-module noté G. Alors les onditions imposées fontque G est un O�module divisible de dimension in�nitésimale 1 et de hauteurtotale n.C'est e groupe qui joue un r�le fondamental. Ses déformations permettentde reonstituer elles de AP′′∞

1
puis de tout Ap∞ (en e�et, les déformationsdes AP′′∞

i
sont triviales pour i > 1 et l'on a une dualité de Cartier qui pourhaque i lie AP′∞

i
et AP′′∞

i
). Ainsi on a un analogue du théorème de Serre-Tate. Lorsque le groupe UP1 est un sous groupe de ongruene distint de

GLn(O), la mauvaise rédution se dérit en termes de strutures (bases deDrinfeld) sur e module G.Sur la �bre spéiale ShU |s = ShU ⊗O k la hauteur de la partie in�nitésimale(resp. étale) de G varie entre 1 et n et ela dé�nit une strati�ation de ette17



�bre. On notera dans la suite ShU
[h]
|s le lieu où la hauteur de la partie étaleest ≤ h (e sont des fermés, qui onstituent une suite roissante) et ShU

(h)
|sle omplémentaire de ShU

[h−1]
|s dans ShU

[h]
|s (loalement fermé de dimension

h). En partiulier ShU
[0]
|s = ShU

(0)
|s est onstitué d'un nombre �ni de points�supersinguliers" (tels que le groupe G soit purement in�nitésimal). Les ylesévanesents le long de ShU

(h)
|s sont liés aux déformations de Σn−h et don àla représentation loale Ψi

n−h. Le lien exat a été éluidé par Harris et Taylor([HT℄) et nous allons dans le paragraphe suivant donner une idée de leursonstrutions.En égale aratéristique p, autrement dit sur les orps de fontions d'une va-riable sur un orps �ni, on a des analogues loaux des variétés de Shimuraassoiés à nos groupes unitaires. On pourrait partir des variétés modulairesde Drinfeld (lassi�ant des �modules elliptiques") ou bien des Chtoukas. On aplut�t travaillé ave des analogues propres, onstruits pas Laumon, Rapoportet Stuhler ([LRS℄). Ces variétés sont également gouvernées par un O-moduledivisible.3.3. Thèse de Boyer et travaux de Harris-Taylor. � La thèse de PasalBoyer a onstitué le premier pas vers une généralisation en dimension supé-rieure de la méthode de Deligne. Dans e travail, il se plae en égale aratéris-tique et parvient à démontrer le résultat voulu en généralisant ette méthode auas des variétés de Deligne-Rapoport-Stuhler. Un point important dans ettethèse onsistait à établir un analogue, dans ette situation, du théorème deSerre et Tate. Une autre étape essentielle onsistait à montrer que les stratesautres que la strate supersingulière ne pouvaient ontribuer aux représenta-tions uspidales de GLn (e qui généralise des idées ontenues dans l'artile[PS℄ de Piatetskii-Shapiro). Ave tout ela il pouvait appliquer une méthodesemblable à elle de Deligne : il montrait en gros que la représentation loalefondamentale réalise - du moins dans sa partie reliée aux uspidales - une or-respondane entre représentations des trois groupes GLn(K),D∗
n etWK qui estla orrespondane de Jaquet-Langlands généralisée entre les deux premiers.Par aileurs, elle est telle que la représentation du groupe de Weil ainsi asso-iée à une représentation uspidale πv oïnide ave la restrition au groupede Weil loal d'une représentation galoisienne provenant d'une représentationautomorphe Π de omposante loale πv. Or pour les orps de fontions, on saitque les représentations loales automorphes et galoisiennes se orrespondentpartout par la orrespondane de Langlands loale (dont on démontre ainsi18



l'existene [LRS℄) : ela est une onséquene du fait que l'on sait que les fon-tions L admettent des équations fontionelles ave des onstantes exprimablesen termes de onstantes loales.Pour les orps de nombres, la situation paraissait moins favorable ar s'il étaitrelativement lair que les travaux de Boyer pouvaient s'étendre à e as, on neonnaissait pas l'existene de la orrespondane de Langlands loale dans e as(ni les bonnes propriétés requises des fontions L). A l'époque, j'étais pessimistesur ette question et ne pensais pas que es méthodes géométriques, que j'avaispourtant ontribué à promouvoir, puissent donner les résultats voulus.Mais j'avais tort... Que ela soit possible résulte d'une idée, rétrospetivementassez élémentaire, mais fondamentale et qui m'avait omplétement éhappé.C'est Harris (dans [Har2℄) qui a déouvert ela. Expliquons, de façon un peuapproximative, de quoi il s'agit. Utilisant la représentation loale fondamentale,on assoie à haque représentation uspidale π de GLn(K) une représentationgaloisienne σn(π). Il est alors possible, en ne onsidérant que les points super-singuliers des variétés de Shimura disutées au numéro préédent (et asoiées àun groupe unitaire en n variables) de montrer que ette appliation σ �alule"la restrition en une plae (où le groupe est déployé) de la représentation galoi-sienne attahée à une représentation automorphe Π de omposante uspidaleen ette plae.L'idée de Harris onsiste à étendre ette appliation σ aux induites irrédutiblesde uspidales. Soit n un entier, dont on se donne une partition n = n1 + n2 +
· · ·+nk. Si π1, · · · πk sont des représentations uspidales des groupes GLni(K),on note π = π1 × π2 × · · · × πk l'induite (indution unitaire) à partir duparabolique de GLn(K), assoié à la partition onsidérée, de la représentation
π1 ⊗ π2 ⊗ · · · ⊗ πk (une représentation du sous-groupe de Levi que l'on étendtrivialement). On suppose que ette induite est irrédutible. Alors on lui assoiela représentation galoisienne :
σ̃n(π) = σn1(π1)⊗ | |n1−n

⊕
σn2(π2)⊗ | |n2−n

⊕
· · ·

⊕
σnk

(πk)⊗ | |nk−nSupposons qu'il soit enore vrai que ette appliation �alule" (à semi-simpli�ation près) la restrition en une plae de la représentation galoisienneattahée à une représentation automorphe Π de omposante π, non néessai-rement uspidale. Alors les appliations σh véri�ent bien les onjetures deLanglands loales (une propriété qui signi�e que des fateurs epsilon, que l'onsait dé�nir tant du �té automorphe que galoisien, sont préservés). Harris adéouvert que ette propriété était une onséquene du théorème d'indutionde Brauer, des propriétés des fateurs ǫ loaux et de l'existene de l'indutionautomorphe et de la onstrution des représentations galoisiennes attahéesaux formes automorphes. 19



Le ÷ur du travail de Harris et Taylor onsiste a prouver ette propriété etela néessite de omprendre non pas seulement les yles évanesents auxpoints supersinguliers du shéma ShU mais aussi le long des di�érentes strates
ShU

(h)
|s . La struture de e shéma le long d'une telle strate est ontr�lée par lesdéformations du O-module divisible G, dont la partie étale Get est loalementisomorphe à (̟−mO/O)h et la partie in�nitésimale G0 à Σn−h.Supposons, omme au paragraphe préédent, que le sous-groupe U est déom-posé en un produit de sous-groupes relatifs aux di�érentes plaes de F . Onérit U = UP × UP, où UP désigne la omposante en P et UP le produitde toutes les autres. On suppose de plus que UP = Um

P oïnide ave le m-ième groupe de ongruene dans GLn(OF,P). On note alors Shm,UP la variétéorrespondante (ainsi qu'un modèle sur l'anneau O). Un tel modèle est lisselorsque m = 0 et devient rami�é dès que m > 0.Pour omprendre les yles évanesents le long des di�érentes strates, on in-troduit les variétés d'Igusa (généralisant les ourbes du même nom qui inter-viennent dans la théorie des ourbes modulaires). Ce sont des variétés sur leorps résiduel k. Les variétés d'Igusa de première espèe sont les revêtements,notés I(h)
UP ,m

, de la partie Shm,UP
(h)
|s de la �bre spéiale où Get est de hauteur h.Un tel revêtement est dé�ni omme lassi�ant les isomorphismes (strutures deniveau partielles) entre (̟−mO/O)h et (G)et̟m . Il est étale galoisien de groupe

GLh(O/̟mO).La variété d'Igusa I
(h)

UP ,m
est la �bre spéiale d'un shéma formel I(h)∧

UP ,m
, las-si�ant les strutures de niveau étales partielles omme plus haut, au dessusdu omplété de Sh0,UP le long de sa �bre spéiale Sh0,UP

(h)
|s . On peut dé�nirau-dessus de I

(h)

UP ,m
un revêtement noté I

(h)∧
UP ,m

(t) (ette fois-i très rami�é audessus de la �bre spéiale) qui lassi�e les bases de Drinfeld partielles :
(̟−tO/O)n−h → (G)0̟tvers la partie formelle (G)0̟t de (G)̟t . Ce revêtement onstitue un modèleformel de Shm,UP au voisinage de sa �bre spéiale et la théorie de Berkovihnous permet alors d'identi�er les espaes yles évanesents que nous voulonsaluler à eux de I

(h)∧
UP ,m

(m).Notons Φj(t) e faiseau de yles évanesents (au-dessus de I
(h)

UP ,m
). Il s'agitd'exprimer e faiseau en termes de la représentation loale fondamentale. Enun k-point x de la �bre spéiale, l'espae des déformations de Gx se projettesur elui des déformations de la partie formelle G0x et on véri�e sans peine que20



ette projetion est formellement lisse. Si l'on �xe un isomorphisme entre G0xet Σn−h, on obtient alors un isomorphisme entre les espaes orrespondantsde déformations et don entre les espaes de yles évanesents Φj(t) et Ψj
n−h,t.Mais le groupe G0 n'est pas onstant et il n'existe don pas de tel isomorphismesur I

(h)

UP ,m
. Pour remédier à ela, on introduit les variétés d'Igusa de seondeespèe :

J
(h)

UP ,m,s
−→ I

(h)

UP ,m
⊗k kqui lassi�ent les isomorphismes entre les sous-groupes de points de ̟s�torsiondu groupe Σn−h et du groupe G0. Ces revêtements onstituent (pour s variant)un système projetif de revêtements étales de I(h)Uw,m⊗k k, de groupe de Galois

O∗
Dn−h

. Intuitivement e système trivialise notre groupe G0 et don le faiseaudes yles évanesents, qui devient sur la limite isomorphe à Ψj
n−h,t. Utilisantla théorie de Berkovih et un passage à la limite (un peu déliat) on peute�etivement montrer que le faiseau des yles évanesents sur I

(h)

UP ,m
⊗k kest elui obtenu à partir de faiseau onstant Ψj

n−h,t sur la limite projetivedes J
(h)

UP ,m,s
par passage au quotient par O∗

Dn−h
(lequel opère, rappelons-le,sur la représentation loale). Cela peut s'exprimer autrement, en onsidérantl'ensemble des représentations (admissibles, irrédutibles) ρ de D∗

n−h (modulotorsion par un araère non rami�é). Chaune dé�nit (à partir du systèmeprojetif des variétés d'Igusa de seonde espèe) un système loal F(ρ) sur
I
(h)

UP ,m
. On obtient alors un isomorphisme :

Φj(t) =
⊕

ρ

F(ρ)⊗Ψj
n−h,t(ρ) .Telle est la relation entre les yles évanesents et la représentation loale.Harris et Taylor utilisent ensuite une méthode englobant à la fois elle deDeligne dont nous avons expliqué le prinipe dans la première partie, et elleinitiée par Langlands et qui onsiste à omparer les formules des traes deSelberg et de Lefshetz. On doit pour ela dérire l'ensemble des points desvariétés d'Igusa, munies des ations des di�érents groupes qui interviennent. Lerésultat obtenu �nalement �ave une extrême virtuosité� prouve �nalement quela restrition au groupe de Galois loal en P peut se aluler de façon purementloale, et 'est e que l'on voulait. On peut alors onlure en appliquant lerésultat de Harris expliqué i-dessus.Énonçons le résultat qu'ils obtiennent. On part d'une représentation auto-morphe Π qui apparaît dans la ohomologie (à valeurs dans un faiseau) denotre variété de Shimura. On note R(Π) la représentation galoisienne orres-pondante ; on ne �xe pas le degré de ohomologie mais on onsidère plut�t21



la représentation virtuelle (−1)n−1
∑

i(−1)i[Ri(Π)]. Supposons que la ompo-sante loale en P est une induite Πp = π = π1 × π2 × · · · × πt de uspidales.Alors la représentation (virtuelle) [R(Π)], restreinte au groupe de Weil loalen p (e qu'on note par un indie p), est donnée par la formule :
n[R(Π)p] = dim([R(Π)])[σ̃n(Πp)].3.4. Autres travaux, et résultats plus réents. � Dans et exposé, jeme suis attahé à un aspet partiulier de ette théorie, qui onsiste en l'étudedes yles évanesents pour des variétés de Shimura assoiées à des groupesunitaires d'un ertain type, en une plae où le groupe est déployé (isomorpheà GLn(K)). On a des résultats semblables en une plae où le groupe est iso-morphe au groupe multipliatif du orps gauhe D∗

K,n de entreK de dimension
n2 et d'invariant 1/n. Les espaes qui interviennent sont alors des espaes ana-lytiques p-adiques : le demi-plan généralisé de Drinfeld Ωn

K onsiste en l'espaeprojetif de dimension n−1 privé de tous ses hyperplans rationnels, et Drinfeld([Dr2℄) en a onstruit une famille de revêtements Revn,mK . La ohomologie dees objets fournit enore des représentations du produit GLn(K)×D∗
n ×WK .On obtient ainsi une seonde représentation loale fondamentale et on montrequ'elle possède exatement les mêmes propriétés que elle dérite ii : pour lesorps de fontions ela résulte du travail de Thomas Hausberger [Hau℄ tandisque dans les as des orps p-adiques ela résulte de [Har1℄ et [HT℄. Cela avaitété onjeturé (du moins impliitement) par Drinfeld dès le milieu des années70.La relation entre es deux types d'objets géométriques, qui produisent au boutdu ompte des représentations identiques, a été pendant longtemps une ques-tion ouverte. Ceux dont nous avons parlé plus haut onstituent un systèmede revêtements, de groupe GLn(OK), d'une base où opère OD∗

n
. Pour euxdu type Drinfeld, les groupes jouent des r�les symétriques, i.e. 'est GLn(K)qui opère sur Ωn

K (ation évidente) tandis que les revêtements admettent pourgroupes de Galois des quotients de OD∗
n
.Ce n'est qu'assez réemment que Faltings [Fal℄ (voir aussi [FGL℄) est parvenuà prouver que les limites projetives des deux systèmes (vues dans une atégorieonvenable) oïnidaient.La méthode de Harris et Taylor, fondée sur des aluls de formules de traes,ne déterminait que des représentations virtuelles, sommes alternées des espaesorrespondant aux di�érents degrés de ohomologie. Cela permet d'obtenir es-sentiellement la partie des représentations (loales et globales) orrespondant22



aux uspidales. Boyer ([Boy2℄, [Boy3℄) est �nalement venu a bout de la des-ription de la �ltration de monodromie dans l'étude des suites spetrales or-respondantes, et ela lui permet une desription omplète des di�érents objetstant loaux que globaux.Signalons également un artile de Taylor et Yoshida [TY℄, dans lequel ils dé-terminent la monodromie des représentations galoisiennes qui apparaïssent enohomologie de degré médian (par une méthode plus simple que elle de Boyer,mais qui ne va pas aussi loin).Je mentionnerai aussi le travail [Da℄ de Dat, dans lequel il onsidère les mêmesobjets que i-dessus, mais se plaçant dans la atégorie dérivée des représenta-tions lisses de GLn(K), et il obtient des résultats plus �ns, pour les repré-sentations non uspidales mais �elliptiques", qu'en onsidérant simplement lesgroupes de ohomologie.Je renvoie à l'exposé de Thomas Hausberger pour une desription plus appro-fondie de es points, en partiulier des travaux de Boyer et de eux de Dat.Je terminerai et exposé en disant quelques mots de e qu'il advient lorsqu'onsort du adre des formes de GLn. Rapoport et Zink [RZ2℄ ont onstruit desespaes analytiques qui généralisent eux onsidérés dans et exposé, et quipermettent d'uniformiser les di�érentes �strates" de la �bre spéiale des va-riétés de Shimura de type PEL (ou même EL). Utilisant les modèles loauxainsi obtenus, on peut espérer aluler la ohomologie des variétés de Shimuraen une plae de mauvaise rédution, e que l'on sait faire dans ertains as(même si la théorie est moins avanée pour de tels groupes généraux). Il s'agitpour l'instant essentiellement de la mauvaise rédution de type parahorique.Cette théorie a onnu es dernières années de multiples et importants déve-loppements. Je renverrai le leteur intéressé par es modèles loaux à l'artiled'exposition [Ra℄. L. Fargues ([Far℄) et E. Mantovan ([Ma℄) ont utilisé lesespaes de Rapoport-Zink pour étendre le travail de Harris et Taylor à desgroupes unitaires d'un type plus général que eux onsidérés dans [HT℄. Voiraussi [RZ1℄ pour des aluls de yles évanesents dans un esprit un peu difé-rent de e que nous avons exposé ii.Référenes[Be1℄ V.G. Berkovih, étale ohomology for non-arhimedean analyti spaes, Publ.Math. I.H.E.S. 78 (1993), 5�161.[Be2℄ V.G. Berkovih,Vanishing yles for formal shemes, Invent. Math. 115 (1994),539�571.[Be3℄ V.G. Berkovih, Vanishing yles for formal shemes II, Invent. Math. 125(1996), 367�390.[Boy1℄ P. Boyer, Mauvaise rédution des variétés de Drinfeld et onjeture de Lan-glands loale, Invent. Math. 138 (1999) 573�629.23
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