
COHOMOLOGIE DES VARIÉTÉS DE SIEGEL ETREPRÉSENTATIONS GALOISIENNES ASSOCIÉES AUXREPRÉSENTATIONS CUSPIDALES COHOMOLOGIQUESDE GSp4(Q)parJ. Tilouine
Ce texte reprend le ontenu de deux exposés qui présentent, ave ommen-taires (mais sans résultat nouveau), une idée de R. Taylor [11℄ pour onstruirela représentation galoisienne assoiée à une forme uspidale π sur GSp(4) dontla omposante à l'in�ni est dans la série disrète. Cette idée n'utilise pas laformule des traes pour GSp4 mais seulement : la théorie de Hodge (et deHodge-Tate), les relations de ongruenes à la Eihler-Shimura et la dualité dePoinaré. Cette méthode montre qu'on peut assoier à π une représentationgaloisienne qui est, soit de la forme voulue, soit d'une forme étrange. Le théo-rème dans sa version �nale, qui onsiste à exlure la forme étrange, néessitele reours à la formule des traes. Il est dû à Laumon [8℄ et à Weissauer [12℄).Nous nous onentrons sur la ontribution de R. Taylor, en ajoutant quelquesommentaires sur les progrès de [8℄ et [12℄. La forme �nale est la suivante (lesnotations sont expliquées dans le texte).Soit G = GSp4, A = Qf × Q∞ l'anneau des adèles rationnelles et G(A) =
Gf × G∞, ave Gf = GSp4(Qf ) et G∞ = GSp4(R). Soit T le tore de G des
t = diag(t1, t2, νt

−1
2 , νt−1

1 ). Soit λ : t 7→ ta1t
b
2 (a ≥ b ≥ 0) un poids dominantpour (G,B, T ) ; soit λ̂ le poids dominant dual et Πbλ+ρ

le paquet des sériesdisrètes de G∞ de aratère in�nitésimal λ̂ + ρ (ρ demi-somme des rainespositives). Ce paquet omprend deux éléments πH
bλ+ρ

et πW
bλ+ρ

.Théorème 0.1. � Soit πf une représentation lisse admissible de Gf pourlaquelle il existe des représentations lisses admissibles de Gf , π1 et π2, équiva-lentes à πf en presque toute plae, et telles que π1 ⊗ πH
bλ+ρ

et π2 ⊗ πW
bλ+ρ

soientautomorphes uspidales.Alors, pour tout nombre premier ℓ, il existe une représentation galoisienneontinue



ρπ,ℓ : Gal (Q/Q) → GL4(Qℓ)non-rami�ée hors de Ram(π)∪{ℓ,∞} et telle que pour tout nombre premier qen-dehors de et ensemble �ni,
det(14 −X · ρπ,ℓ(Frq)) = P ∗

π,q(q
a+b+3X),où P ∗

π,q(q
−s)−1 est le fateur d'Euler en q de la fontion L automorphe de degré

4 assoiée à π.On dé�nit ainsi un système stritement ompatible de représentations galoi-siennes, pures de poids a + b + 3. Ces représentations sont de Hodge-Tate depoids 0, b+ 1, a+ 2, a + b+ 3.La préaution onernant π1 et π2 au lieu de πf vient de e que la multipliitéun pour πf ⊗πH
∞, onjeturée, n'est pas établie. Elle le sera dès que le transfertglobal de GSp(4) à GL4 sera établi [1℄.Nous onluons e texte par une desription onjeturale de toutes les repré-sentations galoisiennes assoiées à une représentation uspidale ohomologiquede GSp(4,Q) (mais dont la omposante à l'in�ni n'est pas néessairement dansla série disrète). Dans ette partie, nous suivons et développons légèrementl'approhe suivie par T. It� dans la dernière setion de [7℄.1. Variétés de Siegel-Shimura, systèmes loauxSoit J =




1
1

−1
−1


 et G = GSp4 = {X ∈ GL4;

tXJX = νJ} leshéma en groupes rédutifs déployés sur Z assoié à J . On note s = (
0 1
1 0

)et 12 =

(
1

1

).On introduit le diagramme des sous-groupes paraboliques standard
G

/ \
P Q

\ /
Boù B désigne le sous-groupe de Borel onstitué des matries triangulaires su-périeures de G, P désigne le groupe des matries triangulaires supérieures parblos (1, 2, 1) de G, et Q elui des matries triangulaires par blos (2, 2) de

G. On introduit les déompositions de Levi Q = MU et B = TN , où M est2



isomorphe à GL(2)×Gm par (A, ν) 7→ diag(A, νstAs), et T est le tore de rang
3 des t = diag(t1, , t2, νt

−1
2 , νt−1

1 ). U onsiste en les matries (
12 u
0 12

) où
u =

(
a b
c a

).Soit A = Qf ×Q∞ l'anneau des adèles rationnelles ; on note GA = Gf ×G∞la déomposition du groupe des A-points de G.Soit h : ResC/RC× → G/R le morphisme envoyant x + iy sur (
x12 ys
−ys x12

)Soit X l'orbite de h par onjugaison sous G∞ et C∞ = StabG∞(h).Soit K ⊂ Gf un sous-groupe ompat ouvert. La variété de Siegel-Shimura (degenre 2) de niveau K est dé�nie omme
SK = GQ\GA/KC∞ = GQ\(X ×Gf/K)Si K est net (le sous-groupe de C× engendré par les valeurs propres des élé-ments de KG∞ ∩ GQ ne ontient pas de raine de l'unité autre que 1), SKest une variété analytique omplexe lisse de dimension 3, et aussi une variétéalgébrique omplexe quasi-projetive lisse (non projetive). Si K ′ ⊂ K, on a unmorphisme �ni SK ′ → SK . Si g ∈ Gf , la multipliation à droite rg : GA → GApar g induit une orrespondane algébrique TK(g) (dont les deux projetionssont �nies)

SK∩gKg−1 → SK∩g−1Kg

ւ ց
SK SKOn munit es variétés de systèmes loaux omme suit. Soit X∗(T ) le groupedes aratères de T . On paramétrise e groupe par le réseau L de Z3 des triplets

(a, b; c) tels que c ≡ a+ b (mod 2) ; L → X∗(T ), (a, b; c) 7→ (t 7→ ta1t
b
2ν

c−a−b
2 ).La restrition de e aratère au entre est z 7→ zc. On prend c = a + b dansla suite.Soit λ ∈ X∗(T ) dominant pour (G,B, T ) ; on a don a ≥ b ≥ 0. `Soit Vλ lareprésentation de Weyl de G de plus haut poids λ. On dé�nit le système loal

Vλ,K sur SK omme le faiseau des setions loalement onstantes du �bré
GQ\(GA × Vλ)/KC∞ → GQ\GA/KC∞, l'ation sur GA × Vλ étant donnéepar γ(g, v)kc∞ = (γgkc∞, γv).Les faiseaux Vλ,K sont ompatibles aux morphismes SK ′ → SK .En faisant agir la multipliation à droite par g ∈ Gf trivialement sur Vλ, ondé�nit une ation de la orrespondane algébrique TK(g) sur (SK , Vλ,K).3



2. CohomologiePour tout gf ∈ Gf et tout ompat ouvert K ⊂ Gf , on a don une ationde TK(g) sur H•(SK , Vλ,K). Ces ations sont ompatibles aux morphismes detransition SK ′ → SK . En passant à la limite indutive on obtient une ationde Gf sur
H•(S, Vλ) = indlimKH•(SK , Vλ,K)C'est un Gf -module admissible, i.e. les K-invariants sont de dimension �nie :

H•(S, Vλ)
K = H•(SK , Vλ,K). Par le théorème de omparaison de de Rham, eten tirant les faiseaux par GA → S = GQ\(GA/C∞)

H•(S, Vλ) = H•(E•(S, Vλ))) = H•(E•(GA, Vλ)
GQ−equiv,C∞−inv.)Grâe à l'isomorphisme GA × Vλ → GA × Vλ, (g, v) 7→ (g, g−1

∞ v), on a
H•(E•(GA, Vλ)

GQ−equiv,C∞−inv.) = H•(E•(GA, Vλ)
GQ−inv,C∞−equiv)et on reonnaît dans le membre de droite la ohomologie d'algèbre de Lierelative, qu'on alule par le omplexe de Koszul relatif. On peut don exprimerle membre de droite en termes de groupes de (g, C∞)-ohomologie :

H•(E•(GA, Vλ))
GQ−inv,C∞−equiv) = H•(g, C∞, C∞(GQ\GA)⊗ Vλ).Cei permet d'introduire en plus de H•

c (S, V ) et H•
! = Im(H•

c → H•) laohomologie L2 et la ohomologie uspidale.On dé�nit des inlusions
C∞
cusp ⊂ C∞

c/centre ⊂ C∞
(2) ⊂ C∞où la ondition de uspidalité est dé�nie par ∫

NQ\NA
f(gn)dn = 0, N dési-gnant le radial unipotent d'un des paraboliques P,Q,B. La première inlu-sion est donnée par un système indutif de tronatures lisses par des om-pats mod. entre de plus en plus grands, les autres inlusions étant naturelles.Les (g, C∞)-modules orrespondent dé�nissent les ohomolologies uspidales, àsupport ompat, L2, resp. lassique. Ces inlusions induisent des morphismes

H•
cusp(S, Vλ) → H•

c (S, Vλ) → H•
(2)(S, Vλ) → H•(S, Vλ)Rappelons que Borel a démontré que l"appliation induite

H•
cusp(S, Vλ) → H•

! (S, Vλ)est injetive. 4



3. Cohomologie uspidaleOn rappelle que le module de Harish-Chandra (C∞
cusp)

(C∞) de C∞
cusp est lesous-(g, C∞)-module (admissible) onstitué des veteurs C∞-�nis (dont la C∞-orbite engendre un sous-espae de dimension �nie).On démontre (livre de Borel-Wallah) que l'inlusion (C∞

cusp)
(C∞)⊗Vλ ⊂ C∞

cusp⊗
Vλ de (g, C∞)-modules induit un isomorphisme de (g, C∞)-ohomologie. Onpeut déomposer le (g, C∞)-module de Harish-Chandra de C∞

cusp en onsti-tuants simples :
C∞
cusp(GQ\GA)(C∞) =

⊕

π cusp.

mπ.πf ⊗ π(C∞)
∞où π = πf ⊗ π∞ parourt les lasses d'isomorphisme de représentations us-pidales, mπ est la multipliité de π et π

(C∞)
∞ désigne le (g, C∞)-module desveteurs lisses de π∞. On a de plus la déomposition

H•
cusp(S, Vλ) =

⊕

π cusp.

mπ · πf ⊗H•(g, C∞, π(C∞)
∞ ⊗ Vλ)Pour haque π = πf ⊗ π∞ uspidale, la (g, C∞)-ohomologie de π

(C∞)
∞ ⊗ Vλest nulle à moins que le aratère in�nitésimal du module oe�ient ne soittrivial ; ei équivaut à dire que le aratère in�nitésimal de π∞ est égal à eluide V ∨

λ = Vbλ
, la représentation de Weyl de plus haut poids λ̂ = (a, b;−c). Deplus on a la déomposition de Hodge :
Hm(g, C∞, π(C∞)

∞ ⊗ Vλ) =
⊕

u+v=m

Hu,v(g, q, π(C∞)
∞ ⊗ Vλ)(voir [2℄ ou [6℄).Soit t l'algèbre de Lie réelle du tore T ; notons que par di�érentiation, X∗(T )se plonge anoniquement omme réseau dans le dual linéaire de t. `Soit ρ =

(2, 1; 0) la demi-somme des raines positives de (G,B, T ). Par l'isomorphismed'Harish-Chandra
γ : Zg ∼= (Sym•t)Won peut interpréter le aratère in�nitésimal de Vbλ

omme λ̂ + ρ. La sommene porte don que sur les π tels que χπ∞ = λ̂+ ρ. La lassi�ation de Vogan-Zukerman pour G = GSp4 donne les modules de Harish-Chandra ave ettepropriété :� La série disrète ontient deux telles représentations : πH
bλ+ρ

et πW
bλ+ρ

; ellessont telles que-la (g, q)-ohomologie de πH
bλ+ρ

⊗Vλ est nulle sauf en bidegré (3, 0) et (0, 3),où elle est de dimension 1, 5



-la (g, q)-ohomologie de πW
bλ+ρ

⊗Vλ est nulle sauf en bidegré (2, 1) et (1, 2),où elle est de dimension 1,Si a > b > 0, il n'y a pas d'autre représentations.� Si a > 0, b = 0, il y a une représentation π1
λ unitaire mais pas tempérée ; ellen'est don pas dans la série disrète ; elle ontribue aux H2,0 et H0,2 (haunest de dimension 1), et aux H3,1 et H1,3 (haun de dimension 1).� Si a = b > 0, il y a deux représentations π2,±

λ , ave π2,−
λ = π2,+

λ ⊗ sgn.Elles sont également non tempérées. Elle interviennent dans H1,1 et H2,2 (àhaque fois ave dimension 1)� Si a = b = 0, les représentations sont νc/2 et νc/2 ⊗ sgn ; elles interviennentdans H0,0, H1,1, H2,2 et H3,3 (à haque fois ave dimension 1).On dé�nit la omposante πf -isotypique du Gf -module H•
cusp(S, Vλ) omme

H•
cusp[πf ] = πf ⊗Wπf

où Wπf
= HomGf

(πf ,H
•
cusp).

H•
cusp =

⊕

π cusp.

H•
cusp[πf ]Notons que par la lassi�ation de VZ, on peut estimer la dimension (�nie) de

Wπf
:

Wπf
=

⊕

π=πf⊗π∞ cusp.

mπ ·H•(g, C∞, π(C∞)
∞ ⊗ Vλ)don

dimWπf
= 2m(πf ⊗ πH

bλ+ρ
) + 2m(πf ⊗ πW

bλ+ρ
) + 4m(πf ⊗ π1

λ) + 2m(πf ⊗ π2,±
λ )où π1

λ resp. π2,±
λ peut intervenir en poids (a, 0) resp. (a, a).4. Cohomologie ℓ-adiqueOn va introduire les trois ingrédients-lés pour l'étude des représentations ga-loisiennes :-déomposition de Hodge-Tate et endomorphisme de Sen,-dualité de Poinaré-relations d'Eihler-Shimura.Les SK admettent des modèles anoniques sur SpecQ. Plus préisément, pourhaque sous-groupe ompat ouvert K, soit QK le sous-orps de Qab �xé par

[ν(K),Q]. Il y a des modèles SK/Q munis de morphismes SK → SpecQK à�bres géométriques onnexes, qui sont espaes de modules �ns de variétés abé-liennes prinipalement polarisées (en abrégé, VAPP) ave struture de niveau
K ; on note AK la VAPP universelle AK → SK dé�nies sur QK .6



Les morphismes de transition SK ′ → SK sont ompatibles à l'inlusion QK ⊂
QK ′.Soit x un point géométrique de SK , on a une représentation ontinue

φx : π1(SK , x) → GSp(TℓAK,x) = GSp4(Zℓ)4.1. Déomposition de Hodge-Tate et endomorphisme de Sen. �Soit λ un poids dominant pour (G,B, T ). La omposée de φx ave l'ation de
G(Zℓ) sur Vλ(Qℓ) fournit un faiseau lisse sur le modèle anonique SK . Enpassant à la limite sur les niveaux, on obtient un Gf ×Gal (Q/Q)-module

H•
et(S ⊗Q, Vλ(Qℓ))Par Faltings-Chai Chap.VI, il est de Hodge-Tate. Pour dérire sa déompo-sition de Hodge-Tate, on introduit le sous-ensemble WM du groupe de Weyl

W onstitué des representants de Kostant de WM\W . Ils sont dé�nis par laondition w(Φ+
G)∩Φ−

G ⊂ ΦM−. Soit sα resp. sβ la ré�exion assoiée à la raineourte α = (1,−1; 0), resp. à la raine longue β = (2, 0; 0). On voit failementque WM = {w0, w1, w2, w3} où w0 = Id, w1 = sβ, w2 = sβsα, w3 = sβsαsβ.Posons Hw0 = 0, Hw1 = −b− 1, Hw2 = −a− 2 et Hw3 = −a− b− 3.Suivant Faltings-Chai, on dé�nit des Gf -modules admissibles Av
wu

(λ) 0 ≤
u, v ≤ 3 en termes de la ohomologie ohérente du omplexe BGG dual ;par exemple, A0

w3
(λ) = indlimK,ΣH

0(S
Σ
K , ωa+3,b+3), où S

Σ
K désigne la om-pati�ation toroidale de SK assoiée à l'éventail Σ et ωi,j (i ≥ j ≥ 0) est leprolongement anonique à S

Σ
K du �bré des di�érentielles relatives de AK/SKde poids (i, j). Rappelons que le faiseau ωi,j sur SK est le faiseau loale-ment libre de rang i − j + 1 assoié à la représentation Symi−j ⊗ detj St2du sous-groupe de Levi M de Q. On a alors la déomposition de Hodge-Tate

Gf ×Gal(Q/Q)-équivariante :
Hm

et (S ⊗Q, Vλ(Qℓ))⊗ Q̂ℓ =
⊕

u+v=m

Av
wu

(λ)⊗ Q̂ℓ(Hwu(λ))On abrège Hwi(λ) en Hi.Soit W 3
π,ℓ = HomGf

(πf ,H
3
et(S ⊗Q, Vλ(Qℓ))). Posons mH(πf ) = m(πf ⊗ πH

bλ+ρ
)et mW (πf ) = m(πf ⊗ πW

bλ+ρ
)Le orollaire suivant est une appliation direte s'un théorème de Sen :Corollaire 4.1. � Soit π uspidale telle que mH(π) > 0 et mW (π) > 0.Considérons la représentation galoisienne Gal (Qℓ/Qℓ) → GL(W 3

π,ℓ). Soit Cℓson image et cℓ son algèbre de Lie. Il existe un endomorphisme Φ de cℓ ⊗ Q̂ℓde valeurs propres Hi i = 0, 1, 2, 3, ave multipliité resp. mH(πf ), mW (πf ),
mW (πf ), mH(πf ). 7



Démonstration : Cela résulte immédiatement du théorème de Sen suivant.Soit (σℓ, Vℓ) une représentation ℓ-adique de Hodge-Tate de Gal(Qℓ/Qℓ), soit gℓl'algèbre de Lie de Imσℓ ; Il existe alors un endomorphisme Φ ∈ gℓ(Q̂ℓ) dontles valeurs propres sur Vℓ ⊗ ⊗Q̂ℓ sont les poids de Hodge-Tate omptés avemultipliités. Pour déterminer les multipliités, on véri�e que pour u+v = 3, ladimension de HomGf
(πf , A

v
wu

(λ)) est égale àmH(πf ) si uv = 0, et àmW (πf ) si
u ou v vaut 2. Pour ela, on utilise un théorème de M. Harris [6℄ qui déomposele Gf -module Av

wu
(λ) (donné par une limite indutive d'espaes de ohomologieohérente) omme somme des

πf ⊗Hu,v(g, q, π∞ ⊗ Vλ)
⊕m(π)Ces derniers espaes ont la dimension voulue grâe à la lassi�ation de VZrappelée i-dessus. Il reste à rappeler que les espaes Av

wu
(λ) ont une struture

Q-rationnelle naturelle puisque e sont des espaes de ohomologie ohérentede faiseaux dé�nis sur Q ; don les HomGf
(πf , A

v
wu

(λ)) ont une struture Q-rationnelle naturelle, de sorte que les dimensions sur C ou sur Q̂ℓ des graduéssont les mêmes.4.2. Dualité de Poinaré. � Le up-produit induit un aouplement par-fait (sur les K-invariants, pour haque K net)
Hm

et,!(S⊗Q, Vλ(Qℓ))×H6−m
et,! (S⊗Q, Vbλ

(Qℓ)) → H6
et,c(S⊗Q, V(0,0;c)(Qℓ))

tr→ Qℓ(−3−c)Cet aouplement est Gf ×Gal (Q/Q)-équivariant si l'on munit Qℓ(−3− c) del'ation de Gf par gf 7→ ||ν(gf )||−c.On omet le aratère algébrique ν dans la formule qui suit :Lemme 4.2. �
H6

et,c(S ⊗Q, V(0,0;c)(Qℓ)) =
⊕

χ

(χ|| · ||−c)⊗ (χgalχ−3−c
ℓ )où χ : Q×

f /Q
×+ → Q×

ℓ parourt les aratères ontinus d'image �nie et χℓest le aratère ylotomique ℓ-adique. Dans ette déomposition, la trae estle morphisme de projetion sur le aratère trivial.Du point de vue galoisien, on a en e�et par dualité de Poinaré étale :
H6

et,c(S⊗Q, V(0,0;c)(Qℓ))) = H0
et(Spec (Qab)⊗Q, V(0,0;−3−c)(Qℓ)) =

⊕

χ

(χgalχ−3−c
ℓ )L'identi�ation du H0 de S ave elui de Spec (Qab) vient de la théorie desmodèles anoniques rappelée i-dessus. La partie onernant Gf vient de lafontorialité de ette dualité pour les orrespondanes algébriques et de e que8



la théorie des modèles anoniques préise que dans l'identi�ation du H0 de Save elui de Spec (Qab), l'ation de gf ∈ Gf se fait par la loi d'Artin de ν(gf ).Rappelons que si π est uspidale sur G(A), de aratère entral ωπ (d'ordre�ni), on a πq ∼= π∗
q ⊗ ωπ,q en tout q non-ramifé. En e�et, le paramètre deLanglands loal en une telle plae est
σ(πq)(Frq) =




αq

βq
γq

δq


(où P ∗

π,q(X) = (1− αqX)(1 − βqX)(1 − γqX)(1 − δqX)) et
σ(ωπ,q) = ν ◦ σ(πq) : Frq 7→ αqδq = βqγq,don

σ(πq) ∼= σ(πq)
∗ ⊗ σ(ωπ,q)R. Taylor pose dans [11℄ la question : a t-on globalement π ∼= π∗ ⊗ ωπ ?Nous remerions le rapporteur qui a attiré notre attention sur le fait suivant :la réponse à ette question est positive.En e�et, pour toute plae v de Q, la représentation loale πv satisfait πv ∼=

π∗
v ⊗ ω(πv) puisque g 7→ πv(

tg−1) réalise la dualité et que gJ tg = λ(g)J .En l'absene de réponse à ette question au moment de la rédation de [11℄,Taylor a eu reours à une astue : introduire un ensemble �ni Π de repré-sentations uspidales π presqu'équivalentes, .à.d. dont les paramètres loaux
σ(πq) sont égaux pour presque tout q, et qui est stable par π 7→ π∗⊗ωπ. Nousappelerons un tel ensemble Π un paquet autodual tordu. Pour un tel paquet,soit W i

Π,ℓ =
⊕

π∈ΠW i
π,ℓ et WΠ =

⊕
iW

i
Π,ℓ.Il résulte de la dualité de Poinaré que

W i
Π,ℓ

∼= (W 6−i
Π,ℓ )

∗ ⊗Qℓ(ω
gal
π χ−3−c

ℓ )(ωgal
π ne dépend pas de π ∈ Π par Cebotarev).4.3. Relations d'Eihler-Shimura. � Soit K un ompat ouvert net. Soit

q un premier ne divisant pas le niveau de K ; soit HG,q resp. HM,q, la Q-algèbrede Heke non rami�ée de G(Qq) resp. de M(Qq). Soit S̃M
G : HG,q → HM,q latransformée de Satake partielle tordue S̃M

G (f)(m) =
∫
U(Qq)

f(mu)du. L'algèbre
HM,q est engendrée sur
HG,q par Uq = M(Zq)diag(1, 1, q, q)·M(Zq). Le polyn�me minimal Pq(X)de Uqsur HG,q est un polyn�me unitaire de degré 4 appelé polyn�me de Heke. Pourtoute représentation uspidale π ohomologique telle que πK 6= 0, soit λπ :

HG,q → Q la représentation donnant l'ation de HG,q sur la droite πG(Zq)
q . Soit9



Pπ,q(X) le polyn�me réiproque de P ∗
π,q(X) = (1 − αqX).... La spéialisationde Pq(X) via λπ est q4(c+3)Pπ,q(q

−c−3X).Faltings-Chai ont montré ([3℄ Chap.VI) queProposition 4.3. � (Relations d'Eihler-Shimura) Le Frobenius géométrique
Frq agissant sur H•

et,∗(SK ⊗ Q, Vλ(Qℓ)) est annulé par Pq(X) (ave ∗ = ∅ ou
c).Si on prend c = a + b omme dans le Théorème, omme les représentationsuspidales sont dans la ohomologie intérieure (qui est pure), on aCorollaire 4.4. � Le Frobenius géométrique Frq agissant sur W •

π,ℓ est an-nulé par q4(a+b+3)Pπ,q(q
−a−b−3X). Les valeurs propres de qa+b+3σ(πq) ont pourmodule qa+b+3.Dans ette deuxième partie, on présente, à des �ns pédagogiques mais sansapport nouveau, ertains aspets de la onstrution de la représentation ga-loisienne assoiée à une forme uspidale π sur GSp(4) ; on étudie d'abord leas où la omposante à l'in�ni est dans la série disrète, puis on dérit sansdémonstration les autres as (on donne les résultats omplets, non tous dé-montrés à e jour). On suit une approhe de R. Taylor [11℄ qui n'utilise pas laformule des traes pour GSp4 mais seulement : la théorie de Hodge-Tate, lesrelations d'Eihler-Shimura et la dualité de Poinaré. Cette méthode montrequ'on peut assoier à π de type à l'in�ni dans la série disrète, une représen-tation galoisienne qui est, soit de la forme voulue, soit d'une forme étrange.Dans le as où π∞ est dans la série disrète, seul le reours à la formule destraes [8℄, [12℄, permet d'exlure ette forme.5. La méthode de TaylorSoit π uspidale telle que mH(π) > 0 ou mW (π) > 0. Soit Π un paquet au-todual tordu (f. Set. 4.2 de CVS), 'est un ensemble �ni de représentationsuspidales ontenant π et stable par dualité tordue. Soit E un orps ℓ-adiquesur lequel sont dé�nies toutes les parties �nies πf de Π. Soit N(Π) un mul-tiple ommun des niveaux des π ∈ Π. On forme la semi-simpli�ation W du

E[Gal (Q/Q)]-module W 3
Π,ℓ. Par hypothèse, W 6= 0. Soit H l'enveloppe deZariski de l'image de Galois dans GLE(W ). Ce groupe algébrique est rédu-tif omme enveloppe de Zariski d'un groupe agissant sur une somme d'irré-dutibles. Soit s : H →֒ GLE(W ) la représentation �dèle de H sur W et

r : Gal (Q/Q) → H(E) la représentation galoisienne orrespondante.Par dualité de Poinaré, on a un aouplement parfait
〈•, •〉 : W ×W → E(ωgal

π χ−3−c
ℓ )10



Il existe un aratère algébrique n : H → Gm dé�ni sur E tel que n ◦ r =

ωgal
π χ−3−c

ℓ et on a pour tout h ∈ H : 〈hw, hw′〉 = n(h)〈w,w′〉.Il s'ensuit que les valeurs propres des h ∈ H interviennent par paires
{α, n(h)/α}. Par les relations de ongruene, on va voir en fait que :Lemme 5.1. � Si h ∈ H, ses valeurs propres sont ontenues dans l'uniond'au plus deux paires {α, n(h)/α}.En e�et, pour h dans la lasse de onjugaison de r(Frq) (q 6= ℓ premier à
N(Π)), ela résulte des relations de ongruenes d'Eihler-Shimura. On voitfailement que ette ondition est Zariski-fermée.Soit H0 la omposante neutre de H et TH ⊂ BH ⊂ H0 ⊗ Qℓ un tore déployémaximal et un sous-groupe de Borel.Corollaire 5.2. � La représentation algébrique W ⊗Qℓ �dèle de H0 est telleque :1) les poids de (H0, BH , TH) sont de la forme (λ1, λ2, n/λ1, n/λ2) et les mul-tipliités de λi et n/λi sont égales.2) Il y a un élément φ ∈ TH(E) tel que multλ1(φ) = mH(Π) et multλ2(φ) =
mW (Π).3) dimW λ1 = dimW n/λ1 = mH(Π) et dimW λ2 = dimW n/λ2 = mW (Π).En e�et, soient λ1, . . . , λn les poids de H0 sur W . Soit t ∈ TH(E) un élémentsu�samment régulier : λi(t) 6= λj(t) pour tout i 6= j et λi(t)λj(t) 6= n(t) si
λiλj 6= n.Par le lemme la liste est en fait λ1, λ2, n/λ1, n/λ2 ; par l'aouplement de dua-lité, mult (λi) = mult (n/λi).Par le théorème de Sen, on a Φ ∈ cℓ ⊂ LieH0 ⊗ E de valeurs propres Hi(= 0, 1, 2, 3) sur W (on peut supposer qu'il est dé�ni sur E au lieu de Ê). Onprend alors φ = exp ℓ2Φ. Les valeurs propres de φ sont don λ1(φ) = exp ℓ2H0,
λ2(φ) = exp ℓ2H1, (n/λ2)(φ) = exp ℓ2H2, et (n/λ1)(φ) = exp ℓ2H3.Pour onlure onernant les multipliités, il ne reste plus qu'à véri�er que
λi 6= n/λi. Si l'égalité avait lieu, en prenant h = φ, on trouverait 2Hi = −c−3et don Hi = H3−i, e qui est faux ar es poids sont deux à deux distints.En partiulier, les multipliités des poids ont les valeurs annonées.On en déduit que le groupe semisimple (H0)′ est de rang au plus deux ; lalassi�ation des groupes semisimples de rang ≤ 2 sur un orps algébrique-ment los de aratéristique zéro fournit la liste de possibilités pour les ouples
((H0)′, s|(H0)′), puis pour s|H0 ainsi que les groupes (�nis) d'automorphismesextérieurs de H0 préservant ette représentation (pages 298-299 de [11℄).En utilisant alors unLemme 5.3. � (Serre) 11



Soit F un orps de nombres et E un orps ℓ-adique. Soit H un groupe algé-brique dé�ni sur E et R : Gal (F/F ) → H(E) ontinue d'image Zariski dense.Soit V un fermé de Zariski de H stable par onjugaison et de dimension stri-tement plus petite que elle de H. Alors l'ensemble des plaes v de F telles que
R(Frv) ∈ V (E) est de densité nulle.Taylor obtient plusieurs théorèmes.5.1. Cas mH(π) > 0 et mW (π) > 0. � L'hypothèse que mH(Π) > 0 et
mW (Π) > 0 permet d'exlure ertains as. Il reste :Théorème 5.4. � Soit πf une représentation lisse admissible de Gf . Suppo-sons qu'il existe deux représentations lisses admissibles π1 et π2 de Gf pres-qu'équivalentes à πf , telles que π1 ⊗ πH

bλ+ρ
et π1 ⊗ πW

bλ+ρ
soient uspidales pour

G(A). On a l'un des as suivants :1) Il existe R : Gal (Q/Q) → GL4(E
′) (pour une extension �nie E′ de E)non-rami�ée hors de Ramπ ∪ {ℓ,∞}, et telle que pour pour tout premier horsd'un ensemble de densité nulle, R(Frq) a le polyn�me aratéristique voulu. etsi mH(Π) = mW (Π), W = R⊕mH(Π),2) as endosopique : il existe Ri : Gal (Q/Q) → GL2(E

′) (i = 1, 2) nonramifées hors de Ram π ∪ Ramπ1 ∪ Ram π2 ∪ {ℓ,∞}, telles que hors d'unensemble de densité nulle de premiers q, le polyn�me aratéristique de R1 ⊕
R2(Frq) est le polyn�me voulu. De plus, W = R

mH(Π)
1 ⊕R

mW (Π)
2 .3) as potentiellement CAP : il y a une extension �nie galoisienne de groupesur Q ontenu dans D8, et deux aratères ontinus χi : Gal (Q/K) →

(E′)× (i = 1, 2 tels que W |K (après restrition à K) est isomorphe à
(χ1 ⊕ (ωgal

π χ−3
ℓ )|Kχ−1

1 )m
H(Π) ⊕ (χ2 ⊕ (ωgal

π χ−3
ℓ )|Kχ−1

2 )m
W (Π)Le as 3) est ETRANGE ; il ne doit pas intervenir dans la série disrète. maisne peut être exlu par l'analyse de R. Taylor. De plus dans les as 1) et 2), ily a a priori un ensemble exeptionnel de densité zéro de premiers non rami�ésoù l'on ne onnaît pas le polyn�me aratéristique de Frobenius.Le théorème est omplété par [8℄ et [12℄.On obtient le Th. annoné. On onjeture que dans le as 1), la représentationest irrédutible. C'est par exemple le as si π est le lifting de Yoshida d'uneforme uspidale de Hilbert sur un orps quadratique réel.Le as 2) s'appelle endosopique, on l'obtient de la manière suivante : on �xedeux entiers u > v ≥ 2 ave u ≡ v (mod 2) ; on prend une forme uspidalelassique f , resp. g, de poids u, resp. de poids v le lifting de Yoshida assoié à

f × g fournit une forme uspidale de Siegel dont la représentation galoisiennede degré 4 est
R = ρf,ℓ ⊕ ρg,ℓχ

u−v
ℓ etW = ρ

mH(π)
f,ℓ ⊕ (ρg,ℓχ

u−v
ℓ )m

W (π).12



Remarque : Noter que les as 1) et 2), il résulte du Théorème de Faltings-Chai Chap.VI sur les poids de la ohomologie H3
et,!(S ⊗ Q, Vλ(Qℓ)) que lesreprésentations R de degré quatre sont pures de poids w = k1 + k2 − 3.5.2. Cas où m1(π) +m2(π) > 0. � On obtient les représentations de typeCAP. Taylor obtient aussi des théorèmes dans es as. Dans la setion i-dessous, on voit omment elles entrent dans le paysage.6. Panorama omplet onjeturalOn trouve dans [7℄ une interprétation de [1℄ donnant la lassi�ation des re-présentations galoisiennes assoiées aux formes uspidales pour GSp4. Cettelassi�ation sera omplètement démontrée lorsque le transfert de GSp4 à GL4sera établi (par Arthur).La mention (R), resp. (NR) signi�e que π est tempérée, ou de manière équiva-lente, que π satisfait la onjeture de Ramanujan : |αi| = p

w
2 ave w = a+b+3pour toute valeur propre αi du Frobenius ρπ,ℓ(Frq), q 6= ℓ, q 6∈ Ram(π).Les représentations galoisiennes assoiées à une représentation automorphedans la série disrète de L2(GQ\GA) sont de l'un des six types suivants. Lesinq premiers types sont uspidaux, le dernier ne l'est pas.1. représentation "générale" (R)On a Π = {πf}, mH(π) = mW (π) > 0 et ρπ,ℓ est irrédutible dedimension 4 d'image ontenue dans GSp4, pure de poids a + b + 3, son

DHT (ovariant) intervient dans Hw,0 ⊕ Ha+2,b+1 ⊕ Hb+1,a+2 ⊕ H0,w =
grH3

dR,!(S,Vλ)2. représentation "de type Yoshida" (R)C'est le as endosopique. On a Π = {πf}, mH(π) > 0, mW (π) > 0 et
ρπ,ℓ = ρf,ℓ ⊕ ρg,ℓχ

−u−v
2

ℓoù les deux représentations de dimension 2 sont irrédutibles (f, g uspi-dales elliptiques) En fait, u = w + 1, v = a − b + 2 et u−v
2 = b + 1 et

π = Θ(f × g) est le Theta lift de H. Yoshida (Inv. Math.1980).L'image de ρπ,ℓ est ontenue dans (GL2 × GL2)
0 ⊂ GSp4. Deplus, DHT(ρf,ℓ) intervient dans Hw,0 ⊕ H0,w et DHT(ρg,ℓχ

−u−v
2

ℓ )dans Ha+2,b+1 ⊕ Hb+1,a+2 tous es termes sont des sous-quotientsde H3
dR,!(S,Vλ)). Il s'ensuit

W •
Π,ℓ = ρ

mH(Π)
f,ℓ ⊕ (ρg,ℓχ

−u−v
2

ℓ )m
W (Π)3. représentation "de type Soudry" (NR)13



as où les π ∈ Π sont Cuspidales Assoiées au parabolique de Klingen(CAP Klingen), ei suppose λ = (a, 0). On a m1(Π) > 0 et m2(Π) =
mH(Π) = mW (Π) = 0

ρπ,ℓ = ρf,ℓ ⊕ ρf,ℓχ
−1
ℓPour mieux évoquer l'intervention de l'opérateur de Lefshetz qui ex-plique la théorie de Hodge de ette représentation, on notera

ρπ,ℓ = ρf,ℓ ⊕ ρf,ℓ(−1)Son image est ontenue dans le Levi du parabolique de Siegel de GSp4.De plus, ρf,ℓ irrédutble pure de poids w−1 (f forme uspidale elliptiquede poids w) DHT(ρf,ℓ) intervient dans Hw−1,0 ⊕H0,w−1 qui provient de
H2

dR,! (ontribution de m(πf⊗π1
λ) > 0) et DHT(ρf,ℓ(−1)) est pur de poids

w+1 intervient dans Hw,1⊕H1,w, (dans la déomposition de H4
dR,!). Ona W •

Π,ℓ = ρ
m1(Π)
π,ℓ .4. représentation "de type Saito-Kurokawa" (NR)Cas des Cuspidales Assoiées au parabolique de Siegel (CAP Siegel),ei suppose λ = (a, a). C'est le as où m2(Π) > 0. On a alors m1(Π) = 0et mH(Π) > 0 ou mW (Π) > 0. Blasius-Rogawski (BR) ont onjeturéqu'alors mH(Π) > 0 et mW (Π) = 0. On a

ρπ,ℓ = χ⊕ ρf,ℓ ⊕ χ(−1)Son image est ontenue dans le Levi du parabolique de Siegel de GSp4. Deplus, ρf,ℓ est irrédutible, pure de poids w, assoiée à une forme uspidaleelliptique de poids w+1. En admettant la onjeture de BR, on voit que
DHT(ρf,ℓ) intervient dans Hw,0 ⊕H0,w don dans H3

dR,!.Le aratère χ est de la forme χ = χ−a−1
ℓ ǫ (ǫ d'ordre �ni) et son image

DHT(χ) intervient dans Ha+1,a+1, un sous-quotient de H2
dR,!, et elle de

χ(−1) intervient dans Ha+2,a+2, sous-quotient de H4
dR,! ; don

W •
Π,ℓ = χA ⊕ ρBf,ℓ ⊕ χ(−1)A5. représentation "de type Howe, Piatetskii-Shapiro" (NR)Cuspidale Assoiée au Borel (CAP Borel) C'est le as où m2(Π) > 0,

m1(Π) = 0 et mH(Π) = mW (Π) = 0.On a
ρπ,ℓ = χ1 ⊕ χ2 ⊕ χ1(−1)⊕ χ2(−1)Son image est ontenue dans le tore maximal standard de GSp4. les a-ratères χi interviennent dans Ha+1,a+1 dans le H2

! , et leurs twists par14



−1 interviennent dans le H4
! . et

W •
Π,ℓ = χA

1 ⊕ χB
2 ⊕ χ1(−1)A ⊕ χ2(−1)Bpour ertains A,B ≥ 1.6. représentation "de type dimension 1"C'est un as dans la série disrète non uspidale. ρπ,ℓ = χ ⊕ χ(−1) ⊕
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