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Résumé. — Nous donnons une brève introduction à la Conjecture Equivariante des Nombres
de Tamagawa (ETNC), formulée par Burns et Flach, généralisant ainsi des travaux de Bloch,
Fontaine, Kato et Perrin-Riou. Plutôt que de présenter ETNC en toute généralité nous nous
arrétons sur deux cas spéciaux, le cas du motif de Tate non-twisté et le cas du changement de
base d’une courbe elliptique E définie sur Q.

Dans la dernière partie du manuscrit, nous nous concentrons sur le cas d’une courbe elliptique.
En supposant que E satisfait certaines hypothèses nous donnons (sans preuve) des reformulations
très explicites de ETNC, ce qui nous permet alors de donner quelques évidences numériques et
théoriques en faveur de cette conjecture.

Abstract. — We give a brief introduction to the Equivariant Tamagawa Number Conjecture
(ETNC for short) which is formulated by Burns and Flach generalizing seminal work of Bloch,
Fontaine, Kato and Perrin-Riou. Rather than discussing the ETNC in full generality we focus
on two special cases, namely, the case of the untwisted Tate motive and the base change of an
elliptic curve E which is defined over Q.

In the last part of the manuscript we concentrate on the elliptic curve case. Assuming that E
satisfies certain quite strong hypothesis we will describe (without proof) very explicit reformu-
lations of the ETNC. Based on this we briefly discuss both numerical and theoretical evidence
in favour of the conjecture.

1. Introduction

Cet article est l’élaboration de deux exposés donnés pour les Premières Journées Arithmétiques
de Meknès (Fonctions L et Arithmétique) en Octobre 2010. J’ai essayé de conserver le caractère
de ces exposés.
Le but de la première partie de mes exposés a été de donner une introduction informelle à
la conjecture équivariante de Tamagawa (brièvement ETNC) accessible aussi pour le non-
spécialiste. La ETNC est formulée par Burns et Flach dans [10] en grande généralité dans

Classification mathématique par sujets (2000). — 11R42, 11G40, 14G10 .
Mots clefs. — Equivariant Tamagawa Number conjecture, Birch-Swinnerton-Dyer conjecture.

Je remercie les organisateurs des Journées Arithmétiques de Meknés pour l’invitation et pour la possibilité
d’exposer.
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la langage des motifs en utilisant la théorie des foncteurs de déterminants. Pour échapper
à l’énoncé général, qui est relativement abstrait, nous nous sommes concentrés sur deux
exemples particuliers. Cela nous a permis de réduire les préparations générales au minimum.
Voici les exemples.
1. Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres, G = Gal(K/k). Alors nous

considérons la ETNC pour le couple (h0(Q)K ,Z[G]), où h0(Q) dénote le motif de Tate.
2. Soit E/Q une courbe elliptique et K/Q une extension galoisienne de corps de nombres,
G = Gal(K/Q). Alors nous étudions la ETNC pour le couple (h1(EK)(1),Z[G]), où EK
désigne le courbe elliptique E vue sur K.

Dans l’exemple 1 la ETNC décrit une version fine et équivariante de la formule analytique du
nombre de classes, et dans l’exemple 2 nous obtenons une version fine et équivariante de la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
Dans la dernière partie de mes exposés j’ai étudié l’exemple 2 un peu plus en détail. J’ai
expliqué quelques résultats numériques et dans des cas très spéciaux j’ai donné aussi quelques
résultats théoriques. Ces résultats proviennent de [2, 3, 4].
Nous ne présentons presque pas de démonstration. Il est alors inévitable de lire la littérature
originale et nous nous contentons ici de renvoyer le lecteur aux articles [8, 10] de Burns et
Flach où l’on trouve beaucoup de références importantes. Les articles sommaires [17, 18] sont
aussi fortement recommandés pour une introduction à la conjecture ETNC.

Notations : Nous introduisons quelques notations qui seront utilisées partout dans le texte.
Pour une extension d’anneau R ⊆ S et un R-module M nous posons MS := M ⊗R S. Si M
est un Z-module nous écrivons brièvement Ml pour M ⊗Z Zl.

Soit M un Z-module de type fini. Alors on dénote Mtors le sous-module de torsion et on pose
Mtf :=M/Mtors. On écrit rk(M) ou rkZ(M) pour le rang de Mtf . Alors rk(M) = dimQ(MQ).

Soit R un anneau. Alors ζ(R) dénote le centre de R et R× les unités de R. Comme d’habitude,
pour un corps de nombres F , notons OF pour l’anneau des entiers de F .

2. K- théorie

Les références principales pour cette section sont [23] et [25].

2.1. Définition de K0. — Soit Λ un anneau (toujours avec un élément neutre). Tous les
modules sur Λ seront pris à gauche. Soit PMod(Λ) la catégorie des Λ-modules projectifs de
type fini. Le groupe K0(Λ) est le groupe de Grothendieck de la catégorie PMod(Λ). Il est
défini par générateurs et relations comme suit :
– Un générateur [P ] pour chaque classe d’isomorphisme de module projectif de type fini.
– Une relation [P ⊕Q] = [P ] + [Q] pour tous les P,Q ∈ PMod(Λ).
On dénote par (P ) la classe de P ∈ PMod(Λ) dans K0(Λ).

Exemple 2.1. — 1) Si Λ est un corps, alors tous les modules de type fini sont isomorphes à
Λn pour un certain n ∈ N. Ceci implique que K0(Λ) ≃ Z, où l’isomorphisme est induit par
(Λn) 7→ n.
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2) Si Λ est un anneau local, alors K0(Λ) ≃ Z, parce que tout module projectif de type fini
sur un anneau local est libre. Alors, comme dans 1), on a une notion de rang qui donne
l’isomorphisme (cf. [25, Th. 1.3.11]).
3) Si Λ est un anneau de Dedekind, alors K0(Λ) ≃ Z⊕ cl(Λ), où cl(Λ) désigne le groupe des
classes d’idéaux fractionaires. Ce résultat est une conséquence du Théorème de Steinitz (cf.
[25, Th. 1.4.12]).

2.2. Définition de K1. — Soit Gln(Λ) le groupe des matrices inversibles. On a un plonge-
ment naturel

Gln(Λ) →֒ Gln+1(Λ), A 7→
(
A 0
0 1

)
.

On définit
Gl(Λ) := lim

−→
n

Gln(Λ)

et
K1(Λ) := Gl(Λ)/[Gl(Λ),Gl(Λ)],

où [Gl(Λ),Gl(Λ)] est le groupe des commutateurs. Par le lemme de Whitehead on sait bien
que [Gl(Λ),Gl(Λ)] = E(Λ) où E(Λ) désigne le groupe des matrices élémentaires.
Supposons Λ commutatif. Alors on a le déterminant

Gl(Λ)
det−→ Λ×.

L’application det est surjective et scindée par

(1) Λ× −→ Gl(Λ), u 7→




u 0 0
0 1 0

0 0
. . .




Par conséquent, K1(Λ) ≃ Λ× ⊕ Sl(Λ)/E(Λ), où Sl(Λ) est la limite directe de Sln(Λ) := {A ∈
Gln(Λ) | det(A) = 1}. On définit

SK1(Λ) := Sl(Λ)/E(Λ).

Il existe certains cas intéressants où SK1(Λ) = 1, par exemple, si Λ est un corps, un anneau
local ou un anneau euclidien. Si Λ = OK avec K/Q un corps de nombres, alors il est démontré
dans [1] ou [23, Sec. 16] que SK1(Λ) = 1. En général, pour un anneau de Dedekind quelconque
le groupe SK1(Λ) n’est pas trivial. Typiquement pour l’anneau Λ = R[x, y]/(x2 + y2 − 1) des
fonctions polynomiales sur le cercle (cf. [1]).
On conclut cette section par un résultat important qui est utilisé dans plusieurs situations,
entre autres dans la théorie d’Iwasawa non-commutative (cf. [28]). Rappelons-nous qu’un
anneau Λ est semi-local si et seulement si Λ/rad(Λ) est artinien (à gauche). Par exemple, si
R est un anneau local et Λ une R-algèbre de type fini, alors Λ est semi-local. Par contre, Z
n’est pas semi-local, et plus généralement, tout anneau de Dedekind avec une infinité d’ideaux
maximaux ne l’est pas non plus (cf. [14, §5C]).

Théorème 2.2. — Soit Λ un anneau semi-local, alors l’application naturelle

Λ× −→ K1(Λ)

est surjective.
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Démonstration. — [14, Th. (40.31)].

2.3. Le K0 relatif. — Soit ϕ : Λ −→ Λ′ un homomorphisme d’anneaux. On considère la
catégorie suivante :
– Objets : Triplets (P, ϑ,Q) avec P,Q ∈ PMod(Λ) et ϑ : P⊗Λ′ −→ Q⊗Λ′ est un isomorphisme

de Λ′-module.
– Morphismes : Un morphisme (P, ϑ,Q) −→ (P1, ϑ1, Q1) est la donnée de Λ-homomorphismes
α : P −→ P1 et β : Q −→ Q1 telle que le diagramme suivant soit commutatif :

P ⊗ Λ′ α⊗Λ′
//

ϑ
��

P1 ⊗ Λ′

ϑ1
��

Q⊗ Λ′ β⊗Λ′
// Q1 ⊗ Λ′

Par définition, un morphisme dans cette catégorie est un isomorphisme, si et seulement si α
et β sont des isomorphismes de Λ-modules. On dit que

(2) 0 −→ (P1, ϑ1, Q1)
(α1,β1)−→ (P, ϑ,Q)

(α2,β2)−→ (P2, ϑ2, Q2) −→ 0

est une suite exacte courte dans cette catégorie, si

0 −→ P1
α1−→ P

α2−→ P2 −→ 0,

0 −→ Q1
β1−→ Q

β2−→ Q2 −→ 0

sont des suites exactes courtes de Λ-modules.
On définit maintenant le groupe K0(Λ, ϕ) par générateurs et relations comme suit :
– Générateurs : [P, ϑ,Q] pour toutes les classes d’isomorphismes d’objets (P, ϑ,Q).
– Relations :

(i) [P, ϑ,Q] = [P1, ϑ1, Q1] + [P2, ϑ2, Q2] pour toute suite exacte courte comme dans (2).
(ii) Si P,Q,R ∈ PMod(Λ) et ϑ1 : P ⊗ Λ′ ≃−→ Q⊗ Λ′, ϑ2 : Q⊗ Λ′ ≃−→ R⊗ Λ′, alors

[P, ϑ1, Q] + [Q,ϑ2, R] = [P, ϑ2 ◦ ϑ1, R].
Par abus de notation on dénote la classe de [P, ϑ,Q] dans K0(Λ, ϕ) par le même symbole.

2.4. La suite exacte de localisation. — La suite exacte qu’on présentera dans cette
section joue un rôle important dans plusieurs situations, notamment dans la théorie de la
conjecture équivariante de Tamagawa mais aussi dans la théorie d’Iwasawa non-commutative.
Nous avons une suite exacte reliant les K-groupes qu’on vient de définir

K1(Λ)
ϕ∗−→ K1(Λ

′)
∂1−→ K0(Λ, ϕ)

∂0−→ K0(Λ)
ϕ∗−→ K0(Λ

′)

où pour une matrice A ∈ Gln(Λ
′) nous avons posé

∂1(A) := [Λn, A,Λn], ∂0([P, ϑ,Q]) := (P )− (Q)

et où ϕ∗ est induit par ϕ de façon naturelle.
Nous donnerons deux exemples particuliers. Le premier est important pour la conjecture
ETNC, le deuxième pour la conjecture principale de la théorie d’Iwasawa non-commutative.
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Exemple 2.3. — Soit G un groupe fini, Λ = Z[G] ou Λ = Zl[G], où l désigne un nombre
premier. On écrit Cl pour le complété d’une clôture algébrique de Ql. On se donne une
extension de corps Q ⊆ E ⊆ C ou Ql ⊆ E ⊆ Cl et on pose Λ′ := E[G]. L’application ϕ
est l’inclusion. Dans ce cas présent nous utiliserons la notation K0(Λ, ϕ) = K0(Z[G],E) ou
K0(Zl[G],E).
Pour E = R nous avons maintenant un diagramme fondamental pour la suite

(3) ζ(R[G])×
∂̂1

((PPPPPPPPPPPP

K1(Z[G]) // K1(R[G])
∂1 //

NrdR[G]

OO

K0(Z[G],R)
∂0 // K0(Z[G])

K1(Z[G]) //

=

OO

K1(Q[G])
∂1 //

OO

K0(Z[G],Q)

≃
��

∂0 //

⊆
OO

K0(Z[G])

=

OO

∐
l

K0(Zl[G],Ql)

Ici, l’application NrdR[G] est la norme réduite qui est définie, par exemple, dans [14, §7D].
Rappelons que NrdR[G] induit une application K1(R[G]) −→ ζ(R[G])× qui est injective, mais
en général pas surjective. L’image est décrite par le théorème de Hasse-Schilling-Maass ([14,
Th. (45.3)]). Cependant on peut définir une application naturelle ∂̂1 telle que ∂1 = ∂̂1◦NrdR[G]

(cf. [7, Lemma 2.2]).

Exemple 2.4. — Soit S ⊆ Λ un ensemble multiplicativement fermé contenu dans le centre
ζ(Λ) de Λ, ou plus généralement, un ensemble de Ore. C’est-à-dire, un ensemble multipli-
cativement fermé pour lequel la localisation S−1Λ existe. Soit ϕ : Λ −→ S−1Λ l’application
canonique.
Soit T la catégorie des Λ-modules de type fini qui sont de S-torsion et de dimension projective
≤ 1. Soit K0(T ) le groupe de Grothendieck de la catégorie T . Alors

(4) K0(T ) ≃ K0(Λ, ϕ), (C) 7→ [Q,α, P ],

si 0 −→ Q
α−→ P −→ C −→ 0 est une résolution projective de C.

2.5. K0 relatif et idéaux de Fitting. — Dans cette section G désigne un groupe fini
abélien. Soit T la catégorie des Z[G]-modules finis de dimension projective finie. Autrement
dit, T est la catégorie des Z[G]-modules finis et cohomologiquement triviaux. Signalons que
la dimension projective d’un Z[G]-module cohomologiquement trivial est ≤ 1. Soit IQ(Z[G])
le groupe des Z[G]-modules I ⊆ Q[G] inversibles (ou, ce qui revient au même, localement
libres). Alors on a

K0(T ) ≃ IQ(Z[G]),
(C) 7→ FittZ[G](C),

(Z[G]/I) ← I

Ainsi, grâce à l’exemple 2.4, nous avons K0(Z[G],Q) ≃ K0(T ) ≃ IQ(Z[G]).
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De la même façon, on a K0(Zl[G],Ql) ≃ K0(Tl) ≃ IQl
(Zl[G]), où Tl désigne la catégorie des

Zl[G]-modules finis de dimension projective finie.

2.6. Calculs dansK0(Z[G],Q). — On reprend le diagramme fondamental (3). Avec quelques
simplifications, les conjectures qu’on veut étudier dans la suite prennent la forme d’une équa-
tion

(5) ∂̂1(L∗) = [P, ϑ,Q] avec L∗ ∈ ζ(R[G])×

dans le groupe relatif K0(Z[G],R). Pour la conjecture ETNC l’élément L∗ est un objet ana-
lytique défini comme le terme dominant d’une fonction L motivique.
D’autre part, on dispose d’un élément algébrique qu’on va définir dans des exemples particu-
liers.

Dans ce qui suit, nous aurons besoin de quelques résultats de la théorie des représentations
d’un groupe G fini.
Soit Irr(G) l’ensemble des caractères absolument irréductibles de G. Par le théorème de Wed-
derburns nous avons

C[G] ≃
⊕

χ∈Irr(G)

Mnχ(C),

qui induit un isomorphisme canonique

ζ(C[G]) ≃
⊕

χ∈Irr(G)

C.

Très souvent nous considérerons cet isomorphisme comme une égalité.

Lemme 2.5. — Soit E un corps tel que Q ⊆ E ⊆ C. Soit α = (αχ)χ∈Irr(G) ∈ ζ(C[G]). Alors
on a

α ∈ ζ(E[G]) ⇐⇒ ασ◦χ = σ(αχ),∀σ ∈ Aut(C/E).

Démonstration. — [2, Lemma 2.8].

Pour un caractère χ nous désignons par Q(χ) le corps engendré par les valeurs χ(g) où g
parcourt les éléments du groupe G. L’extension Q(χ)/Q est abélienne et dans le cas important
où E = Q le lemme 2.5 prend la forme

α ∈ ζ(Q[G]) ⇐⇒
{
αχ ∈ Q(χ), ∀χ ∈ Irr(G) et
ασ◦χ = σ(αχ), ∀σ ∈ Gal(Q(χ)/Q).

Revenons à l’étude de l’égalité (5). Posons

TΩ := ∂̂1(L∗)− [P, ϑ,Q]

et considérons d’abord la question TΩ
?∈ K0(Z[G],Q) que nous appelons conjecture de ra-

tionalité. Par un résultat de Swan (cf. [14, Th. (32.11)]), les modules PQ et QQ sont des
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Q[G]-modules libres de même rang, disons r. Choisissons des bases sur Q[G] de PQ et QQ et re-
présentons l’application ϑ par rapport à ces bases. Cela nous donne une matrice B ∈ Glr(R[G])
(évidemment dépendant du choix des bases). Posons alors

u :=
L∗

NrdR[G](B)
∈ ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×.

Évidemment u est bien défini. Par abus de notation, écrivons aussi u pour tout relèvement
de u à ζ(R[G])×. On peut démontrer que (cf. [2, Lemma 2.4 (a)])

TΩ ∈ K0(Z[G],Q) ⇐⇒ u ∈ ζ(Q[G])×.

Dorénavant on suppose la conjecture de rationalité vraie.
Il est maintenant raisonnable, et l’énoncé de ETNC le nécessite, de travailler nombre pre-
mier par nombre premier. Fixons alors un premier l et discutons la question TΩl

?
= 0 dans

K0(Zl[G],Ql). Soit IrrQ(G) un système de représentants de Irr(G) par l’action du groupe de
Galois absolu GQ. On pose

C := ζ(Q[G]) ≃
∏

χ∈IrrQ(G)

Q(χ).

Soit OC la clôture intégrale de Z dans C. Evidemment OC s’identifie avec
∏

χ∈IrrQ(G)

OQ(χ).

Signalons que par le résultat de Swan [14, Th. (32.11)], tout Z[G]-module projectif est locale-
ment libre. Nous choisissons alors des Zl[G]-bases de P ⊗ZZl et Q⊗ZZl et représentons ϑ par
rapport à ces bases. En fait, il suffit de travailler avec les localisations, et pour éviter encore
plus de notations, c’est ce qu’on suppose désormais. Il en résulte une matrice B ∈ Glr(R[G])
et nous posons

ul :=
L∗

NrdR[G](B)
∈ ζ(R[G])×/NrdQ[G](Z(l)[G]

×),

où Z(l) ⊆ Q est la localisation de Z. Par hypothèse (on rappelle que l’on a supposé vraie
la conjecture de rationalité), tout relèvement de ul (qu’on notera aussi ul) est contenu dans
ζ(Q[G])×. De plus, nous avons la

Proposition 2.6. — On a TΩl = 0 si et seulement si
(i) ul ∈ O×

C,l (c’est-à-dire ul est une unité l-adique), et

(ii) ul ≡ 1(mod NrdQl[G](Zl[G]
×)).

Supplément : Si l ∤ |G|, alors Zl[G] est un ordre maximal et on a NrdQl[G](Zl[G]×) = O×
C,l

(cf. [6, Th. 2.2]). Dans ce cas il ne reste que la condition (i).
Par contre, si l | |G| la condition (ii) se traduit par des congruences explicites. Donnons en
deux exemples.

Exemple 2.7. — 1) Soit G = 〈g0〉 un groupe cyclique d’ordre l. Alors l’isomorphisme C[G] ≃
C ⊕ . . . ⊕ C correspond aux caractères χj définis par χj(g0) := ζjl , ζl = exp(2πi/l), j =
0, . . . , l − 1. On a

α = (α0, . . . , αl−1) ∈ Q[G] ⇐⇒
{

α0 ∈ Q, α1, . . . , αl−1 ∈ Q(ζl) et
σj(α1) = αj, j = 1, . . . , l − 1.
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Ici σj ∈ Gal(Q(ζl)/Q) est l’isomorphisme défini par σj(ζl) = ζjl . Par conséquent, on peut
prendre IrrQ(G) = {χ0, χ1}. De plus, si (α0, α1) satisfait (i), alors on a

α ∈ NrdQl[G](Zl[G]
×) = Zl[G]× ⇐⇒ α0 ≡ α1(mod 1− ζl).

2) Soit G = 〈σ, τ : σl = id = τ2, τσ = σ−1τ〉 le groupe diédral d’ordre 2l, l 6= 2 premier. On
dénote χ0 le caractère trivial et χ1 le caractère défini par χ1(σ) = 1 et χ1(τ) = −1. Ce sont
les caractères abéliens. Il y a m := l−1

2 caractères de degré 2 de la forme ψj = indGH(λj), où λj
parcourt la moitié des caractères non triviaux de H = 〈σ〉. Plus explicite, si λj est défini par
λj(σ) = ζjl , j = 0, . . . , l − 1, alors on prend les λj pour j = 1, . . . ,m. Les caractères de degré
2 prennent leurs valeurs dans le corps réel maximal Q(ζl)

+ du corps cyclotomique Q(ζl) (cf.
[14, (10.11)]). On en déduit

C[G] ≃ C⊕ C⊕M2(C)⊕ . . .⊕M2(C).

Pour un élément α = (αχ0 , αχ1 , αψ1 , . . . , αψm) ∈ ζ(C[G]) on a

α ∈ ζ(Q[G]) ⇐⇒ αχ0 , αχ1 ∈ Q et αψ1 , . . . , αψm ∈ Q(ζl)
+ sont conjugés.

En plus, si (αχ0 , αχ1 , αψ1) satisfait (i), alors on a

α ∈ NrdQl[G](Zl[G]
×) ⇐⇒ αχ0αχ1 ≡ αψ1(mod 1− ζl).

Pour encore plus d’exemples et plus de détails le lecteur est renvoyé à [2, Sec. 2.3] et à [3,
Sec. 5].

3. Caractéristique d’Euler attachée aux complexes parfaits

Pour l’énoncé de la conjecture équivariante de Tamagawa il nous faut encore une méthode
pour produire des éléments algébriques dans le K0 relatif à partir d’un complexe parfait et la
donnée de certains isomorphismes entre ses groupes de cohomologie.

Pour l’instant, soit Λ un anneau quelconque. Pour un complexe

A• : . . . −→ Ai−1 ∂
i−1

−→ Ai
∂i−→ Ai+1 −→ . . .

on désigne, comme d’habitude, par

H i(A•) :=
ker(∂i)

im(∂i−1)

les groupes de cohomologie. On dit que A• est un complexe parfait lorsqu’il existe un complexe

(6) P • : . . . −→ P i−1 ∂
i−1

−→ P i
∂i−→ P i+1 −→ . . .

et un morphisme de complexes π : P • −→ A• tel que
– P • est borné, c’est-à-dire, il n’y a qu’un nombre fini de P i non nul.
– P i ∈ PMod(Λ) pour tout i.
– π induit des isomorphismes H i(P •)

≃−→ H i(A•) pour tout i. (Dans ce cas on dit que π est
un quasi-isomorphisme.)
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Soit maintenant Λ = Z[G]. Posons

Hpair(P •) :=
⊕

2|i
H i(P •), H impair(P •) :=

⊕

2∤i
H i(P •)

et supposons qu’on a un isomorphisme

ϑ : Hpair(P •)R
≃−→ H impair(P •)R.

Lorsqu’on pose Zi = Zi(P •) := ker(∂i), Bi = Bi(P •) := im(∂i−1) on a par définition les
suites exactes courtes tautologiques

0 −→ Zi −→ P i
∂i−→ Bi+1 −→ 0

0 −→ Bi ⊆−→ Zi −→ H i −→ 0

En appliquant le foncteur ⊗ZR, ces suites deviennent scindées (car R[G] est semi-simple) et
on peut définir un isomorphisme ϑ̃ de R[G]-modules comme la composée suivante

ϑ̃ : P pairR ≃ Hpair
R ⊕Ball

R
ϑ⊕id−→ H impair

R ⊕Ball
R ≃ P impairR ,

où Ball :=
⊕

i∈ZB
i (pour plus de détails voir [12, Sec. 1]).

Définition 3.1. — Pour un complexe P • comme dans (6) on définit la caractéristique d’Eu-
ler χZ[G],R(P

•, ϑ) ∈ K0(Z[G],R) par

χZ[G],R(P
•, ϑ) := [P pair, ϑ̃, P impair].

Il est démontré dans [12] que cette caractéristique d’Euler est bien définie et est indépendante
du choix des applications scindées.

Avant de donner la définition générale pour un complexe parfait A•, nous explicitons la
construction dans un cas spécial. Si P • n’a que deux modules non nuls, disons P 0 et P 1,
alors on a un diagramme

0 // H0 // P 0 ∂0 //

!!B
BB

BB
BB

B P 1 // H1 //
τ

jj 0

B1

⊆
==||||||||

!!C
CC

CC
CC

C

σ

YY

0

=={{{{{{{{
0

où toutes les suites courtes sont exactes. Après ⊗ZR on peut choisir des applications scindées,
dénotées σ et τ dans le diagramme, et on obtient

ϑ̃ : P 0
R ≃ H0

R ⊕B1
R −→ H1

R ⊕B1
R ≃ P 1

R.

Le premier isomorphisme est induit par σ et le dernier par τ . On remarque qu’en général les
applications σ et τ n’existent qu’au niveau des R[G]-modules.
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Définition 3.2. — Soit A• un complexe parfait, ϑ : Hpair(A•)R
≃−→ H impair(A•)R un iso-

morphisme de R[G]-modules et π : P • −→ A• un quasi-isomorphisme comme ci-dessus. On
définit la caractéristique d’Euler χZ[G],R(A

•, ϑ) ∈ K0(Z[G],R) par

χZ[G],R(A
•, ϑ) := χZ[G],R(P

•, π−1ϑπ).

Grâce à un résultat de Burns [12, Sec. 2], la quantité χZ[G],R(A
•, ϑ) est bien définie, c’est-à-

dire, la définition ne dépend pas des choix qu’on a fait pendant la construction.
Donnons deux exemples qui montrent que cette caractéristique d’Euler généralise des concepts
bien connus.

Exemple 3.3. — Soit G = 1 et C un groupe abélien fini. Comme d’habitude, écrivons C[1]
pour le complexe qui a comme seul module non nul le module C en degré 1. Soit

0 −→ Zn α−→ Zn −→ C −→ 0

une présentation de C. Alors le complexe C[1] est parfait comme le montre le diagramme
suivant

Zn α // Zn

π

��
C

où les modules sont placés en les degrés 0 et 1. On obtient χZ,R(C[1], 0) = [Zn, α,Zn] ∈
K0(Z,R). On déduit de la suite exacte de localisation, ou bien du diagramme (3), que
K0(Z,R) ≃ R×/± 1, l’isomorphisme étant induit par det. Alors χZ,R(C[1], 0) = [Zn, α,Zn] 7→
det(α) mod ± 1. D’un autre côté, |det(α)| = |C| et on retrouve ainsi l’ordre d’un Z-module
C fini.

Exemple 3.4. — Soit G abélien et C un Z[G]-module fini et cohomologiquement trivial.
Alors on a une suite exacte

0 −→ Q −→ Z[G]n π−→ C −→ 0

avec n ∈ N assez grand et Q = ker(π). La suite exacte de cohomologie démontre que Q
aussi est cohomologiquement trivial. De plus, Q est sans torsion sur Z. On rappelle que
tout module cohomologiquement trivial et sans Z-torsion est Z[G]-projective (cf. [24]). Donc,
comme ci-dessus le complexe C[1] est parfait et on arrive à χZ[G],R(C[1], 0) = [Q, id,Z[G]n] ∈
K0(Z[G],Q). Mais d’après le paragraphe 2.5 on a K0(Z[G],Q) ≃ IQ(Z[G]). Cet isomorphisme
applique l’élément [Q, id,Z[G]n] à FittZ[G](C). Ainsi la caractéristique d’Euler qu’on vient de
définir généralise la notion de l’idéal de Fitting.

4. Courbe elliptique, BSD et fonctions L de Hasse-Weil tordues

Le but de ce paragraphe est d’introduire les objets analytiques qui figurent dans ETNC dans
un cas particulier, plus précisément, dans le cas où le motif vient d’une courbe elliptique
définie sur Q considérée comme une courbe sur K, où K désigne une extension galoisienne
de Q.
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Pour donner un minimum de motivation, nous commençons par la conjecture de Birch et
Swinnerton-Dyer (abrégée BSD) qui est conjointement avec la formule analytique du nombre
de classes le prototype pour ETNC.
Soit E/Q une courbe elliptique définie sur Q. Rappelons rapidement la définition de la fonction
L de Hasse-Weil qui est définie par un produit d’Euler. Les facteurs locaux sont donnés par

Lp(E/Q, T ) :=





1− apT + pT 2, bonne réduction en p,
1− T, réduction multiplicative déployée ,
1 + T, réduction multiplicative non-déployée ,
1 réduction additive,

où ap = p + 1 − |Ē(Fp)|. On remarque qu’on a toujours Lp(E/Q, 1p) =
|Ēns(Fp)|

p , où Ēns(Fp)
désigne le groupe des points Fp-rationnels non-singuliers sur la courbe réduite.

Définition 4.1. — On pose

L(E/Q, s) :=
∏

p

Lp(E/Q, p−s)−1,

où p parcourt tous les nombres premiers et on l’appelle la fonction L de Hasse-Weil associée
à la courbe E.

Remarque 4.2. — 1) Le produit d’Euler converge pour Re(s) > 3
2 . Comme conséquence du

théorème de modularité on sait qu’il existe un prolongement sur tout le plan complexe.
2) La fonction L de Hasse-Weil s’écrit comme série de Dirichlet

L(E/Q, s) =
∑

n≥1

ann
−s, Re(s) >

3

2
,

où les an sont définis à partir des ap, p premier, par les formules

amn = aman, si (m,n) = 1, apν+1 = apapν − papν−1, si ν ≥ 1 et a1 = 1.

D’après le théorème de Mordell-Weil le groupe des points de E rationnels sur Q, noté E(Q),
est un groupe abélien de type fini.
Comme d’habitude, X(E/Q) désigne le groupe de Tate-Shafarevic, Ω+ la période réelle et cp
les facteurs locaux de Tamagawa. Finalement, Reg est le régulateur elliptique. Nous donnerons
sa définition après l’énoncé de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

La conjecture BSD
1) (Conjecture du rang)

ords=1L(E/Q, s)
?
= rgZ(E(Q)).

2) (Conjecture de rationalité) Posons r := rgZ(E(Q) et

L∗(E/Q, 1) := lim
s→1

(s − 1)−rL(E/Q, s).

Alors
L∗(E/Q, 1)
Ω+Reg

?∈ Q×.
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3) (Conjecture d’intégralité)

L∗(E/Q, 1)
Ω+Reg

?
=
|X(E/Q)|
|E(Q)tors|2

·
∏

p

cp.

Rappelons la définition du régulateur. On fixe une base P1, . . . , Pr de E(Q)/E(Q)tors, alors

E(Q) = E(Q)tors ⊕ ZP1 ⊕ . . .⊕ ZPr.

On dénote P ∗
1 , . . . , P

∗
r la base duale, c’est-à-dire,

P ∗
i (Pj) =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

Si 〈_,_〉NT : E(Q) × E(Q) −→ R désigne l’accouplement de Néron-Tate, on obtient un iso-
morphisme

λNT : E(Q)R −→ E(Q)∗R := HomR(E(Q)R,R),
P 7→ 〈P,_〉NT .

Comme 〈Pi,_〉NT =
∑r

j=1〈Pi, Pj〉NTP ∗
j la matrice correspondante à λNT par notre choix des

bases est évidemment (〈Pi, Pj〉NT )1≤i,j≤r. On définit

Reg := det (〈Pi, Pj〉NT ) .
En résumé, on note que nous avons choisi des Z-bases de E(Q)/E(Q)tors et de E(Q)∗, puis
nous avons représenté l’isomorphisme λNT par une matrice et, finalement, nous en avons pris
le déterminant.
Nous ne donnerons pas la définition de Ω+ mais nous nous contentons de constater que Ω+

a aussi une interprétation comme le déterminant d’un isomorphisme naturel qu’on appelle
isomorphisme de période. Puisque les Z-modules sont ici de rang 1 cela a peut-être l’air
artificiel mais c’est exactement ce point de vue qui se généralise dans le cas équivariant.

Remarque 4.3. — La conjecture ETNC pour le motif h1(E)(1) est équivalente à la conjec-
ture BSD. La démonstration de ce fait n’est pas évidente, car l’énoncé de ETNC est très
technique et très général. Le lecteur peut se reporter aux articles de Kings [21] ou de Venja-
kob [29].

L’objectif de ce qui suit est le développement d’une conjecture plus fine que BSD dans la
situation suivante :

E/Q est une courbe elliptique sur Q,
K/Q une extension galoisienne finie,
MK = h1(EK)(1).

Cette conjecture plus fine doit faire ressortir l’action du groupe G = Gal(K/Q) sur les objets
arithmétiques associés à E/K qui sont, entre autres, le groupe E(K) ou le groupe X(E/K).
Commençons par la définition du côté analytique de la conjecture. Pour tout caractère χ ∈
Irr(G) on peut définir une fonction L de Hasse-Weil tordue qu’on dénote par L(E/Q, χ, s).
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Nous ne donnerons pas la définition. Il nous suffit, pour avoir une idée, de constater que dans
le cas où G est abélien on a

Lp(E/Q, χ, T ) = 1− χ(p)apT + χ(p)2pT 2

pour tout caractère χ abélien et tout premier p où la courbe a bonne réduction. Ou bien,

L(E/Q, χ, s) =
∞∑

n=1

χ(n)ann
−s, Re(s) >

3

2
.

Dans les deux formules on considère χ comme un caractère de Dirichlet par la théorie du
corps de classes.

Définition 4.4. — a) La fonction L motivique associée au motif MK est la fonction ayant
les valeurs dans ζ(C[G]) donnée par

L(MK , s) = (L(E/Q, χ̄, s+ 1))χ∈Irr(G) .

b) On pose
L∗ := (L∗(E/Q, χ̄, 1))χ∈Irr(G) .

Le lecteur trouvera plus de détails dans [10, Rem. 7] ou dans [2, Sec. 3]. A priori, L∗ ∈
ζ(C[G])×, mais comme la conjugaison complexe est continue on déduit facilement du lemme
2.5 que L∗ ∈ ζ(R[G])×.

Remarque 4.5. — Lorsqu’on remplace le motif h1(EK)(1) par le motif de Tate h0(Q)K , les
fonctions L de Hasse-Weil tordues sont à remplacer par les fonctions L d’Artin. Dans ce cas
on arrive essentiellement à la fonction

θS : C −→ C[G] ≃
⊕

χ∈Irr(G)

C

introduite dans l’exposé [20] de Greither (avec quelques modifications à cause de l’ensemble
S).

Pour définir le terme de droite dans (5) et pour bien comprendre les problèmes qui se posent
en travaillant avec des Z[G]-modules, il faut avoir une idée de la conjecture ETNC dans le cas
général.

5. La conjecture équivariante de Tamagawa : une esquisse

La conjecture équivariante de Tamagawa est une conjecture formulée dans le langage de la
théorie des motifs. Nous ne donnerons pas une introduction de cette théorie. Le but de cette
section est modeste : on veut obtenir une idée de ETNC dans le cas général et bien comprendre
deux cas spéciaux. Ce sont le cas des motifs de Tate en s = 0 et le cas de l’extension des
scalaires d’une courbe elliptique E/Q déjà décrit dans la Section 4.
Soit

A une algèbre semi-simple de type fini sur Q,
M un motif sur Q, muni d’une A− action.

Une structure motivique pour nous consiste en
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– des réalisations l-adiques, de Betti et de deRham,
– des groupes motiviques de cohomologie,
– des isomorphismes de comparaison,
– une suite exacte conjecturale mettant ces objets en relation entre eux.
Dans la suite nous décrirons cette structure pour deux motifs ; ce sont nos exemples principaux.

Exemple 1 : (Motif de Tate) Soit K/Q une extension finie galoisienne avec groupe G. Alors
on a un motif M = h0(Q)K ; c’est l’extension des scalaires du motif de Tate h0(Q).

Exemple 2 : (Extension des scalaires d’une courbe elliptique) C’est l’exemple qu’on a déjà
décrit dans la Section 4. Alors :

E/Q une courbe elliptique ,
K/Q une extension finie galoisienne avec groupe G,
M = h1(E/K)(1)

Dans nos exemples principaux l’algèbre A est l’algèbre Q[G].

La réalisation l-adique d’un motif est une représentation Al-linéaire du groupe de Galois
absolu GQ = Gal(Qc/Q). Pour un corps de nombres F , on pose Σ(F ) pour l’ensemble des
plongements de F dans C. Nous définissons HK :=

⊕
σ∈Σ(K)Q. Les groupes G et GQ opèrent

sur Σ(K) et cela fournit bien une action de G et GQ sur HK .
Dans l’exemple 1 on a

Ml = HK,l =
⊕

σ∈Σ(K)

Ql

et dans l’exemple 2
Ml = HK,l ⊗Ql

Hom(Vl(E),Ql)(1),

où Tl(E) est le module de Tate, Vl(E) := Tl(E)⊗Zl
Ql et GQ opère bien sur HK,l et Vl(E).

On utilise alors les réalisations l-adiques pour la définition des fonctions L. Supposons pour
l’instant que A soit commutative. Pour un premier p on désigne par Frp ∈ GQ un élément de
Frobenius et par Ip le groupe de ramification. On pose

Lp(M,T ) := detAl

(
1− Fr−1

p · T |M
Ip
l

)
∈ Al[T ],

L(M,s) :=
∏

p

Lp(M,p−s)−1

Si A est non-commutative, on doit remplacer det par la norme réduite. Remarquons que ces
fonctions L prennent leurs valeurs dans ζ(AC) (cf. [10, Rem. 7]).

Dans nos exemples on a AC = C[G]. Rappelons que nous identifions ζ(C[G]) et
∏
χ∈Irr(G)C.

Dans notre exemple 1 la fonction L motivique est le vecteur des fonctions L d’Artin,

L(M,s) = (L(K/Q, χ̄, s))χ∈Irr(G) ,

et dans l’exemple 2 on obtient, comme on a déjà expliqué, le vecteur des fonctions L de
Hasse-Weil tordues,

L(M,s) = (L(E/Q, χ̄, s+ 1))χ∈Irr(G) .
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Continuons avec la description des réalisations MB de Betti dans nos exemples principaux. En
général, MB est un espace sur A de type fini muni d’une action de la conjugaison complexe.
Dans l’exemple 1 on a

MB = HK =
⊕

σ∈Σ(K)

Q.

Le groupe G et la conjugaison complexe opèrent sur Σ(K) et cela induit des actions naturelles
de A et de la conjugaison complexe surMB . Dans l’exemple 2 la réalisation de Betti est donnée
par

MB = HK ⊗Q H
1(E(C), 2πiQ),

où H1(E(C), 2πiQ) est le groupe de cohomologie singulière avec son action naturelle de la
conjugaison complexe. Le groupe G opère sur le premier facteur.
La réalisation MdR de deRham est un espace sur A muni d’une filtration F iMdR naturelle, la
filtration de Hodge. On définit l’espace tangentiel tM par MdR/F

0MdR. Dans l’exemple 1 on
a

MdR = K, F iMdR =

{
K, i ≤ 0,

0, i > 0,
alors tM = 0.

Pour l’exemple 2 nous nous contentons de décrire l’espace tangentiel :

tM = K ⊗Q Hom(Ω1
E/Q,Q)

où Ω1
E/Q désigne les formes différentielles de E. Le groupe G opère sur le premier facteur K

de façon naturelle.
Dans la théorie des motifs, il y a un isomorphisme très important qu’on appelle isomorphisme
de périodes,

α′
M :MB,C

≃−→MdR,C.

Comme d’habitude nous appelons M+
B le sous-module de MB sur lequel la conjugaison com-

plexe opère comme l’identité. Alors l’isomorphisme α′
M induit un homomorphisme de AR-

modules
αM :M+

B ⊗Q R −→ tM ⊗Q R.
Nous écrirons αM dans nos exemples principaux.
Pour le motif de Tate (exemple 1) on a

M+
B ⊗Q R =

⊕′
σ∈Σ(K)

R,

où ′ indique que les éléments σ ne parcourent qu’un système de représentants de Σ(K) pour
l’action de la conjugaison complexe (si σ et σ̄ sont conjugés, on ne prend qu’un seul élément
du couple (σ, σ̄)). Comme tM = 0, l’application αM est 0.
Dans le cas des courbes elliptiques (exemple 2), αM est un isomorphisme qui est essentielle-
ment induit par

H1(E(C),C) −→ Hom(Ω1
E/Q,C),

γ 7→
(
ω 7→

∫

γ
ω

)
.

On trouve une description plus détaillée de αM dans [2, Sec. 3].
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Dans l’exemple 1, les groupes de cohomologie motivique H0
f (M) et H1

f (M) pour un motif M
et son dual M∗(1) sont donnés par

H0
f (M) = Q, H1

f (M) = 0,

H0
f (M

∗(1)) = 0, H1
f (M

∗(1)) = O×
K ⊗Z Q.

Dans l’exemple 2, le motif est auto-dual, c’est-à-dire, M =M∗(1). On a

H0
f (M) = 0, H1

f (M) = E(K)⊗Z Q.
Conjecturalement, on a une suite exacte fondamentale reliant les objets qu’on vient de définir
(cf. [10, Conjecture 1]). Cette suite exacte est de la forme

0 −→ H0
f (M)R

c−→ ker(αM )
r∗−→ H1

f (M
∗(1))∗R

h−→

H1
f (M)R

r−→ cok(αM )
c∗−→ H0

f (M
∗(1))∗R −→ 0,(7)

où c est une application de classes de cycles, h est induit par une forme bilinéaire de hauteur
et r est un régulateur à la Beilinson.

Pour le motif de Tate, la deuxième moitié de la suite est nulle et r est le régulateur de Dirichlet.
Plus explicitement, il ne reste que la suite exacte courte

0 −→ R −→
⊕′

σ∈Σ(K)
R r∗−→ (O×

K ⊗Z R)∗ −→ 0.

Ce n’est autre que le dual de la suite exacte du régulateur de Dirichlet bien connue qui apparaît
dans la démonstration du théorème de Dirichlet sur les unités d’un corps de nombres.
Dans le cas des courbes elliptiques αM est un isomorphisme et h est le dual de l’isomorphisme
λNT . Alors, la suite exacte fondamentale se réduit à

0 −→ E(K)∗R
h−→ E(K)R −→ 0.

Pour tout motif M la suite exacte fondamentale (7) induit, par choix des applications scindées,
un isomorphisme

ϑ : H0
f (M)R ⊕H1

f (M
∗(1))∗R ⊕ tM,R −→ H1

f (M)R ⊕H0
f (M

∗(1))∗R ⊕M+
B,R.

En principe, nous choisissons des Q[G]-bases de

H0
f (M)⊕H1

f (M
∗(1))∗ ⊕ tM

et de
H1
f (M)⊕H0

f (M
∗(1))∗ ⊕M+

B

et représentons ϑ par rapport à ces bases. Bien sûr, il faut préciser la notion d’une Q[G]-
base parce qu’en général un Q[G]-module n’est pas libre. Mais la théorie des représentations
permet de donner un sens à cette notion. Pour plus de détails voir [2, Rem. 6b)]. Ainsi nous
obtenons une matrice A(ϑ) ∈ Glm(R[G]) et nous considérons la classe de NrdR[G](A(ϑ)) dans
ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×. Il est vrai que cette classe dépend du choix des bases, mais on peut
démontrer qu’elle ne dépend pas du choix de ϑ.

Conjecture 5.1. —
L∗ · NrdR[G](A(ϑ)) ∈ ζ(Q[G])×.
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On peut démontrer que la conjecture 5.1 est équivalente à la conjecture [10, Conj. 4(iii)].
Dans la suite nous désignons par NrdR[G](ϑ) la classe de NrdR[G](A(ϑ)) dans ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×.
Plus explicitement, dans l’exemple 1 le régulateur de Dirichlet induit un isomorphisme de
R[G]-modules

λDir : O×
K,R −→ XR,

u 7→ −
∑

w∈S∞

log |u|ww,

où X est le noyau de ZS∞ −→ Z, w 7→ 1, et nous obtenons un régulateur équivariant

R = (Rχ)χ∈Irr(G) := NrdR[G](λDir) ∈ ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×.

Comme NrdR[G](ϑ
∗) = NrdR[G](ϑ) et comme ϑ∗ est essentiellement λ−1

Dir, la conjecture 5.1
prend la forme

L∗/R ?∈ ζ(Q[G])×,

où par abus de notation nous désignons par R un relèvement quelconque. On peut aussi
démontrer que la conjecture 5.1 est équivalente à la conjecture de Stark comme formulée dans
[27]. Pour une démonstration de ce résultat voir [11].
Dans l’exemple 2, il vient l’application ϑ = λ−1

NT ⊕ α−1
M . Si l’on pose

Reg =
(
Regχ

)
χ∈Irr(G)

:= NrdR[G](λNT ) ∈ ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×,

Ω = (Ωχ)χ∈Irr(G) := NrdR[G](αM ) ∈ ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×.

la conjecture 5.1 prend la forme

L∗/Reg · Ω ?∈ ζ(Q[G])×,

où on utilise les mêmes conventions de notation que ci-dessus. C’est une forme équivariante
de la conjecture de rationalité de BSD. Il y a des expressions très explicites pour le régulateur
Reg et la période Ω dans [3, Sec. 4] et dans [2, Prop. 3.1].

L’idée naïve pour formuler une conjecture d’intégralité serait comme suit. On prend des Z[G]-
modules canoniques dans les Q[G]-espaces, par exemple O×

K dans O×
K ⊗Z Q ou E(K) dans

E(K) ⊗Z Q, et on les utilise pour l’énoncé d’une conjecture d’intégralité. Par exemple, dans
le cas des motifs de Tate une forme naïve serait peut-être

∂̂1(L∗) =
[
O×
K , λDir,X

]
.

Mais cela ne marche pas parce que les modules ne sont pas projectifs. Par conséquent, l’élément
de droite n’existe pas dans K0(Z[G],R).
La conjecture ETNC est probablement la façon correcte de résoudre ce problème. Nous fixons
un premier l avec le but de formuler une conjecture de l-intégralité (pour laquelle nous utilisons
le sigle ETNCl). En utilisant la théorie de la cohomologie étale on peut définir un complexe
parfait

RΓc,l = RΓc(Z[1/Sl],Ml)

ayant les propriétés suivantes :
– RΓc,l est parfait.
– RΓc,l a les bons groupes de cohomologie.
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On retrouve les Z[G]-modules, ou bien leurs complétés en l, qui sont intéressants d’un point
de vue arithmétique (par exemple les unités O×

K ou le groupe de Mordell-Weil E(K)), comme
les groupes de cohomologie d’un complexe parfait. Malheureusement, la définition de RΓc,l
est assez compliquée (cf. [10, Sec. 3.3 - 3.4]), et nous ne la donnerons pas ici.
Notons par Cl la complétion d’une clôture algébrique de Ql et fixons un plongement j : R −→
Cl. Soit j∗ : ζ(R[G])× −→ ζ(Cl[G])× induit par j et soit

ϑl : H
pair(RΓc,l)⊗Zl

Cl −→ H impair(RΓc,l)⊗Zl
Cl

l’isomorphisme de Cl[G]-modules induit par ϑ et j. La construction analogue à celle de la
Section 3 donne une caractéristique d’Euler

χZl[G],Cl
(RΓc,l, ϑj) ∈ K0(Zl[G],Cl).

Soit ∂̂1,l : ζ(Cl[G])× −→ K0(Zl[G],Cl) l’application analogue à ∂̂1 dans (3). Nous pouvons
finalement énoncer la conjecture ETNCl.

Conjecture 5.2. — Pour tout premier l, on a

∂̂1,l(j∗(L∗)) = χZl[G],Cl
(RΓc,l, ϑj)

dans K0(Zl[G],Cl).

Si nous supposons la conjecture de rationalité, alors pour tout premier l on a une égalité dans
K0(Zl[G],Ql).

En général, on ne dispose pas d’une description explicite du complexe RΓc,l. Mais pour les
motifs de Tate il existe un lien avec les suites de Tate qui rend une construction un peu plus
explicite de RΓc,l. Rappelons très brièvement les suites de Tate.
Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres et soit G = Gal(K/k). Pour un
ensemble S fini de places de k on note par S(K) l’ensemble des places de K au-dessus des
places de S. Soit OK,S l’anneau des S(K)-entiers de K et soit clS(K) le groupe des classes
d’idéaux de OK,S. Soit XS le noyau de ZS(K) −→ Z, w 7→ 1.
On dit que S est admissible si clS(K) = 1 et si S contient les places archimediennes ainsi que
les places qui se ramifient dans K/k.
Rappelons que Tate a défini une classe dans Ext2Z[G](XS ,O×

K,S), appelée classe canonique de
Tate, qui est fournie par la théorie locale et globale du corps de classes.

Théorème 5.3. — (Tate [26]) Soit K/k une extension galoisienne de corps de nombres avec
G = Gal(K/k). Soit S un ensemble de places de k admissible. Alors il existe une suite exacte

0 −→ O×
K,S −→ AS −→ BS −→ XS −→ 0

avec des modules parfaits AS , BS représentant la classe canonique de Tate.

Soit T •
l le complexe [AS,l −→ BS,l] où les modules sont concentrés en les degrés 0 et 1. Alors

on a

Théorème 5.4. — (Burns/Flach [9, Prop. 3.5]) Pour les motifs de Tate M = h0(Q)K le
complexe RΓc,l est quasi-isomorphe à T •

l .
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Par conséquent, on peut utiliser le complexe T •
l pour la construction de la caractéristique

d’Euler χZl[G],Cl
(RΓc,l, ϑj). Bien que les suites de Tate ne soient pas suffisamment explicites

non plus, on a ici plus d’information que dans le cas des courbes elliptiques. Comme noté par
exemple dans l’article [20] cela rend ETNC un peu plus explicite.

6. ETNC dans le cas des courbes elliptiques

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de rendre encore plus explicite la conjecture ETNC
dans le cas des courbes elliptiques. En utilisant ces résultats on peut calculer des exemples
numériques comme celui que nous décrirons dans la Section 6.3. En plus, sous des hypothèses
très fortes, on aura dans la Section 6.4 quelques résultats théoriques démontrant ETNCl pour
une infinité de l-extensions K/Q abéliennes.

6.1. Conjecture de rationalité. — Pour commencer, nous donnons les constructions ex-
plicites du régulateur équivariant Reg et de la période équivariante Ω.
D’abord, on décrit la période équivariante. Soit ω0 une forme différentielle de Néron et soient
γ+ and γ− des Z-générateurs de H1(E(C),Z)+ et H1(E(C),Z)−, respectivement. On définit

Ω+ :=

∫

γ+

ω0, Ω− :=

∫

γ−
ω0.

Soit α0 ∈ K un générateur d’une base normale de K/Q. Fixons un plongement ι : K →֒ C
et définissons τ ∈ G par c ◦ ι = ι ◦ τ , où c est la conjugaison complexe. Comme dans la
Proposition 3.1 de [2] on pose

λα0 :=

(
Ω+

1 + τ

2
+ Ω−

1− τ
2

)(∑

σ∈G
(ι ◦ σ)(α0)σ

−1

)−1

et on définit

Ω := NrdR[G](λα0) ∈ ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×.

Il est facile de démontrer que Ω ne dépend pas du choix de α0.
Le régulateur équivariant Reg est défini comme dans [2, Rem. 2.6(b)] avec

Y ev = E(K)Q, Y od = E(K)∗Q et θR = λNT .

Nous présentons ici une définition équivalente qui est un peu plus constructive. On choisit
d’abord une Q[G]-résolution libre de E(K)∗Q,

Q[G]n0 α−→ Q[G]n1 π−→ E(K)∗Q −→ 0

et on pose Z := ker(α). Soit ϕ : Z −→ E(K)Q un Q[G]-homomorphisme quelconque. En
augmentant éventuellement n0 on peut supposer que l’application ϕ est surjective. Si on pose
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Kϕ := ker(ϕ), on obtient le diagramme suivant

(8) Kϕ� _

��

= // Kϕ� _

��
0 // Z

ι //

ϕ

����

F 0 α //

����

    A
AA

AA
AA

A F 1 π //

=

��

E(K)∗Q //

=

��

0

W
.
�

>>}}}}}}}}
� p

  A
AA

AA
AA

A

0 // E(K)Q // A //

>> >>}}}}}}}}
F 1 π // E(K)∗Q // 0

où F 0 := Q[G]n0 , F 1 := Q[G]n1 , W := ker(π) et où A désigne le “pushout“ le long de ι et ϕ.
Soit maintenant λNT (ϕ)triv le composé

F 0
R

σ1−→ ZR ⊕WR
σ2−→ Kϕ,R ⊕ E(K)R ⊕WR

σ3−→ Kϕ,R ⊕ E(K)∗R ⊕WR
σ4−→ Kϕ,R ⊕ F 1

R,(9)

où σ1, σ2, σ4 sont induites par le choix des applications scindées de

0 −→ ZR
ι−→ F 0

R −→WR −→ 0,

0 −→ Kϕ,R −→ ZR
ϕ−→ E(K)R −→ 0,

0 −→WR −→ F 1
R

π−→ E(K)∗R −→ 0,

respectivement, et où finalement σ3 est induit par λNT .
Le Q[G]-module Kϕ est libre sur Q[G]. Choisissons des Q[G]-bases de F 0 et Kϕ ⊕ F 1. En
représentant λNT (ϕ)triv par rapport à ces bases nous obtenons une matrice Aϕ ∈ Gln0(R[G]),
et finalement posons

Reg := NrdR[G](Aϕ) · ζ(Q[G])× ∈ ζ(R[G])×/ζ(Q[G])×.

On peut démontrer que Reg est bien défini et que cette définition coïncide avec celle de [2,
Rem. 2.6(b)].
Par abus de notation écrivons également Reg, respectivement Ω, pour un relèvement quel-

conque à ζ(R[G])× . Posons u :=
L∗

ΩReg
∈ ζ(R[G])× et remarquons que u est bien défini mo-

dulo ζ(Q[G])×. Si l’on écrit ETNCQ pour la partie de rationalité de ETNC, c’est-à-dire pour
la conjecture 5.1, alors il vient la formulation explicite

(10) ETNCQ est vraie ⇐⇒ u ∈ ζ(Q[G])×.

6.2. Conjecture d’intégralité. — L’idée naïve pour formuler la conjecture ETNCl consis-
terait à remplacer le choix de Q[G]-base par le choix de Zl[G]-base. Evidemment c’est beaucoup
trop naïf parce qu’on sait bien du cas classique non-équivariant que le groupe X(E/K), que
les modules locaux qui donnent les facteurs de Tamagawa et aussi que la torsion de E(K)
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doivent intervenir dans la conjecture. Mais même pour la définition d’un régulateur équiva-
riant l-intégral l’approche décrite dans la Section 6.1 ne marche pas parce que le régulateur
dépendrait du choix de l’application ϕ. Plus précisément, on obtient un régulateur

Regl(ϕ) ∈ ζ(Cl[G])×/NrdCl[G](Zl[G]
×)

qui dépend de

ϕ ∈
HomZl[G](Z,E(K)tf,l)

ι∗(HomZl[G](F 0, E(K)tf,l)
≃ ExtZl[G](E(K)∗l , E(K)tf,l).

Pour plus de détails et un cas spécial où tous les calculs sont accomplis le lecteur peut consulter
[3, Sec. 4].

Pour la suite, nous introduisons des hypothèses qui nous permettent de travailler exclusive-
ment avec la cohomologie du complexe RΓc,l.
Soit Sbad(E) l’ensemble des premiers où la courbe E a mauvaise réduction, et soit Sram(K/Q)
l’ensemble des premiers où l’extension K/Q est ramifiée. On pose S := Sbad(E)∪Sram(K/Q).

Hypothèses :
(H0) X(E/K) est fini.
(H1) l 6= 2 et l 6∈ S.
(H2) l ∤ Īp pour tout p ∈ S.
(H3) Sbad(E) ∩ Sram(K/Q) = ∅.
(H4) Si l | #G, alors

(a) E(K)⊗Z Zl, (E(K)⊗Z Zl)∗ sont Zl[G]-parfaits et l ∤ #E(K)tors.
(b) l ∤ #X(E/K).

(H5) l ∤ #(E(Kv)/E0(Kv)) pour tout v ∈ S(K).

Dans (H5), Kv désigne la complétion de K en v, E(Kv) est le groupe des points Kv-rationnels
et E0(Kv) le sous-groupe des points ayant bonne réduction en v.

Si T est un Zl[G]-module parfait et fini, écrivons χ̃Zl[G],Cl
(T, 0) pour un relèvement quelconque

de χZl[G],Cl
(T [0], 0).

D’après nos hypothèses, ExtZl[G](E(K)∗l , E(K)tf,l) est trivial et nous disposons d’un régula-
teur Regl ∈ ζ(Cl[G])×/NrdQl[G](Zl[G]

×).
Dans la définition d’une période équivariante l-intégrale Ωl il faut choisir un élément α0 tel
que OK,(l) = Z(l)[G]α0 (ici l’indice (l) indiquant la localisation). Posons

ul :=
L∗

ΩlRegl
∈ ζ(Cl[G])×/NrdQl[G](Zl[G]×).

Théorème 6.1. — Supposons les hypothèses (H0) - (H5) vérifiées. Supposons aussi la conjec-
ture de rationalité vraie. Si l’on pose

ξl := χ̃(E(K)l∞ , 0)
−1 · χ̃(E(K)∨l∞ , 0)

−1 · χ̃(X(E/K)l∞ , 0),

alors on a

(11) ETNCl est vraie ⇐⇒ ulξ
−1
l ≡ 1(mod NrdQl[G](Zl[G]×))
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Nous remarquons que NrdQl[G](Zl[G]
×) = O×

C,l si l ∤ #G. Alors ETNCl est vraie, si et seule-
ment si ulξ−1

l est une unité l-adique de OC . Par contre, si l | #G, ETNCl est vraie si et
seulement si ulξ−1

l est une unité l-adique qui, en plus, satisfait des congruences explicites
pour lesquelles nous avons donné des exemples dans 2.7.
Pour un résultat un peu plus général que le théorème 6.1 le lecteur est renvoyé à [2, Prop. 4.4].
Dans celui-ci, nous avons utilisé le théorème 6.1 pour calculer des exemples numériques.
Décrivons en un. Les calculs ont été effectués avec le logiciel MAGMA.

6.3. Un exemple numérique. — Soit E : y2 + xy = x3 − x2 + 4x − 3. C’est une courbe
elliptique de conducteur NE = 73. Dans la notation de Cremona c’est la courbe 73A1. Soit
F = Q(

√
401) et K le corps de classes de Hilbert de F . On a hF = 5 et K/Q est une

extension galoisienne de groupe G ≃ D10, le groupe diédral d’ordre 10. Avec MAGMA on
trouve facilement un polynôme irréductible pour K/Q, par exemple,

f(x) = x10 − 2x9 − 20x8 + 2x7 + 69x6 − x5 − 69x4 + 2x3 + 20x2 − 2x− 1.

On a dK/Q = 4015 et S = {73, 401}. Comme nous l’avons expliqué dans l’exemple 2.7(2) la
table des caractères absolument irréductibles de D10 est donnée par (on note le changement
de notation),

id τ σ σ2

χ1 1 1 1 1
χ2 1 −1 1 1
χ3 2 0 ζ5 + ζ−1

5 ζ25 + ζ−2
5

χ4 2 0 ζ25 + ζ−2
5 ζ5 + ζ−1

5

Le calcul des valeurs des fonctions L, effectué avec l’implémentation de T. Dokchitser dans
MAGMA (cf. aussi [16]), donne

ords=1(L(E/Q, χi, s)) = 0 pour i = 1, 2, 3, 4.

D’après [15, Th. 3.7] (démontrée indépendamment par Longo et Tian-Zhang) on a

E(K) = E(K)tors = E(Q)tors.

Considérons d’abord la conjecture de rationalité. Les valeurs numériques des fonctions L ont
été calculées avec une précision de 20 chiffres. On n’en donne que 6,

(L(E/Q, χ, 1))χ∈IrrQ(G) = (1.18266, 2.12613, 0.163048, 7.659819).

Les calculs de la période équivariante Ω donnent pour u = L∗/Ω
u = (0.499999, 18.0000, 0.583592, 27.4164).

Remarquons que ces valeurs dépendent du choix d’une base normale α0. Pour obtenir des
valeurs avec des petits dénominateurs on choisit favorablement un générateur de base normale
intégrale. C’est ce que nous avons fait en appliquant l’algorithme de [5].
Numériquement on vérifie la conjecture de rationalité parce que u est proche de

(1/2, 18,−12β + 8, 12β + 20)

et ϕ(−12β +8) = 12β +20, où 〈ϕ〉 = Gal(Q(ζ5)
+/Q). Le polynôme minimal de −12β +8 est

x2 − 28x+ 16.
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Lorsqu’on suppose BSD pour E/K on peut calculer l’ordre conjectural du groupe de Tate-
Shafarevic :

#X(E/K) = 2832.

On peut s’assurer que les hypothèses (H) sont satisfaites pour tous les premiers l 6= 2, 3
(cf. [2, Ex. 6.2] pour plus de détails). Alors on peut vérifier ETNCl pour tous les premiers
l 6= 2, 3 modulo la précision du calcul (parce que nous n’obtenons pas une démonstration de
la conjecture de rationalité) et l’ordre conjectural du groupe de Tate-Shafarevic.
Le nombre premier le plus intéressant est l = 5. On a

η := uξ−1
5 = (1/2, 18,−12β + 8)

et par l’exemple 2.7(2) on doit vérifier la congruence

η0η1 ≡ η2(mod (1− ζ5)),
qui est effectivement satisfaite.

6.4. Conjecture d’intégralité en l|#G. — Le but de cette partie de l’article est de
décrire l’approche de [3] pour obtenir des résultats d‘intégralité dans le cas où l divise l’ordre
du groupe G et où rg(E(K)) n’est pas trivial. Pour plus de détails le lecteur peut consulter
[3].
Désormais nous travaillerons avec des hypothèses motivées par le travail de D. Burns qui dans
[13] a introduit des conditions similaires.

Hypothèses :
(B0) X(E/K) est fini.
(B1) [K : Q] = ln, G = 〈g0〉, l 6= 2,
(B2) l ne divise pas dK , NE , #E(Q)tors, #Ēns(Fp) pour p | dK , et #(E(Qp)/E0(Qp)) pour
p | NE .

(B3) (dK , NE) = 1.
(B4) l ne divise pas #X(E/K).
(B5) rkZE(K) = rkZE(Q).

Sous ces hypothèses l’élément ξl du théorème 6.1 change un peu. On a la même conclusion
avec

ξl =
∏

p|dK
(Lp(E/Q, χ̄, 1))−1

χ∈Irr(G) ,

et comme E(K)⊗ZZl n’est plus projectif sur Zl[G], le calcul du régulateur change aussi. Sous
nos hypthèses on peut démontrer qu’il existe une suite exacte de la forme

0 −→ E(K)⊗Z Zl −→ A −→ B −→ (E(K)⊗Z Zl)∗ −→ 0

telle que
– le complexe C• := [A −→ B] est parfait (où les modules sont placés en les dégrés 0 et 1).
– le régulateur équivariant est donné par χZl[G],Cl

(C•, λNT ).
Posons H0

l := E(K)⊗ZZl et H1
l := (E(K)⊗Z Zl)∗ et rappelons que la caractéristique d’Euler

dépend de la classe de la suite exacte ci-dessus dans Ext2Zl[G]

(
H1
l ,H

0
l

)
. Le problème qui se

pose est que nous n’avons aucune information explicite sur cette classe.
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Pour cette raison nous suivons la stratégie suivante. Nous calculons une suite exacte comme
ci-dessus pour toutes les classes parfaites dans Ext2Zl[G]

(
H1
l ,H

0
l

)
et vérifions ETNCl pour

toute suite exacte ainsi obtenue.
Nous posons NG :=

∑
g∈G g et considérons la suite exacte standard

(12) 0 // Zl
η // Zl[G]

g0−1 // Zl[G]
aug // Zl // 0

où η(1) := NG et aug(g) = 1 pour tout g ∈ G.
On prend r copies de la suite (12) et on l’utilise pour calculer Ext2Zl[G](H

1
l ,H

0
l ). Pour toute

application ϕ ∈ HomZl[G](Zrl ,Z
r
l ) nous obtenons un diagramme commutatif de la forme

(13) H1
l

≃
��

0 // Zrl
ι //

ϕ

��

Zl[G]r
⊕(g0−1)

//

��

Zl[G]r
⊕aug //

=

��

Zrl //

=

��

0

0 // Zrl //

≃
��

A(ϕ) // Zl[G]r // Zrl // 0

H0
l

Ici ι = ⊕η et A(ϕ) désigne le ”pushout” le long de ι et ϕ. On sait que les suites exactes en bas
parcourent toutes les classes de Ext2Zl[G](H

1
l ,H

0
l ) si ϕ parcourt un système de représentants

de
HomZl[G](Zrl ,Z

r
l )

ι∗(HomZl[G](Zl[G]r,Zrl ))
.

De plus, le complexe [A(ϕ) −→ Zl[G]r] est parfait si et seulement si l ∤ detZl
(ϕ).

Alors pour toute application ϕ nous obtenons un régulateur équivariant que nous notons
Regl(ϕ) =

(
Regl,χ(ϕ)

)
χ∈Irr(G)

. Soit e1, . . . , er la base standard de Zrl et Φ ∈ Glr(Zl) la
matrice représentant ϕ par rapport à cette base. Soient P1, . . . , Pr une Z-base de E(K)tf et
Ψ := (〈Pi, Pj〉NT )1≤i,j≤r ∈ Glr(R).
Un calcul élémentaire montre (cf. [3, Sec. 4])

Regl,χ(ϕ) =

{
(χ(g0)− 1)r, si χ est non-trivial,

1
(#G)r det(Ψ)det(Φ), si χ est trivial.

Posons
ul(ϕ) :=

L∗
ΩlRegl(ϕ)

=
L∗

ΩlRegl(id)
· 1

E(ϕ)
avec

(14) E(ϕ) = (Eχ(ϕ))χ∈Irr(G) , Eχ(ϕ) =

{
1, si χ est non-trivial,
det(Φ), si χ est trivial,

et rappelons qu’il faut calculer Ωl par rapport à une Zl[G]-base α0 de OK,l.
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Soit ε0 ∈ Ext2Zl[G](H
1
l ,H

0
l ) la classe correspondant à la suite exacte correcte, c’est-à-dire, la

suite exacte qui est définie par RΓc,l (cf. [3, Sec. 4]). Soit ϕ0 : Zrl −→ Zrl une application
représentant ε0 si on calcule Ext2Zl[G](H

1
l ,H

0
l ) par la suite en haut du diagramme (13). On

obtient

(15) ETNCl est valide ⇐⇒ ul(ϕ0)ξ
−1
l ∈ Nrd(Zl[G]×).

Soit
δl : ζ(Cl[G])×/NrdCl[G](Zl[G]×) −→ K0(Zl[G],Cl)

l’isomorphisme canonique (cf. [6, Th. 2.3(ii)])).

Définition 6.2. — Posons

E := {δl (E(ϕ)) | ϕ comme ci-dessus }.
On peut démontrer que E est un sous-groupe de K0(Zl[G],Ql)tors. En résumé, nous avons

Théorème 6.3. — Supposons les hypothèses (B0) - (B5) vérifiées. Alors les assertions sui-
vantes (i), (ii) et (iii) sont équivalentes, où
(i) ETNCl est valide modulo E.
(ii) E =

{
δl
(
ul(ϕ)ξ

−1
l

)
| ϕ comme ci-dessus

}
.

(iii) δl
(
ul(id)ξ

−1
l

)
∈ E.

Dans [3] nous avons utilisé le théorème 6.3 pour vérifier ETNCl numériquement pour beaucoup
d’exemples. Signalons aussi que le sous-groupe E est beaucoup plus petit que le groupe de
torsion de K0(Zl[G],Ql). On a

#K0(Zl[G],Ql)tors = (l − 1)nl
ln−1
l−1

−n ≫ ln−1(l − 1) = #E .

6.5. Conjecture d’intégralité et symboles modulaires. — Finalement nous esquissons
un cas très spécial où l’on peut démontrer ETNCl. On suppose les hypothèses (B) et, en plus,
on renforce (B5) en exigeant que rg(E(K)) = 0. Ces résultats se trouvent dans [4].
Sous ces hypothèses le régulateur est trivial et on rappelle que

ul,χ =
L∗(E/Q, χ̄, 1)Rχ

Ω+

avec la résolvante Rχ = Rχ(α0) =
∑

σ∈G σ(α0)χ(σ
−1).

Comme G est abélien on a NrdQl[G](Zl[G]×) = Zl[G]×. Ainsi on doit démontrer que ulξ−1
l ∈

Zl[G]×.
On dénote par f le conducteur de K et par fχ le conducteur d’un caractère χ de Dirichlet.
Soit Gf = Gal(Q(ζf )

+/Q) et soit la somme de Gauss

τ(χ) =
∑

a∈(Z/fZ)×
χ(a)e2πia/f .

En utilisant la théorie des symboles modulaires, Mazur et Tate dans [22] ont construit un
élément ΘMT ∈ Zl[Gf ] tel que

χ(ΘMT ) = c
f

fχ

τ(χ)Lf (E/Q, χ, 1)
c∞Ω+

,
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où Lf (E/Q, χ̄, 1) dénote la fonction L de Hasse-Weil tordue sans les facteurs d’Euler pour
p | f , c est la constante de Manin et c∞ est le nombre de composantes de E(R).
En posant α0 := TrQ(ζf )/K(ζf ) on obtient la relation fondamentale

(16) χ̄(ΘMT
f ) =

c

c∞

f

fχ
uχξ

−1
l,χ .

On peut énoncer le théorème suivant :

Théorème 6.4. — Soit K/Q une extension abélienne et soit E/Q une courbe elliptique sa-
tisfaisant les hypothèses (B) avec rg(E(K)) = 0. On suppose que l ∤ c#X(E/Q) et que la
l-partie de BSD est vraie pour E/Q. Alors la conjecture ETNCl est vraie.

On remarque que grâce aux travaux de Gross/Zagier et de Kolyvagin on sait que pour toute
courbe elliptique E/Q telle que L(E/Q, 1) 6= 0, il existe une infinité de premiers l tel que
l ∤ c#X(E/Q) et BSDl est valide pour E/Q.
En généralisant des résultats de [19] on peut démontrer le

Théorème 6.5. — Soit E/Q une courbe elliptique telle que L(E/Q, 1) 6= 0. Alors il existe
une infinité de premiers l tel que BSDl est valide pour E/Q et pour de tel nombre premier l,
il existe une infinité d’extensions K/Q telles que les hypothèses (B) soient satisfaites avec
rg(E(K)) = 0.
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