CODESCENTE POUR LE NOYAU SAUVAGE ETALE
par

Hassan Asensouyis & Jilali Assim

Résumé. — Soit p un nombre premier impair et soit M /F une p-extension galoisienne de corps
de nombres, de groupe de Galois G. Nous étudions, pour tout entier ¢ > 2, le noyau et le conoyau

de I’homomorphisme naturel sur le noyau sauvage étale N : (WKSE,QM)G — WKSE,QF, induit
par la corestriction en cohomologie étale.

Abstract. — Let p be an odd prime and let M/F a Galois p-extension of number fields with
Galois group G. We study, for ¢ > 2, the kernel and cokernel of the natural map on the étale

wild kernel N : (VVKQZ oM)g — WKQL > F" induced by the corestriction in étale cohomology.

Introduction

Soit M /F une extension galoisienne finie de corps de nombres, de groupe de Galois G. On se
propose d’étudier, pour un nombre premier impair p, le noyau et le conoyau de ’lhomomor-
phisme
N : (WK oM — WK
induit par la corestriction
cor : H*(M, Z(i)) — H?*(F,Z(i))

otl, pour un corps K quelconque, j > 1, H'(K, Zp(i)) est le j-ieme groupe de cohomologie
continue a Coefﬁcients dans le i-éme tordu de Tate Z,(i). Rappelons que le noyau sauvage
étale WK " oF (|[Ng 1], [Ko 1]) est défini, pour tout entier i > 2, par passage a la limite
projective dans la suite exacte de Poitou-Tate, comme étant le noyau de I’homomorphisme de

localisation
H2(F, Z,(i —>@H2 Fy, 7y (i)

Classification mathématique par sujets (2000). — 11R23, 11R70.
Mots clefs. — Noyau sauvage étale, codescente, A-invariant.
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6 Codescente pour le noyau sauvage étale

otl v parcourt 'ensemble des places de I’ et F;, est le complété de F' en la place v.
L’homomorphisme N, qu’on peut voir comme 'analogue de I'application norme dans le cas
du groupe de classes, a été étudié dans le cas d’une extension cyclique de degré p par Kolster-
Movahhedi ([Ko-Mo|) et par Griffiths (|Gri]) dans sa thése pour une extension cyclique
de degré une puissance du nombre premier p. Dans cet article, nous étudions le cas d’une
p-extension galoisienne quelconque. Nous déterminons explicitement le conoyau de N. En
particulier le morphisme N est surjectif sauf dans un cas exceptionnel pour lequel nous don-
nons une description arithmétique du conoyau. Pour calculer le noyau de /N, on se heurte a des
difficultés diles notamment & la présence de certains groupes de cohomologie qui semblent étre
des obstructions & un principe de Hasse local-global "tordu". Ces difficultés, déja observées
dans le cas classique du groupe de classes (voir e.g [Ng 3]), ainsi que le défaut de surjectivité
de N, disparaissent dans le cas ou le degré d de I’extension cyclotomique F'(y,)/F ne divise
pas lentier i — 1. Si ¢ = 1 (mod d), nous faisons I'hypothése

. 1l existe une p-place vy de ui ne se décompose pas ou une place v totalement e
H) : 1l exist p-pl de F qui décompose p pl total tet
modérément ramifiée dans ['extension M/F.

Si F(up) contient le groupe des racines p"-iémes de 1'unité, nous obtenons une formule des
genres a la Chevalley pour une extension galoisienne de corps de nombres d’exposant p",
généralisant celles de [Ko-Mo| et [Gri].

Enfin nous exploitons le cas simple des corps de nombres totalement réels et ¢ pair pour
donner une démonstration de la formule de Riemann-Hurwitz p-adique (voir e.g. [I 2|). Le
résultat obtenu donne une description explicite de la structure de Z,[G]-modules des "par-
ties moins" du groupe de Galois de la pro-p-extension non-ramifiée abélienne maximale de
M (ppe), décomposant totalement toutes les places au-dessus de p.

1. Préliminaires

Pour tout corps de nombres F' d’anneau des entiers Op et tout nombre premier impair p,
soit S un ensemble de places de F' contenant ’ensemble S}, des places au-dessus de p et des
places infinies. Notons Gg = Gg(F) le groupe de Galois de I'extension algébrique S-ramifiée
maximale de F'.

Par passage a la limite projective dans la suite exacte de Poitou-Tate, nous avons la suite
exacte

H?(Gs, Ly (i) — @ H*(F, Zy (i) — H® (F,Qp/Zy(1 — 1))" = 0,

veES
ot, pour un groupe A, A* est le dual de Pontryagin de A. Pour i # 1, le noyau de ’ho-
momorphisme de localisation H?(Gg(F) @H %(F,,Zy(i)) est indépendant de S

veS
contenant S, ([Sc|). Pour i = 2, les résultats de Tate (|T]) montrent que ce noyau est iso-

morphe a la partie p-primaire du noyau sauvage classique ([M]). Pour i > 2, il a été baptisé

noyau sauvage étale par Kolster ([Ko 1]) et Nguyen Quang Do (|Ng 1]) et est noté WK o F,
a cause notamment des liens entre les groupes de K-théorie algébrique et la Cohomologle étale
(|So], [D-F]). Les résultats de Soulé et Dwyer-Friedlander, et ceux de Borel sur la finitude
des groupes de K- theorle algébrique Ko, 2Op, i > 2, entrainent en particulier que le noyau

sauvage étale WKS 22 oF est fini pour tout entier ¢ > 2. Notons en passant que la finitude du
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Hassan Asensouyis et Jilali Assim 7

noyau de ’homomorphisme de localisation ci-dessus est conjecturale pour ¢ < 0 et que le cas
i = 0 correspond a la conjecture de Leopoldt ([Sc|). Sii = 1, ce noyau n’est autre que la partie
p-primaire du groupe des S-classes de F', i.e. le groupe de classes modulo les classes des divi-
seurs contenus dans S. Le noyau sauvage étale peut donc étre considéré comme un analogue
tordu du groupe de classes (tensorisé par Zj,) et son étude recéle, comme celle du groupe de
classes, des problémes arithmétiques difficiles et intéressants (voir e.g [As|, [Ko-Mo]|, |[Ng 2],
ete).

Soit maintenant M /F une extension galoisienne S-ramifiée de corps de nombres, de groupe
de Galois G. Nous avons alors deux applications de corestriction et restriction

cor : H3(Gs(M),Z,(i)) — H*(Gs(F), Zy(i))
et
res : H2(GS(F),Zp(i)) — H2(GS(M)aZp(i))G

pour tout entier ¢ > 2. Si i = 2, ces applications correspondent respectivement aux homomor-
phismes transfert et extension pour le Ko ([M]). Il est bien connu que le noyau et le conoyau
de I’homomorphisme res sont décrits a I’aide de la G-cohomologie de H'(Gg (M), Z,(i)) :

ker(res) = H(G, H'(Gs(M),Z,(i))) et coker(res) = H*(G, H' (Gs(M), Z,(i)))

([Ka], [CKPS], [Ko-Mo], etc), et que le morphisme de corestriction induit un isomorphisme,
noté encore cor,

H*(Gs(M), Zy(i))e — H*(Gs(F), Zy(i))

(voir e.g. [Ko 2]). Des résultats analogues sont valables dans le cas d’une extension de corps
locaux.

Notons @ H?(F,,Z,(i)) le noyau de I'homomorphisme
veS
P B> (F, 7, (i) = H(F,Qp/Zy(1 — i))*.
veS

Nous avons ainsi, pour tout entier ¢ > 2, une suite exacte

(1) 0= WKS' oF — H*(Gs, Zy(i)) — €D H(Fy, Z,(i)) — 0.
vES

Soit p, le groupe des racines p-iémes de 1'unité et soit d := [F'(y,) : F]. Il est clair que I'on a
I’isomorphisme

P HA(F,. 2, (i) = €D H(F,, Z, (i)

veS vES

exactement lorsque d ne divise pas I'entier ¢ — 1. Notons
N:(WKS M) — WES ,F

I’homomorphisme induit par la corestriction. Nous avons alors un diagramme commutatif :
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8 Codescente pour le noyau sauvage étale

ot . = .
- (WESE M) —— B2 (Gs(M), 2, (i) — 99 H (M, Z,(1))
veES,w|v Ie

N >~ | cor lN/

D 1P, 2,()

veS

00— WKE! ,(F) H*(G5(F),Zy(1))

Ainsi coker N ~ ker N/ et

~

ker N ~ coker(H; (G, Hz(GS(M),Zp(i))) 2, H, (G, @ H2(Mw7zp(i))))-

w|v,veS

2. Détermination du conoyau

Pour déterminer le conoyau de ’homomorphisme N : (WK g}_2M Ja = WK g}_2F , considé-
rons le diagramme commutatif

~

D H M Zy()) | — | D H My Zp(0) | — (H (M, Qp/Zy(1 —i)))
w|v,veS a w|v,veS G

L |
P HA(F,. Z, (i) P H*(F., 2,(0))

vES veS

HO(F,Qp/Zy(1 —14))*

dans lequel les deux fléches verticales de droite sont des isomorphismes. Si i # 1 (mod d), on

sait que les deux modules @ H?*(M,, Z,(i)) et @ H?(M,,,Z,(i)) coincident et N” est
wlv,weS wlv,weS

donc un isomorphisme. En particulier N est surjectif.

On n’a donc a traiter que le cas i =1 (mod d).

Nous avons besoin de quelques notations supplémentaires :

F :la Z,-extension cyclotomique de F';

I'=Gal(F/F);

L’ : la pro-p-extension abélienne non-ramifiéee maximale de F,,, décomposant totalement
toutes les places de F,, au-dessus de p.

Proposition 2.1. — Soit M/F une p-exstension galoisienne de corps de nombres et suppo-
sonsi=1 (mod d). Alors

cokerN = Gal (L, N Mw/Fx) (i — 1)r.
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Démonstration. — Le diagramme commutatif ci-dessus montre que
ker N' & coker(Hy (G, @) H*(M.y,Zy(i))) — H1(G, H*(M,Qp/Zy(1 — i))*)).
w|v,weS

On sait que pour tout v € S, H*(My, Z(i)) = H°(My,Qp/Z,(1 —i))* (théoréme de dualité
locale). Utilisant le théoréme de dualité pour la cohomologie des groupes finis, puis le lemme
de Shapiro, il vient

H\(G, @ H*(My,Zy(i))) = @ H (G, H* (M, Qy/Zp(1 — i)))"
wlv,ves ves

ol, pour toute place finie v de S, on a choisi une place w au-dessus de v et Gy, est le groupe
de décomposition de w. Soit H le groupe de Galois Gal(My /Fs) et pour une place finie v
quelconque, soient H,, = Gal(My o0/ Fy.00), I'w = Gal(My, oo /My,) et I'y = Gal(F), «/F,). Par
inflation-restriction, on a les suites exactes

0—— Hl(Gwa HO(va @p/Z;D(l —1i))) —= H! (M, 00/ Fo, Q;D/Z;D(l — 1))

i

HYTy,Qp/Zp(1 —i))C% =0
et
HY Ty, Qp/Zp(1 = 1)) ——= H' (M 0/ Fo, Qp/Zp(1 — 7)) ——= H'(H,, Qp/Zy(1 — i)™

|

0 H2(Fanp/Zp(1_i)) =0
ott la nullité des groupes HY (T, Qp/Zy(1 —i)) et H) (T, Qp/Zy(1 — 1)), j = 1,2, découle du
lemme de Tate (voir e.g.[Sc|). On en déduit que

HY (G, H (M, Qp/Zp(1 = 4))) 2= H' (Ho, Qp/Zp(1 — )"
Puisque ¢ =1 (mod d), H, opére trivialement sur Q,/Z,(1 — i), et donc
H' (G, H(Mu, Qp/Zy(1 — 7)) = Hom(H (i — 1)r,, Qp/Zy),
ou encore

v

Hy(Guy H(My, Z(1))) = H(i = 1)r
De méme :
H\(G, HY (M, Q,/Z,(1 — 1)) = H(i — 1)r.

Par conséquent,

cokerN = coker <@ H® (i — 1), — H®(i — 1)1")

vES

= coker | (P HP — H“b> (i— 1)p = Gal (L, N M /Fo) (i — 1)p.

veS
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10 Codescente pour le noyau sauvage étale

Corollaire 2.2. — Soit M/F une p-extension galoisienne de corps de nombres et soit L
la pro-p-extension abélienne non-ramifiée maximale de Fu, décomposant totalement toutes
les places au-dessus de p. Alors I’homomorphisme N est surjectif exactement dans les cas
suvants :

1.i#1 (mod d)
2.i=1 (modd) et LL,N My, = Fs.

3. Détermination du noyau

3.1. Casi=1 (mod d). — Rappelons que

~

ker N 2 coker (Hy (G, H*(Gs(M), Z,(i))) - Hy(G, P H (M., Z,(1)))).
wl|v,veS

Malheureusement, le groupe Hj( @ 2(M,,, Zp(i))) semble difficile & calculer. On a le
w\v veS
diagramme :

Hy(G, D H*(My,Zy(i)))

wlv,ves

|

Hy(G, H(M,Qp/Zp(1 - i))*)

H\(G, H*(Gs(M), Zy(0)) —~ H(G, D H* (M, Z,(0)))

w\v ves

|

Hy(G, HA(G(M), 2, (1)) — TG D H* (M Z,(0)

wlv,ves

|

Hy(G,H°(M,Q,/Z,(1 —i))*)

1

Supposons que 'hypothése (H) est vérifiée, c’est-a-dire qu'il existe une place vy de S pour
laquelle G, = G et

H®(Muy, Qp/Zp(1 = i) = H(M, Qp/Zp(1 — i),
ol wq est la place de M au-dessus de vy, et donc

Hj(G, H®(Muy, Qp/Zy(1 — 1)) = Hj(G, H*(M, Qp/Zp(1 7))
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Hassan Asensouyis et Jilali Assim 11

pour j = 1,2. Le diagramme ci-dessus et le théoréme de dualité locale montrent alors que

~

Hj(G, @ H*MuZy()) = @  Hj(Gu, H* (Mo, Zy(0))).

w|v,veS veS—{vo}
En résumé, sous I’hypothése (H), on a
KerN = coker(H (G, H*(Gs(M),Zy(i))) — B  Hi(Guw, H* (M, Zy(i)))),
veS—{vo}

ou pour toute place v € S — {vg}, on a choisi une place w de M au-dessus de v (lemme de
Shapiro). On sait que ([CKPS], [Ko 2]|)

H\(G, H*(Gs(M),Z,(i))) = H(G, H'(Gs(M), Zy(i)))
et pour tout w | v,v € S
Hy (G, H(Muy, Zp (i) = H (G, H' (Muy, Zp (i)
Par suite

ker N 2 coker(H'(G, H'(Gs(M),Z,(i)) — €D  H(Guw, H (M, Z,(i)))).
veS—{vo}

Puisque les groupes H' (F, Z,(i)) vérifient la descente galoisienne (voir e.g. [CKPS], [Ko 2]),

. H'(F,Z,(i)) B F. 2y(0)
KerN:COker(NG(Hl(M,pr(i))) - @ Ng,, (H! (Mw,Zp(i)))).

veS—{vo}
Soit m l'exposant de G, on a alors
© coer [ HAEZy () /m H(F, 2,(0))/m
Kol & Coker | gomorz,ym D Ve @06 2,6

Pour simplifier, faisons m = p". Pour tout entier i, la suite exacte
0= Zy(i) 5 Zp(i) — Z/p"(i) — 0
donne par cohomologie la suite exacte

0— HY(F,,Z,(i))/p" — H'(Fy, Z/p"(i)) — pn H*(Fy, Zp(i)) — 0.

On suppose dans toute la suite de cette section que le corps F(u,) contient le groupe p,n des
racines p"*-iemes de l'unité .

Proposition 3.1. — Soit i > 2. Pour tout v € S, la surjection canonique

HUEL T H (B, 7y (0)) /"
Now (HY My Zy) ") B (Fs Zy(0)) 9" (1 N (H (0o, 25 (0)

est un isomorphisme.
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12 Codescente pour le noyau sauvage étale

Démonstration. — Considérons le diagramme commutatif

0—— Hl(Mwa Zp(i))/p" — Hl(Mun Z[p"(i)) —= p”Hz(Mwa Zp(1)) —=0
l(bl lqﬁz l%
0—— Hl(Fw Zp(z'))/p” - Hl(Fm Z[p"(i)) — p”H2(Fv7 Zp(i)) —=0

oll ¢ et ¢o sont induites par la norme.
Pour prouver I'injection coker(¢y) < coker(¢9), il suffit de montrer que

| coker (o) |=| coker(¢q) | - | coker(¢s) | -
Puisque piyn C F(pp) et i =1 (mod d),

H* (M, Z/p" (i) = H (M, ppn ) (i — 1) 2 Mgy /M3 (i — 1)

et
H'\(F,, Z/p"(0)) = Fy [FyP" (i = 1).

Soit Mgb I’extension abélienne maximale de F), contenue dans M,,. La théorie du corps de
classes local montre alors que

coker(¢pg) ~ Gfub ~ Gal(Mgb/Fv).
Le calcul de l'ordre de coker(¢1) découle de la preuve de la proposition 2.1 : puisque H, =
Gal(My,oo/Fy,00) =~ Gal(My/Fy .00 N M,y,) est tué par p" et i =1 (mod d), I'hypothese pin C
F(j1,) entraine que H(i — Ve, /H, = (Hab)Gw/HU (i —1). D’ou

v
coker(¢y) ~ Gal(M2/F, oo N M,,).
Pour calculer l'ordre de coker(¢s), il suffit de remarquer que G, /H, agit trivialement sur
o H? (Mo, Z,(i)) = Z/p" (i — 1).
Le morphisme ¢3 est donc I'élévation a la puissance [F), o N M, : F,] et
| coker(¢3) |=| Gal(Fy,00 N My /Fy) | .
O

Si pipn € E = F(p,), on sait qu’il existe un sous-groupe Dg’n) de E* tel que H*(F, Zp())/p" =
Dg’")/E'pn (i—1) (voir e.g. |Gr], [As-Mo 1|, [As-Mo 2|, [V]). De plus, sous I’hypothése (H),
le principe de Hasse est automatiquement vérifié. Nous obtenons ainsi une formule des genres
dans le style de Chevalley généralisant celles de [Ko-Mo| (extensions cycliques de degré p) et
[Gri] (extensions cycliques de degré une puissance de p) :
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Théoréme 3.2. — Soit M /F une extension galoisienne S-ramifiée de corps de nombres d’ex-
posant p", de groupe de Galois G. Supposons i = 1 (mod d). Alors, sous U’hypothése (H),
I’homomorphisme

N:(WKS ,M)g — WKS ,F

induit par la corestriction est surjectif. Si de plus pyn C F(pp),

, [T, : Fooel
| (WK ,M)e| iy

| WEG ,F | (M2 F][DE™ : D™ 0 Ny M)

ot M (resp. M{Z{’OO) est lextension abélienne maximale de F (resp. F,) contenue dans M,
(resp. My o).

Remarque 3.3. — Le groupe Dg’n), appelé noyau de Tate généralisé, est ’analogue du
groupe des p-unités de F' (tensorisé par Z,). Comme dans le cas des p-unités, I'indice nor-
mique [D%m) : D%m) N NprypM®] est difficile & calculer en général. Cependant, dans certains
cas favorables, il est possible d’avoir plus de renseignements que dans le cas des p-unités.
Considérons par exemple le cas o M/F est une extension cyclique de degré p et F' admet
une seule place au-dessus de p. Soit S ’ensemble des places au-dessus de p et des places rami-

fiées dans 'extension M/F' et soit U un ensemble primitif maximal contenu dans S au sens
de [Mo-Ng]|. Alors (|[As-Mo 1])

[DE™ : D™ 0 Ny M) = p*
ouu=|U\S,| Sis=|S\S,|ona alors
| (WKSE Mg |
| WESE,F |

s—u—1

Le théoreme de densité de Cebotarev assure 'existence d’ une infinité d’ensembles primitifs.
Dans [As-Mo 2|, on donne d’autres exemples de calcul de l'indice normique ci-dessus en
dehors du cas cyclique et de ’hypothése ppn C F'.

3.2. Cas i Z1 (mod d). — On conserve les notations des sections précédentes. Si i # 1
(mod d), on sait que 'homomorphisme N est surjectif (corollaire 2.2) et que

ker N = coker(Hy(G, H*(Gs(M),Z,(i))) — @Hl(Gw, H?(My, Z,(i)))
vES
= coker(H"(G, H (Gs(M), Z,(i))) = @D H* (G, H (M, Z,(i)))
veS ’
H'(Gs(F), Zy(i)) H' (Fy, Zy(3))
N (s (0. 2,0~ DN '

Concernant les groupes Hi (G, H*(My, Zp(i))) = HY (G, H*(M,y, Q,/Z,(1 — i)))*, on voit
que si d, = [Fy(pp) : F,] ne divise pas i — 1, H* (M, Qp/Zy(1 — 1)) est trivial et si d,, divise

i—1, les mémes calculs que dans le cas i = 1 (mod d) montrent que Hy(Gy,, H*(M,,, Zp(i))) =
H®@ — 1)p,, ou Ty, = Gal(F, o /F,) et Hy =: Gal(My.00/Fy.00)-

= coker(
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14 Codescente pour le noyau sauvage étale

Soit 4
SO ={vesS;d,|(i—1)}
Si ppn C F(pp) alors pour tout v € S@,
| Hl(Gw7H2(Mw7Zp(i))) |: [Mg]l?oo : FU7OO]7

o, comme dans le théoréme précédent, Mfff,’oo est 'extension abélienne maximale de F;, conte-
nue dans My, ~, De plus, d’apreés la la proposition 3.1,
H'(F, Z,0) /" H (B, 2,(0)) 9"
Na,, (H' (M, Zy(i))/p") — H'(Fy, Zy (i) /p" ( Na,, (H' (Mu, Z/p"(i)))

pour tout v € S,
En résumé

Théoréme 3.4. — Soit M /F une extension galoisienne S-ramifiée de corps de nombres d’ex-
posant p", de groupe de Galois G. On suppose que i Z1 (mod d). Alors I’lhomomorphisme

N:(WEKSt M) — WEKEL ,F
induit par la corestriction est surjectif. Si de plus pyn C F(pp),
[T (M : Fooe)

veS (@)

(DE™ DN () Nat/r, M)
veS®

| ker N |=

otu, pour toute place v € S(i), M est Uextension abélienne mazimale de F, contenue dans

w,00
My -

4. Application

Dans cette section, on applique la formule de co-descente obtenue dans le cas ¢ pair & une
extension M /F de corps de nombres totalement réels. Nous avons besoin de quelques notations
supplémentaires.

Pour tout Z,-module X sur lequel A opére et tout entier j,

XU ={reX;VoeA, ox)=uw .2},

ou A est le groupe de Galois Gal(F(up)/F) ~ Gal(F(up=)/Fx) et w est le caractére de
Teichmiiller.

Notons X}, le groupe de Galois de la pro-p-extension non-ramifiée abélienne maximale de
M (ppe), décomposant totalement toutes les places au-dessus de p. On sait que ([Sc|)

. ét ~ v =i, . ét ~ M=l
H(W K3 M) = Xy 7 (i = 1) et que lm(WEKS o My) = 5(Xy, (i = 1))
ou f(.) désigne comme d’habitude le co-adjoint en théorie d'Iwasawa ([I 1], [W] chap. 15).

Notons aussi que puisque M est totalement réel et que ¢ est pair,

H*(Gs (M), Zy(1)) = H'(Gs (M), Qp/Zy (i)
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pour tous les étages M,, de la Z,-extension cyclotomique My, de M (|T], [Sc]|). Par passage
a la limite inductive dans la suite exacte (1), nous obtenons alors une suite exacte

@) 0= BTN - 1) = HYGs(Mw), Qp/Zp(0) = @ Qu/Zy(i —1) =0

wESéo)

ou SC(Q est 'ensemble des extensions a My, des places v € S telles que [Fy o (f1p) 1 Fu,00) divise
I'entier ¢ — 1. Remarquons que puisque ¢ est pair, [Fy o (tp) : Fy ool divise i — 1 exactement
lorsque v est totalement décomposée dans 'extension F'(uy)/F.

Supposons maintenant que M/F' est une extension cyclique de corps de nombres totalement
réels, de degré p, de groupe de Galois G. Pour simplifier, on suppose que M/F' est linéai-
rement disjointe de la Z,-extension cyclotomique Fu,/F'; en particulier, G ~ Gal(M, /F},)
(~ Gal(M~/Fx)) pour tous les étages M, F,. Notons

! 1_ / 1_

foo : XE T = (X7)E
et ! . / .

Noo : (X g = x 1
les apphcatlons obtenues par passage a la limite prOJectlve sur les morphlsmes naturels
fn Et o F, — (WK oM, et N, (WK oMy — VVK2Z oF, induits respec-
tivement par la restriction et la corestriction Puisque 7 est pair et M est totalement réel,
le groupe H'(M,Z,(i)) = H°(M,Q,/Z,(i)) est de torsion (voir e.g [Sc]). De la description
cohomologique des noyaux et conoyaux des morphismes f,,, nous déduisons par passage a la
limite projective que fs est injectif et que coker fo, est fini. Supposons maintenant que I'in-

variant mu d’Iwasawa de X, =1 est nul. T1 est bien connu que le module X, =1 gt Zy-libre

([T 1], [W]). Il existe donc des entiers positifs a1, ap_1,a, tels que
X 2z, G1 e T 0 7Y,

ou I¢ est I'idéal d’augmentation de Z,[G] (théoréme de Reiner). On se propose dans la suite
de déterminer les quantités ai, ap—1, ap.

Si A\;(F') désigne le Zy-rang du module X;Ll_i}, on voit que a, +a; = \i(F) et que le quotient

de Herbrand (en notation additive) x(G, X;\Ell_i}) =a; — ap_1.

Soit T' I’ensemble des places w € SC(Q non-décomposées dans l'extension My, /Fy et soit ¢ le
cardinal de 7. La suite exacte (2) montre que

NG, BT =t + x(G HY(Gs(Mao), Qp/Zy i)

Puisque o(X,; - Z]) ﬁ(X - Z]) (Padjoint en théorie d’Iwasawa) est pseudo-isomorphe a
X/[ g , il vient x(G, X,; - }) == (G,,B(X/[l_z])). Par conséquent

G X = —t = (G, HN(Gs(Moo), Qp/Zy (i)

Les groupes HY(Gs(Mx), Qp/Zy(i)) sont nuls pour ¢ > 2, la suite spectrale de Hochschild-
Serre

HP(G, HY(Gs(Moo), Qp/Zp(i))) = H"(Gs(Fuc), Qp/Zp (1))
montre que H' (G, H' (Gs(Mw),Q,/Z,(i))) ~ Z/pZ si i = 0 (mod d), 0 sinon et que
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16 Codescente pour le noyau sauvage étale

H*(G, H (Gs(Mx),Qp/Zy(i))) = 0. En particulier, x(G, H (Gs(Mw),Q,/Z,(i))) = —1 si
i =0 (mod d) et 0 sinon. D’oul

x(G,X;\E}_i}) =—t+1sii=0 (modd) et —t sinon.
Maintenant, on sait expliciter dans ce cas particulier (F totalement réel, i pair) le noyau de
I’homomorphisme N4,. On pourra ainsi déterminer la représentation galoisienne associée au
module X]\[/[l_z}.
Pour n assez grand, les places v € T ne se décomposent pas dans la tour cyclotomique
Fy/F,. Si T =0, il est clair que Ny est injectif. Si T # ), ker Noo ~ (Z/pZ)" ™" si d | i et
ker Ny =~ (Z/pZ)" sinon. Dun autre coté, il est clair que ker Ny, =~ (Z/pZ)*~'. 1l en résulte
que ap—1 =t —1sid|ietT # 0 et ap—1 = t sinon. Nous en déduisons que a; = 1 et
ap=XN(F)—1siT =0etd]i. Sinon, a; =0 et ap = \;(F). En résumeé
Théoréme 4.1. — Soit p un nombre premier impair et soit M/F une extension cyclique

de degré p, de groupe de Galois G, linéairement disjointe de la Zp-extension cyclotomique

Fy/F. Supposons que linvariant mu d’Iwasawa du module X;I_ﬂ est nul et notons \;(F)

son invariant lambda. Soit T l’ensemble des places de Fy, non-décomposées dans My /Foo et
totalement décomposées dans F(up=)/Fu et soit t son cardinal.

1. S5iT =10 et d]|i, nous avons un isomorphisme de Zy|G]-modules
X =z, e ez,
2. Si T =10 etd ne divise pas i
=] A ;
XJ\E[ } = ZP[G])\ (F)-
3. 51T est non vide, '
K 22,0 g 1

ot d;=1sid|iet0 sinon.
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