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SUR LA COMPARAISON ENTRE LES MINIMA ET LES PENTES
par

Huayi Chen

Résumé. — On compare les minima et les pentes successifs d’un fibré vectoriel hermitien sur
une courbe arithmétique et on démontre un encadrement uniforme de leurs différences. La preuve
repose sur un principe général de comparaison des R-filtrations et un lien entre la géométrie des
fibrés vectoriels hermitiens et le probléeme de transfert en géométrie des nombres. Ce résultat
g’applique a 1’étude des invariants birationnels des fibrés en droites hermitiens sur une variété
arithmétique projective.

Abstract. — (On comparaison between minima and slopes) One compares the successive min-
ima and successive slopes of a Hermitian vector bundle over an arithmetic curve and establishes
a uniform bound for their differences. The proof relies on a general comparison principle of
R-filtrations and a link between the geometry of Hermitian vector bundles and the transference
problem in geometry of numbers. This result can be applied to study the birational invariants
of Hermitian line bundles on an arithmetic projective variety.

1. Introduction

Les minima et les pentes successifs sont des invariants naturels en géométrie des fibrés vecto-
riels hermitiens. Les minima avaient été déja étudiés dans la théorie classique de Minkowski
dans le cadre des réseaux euclidiens puis ont été généralisés dans le cadre de géométrie des
nombres algébriques par différent auteurs; les pentes ont été introduites par Bost [3], en
s’inspirant de la géométrie des fibrés vectoriels sur une courbe projective (notamment la
théorie de Harder—Narasimhan [17]), ainsi que les travaux de Stuhler [22] et Grayson [16]
dans le cadre arithmétique. La comparaison entre ces invariants a été étudiée par plusieurs
auteurs [2, 12, 21] dans divers contextes. Le meilleur résultat dans la littérature est di a
Borek (cf. I'inégalité (1.1) plus bas), ce qui majore la différence entre la ™ pente et le i®™®
minima par ¢ fois une fonction du rang du fibré vectoriel hermitien dont ’ordre de grandeur

Classification Mathématique (2010). — 14G40, 11H50.
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6 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

est le logarithme du rang (ou l'entier 7 varie entre 1 et le rang du fibré vectoriel hermitien).
Cette majoration, qui n’est pas uniforme en 4, est peu efficace lorsque ¢ est grand.

Dans ce travail on revisite le probleme de comparaison entre les minima et les pentes en
établissant une majoration uniforme de la différence entre les minima et les pentes successifs.
L’amélioration majeure consiste a enlever le facteur ¢ devant le majorant, c’est-a-dire que
le nouveau majorant est d’ordre logarithmique (du rang du fibré vectoriel hermitien) et est
uniforme en i. Pour obtenir ce résultat, on adopte une stratégie completement différente de
celle de Borek (reposant sur le deuxieme théoréeme de Minkowski), qui consiste & combiner
I’approche de R-filtration et le théoreme de transfert de Banaszczyk. Cette nouvelle méthode
révele aussi le lien étroit entre la comparaison entre les minima et les pentes (notamment
celle entre le dernier minima et la derniére pente) et le probléeme de transfert, et pourrait
avoir des applications & I’étude de ce dernier dans le futur.

Soient K un corps de nombres et O la fermeture intégrale de Z dans K. Par fibré vectoriel
normé sur Spec Ok on entend un Og-module projectif de type fini £ muni d’une famille de
normes (|| - ||»)o:x—c paramétrée par I’ensemble des plongements du corps K dans C, ot || - || »
est une norme sur F®o, »C. On demande en plus que la donnée des normes (|| - ||5)o: x—sC sOit
invariante par la conjugaison complexe. Si de plus les normes || - ||, sont toutes hermitiennes,
on dit que le fibré vectoriel normé (E, (|| |l¢)o:x—c) est un fibré vectoriel hermitien. Dans
le cas ou K = Q (et donc O = Z), la donnée d’un fibré vectoriel hermitien sur SpecZ est
équivalente & celle d’un réseau euclidien. En effet, il y a un unique plongement de Q dans C.
La restriction de la norme || -|[gmc & £ ®z R donne une norme euclidienne sur ce dernier.
Ainsi on peut considérer E comme un réseau euclidien dans (E ®z R, | - ||g—c)-

Pour tout Ox-module projectif de type fini F, on désigne par rgp, (E) le rang de E sur
Ok, qui s’identifie a la dimension de F ®¢p, K sur K. Etant donné un fibré vectoriel normé
E = (E, (|| lls)o:k—c) sur Spec Ok, pour tout i € {1,...,r8p, (E)}, le i®"* minimum (de
Bombieri—Vaaler au sens de [15]) de E (noté \;(E)) est défini comme l'infimum de 1’ensemble
des nombres positifs R tels que ’espace vectoriel

Vect i ({8 ek

max_||s]le < R})
0:K—C H HU =

soit de rang > ¢ sur K. Dans le cas ou K = Q, cela revient a la définition classique des minima
successifs a la Minkowski. Pour faciliter la comparaison on introduit la version logarithmique
des minima en posant v;(E) := —In \;(E). On a alors

n(E)Zwn(E)>...2u(E), r=rgo,(F).
Les pentes successives d’un fibré vectoriel hermitien sont construites d’une fagon similaire a
la théorie de Harder—Narasimhan en géométrie des fibrés vectoriels sur une courbe projective.
A tout fibré vectoriel hermitien E = (E, (|| - ||ls)o:k—c) on associe un nombre réel deg(E),
appelé degré d’Arakelov (normalisé), qui est construit comme suit. On fixe une famille {s;};_;
d’éléments de E qui forme une base de £ ®p, K sur K (r est donc égal au rang de E sur
Ok ) et on définit

deg(E) = mlm(ln#(ArE/oK(sl Aee A 57«)) - U:I;Cm st A A sr||(,).

Il s’avere que cette définition ne dépend pas du choix de la famille {s;}]_;.
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Soit F un fibré vectoriel hermitien non nul sur Spec Ox. On considére I’ensemble des points
de R? de la forme (rgp, (F),deg(F)), ot F parcourt 'ensemble des sous-Ox-modules de E,

et dans la structure de fibré vectoriel hermitien de F' on consideére les normes induites. Le
bord supérieur de ’enveloppe convexe de cet ensemble est le graphe d’une fonction concave
P sur [0,1g0, (F)], qui est affine sur chaque intervalle [i —1,i], i € {1,...,180, (E)}. On
désigne par [i;(£) la pente de la fonction Pz sur [i —1,4] (qui est égale a P5(i) — Pg(i — 1)),
appelée i“" pente de E. Comme la fonction P est concave, on a

(E) > n2(E) > ... > in(E), r=rgp, (E).

La comparaison entre les minima et les pentes consiste a majorer et minorer la différence

fii(E) — vi(E) par des termes qui ne dépendent que de K, rgp, (E) et i € {1,...,180, (E)}.
On dit qu'un majorant ou un minorant est uniforme s’il ne dépend pas de i. Par 'inégalité
de Hadamard, il est facile de montrer que la i*™ pente fi;(E) est toujours minorée par v;(E)
(voir la proposition 3.4 et le théoréme 3.7 pour les détails, cf. [2, théoréme 1] pour une autre
démonstration). En outre, I’égalité [i;(F) = v;(E) est atteinte pour tout i lorsque E est un

fibré vectoriel hermitien trivial. La majoration de fi;(E) — v;(F) est cependant plus subtile.
Le résultat de Borek donne (cf. [2, théoréme 3))

(1.1) i(E) — vi(E) < C(rgo, (E), K),

8ok (E)
ou pour tout n € N,

C(n,K):= [Kl a0 <n(7‘1 +72)In(2) + gln |Ar| —riin(v,) —ro ln(vgn)>,

avec
— 71 et r9 : les nombres des places réelles et des places complexes de K respectivement,
— A : le discriminant absolu de K,

— Uy, : la mesure de Lebesgue de la boule unité dans R™, m € N, m > 1.

La stratégie de Borek repose sur le deuxieme théoreme de Minkowski, qui pourrait étre
considéré comme une comparaison entre la somme des minima (logarithmiques) successifs et
le degré d’Arakelov (qui s’identifie & la somme des pentes successives). Dans le langage de la
géométrie d’Arakelov, le deuxiéme théoreme de Minkowski s’énonce comme

- g0, (E) 180, (E)
(1.2) deg(EB)— > wi(B)= > ((E)-u(E)) < Clrgo, (E),K).
=1 =1

La méthode de Borek consiste a combiner cette inégalité avec la filtration de Harder—
Narasimhan. Elle conduit a un facteur ¢ dans le terme a droite de l'inégalité (1.1).
Par la formule de Stirling, on peut montrer que

C(n,K)=0(nln(n)), n— +4oo.

La somme de I'inégalité (1.1) pouri € {1,...,1gp, (F)} donne une majoration de la différence
entre le degré d’Arakelov et la somme des minima successifs qui est beaucoup moins bonne
que (1.2), ott on multiplie le majorant C(rgp, (F), K) par (rgp,. (£)+1)/2. Cela suggere que
Pinégalité (1.1) n’est pas assez précise lorsque i est grand.
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8 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

Dans cet article on établit une majoration de la différence entre la i€ pente et le i™® minima
comme suit (cf. le théoreme 3.7).

Théoréme 1.1. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non nul sur Spec O. Pour tout
ice{l,...,rg0,(E)},

(13)  A(E) = vi(E) < In(rgo, (E)) + min (2;('%6]" I[IIIJAg]' %

La majoration obtenue dans le théoréme est uniforme en 4. Par ailleurs, le majorant dans (1.3)
a le méme ordre de grandeur que C(rgp, (E), K)/ 180, (F) quand rgp, (£) — +o0o. Ainsi ce
résultat améliore considérablement 'inégalité (1.1) lorsque ¢ est grand. En outre, la somme

—_— E —
sur i des inégalités dans (1.3) donne une majoration de deg(E) — Ezi?’( () v;(F) dont l'ordre

de grandeur est identique a celui du majorant dans le deuxiéme théoréme de Minkowski
lorsque rgp, (£) tend vers I'infini.

La nouveauté principale de la méthode de démonstration du théoréme 1.1 est de découvrir
que 'on peut ramener le probleme a comparer les R-filtrations par minima et de Harder—
Narasimhan. Cela permet de montrer que, si on désigne par d(n, K) la borne supérieure
de Jin(F) — vp(F), ou F parcourt 'ensemble des fibrés vectoriels hermitiens de rang n sur
Spec Ok, alors pour tout fibré vectoriel hermitien F de rang n sur Spec Ok et tout i €
{1,...,n},on a

In[K : Q]) .

(1.4) (B - n(B) < 6(n, K).

Cette inégalité est obtenue en s’appuyant sur 'approche de R-filtration introduite dans [10],
voir aussi mon mémoire d’habilitation [8, §1.2.4] pour la comparaison des R-filtrations.
L’idée de ramener la comparaison entre les minima (de Roy—Thunder ou ceux des quotients)
et les pentes a celle entre le dernier minimum et la derniére pente apparait aussi (d’une
maniére plus directe) dans les notes du cours de Gaudron [14] a I’école d’été 2017 de I'institut
Fourier. Le passage a la comparaison des R-filtrations donne cependant une interprétation
conceptuelle de cette approche.

Pour en déduire une majoration explicite de [i; — v;, on relie la comparaison entre la der-
niere pente et le dernier minimum au probléme de transfert en géométrie des nombres. Pour
tout entier 7 > 1 on désigne par d(r,Q) la borne supérieure des —(v1(VV) + v,-(V)), o V
parcourt l’ensemble des réseaux euclidiens de rang . On établit I'inégalité suivante (cf. la
proposition 4.7)

In |Ax]

(K : Q]

pour tout entier n > 1. Une version faible de l'inégalité (1.3) s’ensuit via le théoréeme de
transfert a la Banaszczyk (cf. [1, Theorem 2.1]).

Apres avoir soumis l'article pour publication, le rapporteur m’a signalé larticle [15] de Gau-
dron et Rémond et m’indique une amélioration de la majoration (1.5) en utilisant les minima
de Roy—Thunder et des résultats dans cette référence. Cela permet d’améliorer le terme
constant dans la majoration obtenue dans la version précédente de l'article (comparer le
théoréme 1.1 et le corollaire 4.8). Je tiens & lui exprimer mes remerciements.

Soient 7 : X — Spec Ok un morphisme projectif et plat et L un fibré en droites hermitien
sur X. Pour tout entier n > 1, soit E,, le Ox-module projectif 7, (L®™) muni d’une famille

(1.5) d(n, K) <o(n[K :Q],Q) +

Publications mathématiques de Besangon — 2018
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(I lln,¢)eo:k—c de normes hermitiennes telles que

[5ln,0

In ——%
”S”n,cr,sup

1
(1.6) lim — sup

=0,
N0 N O£s€En®o, 0 C

ot [|sllnosup = SuPzex, (o) [5(z)|s- On désigne par 7, et 7, les mesures boréliennes sur R
définies comme
1 & 1
= — 0~ = n, = — J ~— ,

"In - ; wi(En)/m - ; vi(En)/n
ol 7, est le rang de m(L®") sur Ok, et pour tout x € R, §, est le mesure de Dirac en
x. Il est démontré dans [10] et dans [9] que, si Lk est un faisceau inversible ample sur
X, alors les suites de mesures (7,)n>1 €t (7n)n>1 convergent faiblement vers des mesures
boréliennes 77 et 77 respectivement (qui ne dépendent pas du choix des normes hermitiennes
| - ||ln,o vérifiant (1.6)). Ces deux mesures ont des interprétations géométriques différentes. La
mesure 77 est liée au comportement asymptotique des polygones de Harder—Narasimhan du
systéme linéaire gradué de L (cf. [10, théoréme 3.1.8], voir aussi §1.2.5 du loc. cit. pour le lien
entre les polygonej et les mesures boréliennes sur R). La mesure i est liée aux propriétés
birationnelles de L. En particulier, le volume arithmétique de L est égal a

(dim(X) + 1) vol(L) /R max(z, 0) F-(dz).

En outre, les convergences des suites (1, )n>1 €t (7, )n>1 ont été obtenues par des méthodes dif-
férentes. La convergence de (1), )n>1 repose sur la construction d’un couplage discret entre des
répartitions uniformes sur les monémes; tandis que celle de (7,)n>1 découle du théoréeme de
Hilbert—Samuel pour les systémes linéaires gradués démontré par Lazarsfeld et Mustata [19].
Comme application du théoreme 1.1 , on démontre que les mesures limites 7y et 7 sont
identiques (cf. le théoréme 5.1 infra). La majoration uniforme (1.3) est le point clé dans la
comparaison des deux suites de mesures (7, )n>1 €t (7,)n>1. Cela établit un lien entre le com-
portement asymptotique des polygones de Harder—Narasimhan et la géométrie birationnelle
de la variété arithmétique de X (voir la remarque 5.2).

L’article est organisé comme suit. Dans le deuxiéme paragraphe on rappelle la construction
des R-filtrations par minima et de Harder—Narasimhan d’un fibré vectoriel hermitien sur une
courbe arithmétique. Le troisieme paragraphe est consacré a démontrer un principe général de
comparaison des R-filtrations et & en déduire I'inégalité (1.4). Dans le quatriéme paragraphe,
on propose une majoration de la fonction §(-, K) et on établit le théoréme 1.1. Enfin, on
conclut I'article par des applications et quelques commentaires dans le cinquieme paragraphe.
Ce travail est partiellement soutenu par le fond de recherche ANR-14-CE25-0015. Une partie
de recherches qui ont conduit & cet article ont été réalisées a Beijing International Center
for Mathematical Research (BICMR) lors de ma visite scientifique. Je voudrais remercier le
centre pour son hospitalité.

2. R-filtrations associées a un fibré vectoriel hermitien

Le but de ce paragraphe est de rappeler la construction des R-filtrations par minima et par
pentes d'un fibré vectoriel hermitien (voir la définition 3.1 pour la notion de R-filtration en
général). Ces R-filtrations sont des outils pour comparer les minima et les pentes.

Publications mathématiques de Besancon — 2018



10 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

Soit E un fibré vectoriel normé non nul sur Spec Of. Pour tout t € R, soit FL. (E) le sous-
espace K-vectoriel de Fx := F ®p, K engendré par I’ensemble

s€ E| max |s]|, <e .
{ | o:K—C || ||U = }
On voit aussitot que, si t1 et t9 sont deux nombres réels tels que t1 > to, alors on a .FfI{ (E) -

F2(E). Autrement dit, la famille (FL (F))cr est décroissante. En outre, par définition, pour
tout i € {1,...,180,(F)}, on a

vi(E) = sup{u € R| rgx (Fi(E)) > i}.
En d’autres termes, pour tout i € {1,...,1gn, (£)} et tout ¢ € R,

(2.1) rg i (FL(E)) > i <= v;(E) > t.
Proposition 2.1. — Soient E un fibré vectoriel normé non nul sur Spec O et r le rang
de E sur Ok.

a. Sit>wv(FE), alors FL(E) = {0}.
b. Sit < v,.(E), alors F.(E) = Ek.
c. Pour tout i € {l,...,r — 1}, les sous-espaces vectoriels de Ex dans la famille
(]—";(E))te]uiﬂ(@%@)] sont égau.
Démonstration. — Ce sont des conséquences immédiates de la relation (2.1). O

Définition 2.2. — Soit E un fibré vectoriel normé non nul. On désigne par Vmin(E) le
dernier minimum logarithmique de E. Par définition, si r est le rang de E sur Ok, alors

Vmin(E) = v(E).

La proposition suivante donne une construction de F;, en utilisant vpip.

Proposition 2.3. — Soit E un fibré vectoriel normé non nul sur Spec O . Pour tout t € R,
on a B

0£FCE

Vmin(F)2t

ot F' parcourt ensemble des sous-Ox-modules non nuls de E, et dans la structure de fibré
vectoriel normé de F on considére des normes induites.

Démonstration. — Soit F' un sous-Ox-module non nul de E tel que vy, (F) > t. Il existe

alors une famille {s;}7 ; d’éléments de F' linéairement indépendants sur K, qui vérifie
Vie{l,...,n}, max llsillo < et

L’espace vectoriel F est donc contenu dans Ft (E). Réciproquement, pour tout ¢ € R tel

que FL(E) # {0}, il existe des éléments uy,...,u, dans E qui engendrent F. (E) comme

espace vectoriel sur K, et tels que

—t

Viefl okt max fullo <e

Soit F le sous-Og-module de E engendré par {u1,...,u}. Par définition le dernier minimum
de F' est > t. O

Publications mathématiques de Besangon — 2018
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Les pentes successives peuvent aussi étre décrites par une R-filtration en s’appuyant sur la
théorie de Harder—Narasimhan. Cette construction (de R-filtration) a été introduite dans [10].
Dans la suite on rappelle la théorie de Harder—Narasimhan pour les fibrés vectoriels hermitiens
et la construction de R-filtration de Harder—Narasimhan.

Pour tout fibré vectoriel hermitien non nul FE, on désigne par [i(E) le quotient
(Te\g(E) /120, (E), appelé pente de E. Le fibré vectoriel hermitien E est dit semi-stable si,

~

pour tout sous-Ox-module non nul F de E, on a i(F) < fi(E). Etant donné un fibré vectoriel
hermitien E sur Spec Og, il existe un unique drapeau

{(0)=ECEC...CE,=F

de sous-Ox-modules de E (appelé drapeau de Harder—Narasimhan) qui satisfait aux condi-
tions suivantes (cf. [3, §A.3]) :

1. pour tout j € {1,...,n}, le Og-module quotient E;/E; 1 est projectif et, si on le munit
des normes sous-quotients, le fibré vectoriel hermitien F;/FE;_; est semi-stable;

2. les pentes des fibrés vectoriels hermitiens sous-quotients vérifient les inégalités fi( £/ Eqy) >
- > ﬂ(En/En—l)

Soit Az Denveloppe convexe dans R? des points de la forme (rgp, (F), deg(F)), ot F parcourt
I’ensemble des sous-Ok-module de E. Le bord supérieur de Az est le graphe d’une fonction
P (définie sur I'intervalle [0, 1gp, (F)]) qui est concave et affine par morceaux. La fonction Pg
est appelée polygone de Harder-Narasimhan de E. Les abscisses ot la fonction Pz change sa
pente sont précisément rgp, (E£1), .- -, 180, (En-1), et la valeur de la fonction P en rge, (E;)

est (Te\g(Ej) pour tout j € {0,...,n}.

On désigne par Jimin(E) la pente de E,/E, 1, qui est la derniére pente parmi les pentes
successives de E (appelée pente minimale de E). Elle est aussi égale a la plus petite pente
des quotients projectifs non nuls de E munis des normes quotients. On désigne par fimax(F)
la pente de Ei, appelée pente mazimale de E. Elle est égale & la plus grande pente des
sous-Og-modules de F munis des normes induites.

Soit 7 = rgp, (E). Pour tout i € {1,...,r}, on désigne par fi;(E) la pente de la fonction Pg
sur l'intervalle [i — 1,4]. On a

1ii(E) = [i(Ej/Ej_1) si et seulement si rgp, (Ej-1) < i <180, (Ej).

En outre, on a fimax(E) = fi1(F) and fimin(E) = fir(E).
Soient F un fibré vectoriel hermitien non nul sur Spec Ok, et
{0}=EyCE1C...CE,

son drapeau de Harder—Narasimhan. Pour tout ¢ € R, soit

{0}, sit> ﬂ(El/Eo),
Fin(E) = E;®0, K, sifi(Ei1/E) <t <i(E;/Ei_1),i€{l,...,n—1},
E®o, K, sit<p(E,/En_1).
La proposition suivante, qui est parallele a la proposition 2.1, résulte directement de la défi-
nition de JFyn.

Publications mathématiques de Besancon — 2018



12 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

Proposition 2.4. — Soient E un fibré vectoriel hermitien non nul sur Spec Ok et r le rang
de E sur Ok.

a. Sit> [1(E), alors Fh(E) = {0}.
b. Sit < [imin(E), alors Fi(F) = Ek.

c. Pour tout i € {1,...,7 — 1}, les sous-espaces vectoriels de Ex dans la famille
(]:ﬁ’(E))tE i1 (E),pi (E)] sont égau.

d. Pour touti € {1,...,r}, on a [i;(E) = sup{t € R| rgx(Fin(E)) = i}.

Le résultat suivant, qui est parallele a la proposition 2.3, a été démontré dans [10]. On renvoie
les lecteurs au corollaire 2.2.3 du loc. cit. pour une démonstration.

Proposition 2.5. — Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Og. On a
fﬁN (E) = Z F,
{0}#£FCE

ﬁmin (F)2t

ou F parcourt l’ensemble des sous-Op-modules non nuls de E, et dans la structure de fibré
vectoriel hermitien de F on considére des normes induites.

3. Comparaison des filtrations

Dans ce paragraphe, on considére le probléme suivant. Etant données deux R-filtrations du
méme espace vectoriel de rang fini sur un corps, comment comparer les points de saut de
ces deux filtrations ? On démontre un principe formel et on I'applique & la comparaison des
filtrations par minima et de Harder—Narasimhan.

Définition 3.1. — Soient K un corps et V un espace vectoriel de rang fini sur K. On
appelle R-filtration de V toute famille F = (F'(V));er de sous-espaces K-vectoriels de V
paramétrée par R, qui satisfait aux conditions suivantes :

a. (décroissance) pour tout (t1,ts) € R?, t; > to, on a F1(V) C F2(V);

b. (séparation) pour tout t € R assez positif, F:(V) = {0} ;

- (
- (

c. (exhaustivité) pour tout t € R assez négatif, F*(V) =V ;
A

continuité & gauche) la fonction ¢ + rgx (F'(V)) est continue & gauche (et donc est
localement constante a gauche).

Pour tout i € {1,...,rgx(V)}, on définit

Zr(i) := sup{t € R| rgy (F'(V)) = i}.
Pour tout t € R, on a
(3.1) Zr(i) >t == rgi (FU(V)) > i.
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Ezemple 3.2. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non nul sur Spec O . Les familles
(FL(E))er et (Fin(E))ier sont des R-filtrations de Ex = F ®p, K, comme le montrent
les propositions 2.1 et 2.4.

Proposition 3.3. — Soient K un corps et V' un espace vectoriel de rang fini sur K. Soient
F et G deux R-filtrations de V. On suppose que a est un nombre réel tel que, pour toutt € R,
on ait FY (V) C G=%(V). Alors on a Zr < Zg + a.

Démonstration. — Soit G(a) la R-filtration (G'~*(V));er. Par définition on a Zg,) = Zg+a.
11 suffit de démontrer la proposition dans le cas particulier ot a = 0. Par la relation (3.1), pour
touti € {1,...,1gx(V)},si Zx(i) > t, alors rgx (FE(V)) > i, qui implique que rgy (GH(V)) > i
et done Zg(i ) > t. Ainsi on obtient Z]-“( ) < Zg(3). O

Proposition 3.4. — Soit K un corps de nombres. Pour tout fibré vectoriel hermitien non
nul E sur Spec Ok, on a fimin(F) = Vmin(F).

Démonstration. — Soit {s;}I_; une famille d’éléments de E qui forme une base de l’espace
vectoriel Fx et telle que
Vie{l,...,r}, max ||s e !,
ie{lor) max sl <
ou t est un nombre réel. Soit G un Og-module quotient de E qui est projectif et non nul.
Pour tout i € {1,...,r}, soit a; I'image canonique de s; dans G. Sans perte de généralité, on
suppose que {aq, ..., a,} forme une base de G, oun € {1,...,r}. Par définition on a
— 1
deg(G) = .<ln #(det(G)/Ok (a1 N+ Nay)) — Z In|lag A=+ A an|]0>
[K ’ Q] 0:K—C
R Q > IflagA-- AanHa>— Z Y nflalls
' o K—C : =1 0:K—C
Z Z In[|s;l[o > tn,
i=10:K—C
ol la deuxiéme inégalité provient de I'inégalité d’Hadamard. On obtient donc uG) >t
Comme G est arbitraire, on a fmin(F) = Vmin(F). O
Définition 3.5. — Soit r un entier, r > 1. Pour tout corps de nombres K, on désigne

par §(r, K) la borne supérieure des fimin(F) — vmin(E), oit E parcourt I’ensemble des fibrés
vectoriels hermitiens sur Spec Ok qui sont de rang r.

Remarque 3.6. — Soient K un corps de nombres, et E et F deux fibrés vectoriels hermitiens
sur Spec Og. On a

[imin (B ® F') = min(fmin(E), Amin (£))
et

Vimin(E @ F) < min(vmin(E), Vmin(F)).
Par conséquent, la fonction (r € N5;) — §(r, K) est croissante.

Théoréme 3.7. — Soit K un corps de nombres. Pour tout fibré vectoriel hermitien non
nul E et tout i € {1,...,180, (E)}, on a

vi(E) < iu(E) < w(E) + (g0, (E), K).
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14 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

Démonstration. — D’apres les propositions 3.4, 2.5 et 2.3, pour tout ¢ € R on a FL(E) C
Fin(E). En outre, pour tout sous-Ox-module non nul F de E, on a (voir la remarque 3.6
pour la deuxiéme inégalité)

ﬁmin(ﬁ) < Vmin(F) + 5(rgOK(F)’K) < Vmiﬂ(F) + 5(rgOK(E)’K)'

Cela montre que

VieR, Fin(E)C Fa EoxPH0g

Donc les inégalités annoncées proviennent de la proposition 3.3. O

4. Comparaison entre la derniere pente et le dernier minimum

Dans le paragraphe précédent, on ramene la comparaison entre les minima successifs et les
pentes successives a celle entre le dernier minimum et la pente minimale. On présente ici une
majoration de la fonction §( -, K) introduite dans la définition 3.5. Grace au théoréeme 3.7,
cela donne une comparaison explicite et uniforme entre les minima successifs et les pentes
successives.

4.1. Lien avec le probleme de transfert. — On commence par relier la comparaison
entre les minima et les pentes au probleme de transfert en géométrie des nombres.

Proposition 4.1. — Soient K un corps de nombres et E un fibré vectoriel hermitien sur
SpecOk. On a

ﬁmin(E) - Vmin(E) < _(Vl (E\/) + Vmin(E))
ot BV désigne le fibré vectoriel hermitien composé du module dual de E muni des normes
duales.

Démonstration. — Rappelons que le degré d’Arakelov du dual d'un fibré vectoriel hermitien
est opposé du degré d’Arakelov du fibré vectoriel hermitien. On en déduit fimax(E") +
Amin(E) = 0 (cf. [4, (4.2)]). En outre, par le théoréme 3.7 on obtient 11 (EY) < 1 (EY) =

ﬁmaX(EV), d’ou
ﬁmin(E) - Vrnin(E) = _ﬁmaX(Ev) - Vrnin(E) < _Vl(Ev) - Vmin(E)- g

Définition 4.2. — Soient n un entier, n > 1, et K un corps de nombres. On désigne par
o(n, K) la borne supérieure des —v1(EY) — vmin(E), ott E parcourt I'ensemble des fibrés
vectoriels de rang n sur Spec Ok, et EV désigne le Ox-module dual de E muni des normes
duales.

La proposition 4.1 conduit naturellement & la comparaison suivante.

Corollaire 4.3. — Pour tout entier n > 1 et tout corps de nombres K, on a 6(n,K) <
o(n, K).

L’estimation de 'invariant d(n, K') est connue comme 1'un des problémes de transfert dans
la littérature. Le cas des réseaux euclidiens (c’est-a-dire K = Q) a été étudié par Banaszczyk
(cf. [1], Theorem 2.1) que l'on rappelle comme suit.

Théoréme 4.4 (Banaszczyk). — Pour tout n € N1, on a

(4.1) (n,Q) < In(n).
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Remarque 4.5. — On compare la borne supérieure (4.1) de 9(n, Q) a la constante %C(n, Q)
introduite dans la majoration (1.1) de Borek. Rappelons que dans le cas ot K = Q on a

1 1

—-C =1In(2) — —In(v,).

L0t 0) = @) - 2 o)
Par la formule de Stirling, on obtient (cf. [5, §3.2])

1 1 1 en 1 1

~C(n,Q) = ;In(n) — 3 In (?) + 5 In(wn) + =50(n/2),
ol f est une fonction dont les valeurs sont comprises entre 0 et 1. Asymptotiquement quand
n — +00, 2C(n,Q) et In(n) ont le méme ordre de grandeur. Cependant la combinaison du
théoréme 3.7, du corollaire 4.3 et de la borne supérieure (4.1) montre que, pour tout fibré

vectoriel hermitien non nul E sur SpecZ et tout i € {1,...,rg;(E)}, on a

(4.2) fii(E) — vi(E) < In(rgy(E)),
ou le facteur ¢ n’apparait pas dans le majorant. Cette inégalité est meilleure que ’estimation
de Borek deés que i > 8.

Dans la suite, on propose une variante de la proposition 4.1 qui permet de majorer 6(n, K)
par .

On fixe un corps de nombres K et on désigne par m : Spec Ox — SpecZ le morphisme
canonique. Si E est un fibré vectoriel hermitien, on désigne par m.(E) le groupe abélien
sous-jacent a F. Il s’avere que

m(E)©zC= P E®oy.C.
o:K—=C
On munit cet espace vectoriel de la norme hermitienne ||| telle que, pour tout s =
(SO')O':K*)C € 7T>o<(E‘) Xz C, on ait
sl =D lisall7-

o K—C
Soit wo,/z = Homgz(Ok, Z) le module canonique associé au corps de nombres K, qui est un
Ok-module projectif de rang 1. Il s’avere que I'application de trace Trg /g est un élément
non nul de wp,. /7. On munit we, /7 de la structure de fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok
de sorte que | Trg qllo = 1 pour tout o : K — Q. On a

- 111 ’A K‘
4.3 d = .
(4.3) eg(woK/Z) (K : Q]
De plus, pour tout fibré vectoriel hermitien F sur Spec O, on a un isomorphisme
(4.4) (B @ wp72) = m(E)"

de fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok (c’est-a-dire un isomorphisme de Og-modules qui
induit une isométrie pour tout o : K — C). On renvoie les lecteurs a [5, Proposition 3.2.2]
pour une démonstration.

Proposition 4.6. — Soit E un fibré vectoriel hermitien non nul sur Spec Ok . On a

1/1(E) = V1(7T*(E)), Vmin(E) P Vmin(ﬂ-*(E))'
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16 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

Démonstration. — Soit s un élément de E. Par définition, on a
2 2 2
IsI>=">_ llslg > max sl
o K—C
Soit A > 0. Si s est un élément non nul de E tel que ||s|| < A, alors pour tout ¢ : K — C
on a [|s||lo < A. On obtient donc Vl(E) > v1(m«(E)). De méme, si {sq,...,s,} est une base
de 7. (E) sur Z telle que ||s;|| < A pour tout ¢ € {1,...,n}, alors on a ||si]|s < A pour
tout i € {1,...,n} et tout 0 : K — C. On peut donc soustraire une sous-famille (s;);er de
{s1,..+, sniqui forme une base de Ex sur K telle que maxq.x—c Isillo < A. On en déduit
donc vmin(F) 2 Vmin(m(E)). O
Proposition 4.7. — Pour tout entiern > 1, on a
In |Ak]
4.5 0(n, K) <o([K : Q]n,Q) + .
(45) (1) <K Yn.Q) + o0
Démonstration. — Soit E un fibré vectoriel hermitien de rang n sur Spec O . D’apres la

proposition 4.6, on a
~Vinin(E) < —Vmin(m(E)) < v1(m(E)Y) +2(n[K : Q| Q),
ou la deuxiéme inégalité provient de la définition de la fonction (-, Q). Par (4.4) on obtient
(4.6) vi(mi(E)Y) = vi(m(EY ® Doy /z)) < fimax(E” ® U0, /2),
ou l'inégalité provient de la proposition 4.6. D’apres [3, (A.2)], on a

~ == . —~ - -, ~ r— hl AK
fimax(EY @ @0,c/7) = fmax(E") + deg(@0,c/z) = —fimin(E) + [K‘”Q]”
ou la deuxieéme égalité provient de (4.3) et [4, (4.2)]. On en déduit
_ _ In|A
,Umin(E) - Vmin(E) < 0([K : Q]n,@) + [I(‘ : 6]| .
La proposition est donc démontrée. O
Corollaire 4.8. — Pour tout entier n tel que n > 1 et tout corps de nombres K, on a
In |Ax]
o(n, K) <In(n|K : Q) + .
(n ) < InfnfK : Q)+ F o
Démonstration. — C’est une conséquence directe de (4.1) et (4.5). O

4.2. Minima de Roy—Thunder et démonstration du théoréme 1.1. —Il existe
d’autres notions de minima successifs dans la littérature. Soient K un corps de nombres
et E un fibré vectoriel hermitien sur Spec Og. Pour tout s € Fx, on définit

— 1
deg(s) =~ g1 Yo s+ Y Infslls ],
’ peSpm(Ok) o:K—C
ol pour tout idéal maximal p de Ok, la norme |- ||, sur F ®o, K, (K, étant le complété

de K par rapport a la place p) est induite par la structure de Ox-module de E. Pour tout
ie{l,...,180, (E)}, le i minimum de Roy-Thunder de E (cf. [20]) est défini comme

(4.7) VT (E) := sup{t € R| rgy (Vectx {s € Ex | deg(s) > t}) > i}.

(2
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On peut aussi définir de fagon similaire le degré d’Arakelov pour les vecteurs non nuls dans
E®o, K% ou K* désigne la cloture algébrique de K. Pour tout i € {1,...,1g80, (E)}, le i""°
minimum absolu de E est défini comme

V2P(E) = sup{t € R| rgga(Vectga{s € Exa | deg(s) > t}) > i}.

(2

Il n’est pas difficile de voir que (cf. [15, §4] par exemple)
w(B) < VR (E) < v (F) < u(F)

pour tout i. La méthode de comparaison des R-filtrations peut étre appliquée a la comparaison
de ces invariants. Il est aussi possible d’étendre les résultats de ’article dans le cadre adélique,
suivant le chemin indiqué dans [12, §5.4]. 1l faut cependant tenir en compte du défaut de
pureté et du défaut de hermitianité dans la majoration (voir [13, §2] pour plus de détails).
Comme mentionné dans l'introduction, le rapporteur suggere une amélioration de la majo-
ration (4.5) que je résume comme suit. Soit £ un fibré vectoriel hermitien de rang n sur
Spec Ok comme dans la démonstration de la proposition 4.7. Le raisonnement est similaire
sauf que 1’on identifie le premier minimum v (7. (E)Y) du réseau euclidien 7, (E)" au premier
minimum v£T (7,(E)) au sens de Roy-Thunder (voir (4.7) pour la définition) en utilisant [15,
proposition 4.8] (avec les notations du loc. cit. on a ¢1(Q) = 1). L’intérét de ce passage
au premier minimum de Roy—Thunder est de pouvoir appliquer le [15, corollaire 4.28] pour
obtenir

n(r(B)) = i (m. (B ©55,72)) < AT (B” @ Ta72) — 5 [K - Q.
Cela permet de gagner un terme —%ln[K : Q] par rapport a (4.6) et donc conduire a la
majoration améliorée

In|Ag|] 1
o(n, K) <o([K : Q]n,Q) + — —In|K : Q).
(. K) SOIK : Qn. @)+ fe o — 5 0l : )
On en déduit I'inégalité suivante, via le théoreme de transfert de Banasczcyk
In|Ag| 1
4.8 o(n, K) <In(n) + + —In[K : Q).
(43) (n. ) < Infm) + G+ S InlK + Q)

Les minima de Roy—Thunder sont aussi naturellement liés aux R-filtrations. En effet, si E est
un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec O, pour tout ¢ € R, on désigne par Fi(E) le
sous-espace K-vectoriel de Ex engendré par ’ensemble

[s € B|dog(s) > t}.
Ainsi Frr définit une R-filtration de Fk et on a
VI (B) = sup{u € R | rgx (Fir(E) > i)}

L’avatar de la proposition 2.3 et du théoreme 3.7 est encore valable pour les minima de
Roy-Thunder. En particulier, si, pour tout entier n > 1 on désigne par 6% (n, K) la borne
supérieure des Jimin(F) — v, (F), ot F parcourt I'ensemble des fibrés vectoriels hermitiens de
rang n sur Spec O, alors pour tout fibré vectoriel hermitien non nul E sur Spec O et tout
i€{l,..., 180, (£)} on a

v (E) < i(B) < vt (B) + 8 (rgo, (B), K).

(2
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18 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

Soient m un entier, n > 1, et F un fibré vectoriel hermitien de rang n sur Spec Ok. On a
fimin (F) = vn(F) = — pimax(F") = vn(F) < =v1(FY) — v (F).
D’apres le théoreme 36 de [14], on a

_ _ In|A
_m@wﬂﬂmgmw+uga.
Cela conduit & la majoration
In |Ak]
4.9 6" (n, K) < In(n) + .
(49) (n, K) < Infrn) + o0

D’apres les propositions 4.8 et 5.1 de [15], pour tout fibré vectoriel hermitien F' de rang n sur
Spec Ok, on a

Vi (F) < v (F) +

n

In ‘AK‘

oK Q'

On en déduit

In |A 3ln|A

In|Ag| < In(n) + M,

2K - Q) 2K Q)

ou la seconde inégalité provient de (4.9). La combinaison de (4.8) et (4.10) conduit au théo-
reme 1.1, en s’appuyant sur le théoreme 3.7.

(4.10) 5(n, K) < ™ (n, K) +

5. Applications et commentaires

5.1. Comparaison entre des mesures limites. — Soit 7 : X — Spec O un morphisme
projectif et plat d’un schéma integre X vers Spec Ok . On appelle fibré en droites hermitien
sur X tout couple L = (L, ), ot L est un Ox-module inversible et ¢ = (04 )q.x_sc €st une
famille de métriques continues sur L qui est stable par la conjugaison complexe. On précise
que 9o = (| |s(7))zex, () est une métrique continue sur L,, la tirée en arriere de L sur
X = X XgpecOg,o Spec C. L'invariance par la conjugaison complexe signifie que, pour tout
o: K — C et tout x € X,(C), I'isomorphisme canonique entre 2*(L,) et T"(Lz) induit une
isométrie entre |- |,(z) et |- |#(T).
Théoréme 5.1. — Soit L un fibré en droites hermitien sur X. On suppose que la fibre
générique de L est gros. En d’autres termes, le volume de Ly, défini comme
: 0 n
vol(Lg) := lim sup d(li?n[((XH) (X,K’ Li') ,
n—+oo M K /dlm(XK)'

est strictement positif. Pour tout n € N, soit B, = (H(X, L®"), (|| |lno)o:k—c) un fibré
vectoriel hermitien dont le O -module projectif sous-jacent E, est égal ¢ H°(X, L®"). On
suppose en outre que, pour tout o : K — C,

1
(5.1) lim — sup =0.

n—+oo n SEEn®OK,aC

Inf[sflne—In sup [s[s(2)
z€Xs(C

Pour tout entier n > 1 tel que ry, := 180, (En) > 0, soient

1 & 1 &

LR DL AV S LTS
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ou pour tout nombre réel t, 6y désigne la mesure de Dirac en t. Alors les suites de mesures
(nn) et (1) convergent vers la méme mesure de probabilité borélienne qui ne dépend que de L.

Démonstration. — Rappelons que la convergence faible d’une suite (Ap)nen de mesures bo-
réliennes vers une mesure limite A signifie que, pour toute fonction continue et bornée h, la
suite d’intégrales ([ h(x) Ap(dx))nen converge vers [p h(z) A(dz).

Pour tout n € N, soit m,(L®") le Og-module projectif E, = H°(X, L*") muni de la famille
de normes (|| - ||n,o,5up), OU

Vs € En®okoC, slnosup = sup |sls(z).
z€X,(C)

C’est un fibré vectoriel normé sur Spec O. Si 1, est strictement positif, soit

Z v (1 (LO™))

D’apres [9, théoréme 2.11], les supports des mesures \,, sont uniformément borné supérieu-
rement et la suite de mesures (\,) converge vaguement vers une mesure de probabilité bo-
rélienne A. En d’autres termes, pour toute fonction continue a support compact h sur R,

o lim_ /R h(x) An(dz) = /R h(x) Mdz

En outre, d’apres [18, Theorem D], les supports des mesures A, sont uniformément bornés
inférieurement. Donc la suite de mesure ()\,,) converge en fait faiblement vers A.

Il reste a vérifier que les deux suites (7,) et (7,) convergent faiblement vers A. Le point clé
repose sur les estimations suivantes :

(5.2) lim max —
n—+ooie{l,..,rn} N

wi(Ey) — u,-(w*(L@”"))' 0,

1 _ _
— s ®n —
(5.3) m | pax fii(Ey) — vi(me(L ))’ 0,

ou (5.2) provient de I’hypothese (5.1), et (5.3) résulte de (5.2), du théoreme 1.1 et du fait que
= O(nd™X)) (on souligne que P'inégalité (1.1) de Borek ne suffit pas pour déduire (5.3)

de (5.2)).

L’estimation (5.1) montre que les supports des mesures 7, sont uniformément bornés (puisque

ceux des mesures \, les sont). En particulier, pour montrer que la suite (7,) converge fai-

blement vers A, il suffit de vérifier que, pour toute fonction continue & support compact
h:R— R, ona

(5.4) lim

n—-+o0o

/R h(x) nn(dz) — /R h(z) An(da)| =

Par définition on a

[ @) ma(an) [ b wnlar) = lgh (2uEa)) ~ b (nim @)

1

Donc l'estimation résulte de (5.2) et de la continuité uniforme de h. La convergence faible de
(17n) vers A découle de (5.3) par le méme argument. O
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20 Sur la comparaison entre les minima et les pentes

Remarque 5.2. — On désigne par 7 la mesure limite dans le théoréme précédent. D’apres
[10, proposition 1.2.9] la suite des polygones normalisés (¢ € [0,1] — %Pﬁn(rnt)) converge
uniformément vers une fonction concave Py sur [0,1] (le polygone associée 1 avec la termi-
nologie de [10, définition 1.2.8]). La mesure 7y est un invariant birationnel, c’est-a-dire que,
pour tout morphisme f : X’ — X projectif et birationnel, on a Mg = (cf. [11, propo-
sition 5.2]). Cela implique que la limite Pr des polygones normalisés est aussi un invariant
birationnel du fibré en droites hermitien L.

5.2. Quelques commentaires. — Soient K un corps de nombres et E le fibré vectoriel
hermitien sur Spec Of. Soit r = rgp, (F). En général, un probléeme de transfert cherche a

majorer —(v;(E) + vp41-;(EY)) pour tout i € {1,...,r}. Si
0=FEyCFE1C...CE,1CE,=F
est le drapeau de Harder-Narasimhan de E, alors
0= (E/E)Y S (B/En) € ... C (B/B) € (B/E)” = E

est le drapeau de Harder-Narasimhan de EV. En particulier, on a

pi(E) + prr41-i(EY) = 0

pour tout i € {1,...,r}. On en déduit

Vie{l,...,r}, —Wi(E)+vr1-i(EY)) <26(r, K).

En particulier, on a ?(r, K) < 2§(r, K). De ce point de vue-1a, il est plus raisonnable de
conjecturer que §(r, K) est majorée par une fonction d’ordre 3 In(r)+O (1). Plus précisément,
le rapporteur releve la question suivante : est-ce que 'inégalité

IH|AK’
2K : Q]

est vraie 7 Une réponse positive a cette question conduira & la majoration uniforme

o(r, K) < = In(r) +

1
2

In |Ak]
2[K : Q)

pour tout fibré vectoriel hermitien non nul E sur Spec Og. La somme de ces inégalités par
rapport a ¢ donne une amélioration importante du deuxiéme théoreme de Minkowski dans le
cas de fibré vectoriel hermitien (correspondant aux cas d’ellipsoides dans le langage classique)
qui est valable pour tout corps de nombres (cf. [15, Proposition 5.1]). En outre, la comparaison
a la proposition 29 de [14] conduit naturellement a la question suivante. Soit  un entier, r > 1.
Pour tout i € {1,...,7}, on désigne par §;(r, K) la borne supérieure de ji;(E) — v;(E), ou E
parcourt ’ensemble des fibrés vectoriels hermitiens de rang r sur Spec Og. Les inégalités

Vie (Lm0, ()}, H(E)—u(E) < § Mlrgo, () +

n(rK)<...<d(r,K)

sont-elles vraies ?
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5.3. Interprétation géométrique. — Si on se contente de majorer la différence entre les
pentes et les minima absolus, on peut transformer le probleme dans un cadre géométrique.
Soit E un fibré vectoriel hermitien sur Spec O . Tout élément non nul s de Exa détermine
une droite dans I'espace vectoriel Eka, qui correspond a un point algébrique du schéma P(E);)
que ’on note Ps. En outre, on a

(Te\g(s) =—h PS)7

I
ou la hauteur (absolue) hw est calculée par rapport au modeéle entier tautologique
(P(EY), Oppvy(1)) et les métriques de Fubini-Study sur Op(gvy(1).

Rappelons que le minimum essentiel de la fonction de hauteur hw est défini comme

fless (BY) = su inf  ho(P),
8 ( ) ng(g;()Pe(P(EIV{)\Z)(Ka) 0(1)( )

ou Z parcourt 'ensemble des parties fermées Zariski strictes de P(EY,). Il s’avére que
v (B) + fless(EY) 2 0.

On conjecture que le minimum essentiel fiess(E"Y) est majoré par la pente maximale fimax (EVY)
plus %ln(rg@K (E)). Cette conjecture est vraie lorsque E est une somme directe orthogonale
de fibrés en droites hermitiens (cf. [7]). Cela conduit a la majoration

() — 2% (B) < : n(rgo, (E))

N |

pour tout ¢ € {1,...,7}, en utilisant la méthode proposée dans cet article (il suffit de rem-
placer la R-filtration par minima par la R-filtration par hauteur, cf. [6, §3.2]).

Plus généralement, on peut considérer le probléme suivant. Soient f : 2~ — Spec Og un
morphisme projectif et plat d'un schéma intégre 2~ vers Spec Of. Soit .Z un fibré inversible
hermitien sur 2" tel que £ soit ample, que .Z soit relativement nef et que les métriques
de Z soient semi-positives. La donnée de . permet de définir une fonction de hauteur
(logarithmique et absolue) h( ) sur U'ensemble des points algébrique de 2. Soit fiess(-Z)
le minimum essentiel associé a cette fonction de hauteur, définie comme

AESS ? — S i f hiP
el L) = S iRy 1y 2 )

On conjecture que le minimum essentiel fiess(-Z) peut étre majoré par la limite

B (D)o i P (25

Hmax n—+400 n

plus une fonction du degré de Zx. On revoie les lecteurs au §4.2 de [10] pour une étude de

Pinvariant g2y, (-).
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