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UN THEOREME DE ZEROS DANS LES GROUPES ALGEBRIQUES
COMMUTATIFS

par

Aurélien Galateau

Résumé. — Dans ces notes, on présente un théoréme de zéros, di & Amoroso et David, qui
généralise le résultat principal de [Phi96] et constitue une version avec multiplicités, dans le
cadre élargi des groupes algébriques commutatifs, du lemme de zéros de [ADO03]. Cet énoncé
s’avére utile dans certaines approches diophantiennes du probléme de Bogomolov effectif sur les
variétés abéliennes (c¢f. [Gall0]).

Abstract. — In these notes, we give a new zero theorem, due to Amoroso and David, which
generalises the main result of [Phi96]. This is a version with multiplicity, in the general setting
of commutative algebraic groups, of the zero lemma proven in [ADO03]. This new result turns
out to be useful in a recent diophantine approach of the effective Bogomolov problem on abelian
varieties (cf. [Gall0]).

1. Introduction

L’objet de ces notes est d’énoncer et de prouver une généralisation du théoréme de zéros
annoncé par Amoroso et David dans [ADO03]. Ce théoréme s’inscrit dans la lignée des lemmes
de zéros classiques de Philippon, qu’il généralise (voir [Phi86|, théoréme 2.1 et [Phi96]|
théorémes 1 et 2).

On fixe pour cet article un corps k algébriquement clos et un groupe algébrique commutatif
G de dimension g > 1 défini sur k. On sait qu'il existe un plongement (quasi-projectif), qu’on
fixe maintenant, de G dans un espace projectif P" sur k. Soit V' une sous-variété de G. Un
lemme de zéros permet classiquement de comparer le degré d’un polynéme homogéne P non
trivial, nul sur une réunion de translatés de V', au degré d’une “variété obstructrice” contenant
un translaté de V. Le théoréme principal de [Phi96]| permet ainsi de minorer le degré d’un
polynéme P nul sur le translaté de V' par un ensemble de la forme g + - -- 4 34, ot d est la
codimension de V' et les (X;)1<i<q sont des ensembles finis de points pondérés par des ordres
d’annulation.

Classification mathématique par sujets (2010). — 11J95, 14C17, 141L40.
Mots clefs. — géométrie diophantienne, groupes algébriques commutatifs, intersection géométrique.
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Sous 'hypothése que les supports des 3J; sont des réunions d’un nombre fini de sous-groupes
(Hij)1<j<s; de G, on obtient ici une inégalité plus précise concernant le degré de sous-variétés
obstructrices. En reprenant les idées développées par Philippon dans [Phi96| (notamment le
formalisme des dessous d’escalier), on donne un énoncé précis suivant la multiplicité. La
premiére partie rassemble des préliminaires sur les dérivations, les dessous d’escalier et la
multiplicité de Samuel. Dans la seconde, on énonce le théoréme de zéros puis on le démontre,
en considérant des suites de gros ensembles algébriques emboités obtenus en intersectant des
translatés de I’hypersurface définie par P. On donne enfin une information supplémentaire
sur les variétés obstructrices dont ’existence est donnée par le théoréme de zéros.

Rappelons que ce raffinement dans les lemmes de zéros a été introduit par Amoroso et
David pour démontrer une minoration fine du minimum essentiel des sous-variétés du tore
multiplicatif. Un analogue partiel de leur minoration a été démontré dans le cadre des variétés
abélienne en utilisant le résultat principal de cet article (voir [Gal10]).

2. Définitions et résultats préliminaires

Avant d’énoncer le théoréme, il est utile de rappeler un certain nombre de définitions. On note
g l'idéal de définition (premier, homogéne) de 'adhérence de Zariski G de G dans P" et :

A = k[Xo,. .., Xnl/g.

On dira qu’une sous-variété V de G est définie dans G par un premier p de 2Asi V = GNZ(p).
On dira aussi qu’elle est incomplétement définie dans G par des formes de degré au plus L si
V est une composante irréductible d’un fermé G N Z(J), ot J est un idéal de 2 engendré par
des polynémes de degré au plus L (voir [Phi86|, définitions 3.5).

Soit U := Zle[ni]Xi et V= Zle[mi]Xi deux cycles algébriques sur G (quitte a rajouter
des zéros, on peut supposer que la somme porte sur les mémes composantes). On définit la
réunion de U et de V', notée U U V', comme étant le cycle :
k
Z[max{ni,mi}]Xi.
i=1
Le degré du cycle Zle[ni]Xi est par définition : Zle n;deg(X;).

Soit & € G défini par un idéal m de 2. On pose 2, le localisé homogéne de 21 en m et é\lm
son complété pour la topologie m-adique. On sait (cf. [Bou83|, 8, §5) que Ay est isomorphe
a B :=Kk[[T1,...,T,]] = k[[T]]. De plus, la donnée d’un tel isomorphisme ®¢ en = 0 (défini
par un idéal mg) détermine par translation un isomorphisme ®, pour tout = € G.

On fixe x € G. L’isomorphisme ®, permet de munir l'espace des opérateurs différentiels

Homy (2, k) de la base (0§ )xeng, otl : O = %g‘%, avec :

g
]/4;|::Zm- et:  kli=rl Ryl
i=1

Pour 1 < i < g, on note ¢; := (0,...,0,1,0,...,1), le 1 étant sur la i-éme coordonnée. Les
(03, )1<i<g forment alors une base du tangent Homy (m/m? k) de G en z.
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Si F' € 2 est une forme homogéne de degré D non nulle en z, pour toute forme homogéne

P € 2 de degré D, on note P, r I'image de % dans Ap,.

Définition 1. — Soit P € A une forme homogéne de degré D et T > 1 un entier. On dit
que P s’annule a un ordre au moins T en x si pour toute forme F € A, de degré D, non nulle

enx, on a :
Ve e N9, |k| <T —1: 0g Prr=0.

2.1. Dessous d’escalier et ensembles pondérés. — On reprend ici le formalisme des
dessous d’escaliers développé par Philippon dans [Phi96|, 2. Ce formalisme permet classique-
ment d’intégrer la multiplicité dans un lemme de zéros, en travaillant avec des ensembles de
points de G pondérés par des sous-ensembles de NY.

Soitd>1etl<iy3 <---<ig<g.Onappelle d-face d'indicei:= (i1,...,iq) le sous-ensemble
F;:=N-¢ —i—---—i—N'Gid de NY.
On dit qu’un ensemble £ C N9 est un escalier si pour tout « € E, on a : k + N9 C F.

Le complémentaire dans N9 d’un escalier est appelé dessous d’escalier. Si W est un dessous
d’escalier, on note aussi Jy I'idéal de B engendré par les monomes (77) BENI\W -

On appelle ensemble pondéré un sous-ensemble ¥ de N9 x G tel que pour tout z € G,
I'ensemble W, s := {k € N9, t.q. (k,z) € X} est un dessous d’escalier (on notera encore
W, ce dessous d’escalier lorsqu’il n’y aura pas d’ambigiiité sur ¥). Le support d’'un ensemble
pondéré X, noté Supp(X), est sa projection sur G. La somme de deux ensembles pondérés 3
et X/, notée X + X', est 'ensemble pondéré :

[(+ 1,2+ 2'), (5,2) € B, (,2/) € ).
On identifie aussi un sous-ensemble X de G a I’ensemble pondéré {0} x X. Si P € 2 est une
forme de degré D et 3 est un ensemble pondéré, on dit que P est nulle sur 3 si :
V(k,r) € ¥, VF de degré D non nulle en x : 0 P p = 0.
Si F; est une d-face, et W un dessous d’escalier, on note C;j(WW) l'enveloppe convexe de

(N9\ F}) N W dans R%. Si V est une sous-variété de G de codimension d, associée a un
idéal premier p, et si W est un dessous d’escalier, on note :

miy (V) = d! max {voL (R \ Ci(w)) |

ou le maximum porte sur les indices i associés a une d-face Fj, et les points x € V (définis
par un idéal m) tels que les dérivations 8;;, . ,8;5 se projettent sur une base de l'espace
Homy (p/p Nm?, k), qui est le cotangent de V en .

On peut comparer naturellement la multiplicité myy (V) a la multiplicité de Samuel, définie
sur les idéaux de la fagon suivante (voir [Bou83|, chapitre 8, §7.1) :

Définition 2. — Soit A un anneau local, noethérien, de dimension d et p son idéal mazximal.
En notant ¢ la longueur sur les modules, on pose :
- P(A/p'A)
A):=d lim ————=.
ep(4) e

On a alors le lemme (lemme 7 de [Phi96|) :
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Lemme 1. — Soit J un idéal homogéne de A, p un idéal minimal associé & J, définissant
une sous-variété V.de G et W un dessous d’escalier fini de N9. Si Ag{)(j) Cp,ona:

ean, (Ap) = mw (V).

2.2. Ensembles pondérés et idéaux. — On aura besoin, pour prouver le théoréme de
zéros, de faire agir des ensembles pondérés sur des idéaux homogénes, via des opérateurs
différentiels qu’on définit dans ce paragraphe.

On suppose désormais qu’il existe un entier ¢ > 1 tel qu’on peut trouver un entier ¢ > 1, un
recouvrement ouvert (Uy,), et des formes bi-homogenes (Fy),, définies sur k et de degré (¢, )
représentant 1’addition :

s:GxG—G.

Toutes ces données sont fixées pour la suite de I'article. On sait d’aprés [Lan87] qu'un tel
¢ existe, et qu’on peut prendre (¢,c’) = (2,2) si Padhérence de Zariski G est projectivement
normale et équivariante.

Soit x € G et soit (Faup,...

, Foon) une famille de polynémes bi-homogénes représentant
l'addition au voisinage de (0,x) €

G x G. On note :
s*:Ql—)Ql@kﬁm,

le morphisme induit sur les algebres. Soit P € 2, et x € N9. On pose alors A§ P le coefficient
dans 20 du monéme T* de (1 ® ®;) o s*(P) € ARy B. Ce polynéme dépend du choix de la
famille (F4 ;)o<i<n, mais pas son hypersurface d’annulation. En particulier, P s’annule sur un
ensemble pondéré ¥ si et seulement si :

V(z,k) € ¥, ona: Ag P €my.

Les relations suivantes sont immeédiates :
A, (P+Q) = Ay P+A3,0Q,
A5 (PQ) = Y, AR P-AFQ.
KR! =r

pour tout z € G, (P,Q) € A, k € N9,
On définit maintenant :
Définition 3. — Soit J un idéal homogéne de A et W un dessous d’escalier de N9. On pose :

AY.(3):= (A5, (P),PeT W),
et si X est un ensemble pondéré :

A7) := (Agf’z(j), s Supp(E)).

On dit que J s’annule sur ¥ si A¥(J) C my.

On a alors les propriétés :

Proposition 2. — Soit W et W' deuz dessous d’escalier de N9, (z,2') € G?, J et J deux
idéaux homogenes de 2.
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- (1) Ona: Ag‘;(ﬁ—i—ﬁ) = A}g(j) + Agf;(ﬁ). EtsiJCJ: Aé‘;(ﬁ) C Ag;(fj).

~(2) Ona:AY (3) =T et Ay (3) = 75(3), ou 7} désigne la translation par x sur lalgebre 2A.

- (3) L’idéal Ag; ne dépend pas du choiz du recouvrement ouvert et des formes bi-homogeénes
représentant [’addition sur ce recouvrement. De plus :

Ay, o AY(3) = AT ().

x4z’

Démonstration. — Pour les points (1), (2), et la premiére assertion de (3), voir la preuve de la
Proposition 3 de [Phi96|, ou I'hypothése que les dessous d’escalier sont finis n’est pas utilisée.
L’égalité du point (3) est démontrée dans cette méme référence si I'un des dessous d’escalier
est trivial, et plus généralement dans [DHOO] (4.5, (iv)). O

3. Le théoréme de zéros et sa démonstration

3.1. Le théoréme principal. — On peut maintenant énoncer le principal résultat de cet
article.

Théoréme 3. — Soit V une sous-variété algébrique de G de codimension d > 1 et soient
S0,---,84 des entiers strictement positifs. Pour 0 < ¢ < d, soit ¥; un ensemble pondéré tel
que, pour tout x € Supp(X;), Wy x, est fini et ne dépend pas de x. On suppose que :

Y= Fi,l U--- UFZ',-Si?

pour des ensembles pondérés I'; ; (1 < j < s;) a support contenant Uorigine de G. Pour tout
1 < j < s, fizons un sous-groupe H; ; de Stab(Supp(I‘i,j)). Soit enfin P € A non trivial,
s’annulant sur ’ensemble pondéré :

V4304 + T

1l existe alors :

— Des entiers 1 <k <k <d;

— Des indices jo,...,jw—1 tels que, VO<i<k —1: 1<7j; <s;;

— Des sous-variétés algébriques Z; de G, pour 1 < j < sy, propres, irréductibles, de codimen-
sion k, telles que :

deg U U U mw,G+y+2)l(z+y+72) | < fdeg(G) - LF.
a€Ho jottHy_y 5, | 1SiSsp y€ly

De plus, chaque variété Z;, pour 1 < j < spr, est incomplétement définie dans G par des
formes de degré au plus cL et contient au moins une composante isolée du fermé :

Supp(V—l—Hle—i--”—f—Hk/_l +2k,+--.+2d).

I —1

Remarques.

(i) Ce théoreme implique le théoréme 2 de [Phi96|. Il suffit de prendre ici tous les s; égaux a 1
et les sous-groupes H; ; égaux a {0} (pour 0 < i < d). Notre théoréme affirme alors I'existence
d’une unique variété obstructrice qui vérifie la formule donnée dans le théoréme 2 de [Phi96|
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40 Un théoréme de zéros dans les groupes algébriques commutatifs

(la variété obstructrice étant notée V' dans cette référence). C’est notamment pour cela qu’on
n’a pas directement écrit les Supp(X;) comme des réunions de sous-groupes.

(ii) Ce théoréme implique aussi le théoréme 4.2 de [ADO03], en considérant la compactification
standard de G}, en prenant ¢ = 1 et tous les supports des I'; ; égaux & des sous-groupes H; ;
de GJ},. Outre la généralité du groupe algébrique G, la principale nouveauté de ce théoréme,
en comparaison du théoréme 4.2 de [ADO03], est la prise en compte des multiplicités.

3.2. Démonstration du théoréme 3. — Passons & la preuve du théoréme proprement
dite. L’idée, classique, consiste a considérer de gros ensembles algébriques construits en in-
tersectant des translatés de 'hypersurface définie par P, avec multiplicité. On construit ainsi
une suites de fermés emboités, et on s’assure que deux fermés successifs ont méme dimension.
On peut alors comparer les degrés de ces deux fermés (en méme dimension), ce qui achéve de
prouver le théoréeme 3.

Soit maintenant V une sous-variété de G de codimension d, des ensembles pondérés Y, ..., Xg
tels que dans le théoréme, et un polynéme homogéne P de degré L, non trivial, et qui s’annule
sur V 4 2o+ -+ -+ Xg.

Pour pouvoir travailler avec des ensembles algébriques, et en particulier ne retenir que les
composantes irréductibles pertinentes de tels ensembles, on aura besoin de la définition sui-
vante :

Définition 4. — Soit Z1 et Zy deux fermés algébriques inclus dans G. On appelle trace de
Z1 relativement a Zs, notée tr(Zy, Z3), la réunion des composantes isolées de Zy contenant
au moins une composante isolée de Zs.

3.2.1. Construction des fermés emboités. — Commengons par définir, pour 1 < j < s¢ :
Jo; = A(P),
Xoj = Z(00,),
Yo, = tr (Xoyj, Supp(V +Hopj + X1 +--- + Zd)).

On pose ensuite jp comme étant le plus petit entier 1 < j < s tel que la dimension de Yp ;
soit minimale. On pose ensuite :

Jo = jo,jo, Xo = XOJ‘O, et Yy := YOJO‘

De la méme fagon, on définit, par récurrence sur 1 < i < d, les ensembles suivants, ot j varie
entre 1 et s; :

j@j = Ari’j (31;1),
Xij = 2(Jij),
Yij = tr (Xz‘m Supp(V' + Hojo + -+ + Hi—1j, 4 + Hij + Ziga +--- + Ed))-

On choisit aussi 'entier j; comme étant le plus petit entier 1 < j < s; pour lequel la dimension
de Y; ; est minimale, et I’on pose :

Ji=Tij,, Xi=Xij, et Yi:=Y;,.
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Fait 1. — La suite de fermés ainsi construite vérifie les propriétés suivantes :
— (1) Pour tout 0 <i <d, on a :Y; #0.

— (2) Pour tout 0 <i < d—1, on a linclusion : Vi1 C Y;.

- (3) On a linégalité : codim(Yy) < d.

Démonstration. — Pour démontrer la propriété (1), on observe par une récurrence immédiate
que, pour 0 <i<det1<j<s;:

3. = Aro,jo+---+ri,1,jl.71+Fm~(P)‘
Comme P s’annule sur V + g+ -+ 4+ ¥4, on a donc l'inclusion :
Supp(V + Xiy1 +--- + Xg) C Xyj.
Par définition de Y; ;, on en déduit :
Yi; D tr(X , Supp(V + Eipq1 + -+ X)) # 0.
En particulier, Y; est non vide pour tout 0 < ¢ < d.

Pour démontrer le second point, fixons 0 < ¢ < d—1 et remarquons que pour tout 1 < j < s;41,
I'i+1,; contient l'origine de G. On en déduit les inclusions : J; C J;41 5, puis pour j = j; :
Xi+1 C X;. On remarque enfin que la réunion de translatés de V intervenant dans la définition
des Y; ; est décroissante avec i, et on obtient : ¥; 1 C ;.

Enfin, le point (3) se déduit immédiatement du point (1) : si la variété Yy est non vide, alors
elle contient un translaté de V', et est de codimension inférieure & d. ]

Fait 2. — Il existe un indice 1 < k' < d tel que : dim(Yy_1) = dim(Yy/).

Démonstration. — On remarque que : (P) C Jp, donc que : Yy C Xoj, C Z((P)). Les Y;
forment donc une suite de d + 1 fermés emboités de codimension comprise entre 1 et d, et il
existe deux fermés successifs ayant méme dimension. O

L’entier ¥ du théoréme est donc fixé, ainsi que les entiers jo, ..., jwr—1. On pose aussi
k := codim(Yy/).

On doit maintenant déterminer les variétés Z; (1 < j < sp) dont l'existence est affirmée par
le théoréme.

3.2.2. Choix des variétés obstructrices. — Le fermé Y, étant de dimension minimale parmi
les Y} j, et chacun de ces fermés étant inclus dans Yj/_q, on en déduit 'égalité, pour tout
1<) <spr:

dim(Yk/,j) = dim(Yk/_l),

et il existe une composante isolée commune & ces deux fermés. Pour tout 1 < j < s/, on
choisit une telle variété (de codimension k), et on note Z; son intersection avec G.

On est déja en mesure de démontrer le dernier point du théoréme. Fixons 1 < j < sps. L’idéal
Jp—1 est engendré par des formes de degré au plus cL et la variété Z; est une composante
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isolée de G N X/_1, donc est incomplétement définie dans G par des formes de degré au plus
cL. De plus, Z; contient, par construction, une composante isolée du fermé :

Supp(V—i—Hle—i—---—}—Hk,,l —|—Zk/+—|—2d>

Ik —1

3.2.8. Comparaison des degrés. — 1l reste maintenant a établir I'inégalité du théoréme. La
prise en compte des multiplicités rend cette comparaison délicate. On procede en deux étapes.
La premiére consiste a montrer que le fermé Y}, contient de nombreux translatés des Z;.
La seconde est de comparer le degré du cycle naturellement formé & partir de cette réunion
(en introduisant les multiplicités liées aux dessous d’escaliers des ¥;) & celui de la réunions
des composantes de codimension k du fermé Y/ _q.

On commence par remarquer que pour tout 1 < j < sp et pour tout y € Supp(Fk/J), la
variété y + Z; est incluse dans Yj/_;. En effet, par définition de J/ ;, on a :

0} /~ ~
Aéy}(Jk’—l) C I 5

Comme Jj ; est nul sur Z; par construction, il suit que Jp_; est nul sur y + Z; (par la
proposition 2, (2)). Soit maintenant une composante isolée V; de :

Supp (V +Hig + A+ Hporj,  +Xp 4+ + Zd) ’

contenue dans Z; (dont l'existence a été démontrée a la fin du paragraphe 3.2.2). Comme :
y+V,Cy+2Z; et ye Supp(Fk,’j),
on a alors :

7jk/71

Y+ Zj C tl“()(k/_l7 Supp(V + HO,jo + -+ Hp + Hk/J 4+ Xpp1 + o+ g+ Fk’,j))

= tl"(Xkub Supp(V + Hojo + -+ Hp 14, + X + g1+ + Ed))
- Yk’—la

la derniére égalité provenant du fait que Hj ; stabilise Supp(I'y ;). De plus, ces deux fermés
ayant méme dimension, la variété y + Z; est en fait une composante isolée de Yj/_;.

L’étape suivante consiste & montrer que Ho j, +-- -+ Hk’*lyjk/q stabilise Yr_1. Pour 0 < <
k' —1, soit donc x; € H; j, et notons x := xg+ - - - + x7_1. Par la proposition 2, (2) et (3), on
a:

72 (1) = AR o Aot i (p),

et puisque pour tout 0 <7 <k —1, x; € Stab(Supp(Fi,ji)), on a :
T;(jk’—l) = jk’—l'

Le fermé X/ est donc stabilisé par Hoj, + -+ Hy 15, ., et il en va de méme pour Y4
vue sa définition.

On en déduit que la réunion :

(1) U U U @+y+2)

erOij+"'+Hkl—17jk/7l 1§j§8k/ yGFk/’j
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est formée de composantes isolées de Yy/_1. Il s’agit maintenant, en utilisant cette information,
de majorer le degré du cycle considéré dans le théoréme 3.

Soit donc 1 < j < sp, @ € Hoj + -+ + Hp_1,, ,, et y € Supp(I'y ;). Notons p l'idéal
premier définissant x 4+ y + Z;. On a 'inclusion suivante entre idéaux :
4% ~ ~
Ay (Tw—1) C 72, (Tw 5) Cp.

La premiére inclusion suit la définition de I'idéal Jj ;, en remarquant que z stabilise X/ _1, et
la seconde est directe vue la construction de Z;. Toutes les conditions sont maintenant réunies
pour appliquer le lemme 1 qui donne :

(2) €312, (Ap) = mw, (z +y + Zj).
On peut désormais majorer le degré du cycle suivant :

7= U U U mw@+ry+ 2@ +y+ 7).,

mEHO’jO+"'+Hk’71vJ'k/_1 lsj<sp yEszyj

On a
deg(Z) < > 3,2, (™p) - deg(p)
pEAss(Tpr_q),rg(p)=k
< deg(G) - (cL)*.

L’inégalité (2) et les définitions rappelées en 2 sur les cycles algébriques établissent en effet
la premiére inégalité. La seconde est le lemme 5 de [Phi96], la réunion (1) étant incluse dans
Xjr_1. Le théoréme 3 est donc entiérement démontré.

O

3.3. Une remarque sur les variétés obstructrices. — Pour conclure ce travail, donnons
une derniére précision sur les variétés obstructrices. On peut en fait, au moins dans un cas
standard, montrer que les formes qui les définissent ont une multiplicité. Précisons ce qu’on
entend par 14 :

Définition 5. — Soit V une sous-variété de G et soient T, L deuz entiers positifs. On dit que
V' est incomplétement définie dans G par des formes de degré < L, avec multiplicité > T + 1,
sl existe des éléments (q1,...,q) de 2, tous de degrés < L, définissant un idéal J, tels que
V' soit une composante irréductible de G N Z(Ag{f(j)), ot W est le dessous d’escalier :

Wr:={rk e N, |k| <T}.

On reprend les hypothéses du théoréme 3, et on suppose en plus que Xy (ot k' est donné par
le théoréme) est de la forme :

Y ={r € N9, |k| < Tj} x Supp(Zp),
pour un entier positif T;,. Dans ce cas :

Proposition 4. — Les variétés Z; dont l’existence est donnée par le théoreme 3 sont incom-
plétement définies dans G par des formes de degré < cL avec multiplicité > Tjr.
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44 Un théoréme de zéros dans les groupes algébriques commutatifs

Démonstration. — Dans la preuve du théoréme 3, on a construit les Z; comme composantes
de G N Z(Jp—1), ou l'idéal Ji_q est engendré par des formes de degré au plus cL. De
plus, par construction, pour 1 < j < sp, la variété Z; est une composante irréductible
de GN Xy ; = GNZ(Jy ;). En particulier, si p; désigne I'idéal de définition de Z; :

W !
A%Tk (Trr—1) C by,

W !
et Z; est bien une composante irréductible de G N Z (A%T’“ (Tr_1))- O
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