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APPLICATION DE LA NOTION DE f -OBJET A L'ETUDE DU GROUPE 

DES CLASSES D' IDEAUX DES EXTENSIONS ABELIENNES . 

par Georges GRAS 

Résumé . Cet article est composé des deux parties suivantes : 

( i ) Une pa r t i e algébrique ( Chap. I ) où l 'on procède à l 'é tude sys -

tématique de ce r t a ines familles M de<3> -modules C appellées les <3-familles), 

05désignant le groupe de Galois de l ' extens ion abélienne maximale de <Q . 

Cette étude conduit à la définit ion de sous-modules M^ (. »f parcourant 

ce r ta ins ensembles de c a r a c t è r e s d e © ) dont l es éléments sont appelles les 

-ob je t s (. re lat ivement à M ) . Cette famille de sous-modules permet dans 

ce r t a in s cas notamment dans le cas dit des & ' - fami l les d ' é c l a i r e r a s sez 

bien la s t ruc tu re des <»-modules consti tuant M ( compte tenu du fai t que 

l 'on n ' e s t pas dans le cas où l e s a lgèbres de groupes u t i l i sées sont semi-

simples ) . 

( i i ) Une par t ie ari thmétique C Chap. II , III et IV ) où l 'on applique 

les r é s u l t a t s sur les f - o b j e t s au cos des groupes des closse's des exten -

sions abél iennes de d . Différents r é su l t a t s sur les c l a s s e s re la t ives et 

l e s c l a s s e s r é e l l e s sont obtenus : la généra l i sa t ion au cas non semi-simple 

de l ' i n t e rp ré t a t ion arithmétique de Leopoldt pour les c l a s s e s r é e l l e s , une 

in te rpré ta t ion analogue pour l es c l a s s e s r e l a t ives , une i n t e rp ré t a t i on du 

théorème de S t i cke lbe rger , une généra l i sa t ion d'une formule d'Iwasawa 

sur l ' o r d r e du groupe des c l a s s e s r e l a t ives et un ce r ta in nombre de r é s u l -

ta t s r e l a t i f s aux P-ex tens ions cyclotomiques des extensions abéliennes deQ, . 

Enfin cette étude permet de déf inir , dans le cas généra l , des invar iants 

" c l a s s e s " m ^ ( 2 8 ) , m^ ) et des invar iants " analytiques " m ^ ( h ) , 

m ^ ( h ' ) , <p pa rcouran t l 'ensemble des c a r a c t è r e s «^-adiques de Qs , et de 

poser le problème de la comparaison de ces invar iants . 

L ' idée de la définit ion des ^ -obje ts doit beaucoup à l 'é tude des 

t ravaux de Leopoldt et aux rédac t ions qui en ont été fa i tes par B . Oriat dans 

[17] et [18 ] . 



Chap. I 

Définition et étude généra le des -ob je t s . 

1) Introduction » Dans [15] Leopoldt a défini des groupes d 'uni tés que 

nous appel lerons ( comme dans £18] ) des % -uni tés . Nous allons dans ce 

chapi t re donner une définition plus généra le de la notion de y -objet , 

n 'étant plus nécessa i rement un c a r a c t è r e ra t ionnel i r réduc t ib le et les mo -

dules in tervenant dans la définition des ^f-objets , n 'é tant pas n é c e s s a i r e -

ment 2 . - l i b r e s comme c ' e s t le cas des groupes d 'uni tés définis dans [15] . 

2) Extensions abélienne s de <Q - C a r a c t è r e s 

Soit a l ' ex tens ion abélienne maximale de <U contenue dans 

une c lô ture algébrique <0, de (Q avec le schéma d'inclusions suivant étant 

un nombre p remier donné , une c lô ture algébrique de (Q̂  et Qy un com-

plété de £ l t ) : 

Q( QtQ°' â 4 

Q dJflGT < & a — à 

On pose 

et on note X ' l 'ensemble des c a r a c t è r e s de 

degré 1 de & , à va l eu r s dans Xl^ , et dont le noyau es t fermé et d ' indice 

fini dans . On définit l e s ensembles de c a r a c t è r e s ra t ionnels , i - ad i -

ques ^ et les ensembles de c a r a c t è r e s cor respondants pour un sous -co rps 

K : 36 ̂  , % ^ , $ K . Pour la définition de g^ , K^ , G^ , f^ , X 6 , 

c f . [ 8 ] , [ l 5 ] ou [ l 8 ] . 

3 ) Définition des (g - fami l les et des ^ ' - f a m i l l e s . 

Soit % la famille des extensions f inies de Ci contenues dans 



Q a . On suppose donné une famille M de -modules M = 

indexée pa r X et , éventuellement , deux familles d 'applicat ions ( ) 

et ( ^ indexées pa r l ' ensemble des sou s -ex tens ions L/K , L , K t X . 

Nous allons f a i r e des hypothèses sur ces familles . Avant nous préc isons 

les notations suivantes : 

Si K £ % et si cr6 C? , on note l ' image de cr dans Gal(K/G) 

= Ç>/ Gai ( Q a / K ) . Pour une extension L/K , L , Ké){, , on pose 

G ( L / K ) = Gai ( L /K ) et on pose " ^ L / K = s é l [G(L/K ) ] . 
s t G ( L / K ) 

a ) Hypothèses su r l es familles ( M Ç K ) ) ^ ^ > ^ L / K ^ e t ^ L / K 

On cons idère l es t ro i s conditions suivantes : 

( i ) Pour tout K£ 31 

, pour tout x é M ( K ) et tout cr€ G> , x ne dé-

pend que de la c l a s s e de cr modulo G ( û a / K ) ( Autrement di t , l e s M ( K ) 

sont canoniquement des G(K /Q )-modules pa r la loi x - x ) . 

( i i ) Pour toute sous-ex tens ion L/K , L , K é X , N ^ ^ est un ho-

momorphisme de G» -modules de M ( L ) dans M ( K ) , j ^ / f t e s t un homomor-

phisme deCS -modules de M ( K ) dans M ( L ) et on suppose que pour tout t r i -

plet K , L , E X , K c L c E , on a les formules de t r ans i t iv i t é : N L/K ° N E / L • N E/K e t j E / L ° jL/K = jE/K ' 

( i i i ) On a ^ ° ^ / x ~ L /K ' P o u r K > L ^ ^ , K C L , 

étant ici ident i f ié à l 'homomorphisme de G (L/<Q )-modules défini par 

/ v ( x ) = 1 l" x s , pour tout x é M ( L ) . 
L / K s é G C L / K ) 

Définition I 1 . Si M » (MCK))-^^.^ vé r i f i e la condition ( i ) , nous di -

rons que cet te famille es t une -famil le . 

Si en p lus , on dispose de deux familles ( N ^ y ^ ) e t ^L/TC ^ 

r i f iant l es conditions ( i i ) et ( i i i ) , nous d i rons que la famille M es t u n e © ' -

famille ( l e s homomorphismes et j ^ / R étant supposés assoc iés à M 

sans ambiguité ) . 

b ) P r o p r i é t é s immédiates des Çî ' - f ami l l e s . 



Proposition I 1 . Pour tout K é X , "^r /r > ^K/K ' ^K/K sont l'identité 

sur M ( K ) . 

démonstration 

Ceci est déjà vrai pour ^-fc/K * D'après ( i i i ) » o n a 

2 2 
%/K ° NK/K = i d ' NK/K = NK/K e t ^K/K = ^K/K ^ d ' a P r è s entraînent 

h / K ° NK/K = NK/K " %/K ° NK/K " i d e t •'K/K ° n K/K - h / K = 

h ( / K o N K / l C = i d ' 

Proposition 1 2 . Si l'application est surjective ou si l'application 

j L / K est injective , alors N - ^ o j L y K est l'élévation à la puissance 

dans M ( K ) . 

démonstration 

Supposons surjective . 

S o i t x é K > x = NL/K W e t J L / K ( x ) = jL/K ° N L / K ( ^ -

I l yS et N, /1 f o jT / l f ( x ) = N, / x I T " T yS ) = 
s é G C L / K ) L / K L / K \ s é G( L /K ) / 

C N-̂ yf̂  y ) , mais N-^y-^Cy) = x £ K et le produit est égal 

à ( N^y-^Cy)) = x . Si on suppose injective , alors 

^L/K ° N L / K ° j L / K ( x ) " \ / K ( *L/K ( x ) ) = j ^ / K ) ( j L / K ( x ) ) S = 

1—"T 
s 6 G ( L / K ) j L / K ( x S ) = j L / K ( x ) a : K ] ce qui conduit à N l / k o j L / K ( x ) = 

D L Î K I x 

c ) Exemples « Les exemples l e s plus simples de tel les familles 

sont obtenus pour les familles M suivantes : 

( i ) M ( K ) est le groupe des unités de K ; 

( i i ) M ( K ) est le groupe des c la s se s de K ; 

dansfces deux cas l'opération est cel le de Galois et l es applications N-^y^ 



et j^/ft sont bien connues . 

( i i i ) Soit A un anneau ; on pose M (K ) = A[G(K/<Q)] ; M (K ) 

est un (=? -module si l'on pose , pour et CJ é A£G(K/<C)]] , 

CT.o) = ( produit dans A[G(K/(D ) ] ) . Les fonctions N ^ ^ sont dé-

finies par N-^-jçC^ ) = , pour tout 6 G ( L / Q ) et par prolonge-

ment par A-linéarité à. A [ G ( L / Û ) 1 . Si 0"K ér G(K/<0) , on pose 
T < r 

= G(L/K ) L 

On vérifie facilement que l'on a une '-famille . 

j , CCTV ) = — T <r = -V , cr et on étend par A-linéarité 
' T 6 G ( L / K ) L L/K L 

Remarque I 1 . Dans le cas M ( K ) = ACGCK/C) ] , les homomorphism.es 

^L/K e t ^L/K s o n t r e s P e c t i v e m e n t surjectifs et injectifs quels que soient 

L, K fcX , K c L , e t l'application est un homomorphisme de A-algèbres 

alors que j^/R n'est qu'un homomorphisme de A-modules ( cette propriété 

de N^y^ provient de la propriété universelle des algèbres de groupes puis-

que la restriction de à G(L/<Q) est un homomorphisme de G(L/<Q) 

sur G C K / Û ) ) . 

40 Définition des sous-modules , M^ et M'̂  

k a) Rappels sur la P, -conjugaison ( [ 1 9 ] ) . Soit A un sous -

anneau de On suppose que A est un anneau de Dedekind à corps rési -

duels finis tel que A [ £ ] soit un anneau de Dedekind quelle que soit la ra -

cine de l'unité 'C, ( par exemple A = 2. , A = ou A = . 

Soit £ 6 . Soit alors P^ le g^ polynome cyclotomique global ; 

on note encore Pç son image canonique dans A £ X ] . Soit k le corps des 

fractions de A dans Xl^ et soit k'^ /k l'extension obtenue en adjoignant les 

racines g^ de l'unité ; on rappelle que k^/k est une extension abélienne 

dont le groupe de Galois est canoniquement isomorphe à un sous-groupe de 

( 2 / g^ 2L ) . On pose r ^ ^ = Gai ( k'̂  /k ) . On définit , comme dans 

f l 9 ] une relation d'équivalence dans 3? ' que l'on appelle la f^-conjugai-

son en posant pour T e P ^ ^ . % <T « ^ ^ a é £ représentant T 
^ ^hypothèse inut i l e i c i ; sera u t i l i s é e par la suite . 



* r 

dans ( 2 / gj ) . Si (T̂  est un générateur de , alors les £ ' (o^ ) , 

pour X t ^ > sont l es conjugués de ^ '( (T̂  ) dans k'̂ . /k . On dé -

finit alors l es fonctions : 
f - ; T Ï / k . l 

ces fonctions sont appellées les caractères irréductibles sur k . Comme 

applications de G» dans XX^ , l e s applications sont à valeurs dans A . 

On uti l ise comme dans [ 8 ] la notation f̂ pour dire que est un 

terme de f̂ . 

Les caractères rationnels sont obtenus avec A = 2 , les ca -

ractères -adiques sont obtenus avec A = ^ . 

b) Correspondance entre caractères et polynomes cyclotomiques. 

Dans k £ x ] , P^ se décompose en un produit de polynomes ir -

réductibles tous distincts Q . ; chacun de ces polynomes Q y • se dé-
% ) i ï» t 

compose en polynomes du premier degré dans k'^ . Les racines de ces po-
£ 

lynomes étant des racines primitives g^ de l'unité , chaque Q^ ^ est de 

degré [k't . Si est une racine de Q ^ i dans k'^ , l e s autres ra-

cines sont l e s t , . pour T é / ! ; ainsi ces ensembles de racines cor-1 K {h 

respondent bijectivement aux ensembles de la forme C ^-çç. P ^ t » 

% '6 X '^d'ordre gj parcourant un système représentatif de caractères pour 

la ["^-conjugaison . On peut donc indexer de façon non canonique les divi-
(jrréjvcKWes 

scurs)de P,j à l'aide des caractères obtenus à partir des caractères %' 

d'ordre g . N On pose P^ = ^ ( X - % '((T/j )) ; c 'est un polynome de A £ x ] 

irréductible sur k . Ceci suppose qu'un choix des générateurs a été ef -

fectué une fois pour toutes : P̂ > dépend du choix de , cependant , on a 

r u . r . , pour tout % 6 % . 

c ) Définition des modules My 

Définition I 2 . Soit M une GT-famille . On suppose que l'anneau A est 

tel que pour tout Ké3C , M (K ) est un A CG (K/<Q ) ] -module. On pose 



pour ^ \ t : 

M^ = | x t M ( K % ) , (<T%) x = l } ; 

l e s éléments de M^ sont l es -objets dont nous avons parlé dans l'intro-

duction ; M»p est un sous-AfG^l-module de M ( K ^ ) . 

Proposition I 3 . Le sous-module My ne dépend pas du choix de Cx mais 

uniquement du caractère . 

démonstration 

On a P^ (<% ) = - X'( fy )) et pour ( a, g% ) = 1 , 

soit CTj un autre générateur de G j avec lequel on obtient le polynome 

P' = f l ( x - r c * • / ) ) ; c c r / ) = n c ^ a ^ . ( c r / ) ) , SOit 

P f (<r* } =JJCa~x~ X '(<r%)) ( 0 * a _ 1 + - 1 z ' a " 1 C O i ) ) e t d e l a m ê m e m a " 

nière, on aura P f (%) = [ J «r* . X'a(<rx)) « T ^ * " 1 > + „ . t X» a ( a * " ^ « S » . 

où a*" est tel que aa* * 1 mod g .̂ . Les relations P̂ , («r^ A^G^l 

et P^ (0"x) é P.J, (<ra ) A f G ^ ] montrent l'invariance de la définition . On no-

tera désormais de la façon suivante qui ne fait plus référence à : 

M^ = | x é M C K j ) , Py x = 1 } , p o u r f | X . 

d) Cas particulier des caractères rationnels . On a donc 

= | X 6 - M ( K ^ ) , P ^ x = l } . On a alors le résultat suivant qui per-

met une autre interprétation de M ̂  , uniquement dans le cas des carac -

tères rationnels : 

Théorème I 1 . Soit M une <0 -famille . On a : 

M% - | x é M C K ^ ) , / K x = 1 , pour tout K £ K x } . 
* 

démonstration ( d'après une communication personnelle de 

J. Martinet en date du 23/10/1968 ) . 

Trois lemm.es préliminaires sont nécessa ires . 



Lemme I I . Soit n ^ l et soit p un nombre premier quelconque . 

Notons P n le n e polynome cyclotomique de Z [X^ : 

( i ) P n ( XP ) = P n p ( X ) , si p divise n , 

Cii) P„C XP ) = P ( X ) P C X ) , si p ne divise pas n . n. np n 

Il suffit de comparer les ensembles de racines ( qui sont dis-

tinctes ) des polynomes des deux membres . 

Remarque I 2 . Ce résultat permet de déduire le résultat utile suivant : 

Si n >1 est distinct d'une puissance d'un nombre premier alors PnCl) = 1 • 

On a ensuite P ^ (1) = p , pour tout k > 1 et enfin P-jCl) = 0 . 
P 

En effet, P Cl) = p , d'où , pour k > 2 , P k ( l ) . P k x Cl) = 
P P P ~ P 

P k ^ Cl) , d'après Ci) ; d'où le résultat . Si n n'est pas une puissance 
P 

k de p , on écrit n = p nQ , avec nQ 1 et p \ nQ , k ^ 1 ; Cii) donne 

P Cl) » P n Cl) P n Cl) ; comme P n Cl) f 0 C car nQ * 1 ) , P n Cl) - 1 
o o^ o o o ^ 

Ci) permet alors de conclure pour P ^ . 
n p o v 

Lemme I 2 . Soit n = p^ ... Pt , Pi nombres premiers distincts , 

avec t ^ 2 . Alors pour tout couple Ci, j ) , i+j » i l existe A? , A* £ 2 [X3 

tels que Aj P n + Aj P n - 1 . 

Pi P i 

On démontre ceci par récurrence sur t ^ 2 . 

p 2 - l 

Si t = 2 , alors n = p^ p 2 et P n = X +.. .+ X + 1 , 

p r l P = X +. . .+ X + 1 . Si on appelle polynome géométrique , tout 



polynome de la forme X n + X11""*" + . . .+ X + 1 , n ^ 0 , ou le polynome 0 , 

alors , si P et Q sont géométriques , Q 0 , le reste de la division eu-

clidienne de P par Q est un polynome géométrique et le quotient est dans 

H. [X] : en effet , si m^ n , si m+1 = q (n+1) + r ^ 0 r < n , on a 

x m
+ . . . + x + i = c x n

+ . . . + x + l ) C X m + 1 - ( n + l )
 + X m + 1 - 2 ( n + l )

 + . . . + 

X m + 1 ' q C n + 1 ) ) + 1 + X + . . . + x r _ 1 C si r > 0 ) , 0 sinon . En particulier , 

l'algorithme du p . g . c . d . donne un polynome géométrique . Comme le seul 

polynome géométrique constant non nul est 1 , il en résulte que si P et Q 

sont premiers entre eux d a n s Q f X ] , le p . g . c . d . trouvé sera 1 ; la rela-

tion de Bezout est alors possible dans Z f X ] ; ce qui est le cas pour P 
P 1 

e t • p 2 

Supposons t > 3 . Soient p^ , Pj , q trois nombres premiers 

distincts divisant n . On pose n' = ; par hypothèse de récurrence , on a 

dans ItXl : 

A'? CX) P , CX) + A'1 ( X ) P , (X) - 1 , ce qui donne i n j n ^ 
p T P " 

A J ( X l ) P , ( X q ) + A ' i ( X q ) P , ( X q ) = 1 , d'où la relation i n j n 
P " T J 

puisque ici ( i i ) donne : P , ( X ^ ) - P n C X ) P n , ( X ) et 

P~ W P" 

P n , C t f ) - P n ( X ) P n , ( X ) . 
P~ P" P " 

^ 1 

Lemme I 3 . Soit n > 1 ; posons Nn p^X) = X p pour tout p 

premier divisant n . Alors il e x i s t e des polynomes A^CX) de 2 [ x l tels q u e : 

P„CX) = A CX) N CX) . n p | n p n ,p 



Soit q un diviseur premier de n . Montrons que si la propriété 

est vraie pour n , el le est vraie pour nq : 

P ( X q ) = P n ( X ) = 2 1 A CXq) N ( X q ) ; n ncl p | n P n ' P 

p-1 n 
ri 

or N CXq) = 2 L _ X p = N ( X ) , d'où le résultat . 
n , P è ô ru^p 

Il en résulte que si la propriété est vraie pour tous les nom -

bres n sans facteur carré , elle est vraie pour tout n > 1 . 

P i - 1 
Si n = p, , P ( X ) = X +. . .+ X + 1 = N CX) ; 

i Ï>1 P r P x 

on démontre par récurrence sur le nombre de diviseurs ; si 
n 

j = P^ 
n - p, . . .p , t^2 , on pose n. = pour tout j . Par hypothèse , 

j 

( X ) - j Ë l A k x ) N ( X ) , d'où , en posant a ] - 0 : 
n j i= l 1 n j , p i J 

i f j 

P ( X P j ) = P C X ) P C X ) . / ~ A j ( X P j ) N n ( X ) ; il. n n. a « î n.p. j j 1 -1 ' 

comme on a t ^ 2 , on peut appliquer le lemme 1 2 : on utilise une relation 

de Bezout dans 2 T x l entre deux des P , ce qui conduit au résultat. 

On a donc démontré que l'idéal engendré dans Z T x l par les 

Nn CX) est égal à P n ( X ) 2 [ X ] : en effet , on vient de voir que P n ( X ) ap-

partient à cet idéal ; i l suffit alors de voir que N^ ^CX) = Pp(X , or 

toute racine d'ordre n de l'unité annule N „ ( X ) donc P „ ( X ) divise N CX) n,p n n,p 
dans 2 [ X l car les polynomes sont unitaires . 

On applique alors ces résultats à P*. « P c ( 0 * ) et aux 
S J J 

N p ) = ^ ^ , où kp est , pour tout p J g^ , l'unique sous -ex-
%>P % p 

tension de K^ telle que [ : k J = p . L e théorème en résulte immédia-

tement . 



Remarque I 3 . Ce résultat est à rapprocher des résultats de Leopoldt 

( c f . Cl5l , Satz 4- ) ; cependant , Leopoldt suppose que les modules con-

sidérés sont sans H -torsion et sa démonstration n'est pas généralisable 

aux modules de torsion puisqu'elle est obtenue en considérant les Q [G&] -

modules <Q® M( K*) . 

e ) Application à la définition de M^ . On suppose maintenant 

que M est une (^'-famille . On pose par analogie : 

U'x = | x é M ( K ^ ) , N x /K x = 1 ' p o u r t o u t K 9 KX } -

On a donc, puisque / K o - , M ' C M ^ . 

Par conséquent, M'̂  est un sous-module de M j . On aura = M'̂  pour 

le caractère t si et seulement si les restrictions aux sous-modules 

Njr (M(K^ )) des applications ^ sont injectives ( pour tout K C Kj) , 

<gx) 

f ) Les M y comme A -modules . On rappelle que les M y 

sont des sous-A rGfcll-module s de M ( K j ) annulés par P.fOfy) . On peut 

donc les considérer comme des A («*))- module s . Or P^ é A [ X ] g>% 

et est unitaire , donc A TG* 3 /(P^ A f X ] / ( X -1 , P f ( X ) ) ^ 

A [ X ] / ( P f ( X ) ) * A ( e n vertu de l'hypothèse faite sur A , A en-

gendré par A et les racines de Pvp est un anneau de Dedekind ) . 

L'isomorphisme ( non canonique ) peut être réal isé par l'application déduite 

de la correspondance <T * ) pour tout <r £ G* , avec fixé . (g*) 

On remarquera que pour H'JX , les sont tous des A -modules , mais 

les lois scalaires ne sont pas les mêmes . 

Dans le cas des caractères rationnels et pour une <3'-famille, 

les Mlg sont des sous- ^ -modules de M^ . On vérifie facilement que si 

les applications normes N-̂  ^ s o n t surjectives pour tout K C K^, alors 

M- /MV a pour exposant un diviseur du produit n P . P U * 
p premier 



5) Un calcul d'indice dans un cas particulier . Soit M une -famille . 

On suppose donné une autre <3"-famille N = . On suppose que 

pour tout K , N(K) est un s ou s-A-module de M ( K ) ; c'est donc un sous-

A C G C K / ( 0 ) 1 -module . On aura donc : 

N t = j x t N(K%) , Py x = 1 } = M f nN(K^,) , pour \̂%, ^ irréductible 
( g * ) 

sur k ; est un sous-A -module de M »̂ . On fait alors l'hypothèse 

suivante : et sont des A-modules sans torsion et de rang 1 en tant 
(g*) ( g * ) 

que A -modules . Il en résulte que et Nip sont sans A - torsion 

C car A est un anneau de Dedekind ) . D'après le théorème de structure 

des modules sans torsion sur un anneau de Dedekind , M^est isomorphe à 

41 un idéal entier non nul -y de A et dans cet isomorphisme , N* a pour 
( g , ) 

image un idéal multiple de . Il en résulte que M^/Nf /Cïf/il ) . 

On a alors , en posant 

fi/U - C C idéal entier non nul ) : 

Résumons le principe du calcul : 

Proposition I 4 . Soient M et N deux G? -familles de AO^l-modules sans 

A-torsion ; on suppose N(K) sous-module de M(K) pour tout K € % . 

Pour "f |X , irréductible sur k , soient M ^ e t les sous-modules cor-

respondants en ^ . On suppose M^ et N^ de rang 1 sur A . Alors 

l'indice de N^ dans M ,̂ est fini et est de la forme : 

(g*) 
où £ est un idéal de A défini de la façon suivante : Soit Msp —> 

(g*) u 

un isomorphisme de M^ sur un idéal entier de A et soit y l'image de N^ 

par cet isomorphisme , alors Q = ^ /2J . 

6) Cas d'une (g '-famille où les M(K) sont finis . Soit M une <5 1 - fa-

mille et soit LéX fixé ; on a alors le résultat suivant : 



Proposition 1 5 . Soit Lé-DC . On suppose que L /Q est cyclique et que 

M ( L ) est un groupe fini . On suppose que pour toute sous-extension K/k 

de L/(Q , la fonction N-^y^ est surjective j alors les M^ sont finis C flour 

tout X i ? l ^ c t o n a 

| M ( L ) J = n 1m 

démonstration 

Pour faire la démonstration , on peut toujours supposer que les 

M(K) , K c L , sont des J -groupes : en effet , les i - S y l o w des M(K ) 

constituent une «^'-famille si on restreint les applications N-^y^ et J^/R à. 

ces ^ - S y l o w . On vérifie que les applications N-̂ y-̂  sont encore surjec -

tives . Lorsque les M ( K ) sont des i -groupes , on a le résultat suivant: 

Lemme 1 4 . Si [ K : k ] est premier à <1 et l'application N^y^ surjective, 

l'homomorphisme est injectif . 

En effet , soit y é M ( k ) tel que j^y^ ( y ) = 1 ; on sait ( c f . 

Prop. 1 2 ) que , puisque N-^y^ est surjective , N-^y^ o j^y^ est l'élévation 

à la puissance [ K : k ] , donc on aura y ^ ' ^ * 1 et comme l'ordre de y 

est premier à [K:k] , on en déduit y » 1 . 

Posons G ( L / Q ) - H x G' , où H est le $ -Sylow de G(L/<Z2) 

et G' un sous-groupe d'ordre premier à Z . On a le schéma suivant : 

/ 

Ln 

L'i 

K 

K« 

r 

U « L 

1 ' 

H 



Comme H est cyclique ( d'ordre n ) , l'ensemble des sous-corps de L est 

de la forme^K^.jC f i é ^ l ) où K^ est le composé de K^ et de L| où Ky 

est le corps correspondant à un élément F = f Q de ( L q corps fixe par 
o 

H ) et où L! est l'unique sous-extension de L^ ( corps fixe par G' ) de degré 

Ji sur <Q ( 0 $ i < n ) . Soit M ( Kf. ) le noyau de la restriction à M(K^.) 

de Ny = N-jç , pour i } 1 , et soit M (K^) = ) . 
ï i - l 

On a l e s suites exactes de G ( L / <Q )-modules : 

* N * . 
1 — ) — » M ( K „ , ) , pour i ^ 1 . 

H T i 4 - 1 
On peut l e s considérer comme suites exactes de G'-modules donc de ^ f G ' J 

modules . Les idempotents de cette algèbre sont ceux de <D TG'} et sont de 

la forme e' , pour vp 6 , e' = • f C ^ " 1 ) ( e n convenant, 
Y 1 L o r |G'| c e G' 

dans l 'écriture ^CO""^ ) , d'identifier canoniquement G' ainsi que les grou-

pes Ge l , / ! - ! ) avec G ( L Q / © ) ) . D'après Leopoldt ( c f . [10] et [12] , par-

tie V , § 2 ) , comme l e s applications N sont surjectives et l es applications 

j injectives relativement aux sous-extensions de degré premier ài'deL/©, il 

va en résulter que : 
ey e,, 

M ( L . ) s'identifie canoniquement à ) , 
1 i 

+ eV e t 
M ( L . ) " " M ( K f ) , où l'on note par 

abus e . =-i— vf'(<r~ • Redonnons brièvement la 
«t ° " t G C K t / L ; ) 

n 

démonstration dans le cadre plus général des G> '-familles constituées de 

£ -groupes non nécessairement finis : 
V T /"L 

Vfc L /K t 
En décomposant G' modulo GCLn/K^ ) , on peut écrire ej, » "e^, ; 

^ L n i n [ V K t J 



01- \ / K , M C V - V / I , C M ( L i » - J L . / K . » N L . / K +
 C M ( L i » " n I n 1 «i 1 ' i 1 ' i 

j-, / v ( M ( K . ) ) ~ M ( K o , ) ; d ' o ù , puisque [L :K., ] est premier à 2 , 
V ^ f . i i n n 

M C L . ) 6 ' ^ ) S f . De même , M ^ C L . ) * N L / K ( M ' C L . ) ) 6 * ; 
1 1 i 

£ it 
il suffit alors de véri f ier que , pour i > 1 , N L / K f .CM CL.)) - M (K^ ) : 

i i 

on obtient 

une inclusion étant évidente , soit x £ M ) ; on a x = N^ y 

y f M ( L t ) et N N L / K y = 1 soit N L _ / K Y - 1 soit 
1 1 4 1 r i - l 

NT i v N, /, y = 1 ; par application de jT / v 
L i - i / K f i _ 1

 L i / L i - i 

V ^ - l ^ V 1 ^ * = 1 ' ^ \ / K f y ^ V 5 ° r X = 

[ L i ï K f 1 
= % / K ^ ^ \ / K C ^ i » >' c o m m e 1 n e d i -

i i ' i 

vise pas [L^K^ ] , il est clair que x £ N^ ( M ( L ) ) . 
i i f . i 

On déduit alors de 

[ 1 5 ] ( c h a p . I , § 1 , 2 et formule ( 6 ) , 

p .21 ) que MCKy ) * = } x é M(K y ) , N ^ ^ x = 1 pour tout k,L! c k J 

donc M*(Ky ) * - { x é M*(K,|, ) ,N ^ x = 1 , pour tout k,LJC J 

( on uti l ise le fait que les applications h sont injectives ) . Il résulte 
M 

t e ,̂ 
de notre définition de MV , que 

M CKf ) - M'* pour tout i . 
i i 

Dans le cas fini, on aura alors : 1 1 JM'̂  j = I J |M(K ) ^ | = 
i 

p i ^ i . n K c v i 



7) Cas d'une -famille de -modules . Soit M une G? -famille . 

On suppose que les M ( K ) sont des Z ^ -modules , donc des Z T G C K / C ) ] -

modules . On désigne toujours par la lettre <p les caractères £ -adiques. 

Etant donné % ' £ SE ' > il existe vf ' et v|/ ' 3f 1 uniques tels que 

= vf' <f/' et tels que ' s o i t d1 ordre premier à ^ et f ' d'ordre une 

puissance de £ . Décomposons G^ sous la forme G'̂  > H ( H étant le % -

Sylow de G^ ) et posons g^ = j G't j . 

1 V 1 1 ^ 
On définit S . , - J L X R ( < R _ 1 ) < R , Ê . - - L A ^ C O - V , 

i T - i 
où p. est le caractère Jt -adique au-dessus de ' et e = — Z—fCtr . 

-1 * (TÉ/Ci 

On a donc , en vertu des définitions du § 6 , = e^, , ê^ = e ^ et ë^ = e ,̂ 

On peut considérer que l e s e^ pour C par exemple ) sont 

les idempotents de l'algèbre Z^fG'jç] ; i l s permettent de décomposer un 

ILç C Gj]-module puisqu'un tel module est canoniquement un Ẑ  f G ] -mo-

dule . L'indiciation (f>jt —y ë est propre . 

Nous allons dans le résultat c i -dessous faire le l ien avec les définitions an-

térieures . 

Théorème I 2 . Soit M une GP -famille de -modules . 

Soit : on a la décomposition : M „ = ® M A . Dans cette décom-% 4>|* * 

position , l e s sous-modules M^ coïncident avec les sous-modules M^ , 

où ëp est l'idempotent de Z^Cg^I assoc ié au caractère ^ l i t • 

démonstration 

On peut supposer g^ » 0 mod^ car sinon on est dans le cas 

semi-simple et le théorème est alors évident C C173 , partie II ) . 

Soient deux caractères f -adiques <p ^ et <p 2 distincts en-

dessous de X ; on pose P ^ ( X ) = Q ( X ) , P ^ ( X ) = Q 2 C X ) C c f . § 4 ,b 
1 2 

pour la définition de P^ ) . 



Lemme 1 5 . Il existe , U 2
 t e l s q U e U 1 Q 1 + U 2 Q 2 = 1 * 

Comme les polynomes Q^ et Q 2 sont irréductibles dans (Q̂  [X] , 

on peut écrire en fait + ^ ' ^ ^ ^ ' d a n s ^ ^ e n 

choisissant U^ ( resp. U 2 ) de degré inférieur au degré de Q 2 C resp.Q^ ) 

( ceci est toujours possible Q^ et Q 2 étant unitaires ) ; on suppose ensuite 

les coefficients de U^ et U 2 non tous divisibles par X ; on peut donc par 

exemple supposer que les coefficients de U 2 ne sont pas tous divisibles 

par l . Supposons enfin k ^ 1 . 
(g*) 

Soit H^ le groupe de décomposition de Z dans <Q / © e t 

y- - j ^ f ) soit L, une racine de Q^ dans Ji^ ( les autres racines de Q^ sont les 

r°"a v a s — (gjP (y = Z, , pour ^ ^H^ ) > o n a alors dans : 

U 2 ( S ) Q 2 ( £ ) = ; or Q2OÛ = n (X - Ç ^ a ) , où est de la forme 
0a? 

lC avec <r 4 H. ; donc Q 9 ( £ ) = F 7 H ( f -C® 0 ) -

' ' l - Ç ^ " 1 ) ) . Posons g , •= t n g \ , ) - 1 , n > l . Pour 
cr é H, * % % a 1 

a c i -7 (g*) 
que 1 -Z, ~ ne soit pas inversible dans IL^ il faut et il suffit que 

l'on ait a c - l s O mod g'̂  , soit ac s 1 (g^) ce qui entraîne <J~a € H^ 
Cg%) Cg't) (g.) (g',) 

carG(<Q / Q ) C H j ( l 'extension (Q /<U étant totalement 
t 

ramifiée ) mais (J è H, et on aurait O" é H, ce qui est absurde . Donc a l c 1 
y -y^&l) „ 

Q 2 (£ ) est une unité dans aL̂  , d'où U 2 ( w ) = 0 m o d / dans * 
_ (g* ) 

Désignons par ^ l'idéal maximal de Z.̂  et soit k le corps 
(g*) * 

résiduel de . Si P é Z^ [ x j , désignons par P l'image canonique 

de P dans IFg [ x ] et soit X, l'image canonique de £ dans k . On a 
e n i a o Q ^ Q , où e = / " ( * - ! ) ( indice de ramification de < dans (Q ) 

e t Q© est un polynome irréductible de Œ^[x] ( c'est donc le polynome 



irréductible de £ dans IF^ [ X l ) . Avec ces notations , tout polynome 

P 6 2 DO tel que P ( ^ ) S 0 mod j * est tel que P 6 QQ IF̂  C X ] ; en parti-

culier o n a " U 2 ( £ ) = 0 > donc , dans IF\ C XL on aura ( puisque "U2 0 par 

hypothèse ) : 
— — — oc 
U 2 = A Q o ^ ^ l j A ^ O j Ç ^ n e divisant pas A ; on désigne par 

A , des relèvements de A , Qq dans Z^TX] en supposant les coefficients 

dominants non divisibles par Jl ( i l suffit de relever en conservant les de-

grés ) . On aura donc U 2 = A Q ^ + i B , Bé [ X ] soit U 2 C £ ) = 

A ( £ ) + s 0 mod t , soit A ( £ ) s- 0 mod £ . Or 

A ( £ ) est une unité ( car on a supposé { A ) , d'où mod r . 

Montrons que l'on a . Le seul cas où l'on puisse avoir J g^ et c « 1 

est le cas = 2 , n = 1 . Dans ce cas , on a trivialement On peut 

supposer e > 1 . ^ 

O n a P „ ( £ ) - ' J W < Z - f ^ S l t f a - f * ' 1 ? ) ; o r 
a é ( 2 / g ' 2 ) a 

Z1 1 2f a" sera d'ordre une puissance d e / si et seulement si t a -1 s 0 

r.iod g' soit si et seulement si a / n s 1 mod g' ; ceci , compte-tenu du % % 

domaine de variation de a , définit une unique valeur a e t o n a a f n s i 

mod g' donc a / £ 1 mod / g ' et Z, est une racine de l'unité d'ordre 

F , de telle sorte que l - S ^ V 1 * f N # *doù le fait que P . (K ) ( j L 4 2 ; l * gt *> 
il en résulte que , en écrivant P , = C q J + / D , C, D £ 2 , [ X ] , 0 

mod , on aura P g ^ ( £ ) s C ( £ ) ( D mod tf*soit Q^ ( É % » 

C car e ^ 1 ) . Ceci entraîne d'une part (î = 1 et , d'autre part , QqC^T 
A A 2 0( . 

^ N ^ . La congruence (<T) s 0 mod >t obtenue plus haut entraîne 

donc e et "U2 = A' ç j + / B ( A ' = A Q ^ ' e ) ; mais on a aussi 

= Q^ + / T , T 6 2 / C X ] , soit U 2 = A'( - i T ) B = A'QX S , 

S 6 2 .^[X] . Comme A' est non nul et de coefficient dominant non divisible 

par £ , U2 est , ici , de degré supérieur ou égal à celui de Q^ , ce qui 

est absurde . On a donc U 2 = 0 , ce qui est contraire à l'hypothèse ,d'où 

le lemme . 

Z 



fin de la démonstration du théorème . 

Notons (f>m l e s caractères -adiques distincts 

au-dessous de X et notons pour simplifier Q, , . . . , Q les polynomes 
m m . 

P^ ; on a donc d'après le lemme : / (" [" iQiCX) J= ^ [ X ] / (P,(X))* 

p ] 2 [ X l / C Q.(X)) . Il existe donc des éléments e i ( X ) e I / [ x l dont 
i= l * 

les images mod P^ constituent un système exact d'idempotents orthogo-

aux . Si q̂  désigne l'homomorphisme canonique 

If f x l > Z f [ x ] / C Q ^ X ) ) , alors q ^ e ^ X ) ) = 0 , pour 

et q i ( e i ( X ) ) = q . ( l ) ; on a 1 - ^ e k ( X ) mod [X] , 

e . ( X ) e , ( X ) s 0 mod ( P . ) si i * j et e 2 ( X ) s e , ( X ) mod C P- ) ; d'où 
1 1 A i l * J 

l - I e . C O i ) mod Px(CTt )2£ [Gt] , ê CCT"t) e ^ ) s 0 mod ( P ^ ^ ) ) pour 
le 

2 
i £ j et e i ( <r2 ) s eiC ^ ) mod ( P x ( ®z )) . On aura donc , puisque 

V<r*) ® e (flj) 
M t = 1 , M ^ = <37 M^ . Il reste alors à vérif ier que 

k-1 
) 

M, = M ^ : 

ekC<rx) ek(<rO Q. ( 0 * ) 
Si x é M%

k , x = y , y é M^et x 

e, a ( 9 ) 
y ; or q . ( e k ( X ) Q ^ X ) ) = 0 pour tout i , donc e ^ X ^ C X ) s 0 

e k C ^ ) O C fli ) 
( X ) d'où y K K = 1 mod PjCX) d'où y = 1 puisque y 6 M.% . 

r ^ - j e.«T*) 
Si x é Mi, , alors on écrit x = | I x J ; on a 

Hc j=l 
e.(<r*) 

% ( e . ) = 0 si j £ k , donc e , ( X ) s 0 mod Q ^ X ) ( j * k ) et x 3 = 1 
e k ( 

pour tout j k ; on a donc x = x 

Dans l'algèbre [G*] / (P^C 0 ^) , on obtient donc deux systèmes d'idem-

potents irréductibles : à savoir l es images des ë ^ et ce l les des e ^ <T% ) 



dans Z j [ G j . ] avec l es notations précédentes ) . Pour vérif ier 

que ces idempotents coïncident pour chaque i il suffit de montrer qu'ils cor-

respondent au même facteur simple de l'algèbre . 

Pour cela on remarque que l'homomorphisme défini par 
I jl avec » induit un homomorphisme de ri = [ G t ] /(P^C0* )) sur 

dont le noyau ( qui ne dépend pas du choix de %'{& ) est égal à ® ri <T% ). 
i f j 

Pour montrer que i e X (Tx) = rie. , il suffit donc de montrer que J 

ê , ) jt 1 ; or e ^ est une somme d'idempotents de la forme 

V k 
e , = - i - Z— i" CffOfl"1"1 où »f' I ( p caractère ^ -adique au-

T (réfi, 

dessus de la composante ' d'ordre premier à •£ de X' ) • On a alors 

X 'Ce v ) = -V <f'kC<r o ^'Co-O-1 = — ^ f ^ C o - O v f ' C f l - ' ) - 1 qui est 

nul pour toutes l es valeurs pr ises par k sauf pour k » 1 , où % '(e^, ) = 1. 

On a bien £ ' ( ë . ) f 0 . 
j 

Le théorème est donc démontré : il constitue la généralisation 

d e l à "A -décomposition " d'Iwasava C [12] , § 3 ) . 

Remarque I 4 . Soit M Q unZ^[G] -module annulé par P^ (0*̂ ) . On peut 

donc poser M = v-L? M . On sait que M coïncide avec le sous-
- ° 4>\% ° ° 

module Mq ^ . Compte-tenu des propriétés des e^(O^) , on peut écrire que 

M ^ } x é M o , P / S ) x = 1 j . 

On peut alors poser la définition suivante : 

Définition I 3 . Soit M une CS'-famille de 2L -modules ; on a M' M'- ^ 
_ t % 4f\% * 
eP 

Nous posons M'̂  » M'̂  ( on a donc M^ - M'^ ^ M^ ) . 



Chap. II 

Application à l'étude des c lasses relatives des extensions abéliennes. 

l ) Introduction et définitions . Les groupes des c lasses des corps K€ X 

constituent une Qî'-famille IH à laquelle nous allons appliquer les résul-

tats précédents . Différentes propriétés pourront être données sur les 

modules IH^ , nous commencerons par le cas des caractères impairs , le 

cas des caractères pairs , exigeant un approfondissement des résultats de 

Leopoldt ( [ 1 5 ] ) , sera traité dans le chapitre suivant . 

Si L t X , on note donc IH(L) le groupe des c lasses au sens 

ordinaire de L . Si L est imaginaire , on note IH'(L)" le groupe des clas-

ses relatives ( i . e . IH'(L)" = j h é MCL) , NL y ,L ( h ) = l j , L+ désignant 

le sous-corps réel maximal de L ) et H ( L ) le groupe des c lasses réelles 

( i . e . le groupe des c lasses de L+ : IH(L) + = H ( L + ) ) . On rappelle que 

C c f . [10] ) : 

| H ( L ) | = | H ' (L )" | | H (L )+ | . 

Pour le nombre premier 4 fixé on note JC ( L ) ( resp. TC'CL)" et 7£(L) ) 

le l -Sylow des groupes H ( L ) ( resp. H'(L)~ et H ( L ) + ) . Les fa -

milles H et 3C sont des <s'-familles C les applications N et j associées 

étant bien connues ) . 

Dans le cas des groupes PC ( K ) , l'anneau A peut être pris 

égal à ~2Lj , ce qui permet d'introduire les s o u s - m o d u l e s ^ et , pour 

<$>(:(§), ( caractères £ -adiques ) , les et sont donc des * -

modules ( c f . chap. 1 , § 4 , f et § 7 ) . 

En ce qui concerne les groupes 1H(K) , on peut définir les 
_Cg*) 

groupes IH^et H^ , qui sont des a. -modules C cf . chap. 1,4 , e et f ) . 

Dans le cas relatif ( i . e . X é 3 £ ) on aune simplification impor-

tante , à savoir que H' = Hi„ . 



2) Démonstration de l'égalité ïïi^ = IH^ , pour % . 

a) Généralités . Pour démontrer l'égalité en question , il suffit 

de le faire pour les Ji -Sylow et . 

Lemme II 1 . Supposons CL Alors il existe une unique sous-exten-

sion K̂ , de K^ telle que [K^ : K^,] = £ et il existe h telle que 

h' = N-̂  jy^ h a les propriétés suivantes : 
X ^ 

( i ) pour tout p premier , pj ^ , p ^ ( , (h') = 1 , V 

désignant l'unique sous-extension de K^ telle que [K^ : k' ] = p , 

V K f ( h ' ) = 1 ' 

( i i i ) h' est une classe d'ordre /f dans PC (K^») . 

En effet , si était premier à Jt , on serait dans le cas 

semi-simple ( relativement à l'algèbre ) et , dans ce cas , les ap-

plications j sont injectives et les applications N surjectives , d'où 

dans ce cas ( c f . démonstration de la prop. 1 5 ) . D'où l'existence de K^ 

et son unicité . 

Soit alors , h. é ' et soit h' = N v / v h . Soit t> % is.̂  / ft.^, 

P1 g^ > P * i • 

( i ) Soit Kp l'unique sous-extension de telle que [K^rkp^ p : 

— - — 

l 

i ' r —t— K f 

On a ^ k = 1 , donc , par application de N^ on aura 

V ^ , 1 1 ' - 1 • 
( i i ) On a ^ h' = ^ h = 1 puisque h e . 



( i i i ) Comme h' est une classe devenant principale dans K^ , on sait 

que son ordre est égal à 1 ou t .11 suffit donc de montrer que h'j£ 1 . 

Supposons h* = 1 ; on sait que pour tout p ^ H , p J g , on a y, h = 1 , 
t p 

or l'application j-̂  /, est injective ( car p ^ / ) et par conséquent , on 
I 

aura N-̂  y^ h = 1 et en réalité on aurait h 6 % 7 ce qui n'est pas . 
P 
Remarquons que malgré ( i ) , h' n'est pas nécessairement un 

élément de , car on suppose p f -$ . 

Lemme II 2 . Soit L/K une extension cyclique de degré J! premier quel-

conque . Soient E ( L ) et E ( K ) les groupes des unités de L et K . Soit j 

l'homomorphisme j^y^ : H ( K ) — > H ( L ) . On a la suite exacte : 

1—v Ker j E C D / i i C L ) ^ " 1 

où E ( L ) = ^ £ é E ( L ) , N-̂ y-̂ - £ = l j et où cr est un générateur de 

GCL/K) . 

Soient A-̂  et A-̂  les anneaux d'entiers de L et K . Si h'6Ker j, 

on écrit h' = cl-^ (&) , avec = , <X f L . On aura donc 

(CtA^)0""1 = A^ soit e * ^ - 1 =£ 6 E (L )** . Montrons qu'à h' on peut asso-

cier la classe de £ modulo ECL)^"^" : si on écrit h' = cl-^ C b ) = ) , 
alors b = ( a ) OL , a & K et tj AL = f A-̂  , ^éL ; on aura p' 

y 6 EO-Î. Donc f A L = ( a ) CL A-̂  = a <K A-̂  , soit f> = a * u , 

u é E ( L ) e t ^ " ^ » ® ^ " ^ u"" 1 d'où "f -- £ u . On vérifie qu'on a un 

homomorphisme . 

Si h' est telle quec*^"1 = u0""1 , u é E ( L ) , alors a =o(u"16K 

et ce A l = a A l , soit OL = a A^ et h' = 1 . 

Remarque II 1 . On remarque que E ( L ) / E ( L ) est un groupe d'expo-

sant 1 ou / . En effet, d'après f 7 ] ( p. 3 0 ) , on a 

1+X+...+ = ( x - l / " 1 - / A( X) avec Aé-2[X]et A ( l ) = -1 , soit 



A ( X ) = ( X - l ) B ( X ) - 1 , B 6 ^ [ X ] ; d'où l'égalité : 

= (P--1) 1 ' 1 - i ( < T - 1 ) B(<r) + i , ce qui fait que si £ é E (L )* 

( i . e . L / K ( £ ) = 1 ) , alors 6 ECL)0""1 . 

b) Etude du cas U 2 . On suppose désormais que L/(Q est 

cyclique et imaginaire . Si L/K est de degré sf £ 2 , K est aussi imaginaire, 

On introduit alors les sous-corps réels maximaux de L et K ; L et K : "I* + 

u . 
i 

K, K 

à * •jt 
Lemme II 3 . Soit T l e i -Sylow du groupe de torsion de E ( L ) C T L 
est donc l'ensemble des racines de l'unité £ de L d'ordre une puissance 

de 2 telles que = 1 ) . Alors l'image de % ( K ) " ^ Ker j ( dans 

la suite exacte du lemme II 2 ) est contenue dans ) , q étant l'homo-
* <T 1 morphisme canonique E(L)—>-E(L) / E ( L ) 

En effet, si h'é Ker j , cela signifie que 

soit h ' h ' = 1 , en désignant de façon générale par la conjugaison com-
A* 

plexe . On a donc , si h.' = ) , Œ & = a A-̂  , a é K , soit 

CX A^ CX A^ = a A^ avec ( puisque h ' € Ker j ) Cl K^ = A^ et 5? A-̂  = 

<x A^ , ce qui donne a A^ = ^ A^ soit oc 5 = au , u é E ( L ) ; 
^«r-i - <x-1 = u<r_i sQit ( avecb(<r-l = ^ é E(L)*) g f = . on a donc 

q ( £ ) q ( f i ) = l ; o r ( [10] , Satz 2 4 ) , on peut décomposer £ en un pro-

duit de la forme £ £ , <? é E ( L ) et £ racine de l'unité ; d'où o o + _ — i _ 2 

q ( £ ) = q ( £ 0 < £ ) mais Z> =Z, ' , d'où q (£ £ ) = q ) = 1 , ( on a donc 

t B (z E ( L ) ; on peut donc toujours supposer que c'est SQ ) , soit q(£Q) = 1 

on a donc £ Q 6 ECL)0'"1 et t, é E(L ) et q(£ ) = q (<T ) ; comme 

E ( L ) * / E ( L ) 0 " - 1 est d'exposant / , on a bien q ( £ )<E q( T * ) .11 suffit 

alors de déterminer ) : 



Lemme II 4 . Le groupe q ( T * ) est d'ordre 1 ou £ .11 est d'ordre i si et 

seulement si T-j* = < Z > et E C L ) ^ " ^ <2T4^ = ( l ) (Z^ désignant une 

racine primitive £ de l'unité ) . 

Soit t, un générateur de T^ ( Z est d'ordre une puissance d e ^ 

et on peut supposer Z, i ? 1 , sinon q(T-j^) = ( K ) ~ ^ Ker j = ( 1 ) ) . 

On a q ( T * ) T ^ / E( L ) T * . Si £ 6 K , alors N-̂ y-̂  Z = K*, donc 

dans ce cas Z*= 1 et Z = Z, € K . Si £ £ K , c 'est que L = K ( K ) ; 

comme £L:K]= £ , cela signifie que £ € K nécessairement et que K ; 

donc L/K est une extension de Kummer , c.-à-d. que ^ = Z^ Z, , soit 
1+2K..+ C / - 1 ) / f 

Nj^, ( = Cy ^ C, soit C 6 K . On aura donc 

encore = 1 soit Z, = , mais alors il y a contradiction avec l'hypo-

thèse Z 4 ^ • Finalement T^ = < £ , > e t p a r conséquent E ( L ) ~ ^ T^ = 

<2T4 > ou ( 1 ) . 

Lemme II 5 . Si l'on suppose ^ ( K ) - ^ Ker j ^ ( 1 ) , alors ce groupe 

est d'ordre £ et l'extension L/K est une extension de Kummer de type 
» * • £ 

" classe " C i . e . de la forme K ( / a ) , a é K , a A-̂  = Q , CL non princi-

pal ; cete propriété ne dépend alors pas du choix de a ) . 

En effet , s i ^ ( K ) " ^ Ker j ^ ( 1 ) , cela signifie que q(T* ) 

est d'ordre / , donc que T * et ECL)0""^ < Ẑ  > = ( l ) ( lemme 

II 4 ) . Donc Z ^ £ K ( car [ L : K ] = £ ) et L/K est bien une extension 

de Kummer . 

Soit h1 une c lasse non triviale de (K)~ ^ Ker j ; on a 

h* = clR(Ct ) £ 1 , avec h ' ' = 1 et OlAL = K A^ , CX 6 L ; on a o< <r_1 = 

£ ê E ( L )* ; on sait ( lemme II 3 ) que q ( £ ) = q ( £ ^ ) soit £ s ^ u " " - 1 , 

u é E ( L ) , d'où o<cr'1 = Z ^ u0""1 et , dans l'égalité CX A L = * A L , on 
\ Y k 

peut toujours supposer que c< est choisi de telle sorte que U = £ ^ ; 

de plus , on aura k ^ 0 m o d / car sinon c< serait dans K et (X serait prin-

cipal . D'où o**""1 = Z { > Z i d'ordre i et o / é K , d'où L = K ( <X ) est 



P i jf 

l'extension de Kummer K( /"a ) avec s = ; on a bien a A ^ = Oi A-̂  soit, 

puisque a é K , a A ^ - 01^, 

Remarquons que nous avons en fait démontré le résultat suivant : Si l ç s ex-

tensions L , K sont imaginaires et galoisionnes sur Q et L / K + cyclique de 

degré 2 l , £ 2 , alors % ( K ) Ker j est d'ordre 1 ou / et cet ordre 

est £ si et seulement si L/K est une extension de Kummer de type "classe". 

Montrons maintenant que la situation du lemme II 5 est impossible 

pour une extension L/<Z2 cyclique . 

Comme L = K C \J a ) , avec a A^ = , cela signifie que seuls 

les idéaux premiers au-dessus de £ peuvent se ramifier dans L/K . 

Décomposons alors L/<Q. de la façon suivante : 

L' L 

I I ' K ' K 

<û U 

avec L / L 0 L ' / < D cycliques d'ordre une puissance de l , L / L ' et LQ/<Q. 

cycliques d'ordre premier à £ . Soit p un nombre premier ramifié dans 

L'/<Q ; ce nombre premier sera ramifié dans L'/K' donc dans L/K ; ceci 

implique donc p = £ et £ est totalement ramifié dans L'/<Q et c'est donc 

le seul . 

Ceci permet d'identifier l'extension L'/<Q : son conducteur 

sera une puissance de £ C Z , k ^ 1 ) , L'/<Q sera l'unique sous-
k ( / k + 1 ) 

extension de degré ^ de <Q et K' l'unique sous-extension de de-

gré / k - 1 d e Q . Comme ^ fc K , on aura ^C. K , h t 
et ^ <£ K , par conséquent L = K ( £ ) , avec K d'ordre l k + 1 . 

11 suff i t a l o r s d ' appl iquer l a t héo r i e de Kummer qui montre que a * X b t 
*• t t , soi t a A-j. » b A-^ • & , soit & pr inc ipa l , ce qui 

n ' e s t pas . D'où l e fa i t , dans l e c a s £ f1 2 , pour LIQ. imaginaire cy -

clique et pour L/K cyclique de degré £ , que % ( K ) " ^ Ker j - ( 1 ) . 



c ) Etude du c a s / = 2 . L ' e x t e n s i o n L/(Q étant e n c o r e supposée 

cyclique imaginaire , dans ce cas K est nécessairement égale a L+ . 

D'après Hasse ( f l O ] , Satz 2 4 ) l'indice des unités Q-̂  est égal 

à 1 , lorsque L/Q est cyclique ; donc , on aura pour tout £ t E ( L ) , 
2 

£ = £ Q £ , £ o e K , £ racine de l'unité ; t = 1 donne ici = 1 

soit £ = - 1 et £ est une racine de l'unité . Comme on peut représenter, 

dans E ( L ) / E(L)<r~"'" , £ par une racine d'ordre une puissance de 2 et 

que L/Q est cyclique , on aura q ( £ ) = q ( l ) , q ( - l ) , q C i ) o u q ( - i ) . 

Soit h' é Ker j ; on suppose h' f 1 ; on a h' = cl^C^O avec 

OLAx = e<A L e to ( = £ é- E ( L ) . Quitte à modifier o( modulo E ( L ) , 

on peut supposer î 1 , - i } : 

+ <r _ l 2 * ( i ) Supposons t = - 1 . Alors e< = - 1 en fait et «* é K , 
donc on obtient pour L/K une extension de type " c lasse " ( L = K( / â ) , 

2 2 avec a = et a A-̂  = OL ,01 non principal ) . 

( i i ) Supposons £. = - i ; alors ol ' = I l . O n a ( ! i ) = - 1 

car i é L et i ^ K ; donc on peut toujours supposer que c< ff = i . On en 
2 - 1 2 * déduit aussi que o{ i é K . Posons c< = i c , c 6 K ; i l en résulte 

2 2 2 que Ol A-̂  = A-j = c A^ soit OL = c A^ . Soit T un générateur de 

G(L/<Q) ; on a * 2 T = i T
c

T = - i cT= - c _ 1<X 2 , soit « 2<1, d 6 K*"; 
o y 9 LT 9 

on aura donc AT r . ( A l ) à Aj^ soit OL Aj = CL A ^ d A j ^ soit 
IX o *•%• 2 * x 

01 = ÔL d A k . Si déK , on aura d = e , eeK e t ^ l ^ s o i t , que h' est 

une c lasse ambige dans K/Q. . 
*l xx o r-1v2 Si d^K , la relation e< = d montre que d = 0* ~ ) , 

d £ L ; d'après la théorie de Kummer , puisque L = K C / d ) = K ( i ) , on 
T-1 * 2 . 2.T 2 2 

aurae< " = i f , f 6 K , soit d = - f et on aura OC = (X î A-̂  soit en-
core h' c lasse ambige dans K /Q. . Or L est le composé des extensions 
linéairement disjointes K/42 ( réel le ) et Q(i)/Q ( imaginaire ) , donc 
[ K : Q ] est nécessairement impair et une c l é s se ambige dans K/(Q ne peut 
être d'ordre pair , d'où une absurdité dans le cas ( i i ) ( on aurait h' = 1 ) . 

On est alors ramené au cas ( i ) . Comme dans le cas l $ 2 , on 

décompose L sous la forme suivante : 



L' 

K ' 

<D 

avec L /L et L'/tè cycliques d'ordre une puissance de 2 et L q / Q et L/L' 

de degré impair . Comme dans le cas I f r 2 , on montre que L' est de conduc-

teur une puissance de 2 ( soit 2k +^ , k ^ 1 ) . 

L'extension de Kummer L '/K' est de la forme L' = K'( /~a) , 

a t K' et comme le conducteur de L' est une puissance de 2 et que 2 est to-
2 * talement ramifié , on aura a A,,, = ^ ou OL T ( 1P idéal premier aù-dessus 

(2k+1) 
de 2 ) ; comme tous les sous-corps de ( Q sont principaux ( au sens 

ordinaire ) , on voit que a sera équivalent soit à une unité soit à une unifor-

misante ( on peut d'ailleurs vérifier que c'est ce dernier >qui a lieu ; . Il en 

sera donc de même pour l'extension L/K ; comme 2 est non ramifié dans K/K', 

l'extension de Kummer L/K ne peut être de type classe ( en effet, si par 

exemple a A- ,̂ = ^ et si on suppose a A^ = Oi , on a une absurdité ) . 

On a donc au cours des § b et c démontré le résultat suivant : 

Proposition II 1 . Pour toute extension L/(Q imaginaire cyclique et pour 

L/K cyclique de degré £ , on a C où j j^ est relatif à la famille 3tî ) : 
^ ( K ) ~ n Ker j L / K = ( 1 ) si f t 2 et Ker j L / K = ( 1 ) si £ = 2. 

Corollaire II 1 . Soit L/<Q cyclique imaginaire et soit L+ le sous-corps réel 

maximal de L . Posons H' (L)" ={ h<=TH(L) , N l / l (h) = 1 } et 3H(L)"= 
[ h É H ( L ) , \)L^L h = l ) ; alors on a H'(L)~ = M( L . 

C'est la proposition précédente pour / = 2 . 

On rappelle que , classiquement , TH'(L)~ s'appelle le groupe 

des c lasses relatives de L . 



d) Conclusion . On est en mesure de démontrer le résultat an-

noncé . 

Théorème II 1 . Pour tout Xé¥:~, on a IH'̂  = M^ et pour tout <f>£ (£>, on a 
* ; = 

démonstration 

On rappelle qu'il suffit de le démontrer pour les groupes 

et • Supposons 4* ^ et appliquons le lemme II 1 ( on aura alors 

L = K^ et K = K f ) : 

Si , ls c lasse h' du lemme II 1 est une classe relative de 

Ky ( dans ( i ) du lemme II 1 , on fait p = 2 qui divise effectivement g^ 

puisque 3£") et de plus elle vérifie ^ y ^ I Y , ^ = ^ d o n c k1*- j, 

d'où h' = 1 ( Prop. II 1 ) , ce qui contredit l'hypothèse Pé^ ^ ( d'après 

le lemme II 1 , C iii ) ) . 

Si l = 2 , alors K̂ , est réel et on remarque que h' £ Ker 

et on aura h' = 1 ( Prop. Il 1 ) , d'où le théorème . 

Signalons que la proposition II 1 est fausse lorsque L /Q n'est pas cyclique: 

prenons par exemple K = © ( /T6 ) et L = Q ( , (2 ) ; alors 1' extension 

L/K est non ramifiée et L est d'ailleurs le corps de c lasses de Hilbert de K; 

la c lasse C relative ) d'ordre 2 de K devient principale dans L . 

3) Détermination de j H^ j pour t é % . 

Proposition II 2 • On suppose l'extension L/<Q cyclique ; alors on a : 

H C L ) = n |M'xj , ( H C L ) + | =r~[j lH' ï ( et J H C L ) " | = | | | ] H r | . 
Z t 

démonstration 

Prouvons que les fonctions normes C norme des c lasses habituel-

les ) sont surjectives dans toutes les sous-extensions K/k de L/<Q . 11 suffit 



encore de le faire relativement aux t -Sylow des groupes de c lasses . On 

sait que la surjectivité a lieu dès que toutes l es sous-extensions de degré ^ 

dans L / Q sont ramifiées . On considère le schéma c i -dessous : 

Li 

<D 

• L 

L , 

i 

où L / L q et L ' / & sont cycliques de degré une puissance de l et où L/L' 

et L q / Q sont de degré premier à J 

Soit p un nombre premier ramifié dans L /̂Œ? ( c e qui existe ); 

p est totalement ramifié dans L'/(Q ( car L'/(Q est cyclique de degré une 

puissance de i ) ; p est donc ramifié dans toute sous-extension de degré £ 

de L / Q . 

On peut donc appliquer la proposition I 5 , ce qui démontre que 

| H ( L ) | . Si L es t imaginaire , on a | ÏH(L) | = | H ( L ) + | | h ( L ) " | 

on peut donc encore appliquer la proposition I 5 au sous-corps réel L+ de L 

H(L)+1 = Î ( = n llH' on aura 
x e x : 

JlH'j, j , d 'où l ' express ion de |lH(L) 

compte-tenu du fait que 1 H = IH ,̂ pour X £ X C th. II 1 ) . 

Pour une extension L/<Q imaginaire quelconque , on sait ( [ 1 0 ] , p. 12) 

que H ' ( L ) ~ | = Q~ w i i - R B j C x 1 " 1 ) ) , OÙ 
X'éXP2 1 I 

w-̂  est le nombre de ra-

cines de l'unité contenues dans L et Q£ l'indice des unités . D'après 

Hasse ( [10] , Satz 2 4 ) , on a Q£ = 1 lorsque L est cyclique . 

Posons tf- = 1 ou 0 selon que g est une puissance de 2 ou non * l 

et soit défini de la manière suivante : = 1 si Kt n'est pas un corps 

cyclotomique ( imaginaire ) -, dans le cas contraire , K^ est nécessairement 
et") 0 

de la forme (Q , Z premier , n ^ 1 et alors w = l . 



Théorème II 2 , Pour tout on a IjH' 1= | W „ U 2 %w f i - B.C11"1 ) 
.— | l l\ i\t'l 

démonstration 

On uti l ise la proposition III g de £ 1 8 ] C c f . aussi £15] , 1 ,§1 ,4 )J 

il suffit de prouver que pour toute extension L / O imaginaire cyclique , 

1H(L) "I = r u - v»̂  L. ' — B.C^1" ) / » Compte-tenu de l'égalité 
1 X T * , X I X <•> X 

|W(L)"| - n | de la proposition II 2 , on en déduira l'égalité 

n i * * \ annoncée . Il reste donc à vér i f ier que » » (2 wj«= v , 
u*; x 

Calculons n 
L 

2 . Pour cela on décompose L/4? de la façon suivante : 

L' 

L'* 

L 

I» 
U 

(D 
avec L / L q de degré une puissance de 2 et L/L 1 de degré impair . 

Comme L' et L sont rée l s , i l es t clair que tous les o( sont nuls sauf pour + » x 
l'unique % correspondant à L' pour lequel = 1 . 

D'OÙ n 
%ex: 

2 = 2 . 

Si L ne contient aucun corps cyclotomique C autre que (Q ) c'est 

que w-r = 2 , mais par ailleurs tous l es w-, seront égaux à 1 et on a bien 

l'égalité voulue dans ce cas . Soit Qj le plus grand corps cyclotomique 

contenu dans L . On a alors les schémas suivants : 

u -

o f — 0 ( r ; 
L* 

Q- 0 Q 
a) 

l + l 1*1 



Dans le cas 2 , on aura ^ F = £ n et dans le cas / = 2 , 
u x - L * 

on aura 1 f = 2 , d'où le résultat ( à rapprocher de [ 1 0 ] , chap. III , 
x*xi * 

§ 33 , th. 34 et suivants ) . 

Remarque II 2 . Pour toute extension imaginaire L é X , on a 

Q" 1 T 
llH'(L)~ = — - — — ' ' H r j , où n7 est le nombre de sou s-extensions 
1 1

 2
n L xerL * L 

imaginaires cycliques de L de degré une puissance de 2 et où w-̂  est la 2-

participation à ^ resp. —— j si Q <p L ( r e s p . (Q C. L ) . 

En effet , on a , en vertu des définitions et du calcul de | IĤ J : j H'(L)" j = 

< 4 WL 
] - f / l C 1 *l \ „ , , WL . Il suffit donc de calculer 

« Ç F ^ R — 7 - O » 

W-r 
Posons w^ = ; comme un corps cyclotomique ( autre que (D ) est 

WL 
. - I f ) 

cyclique sur (U si et seulement si i l est de la forme QJ ( n ^ 1 pour 

£ 2 , n = 2 pour / = 2 ) , il en résulte que = wj si %**l 

= 2 et est égal à 2 si } 4 . En résumé , on a 

W-r . WL \ jrf^ 
— ^ resp. J si (y n'est pas inclus dans L - WL 

n w ^ 
- * 

( resp. est inclus dans L ) . Le reste en résulte immédiatement . 

w L On remarque que le coefficient est une puissance 
n L 2 L 

^ L W L 
de 2 et que — — est en général une puissance négative ou nulle de 2. 

2 L 



4) Généralisation d'un résultat d'jwasawa . 

a) Généralités sur ce résultat , On rappelle que dans [11} , 

Iwasawa démontre la formule suivante : Lorsque L est le corps <Q , 2 , 

n ^ l , alors le nombre de c las ses relatives de L est donné par l 'expression: 

jH(L)~ j = | Z[G] ~ / SlZ[G] n 2 [ G ] - | , 

W) i 
avec G = G (Q / & ) , 2 [G] ~ = é 2[G] , ( 1+ T) U) = 0 } , T étant la r 
conjugaison complexe , et S-^ = — ~ a 0*a ^ l'élément de Stickel-

X a= 1 

Ca,i)= 1 

berger relatif à L , (T étant le <Q -automorphisme élévation des racines r 

de l'unité à la puissance a . 

On peut se convaincre facilement que le résultat c i -dessus ne se 

généralise pas immédiatement au cas d'une extension abélienne imaginaire 

quelconque : par exemple , soit L le composé de ( D ^ et de ( Q ^ ; calcu-

lons Z [ G ] ' / S L Z C G ] PI " 2 . [ G ] avec , cette fois , G = G ( L / ( £ 0 et S, 

l'élément de Stickcîbcrgcr associé à L . On trouve 
ST - - C 2 +0-+ 2 a 2 + 4CT3 + 5cfi + 4 a 5 ) , 

L 3 
_ q 

où cr est un générateur convenable de G . On voit que Z [ G l " = (<J - 1 ) 2 . [G] 

et que S^Z[G3 n 2L[GJ~ = 3 ( ^ - 1 ) S^ZCG] ; le quotient à étudier est donc 

( a 3 - l ) 2 rG ] / 3CCT-1) SLZfG] . Si on util ise l'homomorphisme 
NL/K : — * ' o ù K = et G - G( K / O ) , on constate que 

N L / K ( 3 0 r - l ) S L Z r G 3 ) =(0) et que N L / K ( (<r 3 -1)2 [G J ) « ( f f -1) 1 Tg3 

(cf générateur de G ) , d'où une surjection de Z [Gj " / Z [G] " 

sur le groupe infini ( â - 1 )Z[GJ . Par conséquent , l'analogue pour L , du (e*) 

quotient proposé par Iwasawa pour Q , est inadapté . Nous allons , dans 

ce paragraphe , lever cette ambiguïté en donnant une définition différente , 

On constatera que , comme dans le cas de l'interprétation arithmétique du 

nombre de c las ses des corps rée l s par Leopoldt au moyen de X-unités con-



venables , l'utilisation de % -objets conduit à une expression non triviale 

dans tous l es cas , 

b ) Elément de Sticfrelberger ( [ 4 ] , [ 2 ] , [16J) . Soit K É- % , 

On rappelle que : 

S k . i n -1 

f K a=T \ a / f K 

est appelé l'élément de Sticlçelberger pour le corps K . Ici f^ est le 

conducteur de K , pour ( a, f^ ) » 1 , le symbole d'Artin défini 
K 

( f K ) 
comme é tan t l a r e s t r i c t i o n à K du Q - a u t o m o r p h i s m e <T de (Q / (Q. a 

e 
défini sur l e s racines f-^ de l'unité par l'élévation à la puissance a ; 

J x . 
enf in / d é s i g n e 

a=l a^T 
C a , f K ) = l 

On aura les deux G>-familles suivantes à étudier ; 

la CS'-famille M , pour laquelle M ( K ) = Z[G(K/<Û)3 et la & -famille 

N définie par N ( K ) = S K Z [G ( K/<Q ) ] n Z f G C K / O ] , pour tout K 6 % 

C c f . chap. I , § 3 j c pour la définition des applications et 

relativement à M ) . 

Lcmme II 6 . Pour tout c f 2 , ( c , f K ) » l , ( ( | - ) - c ) S K f ZfG(K/<D )]. 

On écrit , pour 1 $ a < f K , ( a , f K ) = 1 , f - j 1 " p ^ j - 1 | 

on a donc : c S , . i . J K a fJLV" !1 I J L ) - ( L ) _ L ^ ^ f j ] 
f a = l lac / \ c I \cJ f ̂  a^l V ' ' 

o ù [ ] désigne le reste modulo f-^ compris entre 0 et f^ . On a donc 
f , 

c S ¥ 2 (2L\ — [ac] I — V 1 m o d l [ G ( K / Q ) ] , or 
* U I f K a^T l ac I 



- i - ' è v i f ^ - ) " 1 b f ï - ) " 1 . S x . f K è n l a c / f K b=l t b / A 

Définition II 1 . Posons 2J k = t ï [ G ( K / © ) ] , u) S K e Z[G(K/Q ) ] } 

C l̂ K est un idéal de 2 [G(K/<Q) ] et on a N ( K ) = S K ^ ) . D é f i n i s -

sons A ^ comme étant le plus petit entier positif tel que A ^ S^ f -ZfG(K/0)] 

( on a-A-pH ^ ) > pour K = K^ nous posons A v - A „ . 

Proposition II 3 . L'idéal iU-̂  est un Z -module libre dont une Z -base est 

de la forme ^ . . . , j - a , . . . , où a parcourt un ensemble de 

résidus mod F ^ , ( a , f ^ ) = 1 , représentant G ( K / Û ) N j l } . 

démonstration 

D'après le lemme II 6 , -a (r pour tout a , 

C a, f-jç ) = 1 et A k é par définition . A la place de la notation j -a } 

on peut écrire provisoirement 0" - a^ , 0" £ G( K / Q ) , cr j* 1 , l e s a ^ 

étant choisis une fois pour toutes tels que j = or . 

Soit W i î ï v ,(jÔ= ^ — x_cr , a) S v = ^ — x t f S v 
K FFÉGCK/Q) ^ K CR É G ( K / O ) K 

^ x ^ (<r_ a ) S-rf + x . S v + S v — x^ a ; comme 
< R * G ( K / < Q ) * ' K 1 K K ^ G C K / Q ) * 

cr*- i <ri=- -i _ — 

(CR-a ) S v fc Z [ G ( K / Q ) ] , on doit avoir S^ ( x,+ x a J É - Z [ G ( K / « ? ) ] 
* M 1 <TÉ-GCK/«5) 1 

Z(Tt 1 

.. .... . x a^ : comme l'ensemble des A é Z tels que 
1 < R * G ( K / Q ) ^ c-̂ fe d 

y\'SK É-2CGCK/C)] est un idéal de 1 , il est de la forme A K 2 où A K 

est le nombre défini dans l'énoncé , donc A ' ^ A - ^ 2 et u) 6 ( . . . , (T -a^ , ...Â-^), 

Reste à voir que l'on a une Z -base . Si xCcr-a^.) + x* h v _ o alors i K » 



Z x cr + X L A V - = 0 dans J U G C K / O ) ] , d'où x_ = 0 pour «»• J. K ^ a <r cr 

tout 0"f 1 , mais alors = ^ e n t r a ^ n e x^ = 0 . Le fait que A ^ divise 

f^ est évident . 

Corollaire II 2 . Si K est supposé cyclique sur (Q alors ^ = 1 j -a , 

( idéal de Z [ G ( K / Q ) ] ) , où a est tel que engendre G ( K / Q ) . 

En effet , soit c , ( c , f ^ ) = 1 ; alors j = 

pour un certain n , donc il existe b £ tel que \ = 1 et tel que 
l b I 

c s a11 b mod f-^ . On aura ( d'après le lemme 11 6 ) j -b fA-^ 

donc b s 1 mod A^ , et ^—J -c s J - anb = j - a" mod A ^ 

soit (—l -c s r ( K -a f( n-1 
+ . . .+ a n-1 mod A k et 

^ -Ci( {L, -a 
a 

, A K 

Définition II 2 . Soit oi^ le coefficient de cr £ G( K/<D) dans la sommation 
f f 

7 a f—-) ( on a en particulier , = a ) 
a=l l a / V -L a = T , , , x / 

Lemme II 7 . On a e c ^ c est un entier premier à f^ . 

f. 
On a o< * C f K ) 

a , où H = G ( Q /K ) . E n écrivant 0~, , 
a= 

c ^ H 

( b, f K ) = 1 , l e s éléments de H , on a ĉ  = a , où l'on a posé 
a=l 

f • f 
cr'1 = <rn , ( c , f v ) = 1 . On a donc = ? " [bc] a bc = 

C K a fcl bTl 
^bfcH (TbéH 



f v —iL *-
c > b -s c c* m o <j f d'où le lemme . 

é i 1 K 

<rbé H 

fK Corollciire II 3 • On a A 
K pgcd ( f^ , o( 1 ) 

En. effet , A sera le plus petit entier A tel que — — s o i t 
fK 

dans "Z ( compte-tenu du fait que si et seulement si 

ê "2. pour tout cr é GCK/<Q.) donc en fait , d'après le lemme II 7 , 
A K « 

% 
pour une seule valeur de <J , CF = 1 par exemple ) . 

Etude de M% et_ Nx pour X . On a M (K^) = 2 [ G x ] 

et N ( K X ) = S K ( N ( K t ) est un idéal de M(K^)) . On a. 
^ I 

Mx = fw é Z [ g J , Px o) = 0 j et N^ = ^Kx n M * C M t e t N* sont encore 

deux idéaux de M(K Z ) ) . Considérons l'homomorphisme d'anneau , surjectif, 
^ K O R E ( G X ) 

qu'on appelle j %' : Z [ G t ] — s - Z , défini par crx—•»• X'C^x ) ; son 
q 

noyau est égal à ï'x (<rx)2[ G*] : en effet , on a 2 [Gx] * t [X] /CX -1 ); 

en appelant encor§\l'homomorphisme défini par X'CX.) = ) , on a le 
%t y 

diagramme commutatif : Z[Xl f̂  ( 

v 
Z M ^ 

lenmie II 8 . Le restriction de f à M j est un isomorphisme de M^ 
(g*) 

sur un idéal entier de JL et dans cet isomorphisme , N^ corres -
l - / g * ) _ 

pond à un idéal entier de £. multiple de Ol% . 

Montrons que cette restriction est injective : Soit oJ 6 M^ 

tel que %'( co )= 0 ; si = 2_ a. a-1 appelons a>CX) le représentant 
i=0 1 % 



a. X1 . Alors u) (X) = P^ (X) A (X) dans I [X] ( car u l é P ^ ) X [ G^) 
1=0 

Si 

et Px ( S = 0 entraîne P^ (X) cO (X) = B (X) ( X - 1 ) dans Z[X] ; il 

en résulte que P^ (X) A (X) = B (X) ( X ^ - l ) soit P, (X) A (X) = B (X) Q (X) Sx 
X 1 avec Q (X) — 6 ZCX1 ; P, étant irréductible , i l va diviser B néces-
Px(X) 

sairement , d'où B (X) = C (X) P, (X) et A (X) = C (X) Q (X) dans Z[X] , 

St 
d'où a ) 0 0 = P^ CX) C CX) Q CX) = C CX) C X - 1 ) et oJ = 0 dans I[Gil; 

d'où l'injectivité . La restriction de V à N^ sera aussi injective . Cette 

application établit donc des isomorphismes de M^et N^ sur des idéaux en-(g*) 
tiers CX et il de 2 ; comme N^ C M^ , oncxu.ra hx C 4Z soit 0(% | fa^. 

o() Détermination de Q.% . 

f fftmitf 

n ' i 
Lemme II 9 . L'image de M% par %' est l'idéal <X% = j , ^ P-*'^*) 

f 1—f g / P "N fiV*""r 

On a en outre M t = ( i » C l - <T%
% ) ) Z [ G t ] . 

PI 8* 
p premier 

Nous appliquons le théorème I 1 à la C» -famille M : 

On a Mj = , ^ = ® » pour tout p premier, p j g^ j . 

S i " 1 
i 

Ecrivons k) = X a ^ e M^ ; écrivons , pour p fixé , i = X + fs 

0 * \ < g x / p et O ^ O - l i S ^ g . / p ^ ^ 

« ^ T ' \ 
__ <rx Z _ V / V P ' L a c o n d i t i o n V k T ^ = 0 c o n d u i t * / a i cr " 

X+h % / P * 

à Z L 0) = o soit Z I <T* 2 1 a _ , ^ K / k = 0 

f4*=0 A = 0 X f = 0 / p * ? 

soit /p = 0 » P o u r X = 0 , . . . , g x / p -1 . Calculons alors 



l'image de u) par % ' en tenant compte de ces relations : % '( 60 ) = 

l ^ - - 1 X V 1 su/p _Cg,> 
Ç ( W • x + / l g , / p ( t ' C ' S 3 - 1 ) * C l - t W ' > 2 

£;t/P 

( car t'Cc*) e s t u u e racine de l'unité d'ordre p ) . Comme les idéaux 

C 1- £'(0%) ) sont , pour les p distincts divisant g , premiers entre ]—r g t / p . eux deux à deux , £ <3£x . Réciproquement soit cJ -- I I Cl- cr/ ) , p | g , 

i l est clair que (J é M,et que X'C^ ) engendre ; comme l'homomor-o * o t' te ) 
phisme Z est surjectif , i l en résulte] % '(W zrG*l ) = 

donc que = £'( M j ) . D'après le lemme II 8 , on en déduit l 'égalité 

M,= U)Q 1[GX1. 
Détermination de b x . On a N% = j U) 6 S^ P^ U) = 0 j 

et , d'après le théorème 1 1 , on a = {Lô 6 S^ ^ x ' K /k ^ = ^ j" 
t * P 

/ M On rappelle C corol . II 2 ) que si = f J pour un certain a , ( a , f 2 )=1, 

alors est l'idéal de 2[CX] engendré par -a e t A ^ . 

Pour étudier N^ , on a besoin d'étudier l es S - ^ et notamment 

l'action de h sur l e s S-^ ou ( ce qui revient au même puisque les 
* ' p X 

applications j-̂  h sont injectives ) l'action des î w /, , ce qui est 
f> p * P 

préférable car on a alors des homomorphisme s d'algèbres. 

Etude de N - ^ ^ S L . Soit L/K une extension quelconque 

fT -1 
K , L e X . O n a S T = — 2 2 * a ( L ) L fT STT l a / 

et 
" f l . ^ U / f L 

f. 
S-jr = — _ b/—J considérés respectivement dans Q [G(L/<Q )] 

f K b= 1 \ b / f^ 

et Q[G( K / Q )] , où ^—J ^ ^resp. ^ j est la restriction à L (resp.K ) 



( f I } ( fK } ) du (U -automorphisme (T de Q ^ ( resp . (T, de <D 

f L - 1 
O » » " N L / K S L . - L - f v ( • < = « ( * K 

puisque f-^ f^ 

L tt=i v«x. aK , x a / f L U / f K 

On va , pour simplifier l e s calculs , ut i l iser la convention 

suivante : on fixe le corps K dans tout le § ( i ) et on pose 

,Cf) 

1 /~K\ ( f ) S ç = — / a / — , pour tout f £ IN tel que KC <Q ( on a néces-
i f a=l l a / f v 

sairement f H 0 mod f.K ) . On pose d = [<Cr : K ] et 0 = ^ Ky(Q . 

On a alors S^ = Sj. et Nj ^ S-^ = S^ 
K L 

( f ) 
Lemme II 10 . Soit f tel que Kc Q et soit p un nombre premier . 

On suppose que si p 1 f , le symbole (—j est 0 par convention . I P / f 

Alors on a. la relation : 

1 >~ * / K A ~ On a S * / b / — J . On distingue deux cas selon que p 

p p f b=l \ b 1 f 

divise f ou non et l'on pose dans l e s deux cas : 

b = a + Xf , b t { 1 ,2 , . . . , pf j , ( b, p f ) = l , 0 $ a < f ( l a condition 

( b,pf ) = 1 équivaut donc à ( a , f ) = l e t ( a fXf , p ) = l ) ; 0 X < p . 

Premier cas : p j f . Dans ce cas , la seule condition ( a , f ) = 1 
f ft p -1 ^ 

équivaut à ( a +Af, pf ) = 1 ; S , = - ~ Z I z l C a +\î ) / —— ) 
pf a= 1 X=0 \ a + I Î / f j 



f „ p-1 -, f Vsd. , "I 
- i - - Z ' I a ( ! ) ^ I 
pf a= 1 > = 0 l a / f K p a= 1 A=0 V a / f R 

f * - 1 ! 
.1 ^ a /—] + -Ë—̂  ^ (— ] , d'où le résultat dans ce cas . 
f a=l l a / f 2 a= 1 \ a / f-^ 

Deuxième cas : p-f f . On a S f = — Z_ Z— (a+Xf ) / 
1 p I pf a=l X = 0 1 a + Xf / f K 

f 

- - i - 2 1 (a +/kf ) / — — ) . Dans l'intervalle 
pf a - 1 a+xf=0 (p) \ a +X f / % 

0 ^ A < p -1 , et pour a fixé , a + \ f prend une fois et une seule , une 

valeur nulle mod p ; si on appelle Xa la valeur de X correspondre et si 

l'on pose a + X f = n p , o n a 0 < ^ < f . Comme ( a , f ) = l , a + X f a a a a 

est premier à f et réciproquement . Donc n^ parcourt l'ensemble des 

valeurs 0 < n a < f , ( n a , f ) = 1 . O n aura : 

s p f - i z * a p A - 1 . a i ' ( L ) - 1 y \ P ( J L . ) ' \ 
* f a - l V a / fK 2 a = 1 \ a ' % P f l n a p ' fK 

f - - 1 -1 f . - 1 
1 > _ _ / K \ (Kj 1 f K 

le terme / n&p / j s 'écrit . . . c - a 
p f S=1 K p / % [ p / f K f &-1 \ n a / f K 

1 /1C \ fK et d'après la. propriété des n ^on obtient : — ( —-) / a 
• 1 - i 

i 
f \ p / f K a=l Va / f K 

D'où le lemme . 

Passons maintenant au cas général : on pose : 

a l a r ^ r ° 1 c t 
fK " P 1 • • ' p

r
r e t f L = P 1 *•* p i r q l q t » i^a-L^b-L » t > 0 , c - > l . 



Théorème II 3 . On a : 

b 1 - a l b -a r ^ ^ t e ) \ 
Ci) s i t = o, N L / K S L = s K + i c p 1

i ^ . . p / R - I ) L ® K ; 

t -1 
Cii) S i t n , N L / K S l = T 1 ( 1 - ( L ) ) s K + 

- b n - a . b -a c , c. - Cîv) t , 

lr ( F L } \ 
Ciii) Si l'on pose S^ = S^ — [ © :LJ H -^jq alors , on a dans tous les 

c a s n L / K s L = ( i - f - ) " 1 ) s k . 

a- a b.. b 
Cas Ci) . On a % = Px . . . P r

r , f L - Pj_ . . . P r
r , H a. < b. . 

r 
On démontre par récurrence sur Cb -a. ) : 

i= 1 

Si la somme est nulle C f = f-^ ) le 2 e terme du membre de 

droite est bien nul . 
Il suffit alors de faire la démonstration en augmentant b^ par 

exemple d'une unité. On aura alors : S f = Cl-0) S f + 
P R L 2 a= 1 Va / f L 

avec les notations 
c 1 ( _ b l ~ a l V d r f X x P r l f L , 

= S f + " C p l - p r - l ) d K ^ + - i d H K 2 2 

f L f K ^ C f L ) 
du lemme II 10 ; mais d = d et 

f ( f K ) 

bi~ l b -1 t ^ - a , b -a 
= P 1 C P i - D - C P r - l ) - p / 1 . . . p / r et 

4 > ( % ) a r l a - 1 
PJ_ ••• P R C p 1 - l ) . . . C p r - l ) 



, b n - a i b - a f v _ P-,-1 b 1 - a 1 b - a f v o o 1 ^ 1 1 r r ^ j K j ^ l 1 1 r r , K -v 

P L * L 2 1 R 2 R 

n ,1k b-.-a-. + l b - a N s f + 1 c l c p / 1 . . . P / M ) - } . 'K 2 1 r 

t 
Cas ( i i ) . Se démontre aus s i p a r r é c u r r e n c e sur 

i - i J 

a . a b , b 
Si ce t te somme es t égale à 1 , on a f ^ = p^ . . . p^ et f ^ = p-̂  . . . p r q , 

q ^ { p 1 , . . . , p r ) ; posons f = p x . . . p r
r ; S f L

= ( 1 " [ ~ ) f / S f + ^ 

1 b l " û 1 b r " a r fK ï mais S f se ca lcule d ' a p r è s ( i ) : S f = S f +— (p., . . . p - 1 ) d "v î t t K 2 l r 

et d = p^ . . . P r d , d 'où S^ = / 1 - I —I ) b^ + 
L * V q J f •v l K 

• i . / i ] 
- 1 

,q / V 

fv , * b , - a , b - a -, K \ 1 r 1 1 r r , s d -i - ( p x . . . p r - 1 ) 

q - 1 b l " a l V a r . / . f K \ " 1 U n + -> d y p^ " - P j . î mais I 1 - — hl= 0 
2 V q ' 

c a r l—\ £ 0 et (2L) * G ( K / < 0 ) . On a donc 

S f L = ( f 1 ) \ + 2 ^ a i # " ^ ^ C q ) ^ ^ 6 t ^ P r e m i e r 
^ K 

pas de la r é c u r r e n c e e s t démontré . 

b l b r C 1 c t Supposons la r e l a t ion démontrée pour f-^ = p^ . . . p r q^ •••q.t 

Il y a a l o r s deux cas : on r a jou t e un nombre p remie r q dist inct des p. et 

des qj ou bien on augmente c^ p a r exemple d 'une uni té . Dans le p remie r 

cas on commence p a r appl iquer le p remie r pas de la r é c u r r e n c e avec en 

plus b^ = a^ pour l ^ i ^ r : 



W-)"1) ^ ( ^ r ' h • 
\ Vq / f „ / i= l \ [n J f v ' K 2 

.q / i K / 1=1 » \q. / i K 

bn b 
„ ^ f L ^ ( f L } , N

 fK ^ / . . . p / ) c C f 
( q - 1 ) d = ( q - l ) d = — 1 1 — ^ ( q

 1 . . . q t
t ) ( q - l ) d K 

<s> rt \ „ J- i f C f v ) a 
^ ( P i . . . p / ) 

P l ••• P r
r r f C q 1 — q t q ) d c a r q ^ [ p 1 ? . . . , p r , q i . . . q t } . 

D'où le r é s u l t a t . Dans le second cas on e s t ramené au cas ( i ) avec a ^ b^ 

1 fT pour 2 et b , - a , = 1 : S f = S f + - C 0 , - 1 ) d ^ = i l r L q i t L 2 1 

X-r / IV \ "1 N 1 b - a C1 î v 

b..-a., b - a c 1 c . f-b , - a . b - a c 1 c . f v J , . - 1 N 

P ! 1 ' - p / r f C q 1
1 . . . q t

t ) d K - ) = n ( l - ( i ) ) s f + K 

1 ^ l ~ a l ^ " a r C 1 c t - d t p ^ . . . P r
r ) "f ( . . . q t ) q^ 5 o r comme c-̂  ^ 1 , 

v f C q ^ . . . q ^ U x ' f C q i - q t t ) . 

Cas ( i i i ) . P o s o n s S ^ = S-^ + a-^ ^ , pour un co rps X quelconque, 

1 r ^ T avec a-jç = — [ < Q : K J . Etudions l ' ac t ion des su r la famille des 
2 

S L ' L C Û o • 

On a N l / k = N L / K ( S L + a ^ L / ( Q ) = N l / k S L + a ^ L r K ] ^ 

S i t - O , N l / k S L = S K + I ( p b
1

1 " a i . . . p / ' a r - l ) [ û ( f K ) : K ] \ / Q + a L [ L : K l ^ 



N , b-i-a-, b -a ( f v ) , r (f7 ) i * 

o r [ 0 - o ] - — — » P , . . . Pr et N L / K - Sj^. 

Si t > 0 , N, m s : - S„ f l f 1 - f — ) I ' | + L/K L K ^ v ^ 

- tîHi) 0 C S k
 " a ^ K / 0 } i ^ 1 " " 1 - ^ ' " ^ ! 1 - ^ ^ 1 ^ 1 

Or pour tout T € Gal( K/<D ) , ( 1- T) = 0 , donc , il reste 

_L_ i 
N L / K S L ~ S k i j l 1 " ! - ) , ) ' C a r 

1 = 1 ' K 

-, (fT ) i b . - a , b -a c , c. ( f v ) 
i [ Q L :K] = i p , 1 i . . . p / C ^ 1 . . . q / ) f Q K :K] . 

On a donc obtenu dans tous les cas : 

NL/K S L i , ^ 1 - © ; 1 ] • 

Il est intéressant de constater l'analogie de ce résultat avec celui obtenu par 

Leopoldt relativement aux nombres définissant les unités cyclotomiques 

dans le cas réel C cf . [15] , [18] et chap. III , 2 ) ) . 

Signalons aussi que S^ est l'élément fourni directement au moyen des va-

leurs en 0 des fonctions partielles C cf . [ 2 ] , § 2 , 4 et § 3, 2 ) ( voir à 

ce sujet la remarque II 7 ci-après ) . 



( i i ) Etude de s nombres ^ ' ( S ^ ) pour % ^ . Supposons 
^ X 

maintenant que L = K^ pour X^X . Soit *j/' un élément de * On cons i -
% 

d è r e l ' h o m o m o r p h i s m e d ' a l g è b r e s d é f i n i p a r y <TX ) d e < Q £ G X ] 

dans e t on note e n c o r e \f> ' ce t homomorphisme . On a le diagramme 

suivant : 

Ce d iagramme e s t commutatif c a r pour T £ Ga l ( K ^ / K ^ ) , on a f ' ( f ) = 1 

On en dédui t le r é s u l t a t suivant en u t i l i s an t l e s convent ions de [ 8 ] ( chap. 

II , § 1 ) su r l e s c a r a c t è r e s de Di r i ch le t : 

P r o p o s i t i o n II 4 . On a , pour tout ^ ' é > t ' i" 1 : 

f'C Sx ) = f [ ( 1 - f k q ) ) B ^ f ' - 1 ) , 
X ql h 

q p r e m i e r 

avec e X ( f t ) , B ^ f ' " 1 ) étant le nombre de Bernoul l i primitif c o r r e s -

pondant à f ' . 

démons t r a t ion 

On a S-jç ) = f ' ( N-^ ^ S - ^ ) . Dans le p r e m i e r c a s du 

1 b l " a l b r " a r r M 1 ^ théorème II 3 , on a / ^ ( S - ^ ) = S K ^ + ~ ( p l — p r 

m a i s V ^ k ^ / Q ^ 0 ' c a r f M ; d 'où f C S K a ) = i > ' ( s K f ) = 

f 

a«j / '~" ' ' (a )= B ^ C ^ ' " ^ ) . Dans le deuxième c a s , on a e n c o r e 
fy a= l 

t'< ï ' ( s K x )= r i d - r - 1 ^ » B i C f - 1 ) . 

ce que l ' o n peut é c r i r e comme ind iqué dans l ' é n o n c é dans tous l e s cas . 



Remarque II 3 . Dans le cas y » J. , on obtient f C S - ^ ) - - ( f^ ) 

( r e s p . 1 ) pour % £ 1 C r e s p , X =» 1 ) . 

Coro l la i re II 4 . Si f e s t un c a r a c t è r e pa i r ( f k̂ 1 ) a lo r s 

Si t ' e s t impair ( ce qui suppose Jt ' impair ) a lo r s ^ ' ( S - ^ ) es t nul si et 

seulement si i l exis te un d iv iseur p du conducteur f^ qui e s t tel que ^'(p) = 1 

Ceci r é su l t e du fait que l 'on sait c a r a c t é r i s e r la nulli té de 

B ^ f ' * 1 ) : si f f 1 es t pa i r , B ^ ' f " " 1 ) = 0 ( [8l , chap. II ) ; si ^ * 

e s t impair a lo r s B-L ( ^ ' " 1 ) £ 0 ( T h . II 2 ) . 

( i i i ) Détermination de l ' image de N^ . On suppose jt impair . 

Définition II 3 . Notons ' l 'ensemble des c a r a c t è r e s 36-̂  tels que 
7* ^ 

f et f ' ( S ^ ) j= 0 . Cette condition étant stable p a r l ^ -conjugaison , 

on défini t 1f C Ï Y de façon évidente . Posons enfin 
H 

Q ( X ) - I ï P+ ( X ) . 

On a à dé terminer N ̂  = 6 S^ "£1^ , T̂  u.) = 0 ^ , puis 

l ' image de N^ pa r l 'homomorphisme %' . Posons = , S^ ^ £ N^j 

^ e s t un idéal de c a r est un idéal de M ( K ^ ) ; on a 

Nx = • On a donc qui équivaut à P ^ S ^ O ù ' - 0 soit 

P t SK^u)' = 0 en posant S ^ « f x 6 ZCG*1 . Comme précédemment , 

on r e p r é s e n t e l es éléments de 2[Gj ] pa r des polynomes : Si on a 

i - i S-£ - a i <T% , on pose S-^ ( X ) = y ? a, X1 et on désigne 
ï i=0 % i=0 

, \ g* par u ) ' ( X ; un r ep ré sen t an t modulo X - 1 de u)' . On a donc 
— fer 

P^ S K U)' - 0 si et seulement si S K ( X ) P t ( X ) u > ' ( X ) £ ( X -1 ) Z[%] % ^ 

donc si et seulement s i S ( X ) ^ ' ( X ) É Q ( X ) Z [ X ] , en posant 
K t 



g ï X - 1 v Q ( X ) = 1— , Comme , pour j t v , l e s polynomes P . sont I r r é d u c . 
P j ( X ) f 

t i b l e s , l a condi t ion équivaut à la su ivan te ; 

C o n s i d é r o n s le d iagramme commutatif : 

en dés ignan t e n c o r e p a r l 'homomorphisme déf in i p a r f ' ( X ) = t ' ^ x ^ I 

a l o r s i l f au t et i l suf f i t que f '( S K ( X ) U) '(X)) = 0 pour tout f * » 
* /t 

f {X , soi t que l ' on ait f ' ( § K ( X ) ) = 0 ou b ien ^ ' ( u ) ' (X) ) = 0 . 

P a r dé f in i t ion de ^J^' > condi t ion e s t : f ' (u) ' ( X ) ) = 0 pour tout f'fcTJT . 

Déterminons l ' image de Î À ^ P a r l ' h ° m o m o r p h i s m e X ' • 

On peut é c r i r e » f'(u)'( X)) = 0 pour tout f t ^ ^ = 

{ OJ ' e (r%- a , A ï ) , f ( c O ' C X ) ) = o , pour tout f e Y i } = 

{U)'6 I [GI3 , a ) ' ( X ) é ( X - a , A * ) et f ( u ; ' C X ) ) = 0 , pour tout f ' e ^ ' J . 

11 en r é s u l t e f ac i l ement que l ' image de -OJl-ï, p a r e s t égale à ce l le de 
^ % 

joJ 'CX)^ 2[X3 ,£ J ' (X) e ( X - a , A » ) e t f ' ( o ) ' ( X ) ) = 0 pour tout f ' ^ ' J pa r 

-yCg/t) 
l 'homomorphisme , no té e n c o r e X ' : Z [X] — ^ , déf in i p a r 

— t—r 
% ' ( x ) = X'Co; ) . Comme Q ( X ) = J l P,h , l ' image c h e r c h é e e s t ce l l e de 

r 

l ' i d éa l Q ( X ) ZCXl^C X - a A P 2 [X] • C o n s i d é r o n s I = { R É 2[X* Q R é ( X - a , A ^ 

I e s t u n idéa l de 2 [ X ] e t o n a Q 2[X] ^ C X - a , A x ) - Q I . On r e m a r q u e que 

R e I s i e t seulement s i R ( a ) Q ( a ) » 0 m o d A j : en e f f e t , soi t Ré- 2 [ X ] , 

Q R = A ( X - a ) + ( Q R ) ( a ) , A 6 ZfXl C division p a r X-a dans Z [ X ] ) ; s i 

RÊ I , Q R = A ' ( X - a ) + BAX , A ' , B f Z f X l e t Q ( a ) R ( a ) - B ( a ) A t e t in-

v e r s e m e n t s i Q ( a ) R ( a ) s 0 modA* a l o r s QR = A ( X - a ) + Q ( a ) R ( a ) f (X-a,A*) 

Lemme 11 11 . On a ï » ( X - a . A ' J - ï f v i O ^ A , ' AjL-, 
* * i X 1 1 p . g . c . d . CQ(a),A£ 



En ef fe t , on vient de voir que Ré- 1 si et seulement si 

Q ( a ) R ( a ) s 0 modA^, donc si et seulement si R ( a ) 6 A^ La détermi-

nation de I en r é su l t e immédiatement , 

Définition II 4 . On pose J\% = p . g . c . d , ( Aj , P^Ca)) , où AJ = 
p.g.c.d.CQCa),^) 

A j e s t donc un d iv iseur de Aj . 

Lemme II 12 . L' image de l ' idéa l I dans Z. est un idéal de norme A j . 

L'image de I e s t d ' a p r è s le lemme II 11 l ' idéa l ( £ -a, A£) ( \ > 
Cg») 

où £ = %X<T% ) . On calcule l ' o r d r e du quotient 2. ! (Z. - a , A p cz 

2 [ X ] / ( P , ( X ) , X - a , A p * 2CX1 / ( P , ( a ) , A ; , X - a ) * 2 /CP^Ca) , ^ 

Z / À ^ 2. ; d 'où le lemme . 

Il r e s t e a lo r s à ca lculer l ' image de Q par %' . On aura a lors 

obtenu l ' image de ^Ijç , à savoir : Q ( £ ) ( £ - a , A* ) . 

Définition II 5 . Notons 1 'ensemble des c a r a c t è r e s impairs 4» £ 

tels que pour f ' j f , i l exis te p premier divisant f^ tel que f ' (p) = 1 

( cela veut d i re C c f . [17] , P r o p . IV b ) que p es t totalement décomposé 

dans Kvj, ) . 
£ 

On remarque que xtf ca r X ' (p ) = 0 pour tout p j î% . 

On a donclJJ = '^V*})- ° n a - 1 = P ; 
* * * fÉ. 

or es t pa i r s i et seulement si f ' e s t d ' o r d r e d iv iseur de g ^ / 2 ( ceci 

f " - j p X S * - 1 X g * - 1 ca r G, es t cyclique ) ; donc I IP^, = - ^ — = X +1 , r~r p
r T77 ! 

8,|Cg,/2) 

*•<* 5 o o . L ( n p t ) / ( n , P t ) . p -
'» • T t - - J I . * 

+ ^ . On a 

g%/2 g j 2 
t « ï'C<rx ) - %'(-!) - - 1 , car l'élément d'ordre 2 de G% est né -



g , / 2 
ce s sa i r emen t la conjugaison complexe f Posons A = — i i , 

g , / 2 
a lo r s X +1 = A P j , ce qui donne en dér ivan t 

g , / 2 X § , / 2 ^ A P ; + A T , soit soit 
2 

g* / - 1 g» r - l ^s*) 
A ( £ ) = — - = - - 1 — , ( j p a r c o u r a n t G « Q /©>jl). 

2 2 

On a Q ( Z, ) = —— ( - — — . Noua nous i n t e r e s -

J > , < " 2 H c r - ï ' ) 1 
f(. 'Vf* T ff-f- 1 

- ^ 

sons pr inc ipalement à la norme de Q ( £ ) ( dans / Q ) . Cependant , 

on a obtenu l ' i déa l b j image de N^ : à savoi r 

, i l - l ) ( g t ) ( r - a , Ai ) ! 1 h% p - : ( - B^C*1 " )) 2 . On peut en déduire I71PtCS> nCC -S') 2 

facilement bj fat • 

On remarque que N ( £ - 1 ) vaut 1 s i gx n ' e s t pas la pu i ssance d 'un nombre 

p r emie r ( c f . Rem. 1 2 ) . Dans le cas c o n t r a i r e , c ' e s t une pu issance d 'un 

nombre p remie r donc une pu i s sance de 2 ( g^ es t pa i r ) , et dans ce cas 

N ( £ - 1 ) = 2 ( c f . Rem. 1 2 ) . La norme de f l (Z es t égale à 

qui es t le d iscr iminant de <Q / Q , à savoi r 

( c f . Hasse : [91 , § 27 , 3 ) : g„ f I p 
/ P | S* 
p p remie r 

La norme de (X - 1 ) — / ] j( Z, -K*) e s t donc égale à 
21 o> i 

2 / ^ i » ) 
— P | 

f ( g , ) / p - l 
p , avec 

c^j = 1 ( r e s p . 0 ) si g^ es t une pu i s sance de 2 ( r e s p . n ' e s t pas une pu i s -
sance de 2 ) . 



Examinons maintenant le terme n ) . S i * e Y , 
téV x 

c ' e s t qu ' i l exis te un d iv iseur p remier p de f t te l que p es t décomposé dans 

"K̂  ( K ,̂ étant un corps imaginaire ) . Donc , pour un tel t , tous les c a r a c -

t è r e s 4> £ 36 v sont auss i dans tU> . On remarque a lo r s que K t T* H H ^ * 
g 

£ - 1 , donc de la forme ^ - 1 où d = g ^ / g ^ e s t l ' o r d r e de ; o r , 

la norme absolue de e s t égale à - 1 lo rsque d n ' e s t pas puissance d'un 

nombre p remier ; par conséquent dans ce cas , P ^ C O et les P^ ( £ ) , 

pour vp 3 6 , sont des uni tés . On peut donc r e s t r e i n d r e le produit aux 

c a r a c t è r e s vj/f'ij/1'tels que S^/gf, soit la puissance d 'un nombre premier . 

On peut supposer cette puissance impaire c a r sinon pour la puissance de 2, 

le co rps Ky cor respondant es t r é e l ( ca r IjJ* > donc g^ £ g ,̂) ce qui 

est absurde puisque doit ê t r e imaginaire . On considère a lo r s pourfé'\j/ : 

D P ( X ) = ( 1 ! P „ ( X ) ) [ F I P^CX))- « X % / 2
+ l 

t ,<r x - i 

est une rac ine d ' o rd r e 1 1 S * / 2 Sa. 
On a a lors | I P^C Z ) = £ f +1 , or C 

f e x; 
k i g * ' 2 k p , k ^ 1 , p premier , p f 2 , p | g^ et Z, e s t d ' o r d r e 2p ; elle 

est donc de la forme - 7 v , d'où , on obtient n 
P k f f X f f p k 

(g*) 

dont la norme dans (Q / <Q es t une puissance de p . 

Définition II 6 . Appelons C„ la norme N , \ ( î IP^CX '(0"< )) j 1 Q^/O^ny* ' C c f . Déf. II 5 ) . 
On en déduit que la norme absolue de Q( £ ) est égale à 

* * f C g ^ / p - i 
p 

C. 2 — P | S , 



Remarque II 4 . Les d i v i s e u r s p r e m i e r s de la constante C^ sont des nom-

b r e s p r e m i e r s impai rs divisant g A» 

Calcul de l ' ind ice ( M^ : N^ ) . Il es t maintenant poss ib le de 
(g*) 

donner la va leur de l ' o r d r e de M j / N j . L ' image de M^dans ^ es t 

g * / P 
l ' i déa l Ol = I 1 ( 1 - ) ( c f . Lemme II 9 ) ; dans cet i so -

* P U * p p r emie r 

i 

morphisme l ' image de Ny es t égale à l ' image de ^ et l ' image de 41 

par £ ' es t égale à ce l le de QI p a r l 'homomorphisme défini pa r X 

1 ' - 1 - 1 L' image de Sv pa r x' e s t égale à ( a ) a = B, ( l 1 ) , 
^ S% a= l 1 

celle de N^ s e r a donc un idéal ijx produi t de % ) p a r l ' idéa l image de 

QI . L ' indice ( Mx : N* ) e s t donc égal à ( N désignant N , ) : 

** FT 
N i ! m - , o r NCQCÇ )) = — = I ( p 

p | g 
C X 2 * 

1 1 8* /P 
N ( l ( £ )) = A, ( c f . Lemme II 12 ) et H(Xl= | [ N( 1 - * ' ( ^ ) ) ; — - - -

P| S» 
p p remier 
f ( g * ) f C g * ) g jp _ 

or N( 1 - % * P ) = N ( 1- t ) = p P _ 1 et N f l j = 1 [ p P _ 1 

P | g x 

<P(g t ) /p - l 
z | [ p N B j C r ^ A ï _ 

d 'où N ^ / NOîx ! l i ! = _ L _ _ / k _ Q B i ( x , - i ) 

H»(gx) T—T f ( g , ) / p - l „ f C g , ) 
C* 2 | | p Cx 2 

PI g, 

On a donc obtenu : 

N L / N O » = B X r " 1 ) ) 
1 1 Cx X'IX 2 1 

Or: peut v é r i f i e r sans d i f f icu l té que i ^ / ^ ï e s t l ' Idéa l en t ie r 



( i ' ( ^ ) - i ) ( r ( 0 - a , A x ) 

P , CX'Ccr. )) 

* 1 - K — B , ( % ' ) , ce qui donne une p rop r i é t é 
2 1 

d ' i n t ég ra l i t é i n t é r e s s a n t e ( compare r avec le Cor, II 7 c i -après ) . 

S ) Calcul de Ax e t / * . On rappe l l e C c f . Déf. II 2 et Coro l . II 3 ) 

que Ax = — et que A% = p . g . c . t U P^ (a), A , 

p . g . c . d . ( fjj p.g.c.d.(Q (a),A^) 

( c f . Déf. II 4. ) . On va e f fec tue r ces ca lcu ls localement : on désigne par 

( la / - p a r t i c i p a t i o n d 'un nombre en t ie r . On pose f x = / n f^ , i | f^, 

On suppose n ^ 1 sinon = C A^ = 1 . On rappe l le auss i que si 

f * 
f% , a l o r s 4 f j . On a où 

p . g . c . d . C î t , a=l 
« H a 

( f*) 
H = G«Q / K t ) ( c f . Déf. II 2 et Coro l . II 3 ) . 

Ci) ( i ) Cas i t 2 . On r emarque que si Q n ' e s t pas contenu 

dans Kx , a l o r s (Ax ){ = 1 : en ef fe t , s i Q cji K^ , soit ^ une rac ine 
X * y primit ive d ' o r d r e f y de l ' un i t é ; N r ç ^ u = \ et i X ® /Kx 

s e r a une rac ine 

d ' o r d r e p remie r à i , donc 0 mod / et ( A x ) ^ = 1 . 

Supposons que K^ contienne (Q , k ^ - l , e t non Q c 

On a k^ n . On a le schéma c i - d e s s o u s : 

Q 

K, « x Q ( f l L 

Q 
r 

Q 
(.n 



( f k + 1 ) , c / k ) o > n ) a k ) 
Comme Q £ Kx , / <Q et (Q / <Q sont l inéai rement 

d i s jo in tes . Soit L le composé ; posons „ ' , f d ' o r d r e £ n , ^ ' 

d ' o r d r e p r e m i e r à / . On a £ = N \ N ? ' o ù N = N ^ . > 
1 r <Q * / K x 

Comme N ' e s t d ' o r d r e p r e m i e r à / , ca lculons N ^ „ = N, / v N f f >, (f,,) f" L/Kx QJh J * 

["#% ) . T 1 
= N, /v r . • On a N, / v S = N , ? . L/K* v L/K>v ^n)/0c/k) v 

£ 
Lemme II 13 . On a N „ js r = j: = y . , pour tout 

Q ' Q 

T} 1 . 

c f r ) / r ) 

En ef fe t , le groupe de Galois de / {Q e s t , 

pour r ^ 2 , cons t i tué des automorphismes f ^ £ , 
\ - l , 2 , . . . J et N5 . ; p o u r 

r = 1 , on a N ^ \ ( 2 ï , Q V " ' ' ~ ~ ' ' 

On a u r a donc N L ^ f = ^ = ^ 

On obtient donc : 

P ropos i t i on II 5 . Soit X un nombre p r e m i e r impair divisant f^ ( on pose 

f x = f ' t , f', ) . Si Kj ne contient pas < 0 ^ a l o r s (Ax )/ = 1 . 
c p \ ( f , ) n t 

Si "Kj contient <Q , a l o r s en posant C C<Q = -l ( o n a 

(Ai)( - 1 
n 

P • g . c . d . t ) 

Compte-tenu de la déf ini t ion de A x , le ca lcul de (Ai ^ exige 

l ' é tude de P t ( a ) et P^ ( a ) pour c e r t a i n s f ( c f . Déf . II 3 ) . 



(£ ) P o u r ce t t e étude , on peut s u p p o s e r (Q C . 

Soit vp un c a r a c t è r e impai r ( f 6 3t ) et soit a , ( a , f t ) = 1, 
% 

/ M n-tel que j 1 = u% ; comme l ' image de dans G ,̂ e s t g é n é r a t r i c e , 

f ' C ^ t ) = f ' ( a ) e s t une r a c i n e d ' o r d r e g de l ' u n i t é pour tout f ' j f 

n 
t'tt 

On a P ,̂ ( a ) = P T ( a - ^ ' ( a ) ) £ Z . Comme on c h e r c h e la i - p a r t i c i p a t i o n à 

P ^ ( a ) , i l su f f i t de c a r a c t é r i s e r l e s c a s où i l ex i s t e f ' | f t e l que a - t ' ( a ) 

soi t non p r e m i e r à i ; comme P ^ ( a ) t Z . , on peut r a i s o n n e r dans on a 

a - f ( a ) =8 ( a ) ( 1+ ( f j ) a ) ( c f . [8] , I , § 1 , V P o u r * ^ ) 

c a r ( a,-f ) = 1 pu i sque ( a , î% ) = 1 et que i \ f^ ; a - f ' ( a ) = 9 ( a ) - a ) 

m o d i , soi t a - f'(a)= 0 ( a ) ( 1 - f ' ( a ) 0 " a ) ) mod i . Il suf f i t de vo i r à 

quel le condi t ion l - f ' 0 ~ ^ ( a ) e s t non p r e m i e r à £ . On sa i t que 1 - f 

es t non p r e m i e r à i si et seu lement si f ' Q ( a ) e s t une r a c i n e de l ' un i t é 

d ' o r d r e une p u i s s a n c e d 'un nombre p r e m i e r , donc de i i c i ; o r on a p a r 

hypothèse & £ ^ e t % ^ , donc f ' ô " 1 ^ 36 ^ et comme 
% % K 

= / J e n g e n d r e G^ , l ' o r d r e de f ' ô ( a ) e s t égal à l ' o r d r e du 

c a r a c t è r e ; donc la condi t ion e s t que f soit d ' o r d r e une p u i s -

sance d e / . Soit f = ; on a le schéma : 

K^ K+ 

f 

Q Q m 

r ( O Lemme II 14 . Si K^ n ' e s t pas une ex tens ion de d e g r é / , r^ 0 , de Q , 

a l o r s (Ajç = 1 . 

/ A x En e f fe t , on r a p p e l l e que A = p.g.c.d.j , P x ( a ) | ? 

p. g.c.d.(Q(a ) , A )̂ 

o r , d ' a p r è s ce qui p r é c è d e , on a P, ( a ) s 0 m o d / s i e t seulement s i i l 
_ i ^ 

ex i s t e t e l que <f ' = l^Q' soi t un c a r a c t è r e d ' o r d r e £ , r ^ 0 , 



Lesormais soit gY = ( £ - 1 ) - i T , d 'où [Kx : é * ^ = i r . On peut donc de 

C O 
s u p p o s e r que : Q ^ ^ ] e s t d ' o r d r e J[r , r ^ 0 . 

Le c o r p s e s t le composé de deux ex tens ions K^ et (D 

C avec [K^ : C ] = / r ) l i néa i r emen t d i s j o i n t e s . Donc on peut p o s e r %1 = 0 f , 

^ ' j f e t P - ( a ) = C a - («f ' ( a ) 9 ( a ) ) * ) pu isque % équivaut à 

X' = X'q pour X f i xé et (X = 1 . On a , dans ^ , 

a - ( a ) 5 8 ( a ) ( 1 - 4 " X ( a ) 0 X ( a ) ) mod / . L e s s eu l s t e rmes 

à c o n s i d é r e r ( non p r e m i e r s à / ) sont obtenus pour A = 1 mod / - 1 , soi t 

A € { 1 , . . . , 1 + k ( - ^ - l ) , . . . , 1 + ( / r - l ) 

, avec pour r ^ 1 (A , -O = 1, 

ce qui équivaut à k £ 1 mod X , k ; ce t ensemble a donc - 1 ) 

v a l e u r s C pour r ^ 1 ) . P o u r r ^ 1 e t X s 1 mod ( / - 1 ) , a - f ' \ a ) 6 ( a ) 

a même va lua t ion £ -ad ique que 1 - f ^ ( a ) , c a r ( a ) e s t une r ac ine 

d ' o r d r e une p u i s s a n c e de / , r ^ 1 ) e t . Comme Q ^ /Q^ es t 

to ta lement r a m i f i é e en i , on en déduit que P ^ ( a ) e s t d iv is ib le p a r £ et 
2. (û ) 

non p a r £ . Dans le c a s r = 0 , on a K^ = Q et dans ce c a s , = I et 

P t ( a ) = 0 mod / , d 'où Â  = £ ( dans le c a s K^ = Q , on peut avoi r 

P t ( a ) s 0 mod £ Z ) . 

L ' é t u d e de Q ( a ) en r é s u l t e a u s s i : on r a p p e l l e que Q ( a ) = n Pd, (a ) ( c f . Dé f . Il 3 ) . On suppose qu 'on e s t dans le c a s où P ( a ) = 0 t « v , * * 

mod £ ; comme le c a r a c t è r e un i t é a p p a r t i e n t à TJJ , i l fau t dé t e rmine r P^(a) 

on a P^Ca) = a - 1 ; o r a - l s O m o d / , cela s igni f ie que ( ~ ) ^ G (Kx /Q^^), 

ce qui n ' e s t pa s p o s s i b l e pu i sque l / doit e n g e n d r e r G. et que 

c a r £ f 2 . 

En v e r t u de l ' é t u d e fa i t e , l e s s e u l s f €-1^ à c o n s i d é r e r sont à 

p r e n d r e pa rmi ceux qui c o r r e s p o n d e n t à un c o r p s K ^ i n t e r m é d i a i r e en t r e 

K e t û ( i ) ( et d i s t inc t de K t c a r X 4 ^ ) . 



( i ) ~~ Propos i t ion II 6 . On suppose X f 2 . Si K^ = Q. , a l o r s A» = £ . Si 
x n (O-p o u r ^ j f^ te l que (Q C K z , [Kx : Q ] e s t d i f fé ren t d'une puissance 

de i , a l o r s CA^)^ = 1 . Si Kx es t une extension de d e g r é ( T , r ^ 1 , 
( -f ) 

de Q , a l o r s = 1 o u i et on a (A*)^ = 1 si e t seulement s i 

( A ^ divise I i P^ C a ) , le produi t étant étendu aux c a r a c t è r e s ^ te ls que 
Q ( O C K^ K^ et t e l s que il ex is te q j f^ totalement décomposé dans K^, 

( i i ) Cas X = 2 . On a donc fx= 2 n f'x , f \ impair et n> 2 . 
k k+1 

On suppose que l ' on a d / 2 ^ C ^ , <cf 2 ^ <f- , k ? 1 . Alors 

sa i rcment on a k = 1 ou 2 . 

neces-

Lemme II 15 . On a N 
l ( 2 r ) / / n ( 2 r " 1 ) 

~ ~ % T 1 » pour tout r , 

, ( 2 r ) / / 7 N ( 2 r " 1 ) En ef fe t , l e s deux automorphismes de sont , 

l + 2 r ~ 1 2 2 r ~ 1 2 
pour r ^ 2 , l ' i den t i t é et Ç > { et N ^ = ^ ^ Ç . = ~ \ 

2 r 2 r 2 r 

Distinguons p l u s i e u r s cas : 

Si k = 2 ( i . e . £ f ^ C Kj,) on a le schéma c i - d e s s o u s : 

K, 

<Q Q 
m 

n - 1 

a") 

( r ) 

a ' f {) 

Comme <£C 2 e s t cycl ique , K * / Q ( 4 ) et QC 2 sont l inéa i -

rement d i s jo in tes . De plus :€ f e s t forcément impair . Il existe donc 

un s o u s - c o r p s K„f, de K j , te l que [K% 2 . Le co rps K^ ( r é e l ) s e r a 

de conducteur impair ^d 'après la théor i e des groupes de ramif icat ion , 2 ne 



peut pas se r ami f i e r dans une extens ion cyclique de deg ré impair) et dans 

ce cas on a n é c e s s a i r e m e n t n = 2 , soit f^ = 4- f'^ . On a donc 

^ ï f 1 t l . V ^ / K , * * ' et la va leur 

de ( A x ) 9 dépend du r e s t e mod 4 de vf( f ' , ) . Si P% = 1 a lo r s 

et dans ce cas 4- . Si f j ^ 1 , ( f'^ ) e s t p a i r , donc on aura (Aï)2 = 1 

ou 2 selon que ( f \ ) = 0 ou 2 mod 4 . 

Si k = 1 . On dis t ingue enco re deux cas : Si K^/Q e s t l inéai rement 

C 2 n ) d is jo in te de * V Q , on a le schéma suivant : 

K t L = ^ 
Q <R ( n 

et N , t ^ Ê = / n £ * = 1 et dans ce cas of-sO 
® ^ ï 2 n [ Q C 2 n ) / i ? V / 1 

mod 2 n soit ( A ^ ^ = 1 • Si Kx /<Q n ' e s t pas l inéai rement dis jointe de 

C 2 n ) X 2 n ) Q / (Q > a l o r s es t une extension de kQ C.Q : 

Kx u ^ t f ' < a M 

© o ' 1 " ' 

Comme les cas kQ = © et kQ ont déjà été examinés , on peut suppo-

s e r que kQ e s t l ' un des deux c o r p s suivants : 

k o = Q (
+

2 m ) ou k o = Q (
+

2 m _ 1 ) C / ^ ) , a v e c 3 . < m * n , Q ^ ' ^ C / V 

( 2m~ ) (2m s 
dés ignant l ' ex tens ion quadra t ique imaginai re de ï j contenue dans (Q. ' 

C 2m~1 ) 

et d is t inc te de (Q ^ . On v é r i f i e faci lement que si kQ es t de la forme 

n ( 2 m ) U^ + ( k es t a l o r s r é e l ) , on a N r r \ £ n = 1 et dans ce cas Q u * ; / K , 2 



s 2^1-1 \ 
CA*)o = 1 • Enf in , l o r s q u e k = Q ( f ) , k e s t imagina i re a ins i 

mai W » • III. ^ 
que Kx ; dans ce c a s [K^ e s t n é c e s s a i r e m e n t impair . 

Lemme II 16 . On a , pou r tout r , r >. 3 , N 1 ? = -1 , 

« ( 2 r W 2 > </<m) 2 " 

En e f f e t , l ' e x t e n s i o n c o r r e s p o n d a n t e e s t quadra t ique et l ' a u t o -

morphisme non t r i v i a l e s t déf in i p a r \ —y , d ' o ù N £ = \ =-1. 
2 r 2 r ? 2 r 

On en dédui t que N • P N £ „ = f N £ ) 
q «3 * /K* 2 l c ( 2 " ) / k

 Ç 2 7 

N , V - , 

0<- V Q ) C f m ) 2 

r r?n>)T r ( 2 n ) i 
puisque L L : <0. J e s t impai r . Or [ Q : <Q J = f ( f ' x ) ; donc si 

f j £ 1 , on a ( f x ) - 0 mod 2 soi t , dans ce c a s , (A*,) 2 = ^ • Si 

f^ = 1 , c e l a veut d i r e que K^ = kQ =<Q ( ) et dans ce c a s on a 
A X = 2 . 

P r o p o s i t i o n II 7 . Supposons f , = 2 n f' t , n > 2 , f ' t impair . Soit k l ' i n -
1 * „ O 

(2 ) 
t e r s e c t i o n de K.* avec l ' e x t e n s i o n ' . S i k e s t r é e l a l o r s = 1 . 

Si k o = ( Q U ) , Kx î t < a U ) a l o r s ( A * ) 2 = 1 C r e s p . 2 ) s i f'x 

mod 4 ( r e s p . if C f j ) s 2 mod 4 ) . Si kQ = K x = < Q ( 4 ) a l o r s 4 . s i 

, 9 m- IN 

k o = ® +
 ; ( , , a l o r s (Ax ) 2 = 1 ( r fesp. 2 ) s i K t t kQ 

( r e s p . = k ) . 
P a s s o n s maintenant au ca lcu l de (A^ ^ ' P r o c è d e comme 

pour le c a s 2 . 



Soit f € Jt ^ et soit a , ( a , f j ) = 1 , te l que ^ j = Ĉ  . 

On a P,. ( a ) = n ( a - *f"(a)) . Comme pour le ca s Â f 2 , on au ra r t . / t 

P ^ ( a ) s 0 mod 2 si et seulement s i il ex is te tel que a - f ' ( a ) soit non 

p remie r à 2 . Or a - f ( a ) a 1 - f ' ( a ) mod 2 ; la condition es t donc que 

y ' ( a ) soit d ' o r d r e une pu i s sance de 2 , donc , pour l e s mêmes r a i s o n s que 

pour 1*2 , que f soit d ' o r d r e une pu i s sance de 2 . Dans le cas f = t- , 

( a ) = 0 ( 2 ) équivaut à : <Q] e s t une pu i s sance de 2 . On peut donc 

supposer que gx e s t d ' o r d r e une pu i s sance de 2 . Dans ce ca s , P ? ( a ) = 

1 [ ( a - f. ' ( a ) ) et a - £ ' ( a ) e 1 - ï ' ( a ) mod 2 ; on au ra P - ( a ) 2 0 

x'ix 

mod 2 , P ( a ) £ 0 mod 4 si 1 - X ' (a ) et 2 n'ont pas la mêmevaluatiai en 2 , 

donc dès que % * e s t d ' o r d r e 4 au moins . S i X * es t d ' o r d r e 2 , P x ( X ) = X+l 

mais K^ es t a l o r s un c o r p s quadra t ique imaginai re de conducteur pa i r ; on 

au ra donc a s -1 mod 4 (^x e s t conjugaison complexe dans ce cas ) ; o r ( 4 ) 
Px ( - 1 ) = 0 , Q ( - l ) = - 2 . Si n ' e s t pas l ' un des deux co rps Q ,<Q( V-2) 

a lo r s ( A * ) 9 = 1 ( P r o p . Il 7 ) et (K% ) 2 = 1 . 
( 4 ) 

Si K , = Q a l o r s C P r o p . Il 7 ) , on au ra (A* ) 2 = 2 ; 

enfin s i = Q C {^2 ) , on a ( P r o p . II 7 ) (A*) - 2 soit (Â*) 2 - l . 
On suppose maintenant que g % e s t une pu issance de 2 au moins 

égale à 4 . Alors P z ( a ) s 2 mod 4 ; on au ra ( c f . Déf . Il 5 ) Q ( X ) = 
S * / 2

 + 

( X - l ) — - i—— C c a r K*. ne contient pas de s o u s - c o r p s imaginaire 

P* 
r* 

s t r i c t et es t vide ; compte-tenu des r é s u l t a t s de la proposi t ion II 7 , il 

suff i t de conna î t re Q ( a ) mod 2 ( en e f fe t , pour l e s cas r e s t a n t s , (AI)2 = 1 

ou 2) . Donc , puisque Q ( a ) = 0 mod 2 , ( )2=Pgcd 
( A * ) 2 

1(2 , (A,)2) 
, 2 =1 

Propos i t i on II 8 . Soit X € . On a ( A x ) 2 = 1 sauf si K % = , au-

quel cas on a l\% = 2 . 



On sa i t que s i n ' e s t pa s une ex tens ion de d e g r é une p u i s -
er X ) sance de/de (Q , a l o r s P ^ C a ) e s t p r e m i e r à X . L o r s q u e P ; t ( a ) s 0 

2 ^ mod^ , on a P ^ ( a ) jè 0 mod £ sauf peut ê t r e dans les c a s su ivants : 

( i ) l f 2 et K % = C ^ ^ ^ . Mais dans ce c a s ( A* )j = l et 

A W i 
( i i ) / = 2 et K j e s t un c o r p s quadra t ique imag ina i re . Dans ce ca s 

(A* ) 2 = 1 ou 2 sauf dans le seu l c a s = O ^ où ( A* ) 2 = 4 et où A° = 4 . 

k ^ Supposons que g = (J. - 1 , k > 0 . On sa i t que / e s t to -A 
ta lement décomposé dans ^ et que X e s t totalement r a m i f i é dans 

( X k ) Q . Donc s i CÇ" - a , ) n ' e s t p a s l ' i d é a l un i t é , c ' e s t l ' un des 
( ( / - 1 ) ^ C-f - 1 ) i déaux p r e m i e r s a u - d e s s u s de i dans (Q 

Théorème II 5 . P o u r tout % klH , le 2 -module H ^ e s t annulé p a r 

i S&v) 
l ' i d é a l BjC* , * i ) (Z'Ca) - a , A , ) de 2 * . L ' i d é a l ( ï ' ( a ) - a ,A* ) 

étant l ' i d é a l u n i t é sauf l o r s q u e K^ es t une ex tens ion de d e g r é une pu i s sance 
( t ) de l de Q et que A s 0 mod £ , auquel c a s ce t idéa l e s t l ' un des 

* (g* ) ( / ) 
*f C - ^ - l ) idéaux p r e m i e r s a u - d e s s u s de £ dans Q C sauf s i = , 

auquel c a s ce t idéa l e s t l ' i d é a l ( 4 ) ) . 

b ) Cas des c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s . Soit e t soit <f>j % C on a 

donc <}) 6 ^ ) • On r a p p e l l e que l ' on a déf i ni l e s ^ [ G ^ l -modules 

ftj ={ heifCCKjt) , P h = 1} , pour tout <f>6 $ C c f . c h a p . I , § 4 , c ) . 
( s * ) 

On sa i t a u s s i que l ' o n déf in i t sur ^ u n e loi de ^ -module a u moyen de 

(Sx) 

l 'homomorphisme t ' :2^[GZ]—y ZL^ déf in i p a r <S% y t '(O^ ) , a v e c 

% '| ( i c i , % ' doit d i v i s e r <}> ) ; pour l e s d i f f é r e n t s <pll , l e s lo i s de 

modules sont donc d i s t i n c t e s . 

On sa i t que e s t annulé p a r Z. ^ 1L[G%~\ ; c ' e s t donc -7 

un -module annulé p a r l ' image de cet idéa l p a r % ' , t'|(}> . On ob-

t ient donc p a r analogie avec l e s ca l cu l s e f f e c t u é s dans le § a p r é céden t et 

compte tenu du fa i t que ( iT-a ,A ï ) (g j e s t de norme ( P ^ ( a ) , Ax ) : 



( g * } 
Théorème II 6 . P o u r tout<{>e(Ç , l e "Z^ -module e s t annulé p a r 

1 ( g * ) 
l ' i d é a l B , ( X 1 ) ( X ' ( a ) - a , A* ) de 1 , , où % ' e s t l ' un quelconque 

( g * ) 

des d i v i s e u r s de <p . L ' i d é a l (% ' ( a ) - a , A x ) de TL̂  e s t l ' i déa l 

un i té sauf l o r s q u e K x e s t une ex tens ion de d e g r é une p u i s s a n c e de £ de <Q , 

que l ' o n a A x s 0 mod £ et que la condi t ion supp lémenta i re suivante e s t 

r é a l i s é e : en éc r ivan t % ' = 0* f ' , f d ' o r d r e £ V , \ & t - l , a l o r s (g») 

X = 1 . Dans ce c a s ( X ' ( a ) - a , A x ) e s t l ' un ique idéa l p r e m i e r de 

d iv isant £ ( sauf dans le c a s K x = où ce t idéa l e s t l ' i d é a l ( 4 ) ) . 

k Remarque II 5 . Dans le c a s où g e s t de la forme ( ^ - 1 , i l y a — — — _ _ — * 

exac tement ^ fCZ- l ) c a r a c t è r e s / ^ - a d i q u e s d iv i san t % , i l e s t donc normal 
Cg x ) 

que l ' i d é a l (X'Ca) - a , /\%) p u i s s e ê t r e l ' i d é a l p r e m i e r de pour 

un unique c a r a c t è r e <pQ b ien d é t e r m i n é C ce lu i qui e s t a u - d e s s u s de X'Q = 

Qf') . Il e s t normal a u s s i de c o n s t a t e r que le nombre X ne dépend que du c a -

r a c t è r e 6 a u - d e s s u s de %' ( à r a p p r o c h e r du " ca s spéc ia l " déf ini dans 

[ 8 ] , Déf . III 4 ) . 

Avant de f a i r e c e r t a i n e s r e m a r q u e s s u r le théorème de S t i cke l -

b e r g e r ( c f . Remarques II 6 et II 7 > c i - a p r è s ) nous a l lons p r o p o s e r c e r -

t a ines dé f in i t i ons . 

6) Défini t ion d ' i n v a r i a n t s . Dans [ 8 ] C c h a p . 1 , § 2 , e ) nous avions dé -

fini des i n v a r i a n t s " c l a s s e s " m ^ C ^ ) et m^CPC ) et des i nva r i an t s 

" a n a l y t i q u e s " m x ( h ) et m ^ ( h ) pour l e s c a r a c t è r e s r a t i onne l s et 

ad iques t e l s que g so i t p r e m i e r à J C c a s semi -s imple ) . Nous nous p r o -

posons i c i d ' é t e n d r e ce t t e dé f in i t ion au c a s g é n é r a l . 
(g*) 

( i ) I nva r i an t s " c l a s s e s " . Soit ^ l ' i d é a l p r e m i e r de (Q au-' — ^ ^ 
d e s s u s de £ a s s o c i é au plongement Q soi t ff sa f e r m e t u r e dans 

e , (g») 
Z^ C c f . [8 ] , c h a p . I , § 2 , e ) . Soi t $ . En tant que Z^ -mo-

, p T ( g < ) - n . ( t f ) 
dule e s t i somorphe à un p rodu i t de la. fo rme ' Z . / ' > 

f i > l 1 % 

l e s n ^ i ) é tant s u p p o s é s d é c r o i s s a n t s e t nu l s à p a r t i r d 'un c e r t a i n 



rang ( cec i a s s u r e l e u r u n i c i t é ) . 

n 7 ( g t ) - n , . ) 
On a de même pour & ' ( c f . Déf . I 3 ) : 76j * 1 1 H / % 9 , 1 : 

Définition II 7 . On pose m A % ) = 2 1 n ( % ) e t m ( ft ) = Z m ( f t ) . 
* i ^ l <P»1 * 4>IX ? ' 

pose m.CTCO = Z n . . (Jfc 0 et m „ ( K ' ) = Z ni (Jfc •) . 
* i > l * 4IX ^ Y 

on 

( i i ) Invar ian t s " analyt iques " dans le cas impair . Nous supposons 

maintenant X 6 1k ; le ca s X 6 36-+ s e r a abordé dans le chap i t re suivant . 

Compte tenu des d i f f é r e n t e s in t e rp ré t a t ions obtenues pour l ' o r -

dre des g roupes H^ ( ï é- 36 " ) , nous p roposons la suivante qui g é n é r a -

l i se cel le de [ 8 ] , qui t ient compte du fai t que = %% = © ( t h . 1 2 ) 

et qui va ê t r e pa r t i cu l i è rement adaptéeà c e r t a i n s r é s u l t a t s de Hasse con-
1 - 1 ce rnan t l ' i n t é g r a l i t é des nombres — B, ( x ) . On rappe l le que 
2 1 

Définition II 8 . On défini t m ( h ) = m , ( h ' ) , pour <f)£ , de la façon 
$ 4> 

suivante : 

(<*) Cas t f 2 . 
( ) M Kx n ' e s t pas de la forme Q , n ^ 1 ; 

on pose ( I B / Ï ' ' 1 ) ) ! / = ^ * ( * ' ! • ) . 

Kx = 4 ^ , n > 1 ; on a g% = - 1 ) £ U'1 et on peut 
^ n i é c r i r e de façon unique = 9 f , ^ ' d ' o r d r e i ~ , (A, i - 1 ) = 1 . 

On r appe l l e que \ ne dépend que de <t> a u - d e s s u s de % ' . On pose : 
/ i i \ (g*) ^ n u ( h ) 

B ^ 1 " 1 ) ^ . p o u r (X' l $ ) , 

m^Ch) = 0 , pour \ = 1 . 



{$) Cas i = 2 . 

g n ' e s t pas une pu issance de 2 , on pose 

i i \ (S») • / \ m x ( h ) 
I B ^ ' " 1 ) ) Z£ * * ( « M * ) . 

(î )^ Si g . e s t une pu i s sance de 2 ; a l o r s on a 4 = £ et on 

pose : 

m 4» ( h ) = 0 si K_ =<Û ,(4) 

(g*) ^ - 1 
, ( 4 ) ( I B . C X - - 1 ) ] ^ * • " s i K ^ d 

On pose ensui te dans tous l e s ca s m „ ( h ) = m . ( h ) . 
* 

Propos i t ion II 10 . Les nombres m ^ ( h ) ainsi déf inis , pour tout , 

sont pos i t i f s ou nuls . 

démonstra t ion 

Rappelons un c e r t a i n nombre de r é s u l t a t s de Hasse ( [10] , 

c h a p . III ) : 

À 1 - 1 1 _ j. Lemme II 17 • Soit X1 tin c a r a c t è r e impair et soit — ) = ? V" (a) a 
2 2S% a-1 

( i ) Si f x e s t divis ible pa r au moins deux nombres p r e m i e r s d i s t inc t s , 
A b , ( X ' - 1 

2 x 

( i i ) Si f x e s t de la forme , X f 2 

a l o r s — B1(%'~ ) es t un en t i e r a lgébr ique ( [10] , formule ( 3 ) , p . 8 2 ) . 
2 X 

r / n ) 
( i i ) ^ Si g^ n ' e s t pas une pu i s sance de 2 et s i K ^ ^ Q a lo r s 

- B,(% ) e s t un en t i e r a lgébr ique ( [103 , formule ( 7 ) , p . 91 et ( 13) , 
2 

p . 9 2 ) . 
(? n ) 

( i i ) 2 Si g^ es t pu i s sance de 2 , K^ , a l o r s 



i i (g*) 
(X'(Oi) - 1 ) - B . C X ' ' 1 ) e s t en t i e r ( ic i CX'(0*) - 1 ) Z es t l 'unique idéal 

2 1 

i 
p r emie r a u - d e s s u s de 2 dans (£ • / û ) et - B ^ a 1 ' 1 ) n ' e s t pas 2 -

2 1 

en t i e r ( [ 1 0 ] , formule ( 6 ) , p . 91 ) 

C * n ) ( i i ) o Si g t n ' e s t pas pu i s sance de 2 et s i K^=<Q a lo rs 
1 i ^ ^ 

l ' idéa l O C ' ( a ) - a , / ) -± B / * ' " ) de 2 . e s t un idéal en t i e r ( ( & ' ( a ) - a , / ) 
2 1 

(g*) ( ( / - i ) / n - 1 ) es t a l o r s un idéal p remie r a u - d e s s u s de X dans (Q = Q ) 

et Jj B,(X ) n ' e s t pas ^ - e n t i e r ( ClOl , formule ( 1 2 ) , p . 9 2 ) . 

(Z11 ) ( i i ) ^ Le seul c a s où g^ e s t pu i s sance de 2 et K t = Q , 2, 

es t le ca s K = <Q ( 3 ) et 1 B i a ' " 1 ) = - - . 
2 1 6 

( i i i ) Si f x es t de la forme 2 n , n 2 . 

C lit ) -, Si n = 2 , a l o r s K r = Q ^ ^ et i B ^ X ' " 1 ) = - J - . 
1 X 2 1 4 

( i i i ) 2 Si n > 2 , K^ es t a l o r s l 'unique sous -ex tens ion imaginaire 

cyclique de ^ , à savo i r ^ (f* ) , g% = 2 n _ 2 ; a lo r s 

( X ' ( ^ ) - l ) - B / X ' " 1 ) e s t en t i e r ( ic i X ' ( ( ^ ) - l engendre l 'unique idéal 
2 1 

(2n~ ^ ) 1 - 1 p r emie r a u - d e s s u s de 2 dans Q. ) et — B , ( £ ' ~ ) n ' e s t pas 2 -en t i e r 
2 1 

(CIO] , formule ( 6 ) , p . 9 4 ) . 

Etudions a l o r s l e s d i f f é r en t s cas p roposés dans la déf ini t ion: 

Cas ( ° 0 . Comme X f 2 , l e s seuls cas poss ib le s de non in tégra l i t é 

en X sont l e s ca s ( i i ) ^ e t lemme II 17 pour l e sque l s K t =£t 

On a donc r é s o l u le ca s ( " O ^ • Dans le cas C 6 * ^ > H suffi t de dé terminer 

l ' i déa l ( X ' ( a ) - a , ^ ) de ^ . Or * ' (a)-a = f ' ( a ) 0 (a) - a s Ô(a) ( * ' & " X (a ) -1 ) 
X 1 ^ ^ mod i ; donc f ' d " ( a ) - l es t une un i té de si X f 1 mod Ci - 1 ) . 

Dans le seul ca s X s 1 mod CX - 1 ) , l ' i déa l ( £ ' ( a ) - a , l ) e s t égal à $ . A/ 
D'où (o< ) 2 . 



Cas (Ç> ) . On a.% = 2 et l e s seuls ca s à env i sage r sont l e s cas ( ii ) 2 > 

C ii et ( i i i ) ( dans ce s c a s , g ^ e s t une pu i s sance de 2 , pa r conséquent 

le ca s C fO-, e s t r éso lu ) . Les d e r n i e r s ca s r e s t a n t s sont a lo r s immédiats . 

P ropos i t ion II 11. On a m ( h ) = m (îté ) pour t o u t X t £ ~ . A * 

démonst ra t ion 

or On a X = © ; p a r cons équent 

Ï m ^ ( l f 6 ) (g*) A n h 
\*t\-Jl v Cl ' anneau / ^ a éléments , / étant le d e g r é 

r é s i d u e l de X dans 

On a ensui te ! 31 U C 2 * w£ ) . T~I ( TT - B ^ X ' - 1 ) ) 
1 ™ * 1 4>|* 2 1 ' l 

( 2 * w- ). F T (N f ( ' - B / * ' " 1 )) / . O n vé r i f i e que le produit de 
* W ^ O ^ / t y U 1 ' h 

ô** Q ) normes c i - d e s s u s es t égal à X dans l es deux cas , 

û * * I £ 2 et g^ non pu i s sance de 2 , *• = 2 ; o r dans ce cas , ( 2 w^ = 1 . 

II e s t égal à dans l e s cas K^ = Q , r̂ 2 ( le cas X = 1 

se produisant une fois et une seule l o r sque <t>jï) et g^ es t une puissance 
r * * 

de 2 ( K y j f r C r ^ ) pour £ = 2 . Dans ce s deux cas ( 2 ) , = ^ . 

Remarque II 6 .11 semble que le théorème de S t i cke lbe rge r ( sous forme 

du t h . II 6 p a r exemple ) soit insuf f i san t en 2 et même en Z dans ce r t a ins 

cas : pour s ' e n conva incre cons idé rons l 'exemple dé jà u t i l i s é dans le § 4 , a 
( 7 ) (3") K r = Q où l ' on obtient l e s r é s u l t a t s suivants : 

1 

3 

* /K 
( i ) s K = - C 2 + 4<r+ 5 < r 2 + 4 a 3 + 2 <r* + c r 5 ) , avec <r= { — 

i (g*) 
( i i ) B j ( x ' ) Z = C 2 ) ; 

( i i i ) |lHtJ= 1 ( T h . II 2 ) ; 



( i v ) ( r ( a ) - a , A x ) = (X ' (<r ) -2 , 3 ) = ( l-X'Ccr)) = ; 

( v ) (^'(a)-a,Aj[, ) B ^ X ' " 1 ) = 2 

Si l 'on compare ( i i i ) et ( v ) on consta te que " l ' annula teur " 

t rouvé es t mauvais . On peut a l o r s p r o p o s e r p lu s i eu r s con jec tu re s tendant 

à amél io re r " l ' annu la teur " déduit du théorème de S t i cke lbe rge r . Nous 

proposons la suivante : Pour tout , l ' i déa l tf annule le 

(g*) 
-module VĈ  . 

Remarque II 7 . Dans [ 2 ] ( T h . 3 . 1 ) , le théorème de S t i cke lbe rger es t 

énoncé sous l a forme suivante ( avec nos notations ) : Si L /Q es t abélienne 

a lo r s l ' i déa l I' engendré p a r l e s éléments de 2 [G ( L/<Q ) J : ( c - J) SĴ  

où c p a r c o u r t l ' ensemble des e n t i e r s impai rs p r e m i e r s à f-^ ( p o u r Sj^ , 

c f . Th . II 3 ) . L ' i déa l p r o p o s é p a r Coates es t moins bon que l ' i déa l de 

S t i cke lbe rge r 1 = OX̂  S-^ que nous avons ca lcu lé : P o u r s ' en convaincre , 

il suff i t , p a r exemple , de compare r l e s deux idéaux ( I , ^ l /<22 ^ e t 

On vé r i f i e faci lement que ( I ' , >) ) = ^ . . . , c - j , . . . j S-^ + ( ^ 

( c U , (c, 2 f L ) - 1 ) . Donnons a l o r s un exemple numérique : 

Soit L le composé de (D ̂  avec le s o u s - c o r p s cubique de c f 1 ^ ; 

on vé r i f i e faci lement que ( I , "î = ^ L ^ + ^ L / O ^ ' 

donne a l o r s : 

( r , \ / ( û ) = ( . . . , c - p l j , . . . ) S L + ( ^ > L / £ ) = ( . . . , c - ^ L j , . . . ; 2 f L ) S L + 

+ ( ^ l / q ) ; o r s i on cons idè re des c t e l s que = * (( c , 2 f ^ ) = 1 ), 

on vé r i f i e faci lement que l e s c ~ co r r e spondan t s engendrent l ' idéa l ( 6 ) , 

d 'où ( I ' , ^ / k ) = ( . . . , c - /—\ , . . . ; 6 ) S L + ( J ) . Soit a lo r s cQ 



impair tel que L 
c i o 

engendre G( L/(Q) . On v é r i f i e ( comme pour la 

p ropos i t ion II 3 ) que ( I ' , ^ ) = ( c Q - I — j ; 6 ) S L + ( V L ^ ) ; 
o 

on peut p r e n d r e c Q = f-^ + 2 ; on a a l o r s : 

C ' ^ l V " ( S L 5 + ^ L / « > • 

Soit a l o r s % ' le c a r a c t è r e de L déf ini p a r X'C 2 ) = - j ; 

a l o r s X ' C I ' ^ L / û ) = X'O') = C 1 - j H'C S L ) = 2 C 1 - j f et X ' C I , ^ ^ 

X'C I ) = 2 ( 1 - j ) c c a r 5 - ( j j 5 6 ) = C 1 - j ) et X'C S L ) = - ^ -

Ce qui i l l u s t r e no t r e r e m a r q u e . 



Chap . III 

Application à l ' é tude des c l a s s e s r é e l l e s des 

extens ions abél iennes 

On dés igne p a r 1E la C5 ' - fami l l e des groupes des va l eu r s ab-

solues des un i t és des s o u s - c o r p s de C l a loi de module étant définie p a r 

j£j<r= j£°"j, pour tout<r e ) . L e s E ( K ) sont donc des Z -modules l i b r e s 

( on a donc E ( K ) = j E ( K ) | si l ' on désigne p a r E ( K ) le groupe des uni -

t é s de K ) . 

On a E ^ = j|£| * E ( K X ) , P ^ f l * ) |£ [ = 1 } = { |£ | 6 EOC* ) , 
1 ' p o u r t o u t K % K * j * 

Désignons p a r E la - famil le pour laquel le E ° ( K ) e s t le 

sou s - g r o u p e de E ( K ) engendré pa r l e s E ( k ) pour k C. K . 

1) In te rp ré ta t ion des coef f ic ien ts Q ( K ) et_ q ( K ) . 

Lemme III 1 . On a E ° ( ) JE% = Œ 0 ( K * ) © E * , pour tout X i . 

On sa i t que E^/ e s t d ' indice f ini dans E ( K ) quel que 
t ^ K 

soit K r é e l ( c f . 15 , § 5 , 4 ) . Soit \i\ e E ° ( K ^ ) n TE% ; i l exis te 

donc des s o u s - c o r p s s t r i c t s K^, . . . , K t de K^ te l s que j£|= . . . | £ t j , 

£ E ( K p et i l ex i s te une pu i s sance de [£[ , | £ | n , t e l le que 

j ^ l 6 © EM, , pour tout i ; on a donc I f l V ® E J n E . , 
« Ï * + 1 1 Y N 

ce qui en t ra îne j£[ = 1 ; mais a l o r s j£j = 1 . 

Définition III 1 . On pose pour tout X pa i r : Q t = ( E ( K t ) : )© E x ) 

on pose Q ( L ) = ( E ( L ) : E ^ ) , pour tout L r é e l . 
L 



Propos i t ion III 1 . On a pour toute extension cycl ique r é e l l e L / Q . : . n Q C L ) = ^ Q % 

démonst ra t ion 

On va e f f ec tue r ce ca lcul localement : Soit donc X un nombre 

p r e m i e r f ixé . 

Pour tout c o r p s K posons £>(K) = IE(K)<2> ( cons idé ré c a -

noniquement comme G? -module ) et pour tout % posons t%= 1Ê<X> et 

= IE°(K ; ï )<g> Hj . Comme IE^ e s t le noyau de l 'homomorphisme qui 
P* ) 

à j f jé lECK^) a s soc i e |£ | e t que es t plat a lo r s es t égal au 

noyau de ce même homomorphisme étendu à C la no ta t ion?^ es t donc 

cohéren te avec ce l le qu 'on obtient en cons idé ran t la © ' - f a m i l l e % ) . 

On a aus s i que es t engendré pa r l e s ï i ( k ) , k ^ K x . 

On a a l o r s : ( Q x = C % ( K , ) : , 

(QCL)), = ( £ ( L ) : S f c f ) . t * * L 

Considérons le schéma suivant ( c f . chap . I , § 6 ) : 

L'n •Kt. U = L 

L'c K f i 

L'=Q K̂  L0 

où L / L q e s t cyclique de d e g r é 

, L / L ^ es t cyclique de 

d e g r é p remie r à £ . 

Ici b p a r c o u r t l ' ensemble 3f T . Pour s impl i f ier , on appe l le ra f . le 
1 o 

c a r a c t è r e défini p a r K = pour 0 £ i < n ( Si L = Kx , on a donc f n 
' i 

Pour la déf ini t ion des famil les d ' idempotents e}, et e .̂ , > 
o 

chap . I , § 6 . 

On p o s e r a fcfcK^ ) - { | £ | f t ( K f ) , N ^ |£ | = l j , 



* pour tout a, e t tout i ^ l e t ) = o ( K ) ( 0 1 1 a 
i o ' o 

% (K ) = IE(K . , en d é f i n i s s a n t IE**(K ^ ) de façon analogue ) . 
f i T i 1 i 

* 

Remarquons d ' a b o r d que L i ) ( L i f * et que , d ' a p r è s l a p r o p r i é -

té des e^ l o r s q u e l e s app l ica t ions j et N sont r e spec t ivemen t i n j ec t i ve s et 

s u r j e c t i v e s dans l e s s o u s - e x t e n s i o n s de L / Q de d e g r é p r e m i e r à $ ( c f . 

c h a p . I , § 6 ) , o n a fc'dif* = £ * ( K ^ = £ . 
T i 4 

Lemme 111 2 . On a ( £ ( L . ) : t ( L ^ ) ® S ^ ) ) 

= n ( * C K „ ) e " : ) e f © S , ) , 
H * L û ^ V l 

pour i ^ 1 . 

e ' e ' 
On a S a t ) / Z CLU1)Q f & J £CL. ) * / © t é G ^ é 

© £ ( K f ^ / © ( ^ ( K , , £ C K „ e s t un s o u s -
t T i U - l Ti T i - 1 \ 

e t «.* e t 
module de % (K ^ ) pu i sque = G ( K ̂  ) . On a donc un quotient 

' i i i 

i somorphe à : 

® ( l (K ) 6 t / S (K ) , d 'où l e r é s u l t a t . i - 1 1 

Cons idé rons maintenant , pour i ^ 1 , le quot ient ( f ini ) : 

S ( L . ) ) e r / ( S ° a i ) © S - ) e r ) ; on a 
i T. Ti i 

& ° ( L . ) e t = I I t ( K ) Ê t . O r ( l £ ( K ) 
K 9 L ' K Ç L . i ^ i 

e ' t 



= S ( L . , ) e t r U ( K , ) e + ; on a tÇL. = 1<X„ î - I p-^f r i î i - 1 

e t 
Calculons maintenant %CK . ) pour ^ " f : % C K u ) = 

' i i 

_ t C K u ) * - © & C K , ) * et kCK., ) * = f f i tÇK ) 
e, e^, 

Y nf 

t a t ) ( r e s p . 1 ) s i f * X ^ C r e s p . f f * K j t ) . 

On a donc K ^ - Q *CK t ^ - E J ? C K t . ^ ; 

1 er 
n Ï K , 1 K^Kf 1 

ce produi t e s t donc égal à t (K^ ) ' ( r e s p . ( 1 ) ) si f M ( r e s p . f = f ), 
i 

D'où : 

el 
fc°CL.) = SCK+ ) ) = ZCK t ) s i f * vf et 

1 T i - 1 i i 

e i e^ 
1 T i - 1 

e ; e f T t. rv "N T 
Enfin ( g ° ( L ) © ^ ) T = l (K f ) pour f * * ( c a r 

i i 

- Cl) et G $ ° ( L . ) ® ë * - Î C K - ) ° f © J* . 1 M T i - 1 M 

Le quotient ) / ( ^ ( L ^ © ^ ) es t donc égal à 
i i 

( 1 ) s i J, f f et égal à £ (K / £ CK ) © L , pour f = ^ . 
1 T i ~ i - 1 i 

On a donc démontré : 

SCL. ) fcCK„ ^ / S a - ^ © ^ f ) , pour i ^ 1 . 
1 1 r i f i 4 - 1 i 

On en déduit , en remplaçant L^ pa r un co rps K ^ , i > l : 



Lemme III 3 . P o u r tout ^ € 36, et pour i ^ 1 , on a : Lq 

et e t 
&CK + )/&°CK f ) ^ S O U ) / £ ( K f ) et en conséquence 

' i T i i i i - 1 i 

on a = ( g ( K t ) G f : &(K f ) . 

Considérons maintenant (Q(L ))* = (£(L ) ) ; il ^ li ». i 

on a = ffi & CL.) c a r = t (K ^ ) * =£ (L. ) * ; 
i i ^O i i 

(QCL n ty - (<5(Ln) : © £*CL. )) - a CLn ) a n ) © S ( L ^ )) 

= ( < S ( L n ) : S # ( L n ) ® ^ C L n _ 1 ) ) : a V n _ 1 ) e ^ C L n _ 2 ) ) . . . 

G f a p i ^ C L ^ S O ^ ) ) ; 

o r on avai t ca l cu lé ( l emme III 2 ) ( £ ( 1 ^ ) : ( L ^ ) ; d 'où 

n 
( o ( L n ) ^ - f l c i a p . - î i X ^ S a ^ ) ) -

f 1 ! n ^ O C „ ) e f : S CK+ g J . f i r i f Q J / 

( lemme III 3 ) î comme C Q . )« = 1 pour tout f , on a donc v é r i f i é la 
To * 

p r o p r i é t é localement pour tout t et l a propos i t ion en r é s u l t e . 

Définition III 2 . P o u r tout % p a i r , on pose : 

p , si g n ' e s t pas la pu i ssance d 'un nombre 
PI g 1 % premier ; 



q = p , s i g 4=1 e s t pu i s sance du nombre p remie r p , 

q x = 1 ; 

Soit a l o r s L une extens ion abél ienne r é e l l e de Q et soit [ L : © ] = g ; 

on pose q ( L ) = 
,g-2 \ 1 /2 

[ I ' X 
l d 

, où d es t le d iscr iminant du 

Q ( S l ) c o r p s XjJ 

On a le r é s u l t a t suivant : 

P ropos i t ion III 2 . Si L es t une extens ion cyclique r é e l l e de Q a lo rs 1 q C L ) = 1 l q q x e * L * 

démontrons d 'abord le lemme suivant : 

/ c s \ 1 / 2 

Lemme III 4 . Soit L/<Q cyclique . Posons q ' (L) = ( f ^ T I e t 

v 

* C g t > 

P - 1 . O n a F i e - - 1 

1/2 
. . p P . O n a 1 l q ' = U » = q ' (L) . 
PI g «3EL * n „ ' 

D ' a p r è s Hasse ( [10] , § 15 , p . 34 e t su ivantes ) , le nombre 

s
gr>« 

r - l 2 f C g ï ) 

( formule ( 2 ) , p . 35 de [10"J ) e s t égal à 1 dans le cas 

1 ts* 
fi 

cyclique C Satz 8 ) . Donc , on a u r a gK I {d%= I I g soit 
X * « n^rh2^ 

^ \ 2 ^ s l K s* g< n 
» - i —~ / : o r — — _,.— 

5£HT 

/ ç a , ^ n d , / i , « . , ) 

= q' , d 'où le lemme . 

p - 1 
P F 



Lemme III 5 . Posons Uj= P C r e s p . 1 ) si g^ 1 e s t pu i s sance d 'un nom-

b r e p remie r p C r e s p . n ' e s t pas ) et U-̂  = 1 . Alors pour toute extension 

cyclique L / Q , on a n a = [L : ©] . 

La proposi t ion r é s u l t e des lemmes p récéden t s . 

2) Rappels s u r l e s un i t és cyclotomiques de Leopoldt ( [15] ; c f . [17l ) . 

nr a - a 
u 0 f - £ o ç ) > désignant un " demi-système" • * * 

*- <f x ) 
de r e p r é s e n t a n t s dans ( 2 / f , 2 ) de Gai (<Q /K» ) C c f . [ 1 5 l , § 8 , 1 ) et 

^ i TT 2 = exp ( ) . On sai t que fl £ e t c I u e P o u r t o u t conjugué A1 
Z Iv r X ^ a 

û ' 

de Q% dans ©d /(D , ' e s t une un i té de K^ ( [15] , § 8 , 1 ) ; l e s 

/ 
nombres et ne dépendent pas du choix de Û)Y tandis que 9 en dépend * 0 , X X 

C p a r le s igne uniquement ) . 

Définition III 3 . Soit K r é e l et soit ® ' ( K ) le sous -g roupe de <Q a* en-

gendré p a r l e s 0.p e t l e u r s conjugués , pour v̂  £ . Compte tenu des p r o -

p r i é t é s des C déf inis au s igne p r è s ) , on cons idè re le groupe © 0 0 = 

| © ' ( K ) | . On pose ensui te I F ( K ) = ® ( K ) n JE(K) ( on a donc IF(K ) = 

IQ 'CIO^ECIOI ) . Enfin soit $ ( K ) = I F C K ) ® ^ . 

Lemme III 6 . Le groupe ® ( K ) es t canoniquement un CS -module sans Z.-

to r s ion . La famil le des ® ( K ) const i tue une <5* - famil le . I l en es t de 

même pour l e s famil les IF et $< . 

Le fai t que ® ( K ) soit un <3 -module provient du fai t que pour 
2 0 " _ 

G ( K / ( Q ) et6<=©'(K) , 6 e s t défini et s i 0" est un prolongement de 



C à K O ) , a l o r s 0 e s t défini au s igne p r è s ( c a r [ K O 1 ) : K l = 1 

ou 2 ) , a l o r s \ ô jne dépend pas du choix de (f et on peut p o s e r \&\ = J® | . 

Les r é s u l t a t s de [ l 5 l ( c h a p . 3 , § 8 , 2 ) montrent que 0 es t 

une <o ' - f ami l l e re la t ivement aux normes habi tue l les et aux in ject ions 

canoniques • K —> L ; en e f fe t , on a pour tout X , vf 6 et t e l s que 

K
t

C V W ^ P - N »vec W -
Ç | x 

( M - 1 
1 - 1 I et le cas géné-

r a l en r é s u l t e faci lement . 

3 ) Déterminat ion de H^ | , %pair . En u t i l i san t la formule de Leopoldt 

( [15] , Satz 21 , l e s p ropos i t ions III 1 et III 2 ) , on obtient , en désignant 

~ IÛ f i g * / p 
p a r IF^ le sous -g roupe de E ^ engendré p a r l ' un i t é jt/^[ , D^ = | 1(1- (T, 

( [151 , § 8 , 4 ) : 

Théorème III 1 . P o u r tout % k 3E+ , on a : 

IH' - 1 ( E„ : IF,,€) . f> S 

C l E C K j ) : E ° ( K * ) ® IF ) 
Coro l l a i r e III 1 . On a = 

En ef fe t , on éc r i t que ( IE(KX ) : E°(K x ) © IFX ) = 

C E ( K X ) : E ° ( K % ) e i E x ) C E ° ( K x ) © E % : E ° ( K X ) e ) . 

On a donc a ins i i n t e r p r é t é le coeff ic ient Q ^ ( c f . Déf. III 1 ) . 

Pour i n t e r p r é t e r le coeff ic ient q nous al lons r emplace r le A 

groupe des un i t és cyclctomiques de Leopoldt p a r un groupe d 'uni tés plus 

g ros : nous al lons u t i l i s e r IFCKX) . 

Nous nous p roposons de ca l cu l e r l ' ind ice suivant pour % 6 3£ + 

( E C K j ) : E ° ( K t ) WCK% ) ) . 



On a -L_ ( IECKj) : E ^ K , ) ® ïï% ) 
<1, 

( E ( K % ) : I E ^ K j ) IF(KX)) ( I E ^ K , ) E ( K < ) : E°(K% ) ® ) i - ; 

on a a l o r s l ' éga l i t é ( E ° ( K X ) IF(K%) : E 0 ^ ) ^ ) = 

= ( ff(Kx) : ( E ° ( K X ) ® Î F , ) n E ( K % ) ) . 

Nous a l lons ca l cu le r ce t indice localement , 

Soit p r emie r f ixé ; on u t i l i s e le schéma habituel en effectuant 

le changement de notat ions co r re spondan t ( L^ remplace K ^ , X= f̂ , c f . 

chap , I , § 6 et démonstra t ion de la propos i t ion III 1 ) . 

Si n es t nul a l o r s , l ' ind ice cons idé r é es t p remie r à J ( suppo-

sons n * l ) . Ecr ivons ( E C L n ) : ( E ° a n ) e Ë i f ) n E ( L n ) ) = 

( E C L n ) : C E ° ( L n ) n E ( L n ) ) et posons = TF^ <g> Z / . 

De pa r la plat i tude de , on vé r i f i e que le A -Sylow de 
E ( L ) / ( E ° ( L ) n IFCL )) © É ^ s ' iden t i f ie à ^ ( L n ) / ( 5 ° ( L = 

^ n n 

r T 5 r ( L n ) e t / c a 0 a n ) e % 5 r a n ) e r ) © ^ 1 ' . 
t ^ u n 

e t On a déjà ca lcu lé £ ( L
n > C c f . démonstra t ion du lemme III 2 ) : 

£ ° a n ) e f = s c k + s i f ^ f , 6 ° a / * = = S a „ ) e * = £ c k „ ) e * 
n T n n n - 1 

( c f . défini t ion de e^ , chap , I , § 7 ) . 

Calculons : On a ^ C £ ; o r J f = S*(L n )G < d 'où 
' n n n n 

= ( 1 ) s i f ^ f e t ^ f = C l ) pour f , 

S i * - Y , ( e n e f f e t , g ** = $*(L = ) . 



P o u r f o n a ^ C ^ ) ^ / C ^ C L ^ ' ^ C l / ^ ® ^ * 
n 

n r n 

le quotient e s t t r i v i a l . 11 r e s t e donc le quotient : 

P c l / * / c * ° a n
) e n ) e k e t -

n 

C L ^ / C S C K ^ C L / * ) © ^ 
n T n - l ' 1 n % 

On doit c a l c u l e r ^ O ^ ) / ( S ( K ) n ^ C L n ) 
n - 1 ' ' n 

j T | g . / p . g , / / 
On a Dx = I j Cl- £TX ) = C 1 - ) D', , D^ 6 Z[G t ] . 

Lemme III 7 . On a D^ e^ i n v e r s i b l e dans 2 ^ C G t l e^ , pour tout c a r a c -

t è r e % -ad ique C c f . nota t ions dé f in i e s dans le c h a p . I , § 7 ) . 

On a Z / [ G x ] ë ^ = 2flG<% l ê [ H ] ; où H = GC L n / L Q ) et 

Cg' ) 
G^ - G C L n / L ; ) ; on a 2^G ' k - Z ^ * où g'^ = g x / / U . On a donc 

( g * > 
e^ ^ 1 [ H ] . Cet te iden t i f i ca t ion s 'ob t ien t de la façon su i -

_ g* Cg'^c) n y 
vante : à <J% e . on a s s o c i e t, 0"x t CH 3 ( où w es t une r a c i n e pr i -

x S^/P 
mitive g' m e de l ' un i t é ) . P o u r p) g , p ^ i , l ' image de CCx - 1 ) e ^ U.C J. U.IJ.J. IC J . 1. P | J Y =f- J l ^ V X - ± S ^ ^ 

r gjt g * / p JK- r 

es t égale à C C ux - l ) = S ^ - l o ù s ^ e s t d ' o r d r e p . Donc 

Aj^-l es t b ien i n v e r s i b l e dans JL^ 

Remarque III 1 . On a la sui te exac t e de // ^ -modules : 

— — — 

où = ^ e s t la composante en (p de ^ C c f . T h . 1 2 ) . 



. e* ê 4 ( g l ) 
Ici $r(Kt)~* /£°CK%) ^ STCK*) * e s t un ? [ H ] -module 

- 1 ( c f . démons t ra t ion du lemme III 7 ) annulé p a r ^ = 1+ cr+. . . +cr 

(cr = ) ; on a donc un module sur [ H ] / ) ^ ^ 

— (g% ) 0 c^ e. 
Il e s t c l a i r que e s t un sous -module de S^CK^) /<$ (kx) ^ S ^ t f J . 

Lemme III Q . Si g n ' e s t pa s une p u i s s a n c e de £ a l o r s ————— % 

où K^ e s t le s o u s - c o r p s de Kx déf in i p a r [K^ : ] = £ désignant 

le [G "] -module e n g e n d r é p a r o< ) . / ™ 

Cons idé rons l 'homomorphisme : _ 

o n a M £ IECK^ ) , c a r D'x cont ient au moins un f a c t e u r (7̂  - 1 , 

DJ 
f i= , donc 9X £ tf'CKj) . On obt ient donc un homomorphisme inject i f 

de <19,1 ̂  t d a n s ^ K . ^ / S C K ^ ) 6 ^ ^ ( K , 

c a r DJ e e s t i n v e r s i b l e dans X [ G x ] ë . V é r i f i o n s la s u r j e c t i v i t é : 
r y* % T 

Soit | e | £ F O C x ) , \ t \ i $ CKjt) n ) ; on peut donc é c r i r e 

ê^ u)x y—I i i^t ^ 
\t\ = I I 1^1 , p a r déf in i t ion de @ (K % ) , U ,̂U)f é Z [ G x ] ; 

j£| = |U t j I I jV^j ; l e s sont des un i t é s appar tenan t 
t ^ o 

aux c o r p s K ,̂ pour f f- % , donc appa r t enan t à & C K ^ et la c l a s s e de 

£ | modulo £ ° 0 C X ) ^ S T C K ^ ) e s t égale à ce l le de 

d 'où le r é s u l t a t pu i sque ê^ D^ e s t i n v e r s i b l e . 

- pi 3" 
D ' a p r è s la Rem. III 1 , <|0X |^>/ t (K* ) >* e s t 



un module de type fini su r A = ^ ; un tel module es t isomorphe à un 

n/v n. ^ 
. A 1 , r ^ O , n , ^ l , Kl étant l ' idéa l î, % I X 

maximal de ^ . Comme le module c o n s i d é r é es t monogène , il en r é -
^ m 

suite que ou bien il e s t i somorphe à A ou bien i l e s t i somorphe à A/ T » 

m > 0 . Montrons que ce module es t sans to r s ion et non t r iv i a l : i l suffi t de 
a i 

v é r i f i e r qu ' i l n ' e s t annulé p a r aucune pu i s sance de f : si 6 , 

k Dt | Dj a ^ 
a = £ , a l o r s en p a r t i c u l i e r l ' un i t é de Leopoldt vé r i f i e Jô^ j =1 

6x * ^ = 1 , or j Ô j * engendre un sous-module d ' indice fini 

dans 1EX p a r conséquent cec i e s t absu rde . 

Dans un tel i somorphisme , = ^ a P o u r 

image l ' i déa l ( w ^ - 1 ) A ( w^ , r ac ine de l 'un i té d ' o r d r e £ ) puisque 

soit 

cr -<rx 
&tU 

Il r é s u l t e de la sui te exacte de la Remarque III 1 que 

< 1 ^ / / ^ ( K ^ V l < | Ô X L © < L 0 T L < R " ' ' > ^ e s t i somorphe à A / C V ^ - D A . 

L ' o r d r e de ce quotient e s t égal à X , o ù e s t le d e g r é r é s idue l de £ dans 

©f* Vq,. 
Coro l l a i r e III 2 . Soit Z un nombre p r emie r quelconque : si g^ n ' e s t pas 

égal à une pu i s sance de £ , a l o r s 

( E K t ) : 1E'(KX) A l F ( K t ) ® ï b \ = ( c \ x \ • 

En ef fe t , i l suff i t d ' é c r i r e que ^ ( K x ) / £ ° ( K X 

ëi. ëj) Qj. v 
© ) / S°CKoc ) n 3TÇKX ) e & ( t h . I 2 ) et de cons ta t e r que / 
<J>|* 

- W * ) . 
P a s s o n s maintenant au cas ï 



a) Cas f 2 . On a à c o n s i d é r e r C ic i e x = e^ = 1 ) : 

CKX) / S CK'x ) n ^ ( K * ) et se . 
2 

f^ s t r i c t emen t composé . A lo r s %t e s t une un i t é de Kx ; 

p a r conséquen t on a u r a ® 2 ( K % ) , •••» | 0 f | 2 » — > e t ® 2 ( K ^ f l l E C K , ) 

=<18*1 , ju^j , . . . y , l e s u+ é tant pour de s un i t é s de Kppuisque 
"? 2, 2 Q - K ( 9^ n ' e s t p a s n é c e s s a i r e m e n t une un i t é de K^ ) e t que &x e s t 

une un i t é de K^ ; p a r conséquen t n o t r e quotient s ' i den t i f i e e n c o r e à 

< | 6 J C | > / 5 CK 'x ~ A » l ' o r d r e du quotient c h e r c h é e s t égal à 

û ^ 1 0 X ~ = * (° | p a r déf in i t ion de ( dans ce c a s . 
% % 

(|ij ' f^ = p a , p p r emie r , Dans ce c a s , n ' e s t pa s une un i té 

ni l e s Bip pou r tout ^ f ' 1 • A lo r s , ou b ien p = X , et dans ce c a s K^ e s t 

l a s o u s - e x t e n s i o n de d e g r é X U de la P - e x t e n s i o n cyclotomique de Q. pour 
2 J , ou b ien p £ / et a l o r s a = 1 . On sa i t ( [151 , § 8 , 1 ) que ô t e s t 

2 

une u n i f o r m i s a n t e dans K^ et 9,j, une un i fo rmisan t e dans ( a u - d e s s u s 

de p ) pour tout . Mont rons que IF (K ^ ) , modulo l e s u n i t é s de K^ , 

Ifl I e 0 * - 0 
es t e n g e n d r é p a r | Cxi 

D ' a p r è s Leopoldt ( [151 , c h a p . III , § 8 , 2 ) , on a pour tout 
2 2 

t ^ ^ ' f ^ 1 ' Kj, /K^, = Qf ( en r e m a r q u a n t que f t et f + sont p a r 

hypothèse une p u i s s a n c e non t r i v i a l e du nombre p r e m i e r p ) . On en déduit 
S) I 0 « M < M . 

^ cJ 
Soit donc |£.[ 6 IFQC^ ) ; on a u r a | £ | - f i l 

, , « t J ï n 10 f ^ / * ^ IA .A 
d 'où t . B t 1 10*1 = BA , XL e 2 [ G a i . 

* * 

Comme n ' e s t pa s une un i t é , i l e s t f ac i l e de vo i r q u e i l d o i t ê t r e dans 

l ' i d é a l d ' augmenta t ion de 2 [G X ] , donc XI = (0"t - 1 ) XI ' et f^i = J J , 

d 'où le r é s u l t a t . 

Remarquons que dans ce d e r n i e r c a s , l ' hypo thèse Y £ 2 n ' e s t 

pas n é c e s s a i r e , ce qui r é s o u d une p a r t i e du c a s £ = 2 . 



(fc-1 
On peut donc engendre r IF(KX ) p a r |7 a[= [0 t | * IF(KX ) ; 

le quotient à ca l cu l e r s e r a donc égal à 

<kT>/ z o i ^ n < \ 9 % f > © <î r> • 
On vé r i f i e que ^ j ô j J * j e s t i somorphe à A . 

On p rocède a l o r s de la même maniè re que précédemment en u t i l i sant la suite 
X&À - 1 

exacte de la Remarque III 1 et on obtient un indice égal à £ = (%), 

puisque g 
r 

n 

b ) Cas i = 2 . On va enco re d i s t inguer deux cas : 

(o() f j = p a , p p r emie r . Cas r é so lu ( c f . f in du § (i p récédent ) ; 

on a un indice égal à ( ^ . 

Cas f^ s t r i c tement composé , On rappe l l e que g^ = 2 n , n ^ 1 . 

Dans ce ca s , l e s sont des un i tés mais pas nécessa i rement 

dans K^ ( l e s , pour ^ , pouvant pa r con t re ne pas ê t r e des uni tés ) . 

On dis t ingue deux cas : 

( i ) Qx 6 Kx . Considérons = F I ô f * , ty * " ^ [ g J , 
f+X 

et supposons |ot| £ IF(KX ) . Si |<x[ ^ IFCK^ ) , i l en r é s u l t e qu ' i l exis te x 
x x 2 

défini mod 4 , te l que K^ = K'̂  ( i o() es t de d e g r é 2 su r K^ ; or (i oc) £ 

X'x ; donc "K̂  / K x s e r a i t une extension de Xummer ramif iée en 2 unique-

ment , ce qui e s t absurde , donc|o<l t IF(K'X ) et <?(KX )/ £ ( K \ )n ^ ( K , ) 

es t b ien engendré p a r l ' image de \Q%\. 

( i i ) • Soit | u \ = Ç f [ Ô t l I I F a , ) ; si 

n i e / IF(K% ) , le même ra isonnement que c i - d e s s u s ( ) , ( i ) ) s ' a p -
W r ' n, , U)̂  

j ô J e i F ( K ' x ) e t 1^1 6 IFCK t ) . On peut a lo r s é c r i r e 
fît , 

U3Z= ( O i - D u ' t a . a U , U)' e Z [ G x ] e t | 0 x | ^ ^ f ( t - ) ; 

ce qui en t ra îne a s 0 mod 2 . O n peut é c r i r e 2 = ( ? - 1 ) £ ( Ç ) , avec 



r ac ine de l ' un i té d ' o r d r e 2 n , £ ( £ ) un i té . On au ra donc 

2 = ( c i - l ) 2 n " 1 £ ((T*) + « r + l ) « > " , cr = <r x
S * / 2 ; |ôjf ^ ^ [ e ' I avec 

_Q_ 6 Z[G X ] , KJ ; dans ce ca s , l ' image de |u | dans 

&(K X ) / £ ( K ' , S7 CK,) s ' expr ime à p a r t i r de cel le de J*/ [ . 

Si maintenant 0 - n i a L i ^ IF (K^ ) , on a j u [ = 
m 

u)x 
1^1 j0[ £ I F ( K r ) e t |0[ f I F ( K j ) . On peut é c r i r e a)f = «Tt-1 )o) ' + a 

et ce t te fo is a e s t impair et on peut é c r i r e | u | = j ^ j ^ ^ x l > l^ ' l étant 

dans . . . , | 0 , f f X C compte tenu du fait que d ' a p r è s [10] , 

|0 j j es t dans ce sous -g roupe ) . Ce d e r n i e r ca s montre que l ' image de 

| 7x1 n e suff i t pas néces sa i r emen t à engendre r 3< (K<t, ) / ^ ( K * ) . 

Appelons ( F ) le sous-module engendré p a r |7 i | ; a lo r s 

- ^ ( K j ) / t CK'X 9^CK t ) s ' iden t i f i e à un sous-module de 

&r(Kx ) / £ (K^ flf(K t ) d ' indice 2 au plus . 

En r é s u m é , on obtient l e s v a l e u r s suivantes pour l ' indice 

CK<c ) % ) C dans le cas f^ s t r ic tement composé ) : 

2 ( q ) 2 si £ K t , 

( q j t ) 2 ou 2 ( q i t ) 2 si i K t . 

Théorème III 2 . On a pour tout J£+ : 

TH^|=/xCE(K%) : IE°(KX) I F ( K % ) ) , où / prend l e s v a l e u r s suivantes : 

( i ) Si g~ n ' e s t pas pu i s sance d 'un nombre premier a lo r s / t = 1 ; % 

( i i ) Si g = J!n , p r e m i e r , 1 + 2 , n > 1 , a l o r s : 
k / ( i i )^ s i f ^ = p , p p r emie r , k ^ 1 , a l o r s = 1 ; 

( i i ) 2 s i f j e s t s t r ic tement composé , a l o r s - / ; 

( i i i ) Si g j = 2 n a l o r s : 
k â ( i i i ) ^ si f^= p , p p remie r , k > 1 , a l o r s / j = 1 ; 

( i i i ) 0 s i f . e s t strictement composé a l o r s / . = 1 ou 2 . 



4 ) Invar ian ts analyt iques dans 1c cas rée l . Définit ions , p r o p r i é t é s . 

Il e s t na tu re l de déf in i r dans le cas généra l des invar ian ts 

analyt iques complétant comme dans le ca s re la t i f la défini t ion donnée dans 

[ 8 ] dans le ca s semi-s imple : 

Soit £ p r e m i e r f ixé . On cons idè re le quotient : 

\ = SCKfc) & (IC*) , pour %(: ; c ' e s t un Ï({G%1 -module 

annulé pa r C°% ) ( c a r annulé p a r l e s > k ^ K* ) • 

D ' a p r è s des r é s u l t a t s p r écéden t s ( Rem. 1 6 et Déf . 1 3 ) on a 

V © ^ > avec Z r J q ( | £ l H %% , P ^ ) q C | £ | ) - l } . 

On peut auss i é c r i r e • L e s o^ sont a lo r s des H^ -modules 

( c h a p . I , 4- , f ) , 
/S 

On peut p rouve r faci lement que t ^ e s t monogène ( c f . Lemme 

IV 1 , comme jus t i f i ca t ion ) j ce qui fa i t que t ^ es t isomorphe à un module 

(g*) - m ' ^ C h ' ) de la forme / fl^ , m'^(h ') £ 0 . Comme les seuls cas 

= i 1 ne peuvent se p rodu i r e que l o r sque g„ e s t une pu issance de jl , 
ù (g* > ' / es t totalement rami f ié dans Q et dans ce cas 4> = % ; on es t a lo r s 

conduit à p o s e r : 
„ (g*) m c(h') 

CfcCK*) : 2 ° ( K % ) ) ) Z / * 

Dans le c a s / ^ = 1 , on pose m^(h') = m'^(h') . 

En r é s u m é : 

(g*) - m (h') ( g x ) A m , ( h ' ) - l 
Définition III4 . On pose £ ~ / f v ( r e s p . Z , I f 9 

{ x < X 
si / = 1 ( r e s p . 1% = $ ) , pour tout<££<|>+ . 

Remarque III 2 . Nous avons donc donné une défini t ion généra le des invar iants 

m. ( et m X ' ) ( c f . Déf . II 7 )et des invar ian t s m ,(h') ( c f . Déf. Il 8 
<P 4> <P 

et III 4 ) , pour tout J[ p r e m i e r et tout c a r a c t è r e j[ -adique • i l s sont te ls 

- I l m . ( X ' ) = / m (h ' ) , pour tout X 6 . On peut a lo r s é tendre au 
4>|i • 4>|ï • 



cas généra l l e s c o n j e c t u r e s p r é c i s é e s seulement pour le ca s " semi-simple" 

dans [ 8 ] ( c h a p . V ) . Nous con jec tu rons que m^Cii') = h ' ) , pour tout 

£ et tout c a r ac t è r e / - a d i q u e $ G . 

Remarque III 3 • Nous ne savons pas comment déf in i r des invar ian t s analy-

t iques m ^ ( h ) ( ^ p a i r ) qui c o r r e s p o n d r a i e n t aux inva r i an t s m . On 

peut imaginer , p a r exemple , de dé f in i t l e s inva r i an t s m^( h ) à p a r t i r 

d 'un quotient de la forme £ ( K x ) / t jCK*) (K*) , où t ^ X x ) s e ra i t 

le sous -g roupe de ^ ) engendré pa r l e s N-̂  £ , pour tout 

K ^ Kjj . Mais auparavant , une étude ar i thmétique des c l a s s e s devenant 

p r inc ipa le s dans une extens ion est n é c e s s a i r e . 

Note . Après la rédaction de cet article,noua avons reçu de R. Greenberg 

un preprint où il est démontré que , dans le cas semi-simple , les con-

jectures énoncées par Coates et Lichtembaum dans [3] entraînent la nôtre. 



Chap. IV 

L ien avec l e s r é s u l t a t s d ' Iwasawa dans le cas 

des T - ex t ens ions cyclotomiques 

l ) In t roduct ion . Nous al lons mont re r que le point de vue adopté dans 

ce t te étude pe rmet d ' a b o r d e r le ca lcu l des i nva r i an t s bien connus A , et S 

r e l a t i f s aux T - ex t ens ions d 'un c o r p s de nombres . Nous nous limitons bien 

entendu aux seules 1 - e x t e n s i o n s contenues dans <aa , à savo i r l e s P - e x -

t ens ions cyclotomiques . 

On chois i t un nombre p r e m i e r -i et on dés igne p a r (Q.. la sous -

extens ion de l a P - ex tens ion cyclotomique de (Q déf inie p a r [CjL : (Q]= £X , 

i > 0 ; pour tout corps K C Q a , on pose K. = KO- et on pose K = LJ K . . 
1 1 i^O 1 

On rappe l l e que pour n a s s e z grand , le nombre de X - c l a s s e s d ' idéaux de K 

es t de la forme C [12] , [ 1 3 ] ) : | 26 CKn) | = ( X n , X , e I , 

\ 0 indépendants de n . 

Il e s t c o n j e c t u r é que dans le c a s des r - ex tens ions cyclotomi-

ques , le coef f ic ien t p es t nul ( c f . [14-1 ) . Nous v e r r o n s comment on peut 

i n t e r p r e t e r ce t te condit ion ; nous donnerons en même temps une méthode de 

ca lcul des i nva r i an t s qui nous semble g é n é r a l i s e r et s impl i f ier l es méthodes 

exposées j u squ ' i c i ( p a r exemple , Gold ( [ 5 ] et [6] ) pour l e s co rps qua-

d ra t i ques imag ina i r e s ) . Enfin l ' é tude du r a n g nQ à p a r t i r duquel la fo r -

mule d ' Iwasawa e s t va lab le s e r a p r é c i s é . 

Remarque IV 1 . En ve r tu d 'un r é s u l t a t d ' Iwasawa ( [141 , t h . 2 et 3 ) , 

on peut , pour l ' é tude de , se l imiter à é tudier la P -ex tens ion cycloto-

mique d 'une extens ion cycl ique de Q de d e g r é p r emie r à i. . C ' e s t le c ad re 

dans lequel nous al lons nous p l a c e r dans la sui te . 



2) Cas de la P - e x t e n s i o n cyclotomique d 'un c o r p s r é e l . Nous commençons 

p a r app l ique r l e s r é s u l t a t s des c h a p i t r e s p r é c é d e n t s au c a s d 'une ex tens ion 

L cycl ique r é e l l e s u r O dont le d e g r é e s t de la fo rme g = g ' £ n , n ^ 2 , g ' 

p r e m i e r à : 

On c o n s i d è r e l e s s o u s - c o r p s K et k de L t e l s que [ L : K l = 

[ K : k ] = X . On suppose que L = K On c o n s i d è r e 

~ ëc ë x 
1= S ( L ) / & CL ) 5<(L ) e t on r a p p e l l e ( c h a p . III , § 1 ) que % 

£°CL ) = & ( K ) . On sa i t que t (L ) * / Z (K ) $ (L ) * peut a l o r s 

se décompose r en une somme d i r e c t e s u r l e s c a r a c t è r e s l - a d i q u e s £|X dont 

l e s t e r m e s s ' i den t i f i en t de façon évidente à ( T h . I 2 et Rem. 1 4 ) : 

1 - s e n * / s « ) V a 
y 

e t qui sont des -modules C c f . Remarque III 1 ) . 

On a l ' i s omorph i sme : 

S a / * I t G o W ) * * ^ / g ( K ) ^ ) / ( 5 r a ) ^ /9?(L)n S a ) 6 " ) . 

„ (g 4 ) 

Lemme IV 1 . tCL) / g 0 0 e s t un -module sans t o r s i o n de 

r a n g 1 . 

Cg x ) 

C ' e s t un -module de f açon évidente ( r é a l i s é au moyen 

de l 'homomorphisme déf in i p a r s^—^X.X^ ) , X' l<p ) • V é r i f i o n s qu ' i l e s t 

s ans t o r s i o n ( son r a n g s e r a a l o r s évident ) . Il suf f i t de m o n t r e r que 

IE(L) / E O O e s t s a n s 2 - t o r s i o n ; en e f fe t , si ce l a e s t mont ré , 2 (L) /5 (K) 

s e r a s ans Z.^- tors ion ( c a r a l o r s i l ex i s t e E ^ sans Z . - t o r s i o n te l que 

TEC L) = IE(K) © 1 E 1 e t E ( L ) / E O O , d 'où £ (L) = $ 0 0 $ ^ , 

s ans Z ^ - t o r s i o n ) . L e s s o u s -modules S CL) / & (K) se ron t s ans £ , -Cg ^ ) 
t o r s i o n donc s ans - t o r s i o n : Si on a [£| £ E ( L ) , |£| ^ E O O avec 

l 
|£ £ E O O , a l o r s on a la même s i tua t ion avec £ : f f E O O et 

û. £ € E(K) ; d ' a p r è s la t h é o r i e de Kummer , comme L e s t r é e l l e , on a né -



ces sa i r emen t t £ E(K) , ce qui ne peut se p rodu i r e que pour Ji = 2 , 

auquel ca s L /K n ' e s t ramif iée qu 'en 2 . On a a l o r s le schéma suivant : 

C L 
2 | | 

^ où [ L : L ' ] e s t impair et L ' / K ' es t 

sous -ex tens ion de pour £ = 2 ) . 

Q L 

On sai t a l o r s que L ' = K' ( ^ ) où Tr e s t une uni formisante convenable 

de K ' . Si on avai t = £ <X , ex £ K , dans L / K , on aura i t ( ) A L = ° < A L , 

ce qui n ' e s t pas poss ib le compte tenu des valuat ions C 2 étant totalement 

ramif ié dans L / L q e t non ramif ié dans L Q / < Q . D'OÙ le lemme . 

D ' a p r è s l ' é tude du c h a p . III , § 3 , ^ ( L ) / ^ ( L ) n £(K) es t 

connu et c ' e s t auss i l ' image de ^ ( L ) dans £ ( L ) / (K) . Désignons p a r 
— (g * ) 

l e s éléments de £(L) / £ ( K ) et soit une ^ - b a s e de 

ë<p ëp (g * ) 
&(L) / £ 0 0 . On peut a l o r s é c r i r e ( en t e rmes de -modules ) 

— A ë^ e^ e* _ - 1 ) 
3?(L) / 5 ? ( L ) n ^ C K ) = < U n > , A ^ 0 , où w n es t une 

ème g * r a c i n e pr imit ive ^ de l ' un i t é ( image de crx' = ) . 

De la même manière , on peut é c r i r e £r(K) ffi(K) ^ g (k) 
• = i Ow , - 1 ) a — ë^ e* 

< l g K l > , a ^ 0 , où j £ K | dés igne dans £(K) / 2(k) une 

- b a s e ( w n ^ es t a l o r s l ' image de £ G ( K / Q ) , <x%' image 

canonique de c,1 ) . 
et 

Supposons qu'on soit dans le ca s où Sf(L) modulo t> (K) es t 

er.gendré pa r j^-jJ et & 0 0 modulo £ ( K ) p a r te l les que 

I I I ~ "" I 1 u 
^ K = N L / K p L \ ' On a u r a donc ( Lemme IV l ) : j ^ j > 

C g i ) - , f . ( v r 1 ^ , , 
u uni té de > e t < K l = K l ' V u n i t e d a n s ^ 

On peut é c r i r e l f L | w " 1 ) A u ( f f , ) | £ x | ' M 4 * 0 0 * ; 



TkI = L ^ f * _ 1 ) V ( C O \ i
2 \ , . Considérons N l / k | 7 l | = 

( V - l ) A u i , * ' ' l e * ! \ V) 1 ( ) I = | e t cons idé rons l ' image dans 

é* ë* , ( V - l ) a v ( ^ ) _ = _ ( o - t ' - l ) A u ( c r x ) = 
/ S 0 0 : on a - ( \ -̂i 

On peut p o s e r ^ L / K K 
(v/ i - 1 )X w V w -t — x y w 

£ I = \ ev\ n'L , X ^ 0 , w un i t é , d 'où 

~ (w , - l ) d V . i(w . . - l ) X + A u w 
( t | n ~ l = [c^l n _ i [ . On en déduit l a congruence 

(w , - 1 ) a v = (w , - l ) X + A u w mod i . D'où : n - i n - i 

P ropos i t i on IV 1 . Soit X £ te l que g% s 0 mod ^ n , n ^ 2 . Soient K' t 

et k déf in is p a r [ K , : K* t ]= [K'x : k l = l . On suppose que % / K , K , ) = 

ë^ ê , (g* ) 
) . Dans l ' i somorph i sme £ 0 ^ ) ) ^ 7^ , posons 

^ ë<6 « ^ A 
^ ( K j ) / ^ C K * ) n ~ % et dans l ' i somorph i sme 

, posons / i T C K p n 2 0 0 et 

N K x / K ' / C / t C k ) n gCK^) Ç . A l o r s : 

( i ) Si a < ^ n " 2 c ^ - l ) , a l o r s A = a - x , 

( i i ) Si ( . £ - 1 ) , a l o r s A ^ / n " 2 ( - 1 ) - x . 

P a s s o n s maintenant au c a s d 'une f - e x t e n s i o n : Soit i p remie r 

f ixé e t soi t K = une ex tens ion cycl ique r é e l l e de (Q de d e g r é p remie r à i . 

On c o n s i d è r e KM: 

' i ' ( f ) 
K„ Q 

Q-l K , 
1 1 ( f ) 

Q K0 <D 



Il e s t c l a i r que seul le nombre p remie r X e s t r ami f ié dans K^/K^ 

C et totalement ) . Si f^ e s t le conducteur de K^ , f ,au plus divis ible pa r i , 

peut ê t r e p remier à -6 , tandis que L pour i ^ 1 s e r a divis ible exactement 

pa r i i + 1 ( e n fa i t f. = f Q pour i > 1 ) . 

P a r conséquent , l ' hypothèse que l e s f^ ont l e s mêmes d iv i seu r s p remie r s 

peut n ' ê t r e v é r i f i é e que pour i ? 1 . 

Ut i l i sons le schéma suivant ( où f pa r cou r t ) : 

<Qc 
i 

I 
Q , 
I 
<0 

K, 

K 

H 

ta 

K % 

D ' a p r è s le lemme 111 8 et [15] ( § 8 , 2 ) l 'hypothèse 

NT, iv ( 3<(X )) = K . ) e s t vé r i f i é e pour tout i ^ 1 et pour V / t - T 1 T l + 1 ' 1 1+1 

tout f £ 1 ; or on sai t que l es ont un nombre de c l a s s e s p remier à i ; 

par conséquent , pour f £ 1 ,1% l l = ( S ( K ) : £'(K ) K ) ) c a r l T^ Tj_ ' i 

X& = 1 ( c f . T h . III 2 ( i ) ) . Adoptons l e s notat ions suivantes : soit 

<j/ £ ^ ; on appelle <j>Q un c a r a c t è r e X -adique e n - d e s s o u s de f ; on 
K o 

pose prov iso i rement , pour tout i ^ 0 , rc^ = m a ( h ' ) , $ ^ désignant le ca -
i 

r a c t è r e X -adique e n - d e s s o u s de ^ i a s s o c i é ( de façon évidente ) au c a r a c -

t è r e 4>0| t . 

Fa i sons l 'hypothèse suivante : 
-t-

H ( ^ ) : " Pour tout f i 36 K et tout <p J ^ , i l ex is te iQ } 1 tel que 
i - 1 

m <X ° ( M ) " . 

Alors d ' a p r è s la p r o p . IV 1 et ce t te hypothèse , il exis te 



i > 1 ( cho is i minimum ) t e l que m. , + x. = m. pour tout i > i ( avec x. sO ) : o ' ^ x + i i i o i 

En e f f e t , s i pour i = i o , m i < ^ , i " " ' " ( / - l ) , a l o r s = ) 

en t r a îne b ien m. X ^ 1 ( i - 1 ) , ce qui pe rme t de vo i r que l ' on a 
KrJL 

m. = m. 1 + x. = . . . = m. , + x. , . , pour tout k > 0 . i i +1 i i +k 4 - r - i +] ' v / 
o o o o j= 1 o J 

Ceci e n t r a î n e que la sui te x. . e s t la su i te nulle à p a r t i r d 'un c e r t a i n r a n g ; 
V 

p a r conséquent l a sui te m^ e s t cons tan te à p a r t i r d ' un c e r t a i n r a n g nQ . 
k - 1 

De plus , comme l a su i te / x. . e s t c r o i s s a n t e au s ens l a r g e , la 
p ô i0+J 

su i te rrL e s t d é c r o i s s a n t e ( au sens l a r g e et pour k ^ 0 ) . P a r consé -
o 

quent , si l ' h y p o t h è s e H ( ^ ) e s t v é r i f i é e , on obt ient fac i lement que 

! e s t , pour tout f & v > une su i te s t a t i onna i r e pour n a s s e z grand . 
' n ' o 

D ' a p r è s l a P r o p , II 2 , on a , pour n ^ nQ , j^CK^) 
i - n K 

t»1 

n - 1 n ^ 
qui e s t de la fo rme nrr i*-iO n r C\f indépendant de n ) , * 4_FL 1 T-IL T T 

soi t 

t i=0 1 M1 T i=n0 

a v e c X = t 
<x v.u-u t i ; -

3ëCK n ) ( ' i l ° = i avec X = £ - A + e t S en t i e r , 

On a donc p r o u v é : 

Théorème IV 1 . Soit K une ex tens ion cycl ique r é e l l e de (Q de d e g r é p r e -
+ 

mier à 4 . Supposons l ' hypo thèse H ( J v é r i f i é e pour le c o r p s K . Alors 

il ex i s t e X*", S* , indépendan ts de n , t e l s que pour n a s s e z g rand 
i >i 3S("Kn ) j = X ; en o u t r e , pour n a s s e z g rand on a 

&(K ) = N v iv (K . i ) I ) 5 enf in le r ang n minimum à n ii 1 / iv n + i n - i o n+1' n 

p a r t i r duquel ce t t e fo rmule e s t va lab le ne dépend que des un i t é s des c o r p s 

K. . i 



Remarque IV 2 . On r e t r o u v e a ins i de f açon é lémenta i re une p a r t i e des 

r é s u l t a t s d ' Iwasawa . S ignalons que l ' hypo thèse H ( ^ ) équivaut à ce l le 

de la nu l l i t é de l ' i n v a r i a n t ^ d ' Iwasawa ( [13l ) • L a méthode employée 

permet d ' é t u d i e r l e problème théor ique de l a dé t e rmina t ion du nQ mini -

mum à p a r t i r duquel l a formule d'Iwasawa e s t v a l a b l e . Pour l e moment , 
+ + 

la détermination numérique de X et "0 ne semble pas être effective parce-

que nous ignorons le comportement de la suite des x^ . 

3 ) Cas de la T - e x t e n s i o n cyclotomique d 'un c o r p s imag ina i re . 

Soit L / Q une ex tens ion cycl ique imag ina i r e dont le d e g r é es t 

de la fo rme g = g ' ^ n > n ^ 2 , g ' p r e m i e r k £ et £ . On c o n s i d è r e l es 

s o u s - c o r p s K et k de L t e l s que [ L : K ] = [ K : k ] = i . On pose L = K^ , 

K - K^ . 

On suppose ê t r e dans le c a s où L et K ont des conduc teu r s 

possédan t l e s mêmes d i v i s e u r s p r e m i e r s ; on suppose S-^ et S ^ i - e n t i e r s . 

- 1 A ^ ^ Supposons 

B ^ t ' " 1 ) = C w - 1 ) dans . avec x ' \ 0 

(complét ion en X ) , p r e m i e r à £ . A p a r t i r de l a su i te exac te : <V ^ a > 

on peut é c r i r e S L = - 1 ) A oi C <rt) + 0(<rx ) P ( <j% ) ; 

n L / K s L = c ^ S ' ~ 1 ) A U C ^ + f C ^ ^ ^ ^ » c e d o n n e P a r 

l 'homomorphisme %' et p a r le f a i t que S ^ s S ^ mod ^ ^ ^ c 

Th. III 3 ) : 

X'^CSK )= H n P / O avec f - j f ' C S p . 

On a P ( \ ) = T I C Ç- , où Ç- «•( <rf ) , Ç - V * (<T, ) = C* 
™ a 

( g , ) / 

et a p a r c o u r a n t l e s r é s i d u s mod g^ c o r r e s p o n d a n t à G ( Q^ / . 

On a P . ( 0 = C a ) = H ( 1- C S _ i ; o r - 1 e s t non 



a X p r e m i e r à i si et seulement s i £ es t d ' o r d r e p u i s s a n c e de i , donc 

si et seulement s i a s -f mod g' . On r e m a r q u e que a l o r s a £ £ mod g' Â , 
i n donc C e s t d ' o r d r e X ; posons a = i + X e ' 0 mod 4 ( c e 

qui suff i t à a s s u r e r que ( a , g ) = 1 ) ; il faut ensu i te p r e n d r e de s a c o r -
0 Àg \ r e spondan t au groupe de décomposi t ion de i dans Q / Q ; o r modulo g' 

on a a s X mod g' et le r é s i d u mod g1 de a appa r t i en t au groupe de dé -
(g' ) 

composi t ion de X dans Q. / Q ce qui p rouve que tous l e s a , a = / + Xg' 

0 $ X < ( \ , 0 = 1 conviennent . On t rouve a l o r s P^ ( $ ) = i ï , 

t p r e m i e r à X . 

, . . . . . . . . . ^ 
On a donc obtenu : 

= ( w n _ r l ) A C I ) + P'C S ) / dans Z j 

V é r i f i o n s que o{ ( £ ) e s t p r e m i e r à X : s ' i l en étai t a u t r e -

ment , on a u r a i t o( ( O = (w j - 1 ) <X'( ^ ) soi t %'*(<><) = 

r h ^ g ' - 1 ) % o< ') soi t ) = (Ô^3 ' - 1 ) û( • rnodP^(^) 
û l où 0 ' dés igne le c a r a c t è r e X - a d i q u e a u - d e s s u s de X' . On au ra i t f i n a -

g U 

lement o( ( (Tx ) = ( c r t
s - 1 ) c* ' ( cr x ) m o d ( P -̂C <rx ) , <T% - 1 ) s o i t , 

en c o n s i d é r a n t l ' image des 2 membres de ce t t e congruence p a r X' 

( o ù Ç )) : * ( Ç ) « ( w n - l ) û('( Ç ) m o d C P ( O , Wj - 1 ) . 

Il suf f i t de p r o u v e r que P^,( K ) n ' e s t pa s p r e m i e r à X pour t r o u v e r une 

con t r ad ic t ion : 
P ,( Z ) = 1 - Ç k ) avec \ = Z > b p a r c o u r a n t un sys tème de 

0 b 
(g 

r é s i d u s c o r r e s pondant à G ( /© ( ) ; P ( £ ) = j |( Z - K ) ; 
b 

comme g e s t e n c o r e d iv i s ib le p a r l , on a u r a ( b , X ) = 1 et 

P . .CC ) = n « b - c , * ) non p r e m i e r à X d ' a p r è s le ca lcu l e f f ec tué plus 
0 b 

haut . 
_ ̂  

Si on pose maintenant X' ) = ( w
n ^ 1 > ' p r e -

mier à X > a l o r s on a la c o n g r u e n c e : 



2. -A. 0 ( w n | - 1 ) o( ' = ^ w n 1~ ^ ^ m 0 < i u l 0 > * > premiers à X . 

D'où : 

"Proposition IV 2 . Soi t % i 3T te l que gx s 0 mod £ n ( n > 2 ) . Soit K' t 

défini p a r [ K t : K ^ ] = l . On suppose S - ^ et S ^ ^ - e n t i e r s v é r i f i a n t 

s NKX /K'X
 S K * m o d ' ° n p o s e C p O U r ^ ^ : 

1 ( s « ) ^ A X _ (g * } \ 

B ^ X ' " 1 ) ^ = f %
K e t B ^ * ' " * ) Z , = . 

A lo r s : 
( i ) Si a < / n _ 2 ( i - 1 ) , a l o r s A = a ; 

Ï1 2 
( i i ) Si a > l ( e - 1 ) , a l o r s A 7, ^ n " 2 ( £-1 ) . 

Remarque IV 3 . Si pour un c o r p s k , S^ n ' e s t pa s £ - e n t i e r , c ' e s t que k 
( £ ) 

es t ex tens ion de d e g r é une p u i s s a n c e de X de (Q . Dans ce c a s , on 

peut r e m p l a c e r S^ p a r " a j ^k e s t e i r t * e r » P a r * ' o n obtient 
(X'( a ) - a ) B ^ ( X ) ; o r X ' ( a ) - a s e r a p r e m i e r à £ dès que « ' n ' e s t 

pas de la fo rme Q f ( f ' d ' o r d r e p u i s s a n c e de £ ) . L a p ropos i tbn IV 2 e s t 

donc va lab le ( même si S-^ et S-^ ne sont pas <t -entiers ) pour tous l es c a -

r a c t è r e s p sauf peut ê t r e pour ce lui a u - d e s s u s de 6 f pour leque l i l faut 

adap t e r le ca lcu l ( à moins que l ' on sache que ( 1 ) pour ce c a r a c t è r e , 

a n ) } 
comme c ' e s t l e c a s de s c o r p s Q ' 

Soit K = Kq une ex tens ion cyc l ique imag ina i r e de (Q de d e g r é 

p r e m i e r à Jl . On c o n s i d è r e K,^ ; du point de vue de s conduc t eu r s des 

c o r p s on e s t dans la même s i tua t ion que dans le § 2 . 

"Utilisons le même schéma et l e s mêmes nota t ions que pour le 

ca s r é e l : on a ( T h . II 2 ) , en supposan t w^ = 1 

t̂l-Sâ ^r1 i 



On peut déf in i r l e s nombres rm ( pour <p f ixé impair ) comme 

dans le cas pa i r et f a i r e l 'hypothèse suivante : 

: " Pour tout ^ impair et pour tout <PQ| f , i l ex i s te i ^ 1 

i - 1 
tel que m < i ° C i - 1 ) " . 

o 

Compte tenu de la p ropos i t ion IV 2 , du fai t que l 'hypothèse 

N-̂  j S - ^ = S-^ mod ^ v / Q e s t vé r i f i ée pour tout i ^ 1 et 
^i+1 fi i 

tout fé % et du fai t que l 'hypothèse S-^ ^ - e n t i e r n ' e s t pas n é c e s s s a i r e 
K ^ . i 

dans le ca s des P -ex tens ions c o n s i d é r é e s C c f . Remarque IV 3 ) , on a : 

Théorème IV 2 . Soit K une extens ion cycl ique imaginai re de Q ne conte -

nant pas Q , de d e g r é p r e m i e r à X ( . Supposons l 'hypothèse 

H( )" v é r i f i é e pour le c o r p s K . Alors i l ex is te X " , ^ " , indépen -

dants de n , t e l s que pour n a s s e z grand j ^ C K n ) ( = f ^ n ; en ou t re , 

le r ang nQ minimum à p a r t i r duquel la formule es t valable es t effectivement 

ca lculable et ne dépend que des valuat ions des nombres de Bernoull i 

B / * ' " 1 ) , %' k T 
1 K . i 

La propos i t ion IV 2 permet de dé te rmine r facilement les inva-

r i a n t s X ~ et p-" sous l e s hypothèses du théorème IV 2 ( nous l a i s sons au 

l ec t eu r le soin d ' é c r i r e lui-même l ' énoncé re la t i f à la f -ex tens ion cyclo-( / ) ) 

tomique de Q ( K.̂  = <Q , i > 0 ) qui nous semble p a r t i c u l i è r e -

ment i n t é r e s s a n t ) . 

Citons p a r exemple ce que l ' on obtient dans le ca s des c o r p s 

quadra t iques imagina i res ( r e t rouvan t et améliorant l e s r é s u l t a t s de Gold, 

[ 5 ] et [6 ] ) : 

P ropos i t ion IV 3 . Soit K = (Q ( V- m ) un c o r p s quadra t ique imaginaire 

quelconque ; soi t i t 2 un nombre p r emie r ( s i i = 3 , on suppose K# ^ 



Soit K m la f - ex t ens ion , cyclotomique de K re la t ivement à X . Posons 

IL = K^, , pour i 7, 0 , et soit m^ l ' i nva r i an t analytique a s s o c i é à ^ 
i 

m. 
| = A 1 j pour i > 0 ) . Alors s ' i l ex is te iQ ^ 1 tel que 

1 V 1 
m. < Z C i - 1 ) , on a ^ = 0 , \ = mu et = mQ+.. .+ m. _ 1 - X ( i Q - l ) . 

o o o" 

En ef fe t , d ' a p r è s la propos i t ion II 5 , l e s S-^ sont X - e n t i e r s , 
i 

pour tout i > 0 et on a N^ S-^ s S ^ mod -0 /q , pour tout 

i+1 i i+1 i i 

i ^ 1 ( T h . II 3 ) . On peut donc appl iquer la propos i t ion IV 2 et not re r é -

sul ta t découle du t h . II 2 , 

Remarque IV 4- . Revenons aux hypothèses et notat ions du t h . IV 2 . Notons 

YV le ^ - r a n g de "JCm , pour tout f et tout i > 0 . On remarque que 
r i Ti K 

Jv lv } h t & v , h = l i C , pour tout i > 0 ; o r la r e s t r i c -
/ t i i+1 1 î+ l 11 

tion à de ^ es t in jec t ive C P r o p . Il 1 ) , donc on au ra 

Td, . La sui te ( i ^ O , f f ixé ) e s t c r o i s s a n t e . S i ^ = O , el le 
i i+1 i 

e s t néces sa i r emen t bornée : on a donc r ^ = r pour i a s s e z grand dans 
' i 

ce ca s . 

Remarque IV 5 . L ' é tude p récéden te ( notamment l e s propos i t ions 1 V 1 

et IV 2 ) peut s ' app l ique r dès que l ' on a une extension cyclique de d e g r é £ n 

du c o r p s K , qui n ' e s t pas néces sa i r emen t contenutdans la f -extens ion K^, 
on peut donc , dans c e r t a i n s cas , é t a b l i r des formules du type : 
I ^ C V l , pour n o i 4 n . 
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