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APPLICATION DE LA NOTION DEY-OBJET A L'ETUDE DU GROUPE

DES CLASSES D'IDEAUX DES EXTENSIONS ABELIENNES

par Georges GRAS

Résumé . Cet article est composé des deux parties suivantes :

(i) Une partie algébrique ( Chap. 1) ol l'on procéde a 1'étude sys-
tématique de certaines familles M de & -modules ( appellées les & -familles),
&G désignant le groupe de Galois de l'extension abélienne maximale de @ .
Cette étude conduit & la définition de sous-modules My (¥ parcourant
certains ensembles de caractéres de®) dont les éléments sont appelléds les
¥ -objets ( relativement & M ) . Cette fomille de sous-modules permet dans
certains cas notamment dans le cas dit des & '-familles d'éclairer assez
bien la structure des &-modules constituant M ( compte tenu du fait que
1'on n'est pas dans le cas ou les algébres de groupes utilisées sont semi-
simples ) . |

(ii)  Une partie arithmétique ( Chap. 11, lll et IV ) ol 1'on applique
les résultats sur les -objets au coas des groupes des classes des exten -
sions abéliennes de QU . Différents résultats sur les classes relatives et
les classes rdéelles sont obtenus : la géndralisation au cas non semi-simple
de l'interprétation arithmétique de Leopoldt pour les classes réelles, une
interprétation analogue pour les classes relatives , une interprétation du
théoréme de Stickelberger , une généralisation d'une formule d'lwasawa
sur l'ordre du groupe des classes relatives et un certain nombre de résul-
tats relatifs aux [ -extensions cyclotomiques des extensions abéliennes de @QQ.
Enfin cette étude permet de définir , dans le cas général , des invariants

" classes "

mﬁ(%) , My (#') et des invariants " analytiques " m¢(h) ,
m g (h"), ¢ parcourant l'ensemble des caractéeres £ -adiques de & , et de
poser le probléme de la comparaison de ces invariants .

L'idée de la définition des Y -objets doit beaucoup & 1'étude des

travaux de Leopoldt et aux rédactions q\ii en ont été faites par B. Oriat dans

[17] et f18] .



Chap. I

Définition et étude générale des P -objets .

1) Introduction . Dans [15] Leopoldt a défini des groupes d'unités que

nous appellerons ( comme dans [18] ) des % -unités . Nous allons dans ce
chapitre donner une définition plus générale de la notion de ‘¢ -objet ,

n'étant plus nécessairement un caractére rationnel irréductible et les mo -
dules intervenant dans la définition des ¥ -objets , n'étant pas nécessaire -

ment Z-libres comme c'est le cas des groupes d'unités définis dans [15] .

2) Extensions abéliennes de @ -Caractéres .

Soit Qa 1'extension abélienne maximale de @ contenue dans
une cldture algébrique @Q de R avec le schéma d'inclusions suivant (Z étant
~ e
un nombre premier donné , ﬂl une cloture algébrique de Q( et Il! un com-
plété de £2,)

Fa )

Q,——G,Q — 4,

o..___ Qz
—— Q

Q ——@g&— @°

On pose G = Gal (R?/ Q) et on note %' 1'ensemble des caractéeres de
degré 1 de & , a valeurs dans ‘Q‘l , et dont le noyau est fermé et d'indice
fini dans <& . On définit les ensembles de caractéres rationnels ¥, £ -adi-
ques @ et les ensembles de caractéres correspondants ‘pour un sous-corps
K: Xy, fK , @K . Pour la définition de g, , K, , G/" y By JHEX

cf. [8], (157 ou [18].

3) Définition des G -familles et des @'-familles .

Soit ¥ la famille des extensions finies de Q contenues dans



Qa . On suppose donné une famille M de ZLIS] -modules M = (M(K))Kéx
indexée par X et , éventuellement , deux familles d'applications ( NL /X )
et (jp /X ) indexées par 1'ensemble des sous-extensions L/K , L, KeX
Nous allons faire des hypothéses sur ces familles . Avant nous précisons
les notations suivantes :

Si K€X etsicée, onnote O’K 1'image de 0" dans Gal(X /@
- G/ Gal (R?/X ) . Pour une extension L/K , L , K€X , on pose

G(L/K) = Gal (L/K) et on pose QL/K= ‘GZ(E/K)S €2G(L/XKD] .
s €

a) Hypotheses sur les familles ( M(K))KGR , (NL/K) et ’(jL/K ).

On considére les trois conditions suivantes :

(i) Pour tout K € R, pour tout x ¢ M(K) et tout €& X ne dé-
pend que de la classe de o modulo G(Q?/K ) ( Autrement dit, les M(X)
sont canoniquement des G(X/@ )-modules par la loi XVK - xr) .

(ii) Pour toute sous-extension L/K , L, X eX , NL/K est un ho-
momorphisme de & -modules de M (L) dans M(X) , j /g estun homomor-
phisme de &G -modules de M(K) dans M(L) et on suppose que pour tout tri-

plet X, L, E € X , KcLCE , on a les formules de transitivité :

Np/x © Ng/ = Ngyx et Jg/ ©d/x = Ig/x -
(i)  Ona j g0 NL/quL/K ,pour K,L€éX ,Kec L ,
QL /X étant ici identifié & 1'homomorphisme de G(L /@ )-modules défini par

Y, (%) = x® , pour tout x €M(L) .
L/x s€G(L/K)

Définition1 1, Si M= (M(K))Kex vérifie la condition (i) , nous di -
rons que cette famille est une &G -famille .
Si en plus, on dispose de deux familles (NL /K) et (jL/K ) vé-
rifiant les conditions (ii) et (iii) , nous dirons que la famille M est une'-
famille ( les homomorphismes NL /X et jL/K étant supposés associés a M

sans ambiguité ) .

b) Propriétés immédiates des G '-familles .




Proposition 1 1 . Pour tout KeX , QK/K , NK/K , jK/K sont 1'identité
sur M(X) .

démonstration

Ceci est déja vrai pour QK/K . D'apres (iii) , ona
. . 2 2 . s .. -
ig /x © Ny /X = id ; Ny /X~ Ny /K €t IK /K T IR /X ( d'aprés (ii)) entrafnent
. 2 . . 2 . '
Tk /x © Ngjx = Ny = Jx/x © Ng/x = etig/x © Ngjx = Ix/x -

Proposition 1 2 . Si 1'application NL /X est surjective ou si l'application

Jpjx est injective , alors N, /X © ip Jx est 1'élévation a la puissance [L:K]
dans M(X) .

démonstration

Supposons NL/K surjective .

Soit x € K, x=Np jx (y) et jp 5 (xd=jp 0 Ny ()=

S et N iv e(x) =N ( s) =
secL/Ky > o TLRCILKT LK Ceocixy T

; ] (N y)®, mais N (y) =x € K et le produit est égal
seG(L/K)  L/KTT L/X

3 (N K(y)) [L:x] _ x[L:K]

L/ . Si on suppose jL/K injective , alors

ko N o I kGO =V G 6= L oy oot -

s eG(L/X)
1

. s . [L:x] . e s .

j (x°) = j (x) ce qui conduit a N 0j (x) =
seG(L/K) L/K L/K L/XK°IL/K
x[L:K] .

c) Exemples . Les exemples les plus simples de telles familles

sont obtenus pour les familles M suivantes :
(i) M(X) est le groupe des unités de K ;
(ii) M(X) est le groupe des classes de X ;

danslces deux cas l'opération est celle de Galois et les applications NL /X



et jL/K sont bien connues .
(iii)  Soit A un anneau ; on pose M(K) = A[G(X/®)] ; M(X)

estun & -module si l'on pose , pour U€ S et W€ A[G(K/R)] ,

TC.w = G'Kw ( produit dans ALG(K/® )] ) . Les fonctions NL/K sont dé-

finies par NL/K(O-L )= 0% , pour tout T € G(L/®@) et par prolonge-

ment par A-lindarité a A[G(L/®)] . Si O-K €G(K/@) , on pose

T o

jL/K (O'K ) = TEoLIK) L= QL/K O—L et on étend par A-linéarité .

On vérifie facilement que 1'on a une G '-famille .

Remarque 1 1. Dans le cas M(X) = ALG(XK/@)], les homomorphismes
NL /X et jL /X sont respectivement surjectifs et injectifs quels que soient

L, KeX, XcL,et 'application NL/K est un homomorphisme de A-algébres
alors que jL /X n'est qu'un homomorphisme de A-modules ( cette propriété
de NL /X provient de la propriété universelle des algébres de groupes puis-

que la restriction de Np /K 4 G(L/®) est un homomorphisme de G(L/@ )
sur G(K/@)).

4) Définition des sous-modules My , My et MYy .

a) Rappels sur la Fk-conjugaison ( [19] ) . Soit A un sous -
(*)

anneau de Q!. On suppose que A est un anneau de Dedekind a corps rési -

duels finis tel que A [T ] soit un anneau de Dedekind quelle que soit la ra -
cine de 1'unité & (par exemple A=2Z , A = Z, ou A = Z-u)) .

Soit ¥ € %X . Soit alors P% le gi polynome cyclotomique global ;
on note encore 'Pz son image canonique dans A[X] . Soit k le corps des
fractions de A dans .Q! et soit k"; /k 1'extension obtenue en adjoignant les
racines gi de 1'unité ; on rappelle que k;/k est une extension abélienne
dont le groupe de Galois est canoniquement isomorphe a un sous-groupe de
(Z/g,2 )*. On pose Fk,'L = Gal (kjy /k) . On définit , comme dans

flS] une relation d'équivalencg dans ¥ ' que l'on appelle la Fk-conjugai-

T
(*s)on\en posant pour T € Fk:'t . 1' = 2'® , a €Z représentant T

hypothése inutile ici ; sera utilisée par la suite .



*
dans ( Z / gxz ) . Si 0y estun générateur de Gl , alors les x'r(O'x ),
pour T & Fk g » Sont les conjugués de % '(0y ) dans k'ﬁ /k . On dé -
?

finit alors les fonctions Y

T
$- 2w
Te k,1

ces fonctions sont appellées les caractéres irréductibles sur k . Comme
applications de & dans ’CZ! , les applications ‘¥ sont a valeurs dans A .
On utilise comme dans [8] la notation }'|Y pour dire que %'est un
terme de ‘F .

Les caractéres rationnels sont obtenus avec A = Z , les ca -

ractéres /-adiques sont obtenus avec A = Zl .

b) Correspondance entre caractéres et polynomes cyclotomiques.

Dans k[X] R P% se décompose en un produit de polynomes ir-
réductibles tous distincts Q 1,i chacun de ces polynomes Qz,i se dé-
compose en polynomes du premier degré dans k', . Les racines de ces po-
lynomes étant des racines primitives gi de 1'unité , chaque Qx,i est de
degré fk'z :k] . Si Zi est une racine de Qx,i dans kj , les autres ra-
cines sont les Zf pour T € /:(,x ; ainsi ces ensembles de racines cor-
respondent bijectivement aux ensembles de la forme (%' (0y »Z'G Fk,z ,
r'eX 'K” d'ordre g8y parcourant un systéme représentatif de caractéres pour
la Fk-conjugaison . On peut donc indexer de fagon non canonique les divi-

jeréduchbles
scurs)de Py A l'aide des caractéres f obtenus & partir des caractéres L'
d'ordre 84

On pose Py = (X - %'(0y ) ; c'estun polynome de A[X]

vly
irréductible sur k . Ceci suppose qu'un choix des générateurs 0y a été ef-

fectué une fois pour toutes : Pt‘, dépend du choix de O—% , cependant , on a

r—(P =P, , pour tout X € X .
oy T "

c) Définition des modules M‘P .

Définition 1 2, Soit M une G -famille . On suppose que l'anneau A est

tel que pour tout K€ X , M(X) estun ALG(K/@)] -module. On pose



pour |1 :
My = ixeM(Kx) » Pp (03 ) x = 1} ;
les éléments de Mq, sont les Y -objets dont nous avons parlé dans 1l'intro-

duction ; M‘P estun sous-A[Gx]-module de M (K,{ ) .

Proposition 1 3 . Le sous-module Mgy ne dépend pas du choix de 0, mais

uniquement du caractére Y .

démonstration

On a PqCUg,)=m(0'x - %4'(% )) et pour ( a, g,)-s 1,

soit Oy & un autre générateur de G, avec lequel on obtient le polynome

B¢ '_‘m(X'x'(mﬁa)) ; P,{ (O’xa)= (O'xa_x r(gxa)) . soit

1'|¢

P, (o) =I;;((O; - X0 (0 a-l, .. tge-l (03)) et de la m&me ma -

¥ x
ni¢re, on aura Py (0z) = (%a A (D)) (O.xa(a -1) teeat x,a(a -1)(02)),

¥y
ol a*est tel que aa" =1 mod g, - Les relations P} (og )€ Bo(p) ATG,]
et By (Gp) € P (CT:) A [Gz] montrent l'invariance de la définition . On no-
tera désormais de la fagon suivante qui ne fait plus référence a 7 :

M\‘,= { xeM(Ky), Py x = 1} , pour ‘{’\%.

D Cas particulier des caractéres rationnels ., On a donc

My = {x eEM(Ky) , P, x = 1} . On a alors le résultat suivant qui per-
met une autre interprétation de M, , uniquement dans le cas des carac -

téres rationnels :

Théorédme I 1. Soit M une & -famille . On a

M,x’={xéMCKx) ’\)Kx/K x = 1 , pour tout X ;—Kx } .

démonstration ( d'aprés une communication personnelle de

]J. Martinet en date du 23/10/1968 ) .

Trois lemmes préliminaires sont nécessaires .



Lemme 11. Soit n »1 et soit p un nombre premier quelconque .

Notons Pn le n° polynome cyclotomique de £ [X] :
(i Pn(Xp)=Pnp(X), si p divise n ,
g PN . N
(ii) P (X )-Pnp(X)PnCX),51pned1v1sepasn.

11 suffit de comparer les ensembles de racines ( qui sont dis-

tinctes ) des polynomes des deux membres .

Remarque 1 2. Ce résultat permet de déduire le résultat utile suivant :
Si n >1 est distinct d'une puissance d'un nombre premier alors Pn(l) =1.

On a ensuite P | (D =p , pour tout k > 1 et enfin Pl(l) =0,
P

En effet, Pp(l) =p, dou, pour k2 ,P , (D=P, , (D=
P P P

P k-1 (1) , d'apres (i) ; d'ou le résultat . Si n n'est pas une puissance
P

de p , on écrit n=pk n, , avec no#l etp)( ng o, k>1 ; (ii) donne

Pno(l) = Pnop €D Pno (D ; comme Pno(l) #0 (car n # 1), Pno p(1) =1,

(i) permet alors de conclure pour P .

nop

Lemme 12 . Soit n = PqPg e Py s P; nombres premiers distincts ,

avec t 32 . Alors pour tout couple (i, j) , i#j , il existe Ai ’ A§ €2 [X]
j i i ~
telsque A; PP._+ Aj P 1.

-

P; P

On démontre ceci par récurrence sur t 2 2 ,

P2'1
Sit=2,alorsn=plp2etPn = X +o+ X+1 ,
P
Pl'l
P n = X +...+ X+ 1 . Sion appelle polynome géométrique , tout



polynome de la forme X" + x2-1

+..+X+1,n2» 0, oule polynome O,
alors , si P et Q sont géométriques , Q¥ O , le reste de la division eu-
clidienne de P par Q est un polynome géométrique et le quotient est dans
Z[X] :eneffet,simyn, siml=q@@tl)+r, O<r<n, ona
X4t X+ 1= (X 40+ X+ 1)C xorl-(ot1) | ymel-20+1) cee +
Xm+l-q(n+1)) + 1+ X +...t Xr-1 (sirp»0) , O sinon . En particulier ,
l'algorithme du p.g.c.d. donne un polynome géométrique . Comme le seul
polynome géométrique constant non nul est 1, il en résulte que si P et Q

sont premiers entre eux dansQ[X] , le p.g.c.d. trouvé sera 1 ; la rela-

tion de Bezout est alors possible dans Z [X] ; ce qui est le cas pour Pp
1

tP_ .
ep2

Supposons t 2 3 . Soient P; > pj » q trois nombres premiers

distincts divisantn . On pose n' =— y par hy pOthéSQ de récurrence ona
q ’
dans Z [X]

A'g (XD P "y X))+ A‘;.' (XOP _,(X)=1, cequidonne
i 5
A'g(Xq) P (XD + A'?(Xq) P (X9)= 1, d'lla relation
3; %

puisque ici (ii) donne : P (XD =P n (X)P o (X) et
P; B P
4y .
PB'..(X ) PP—(X) P-n_.-(X> .
p.

P; P; j

'Ul'.'-*

Lemme 13 . Soit n > 1 ; posons N (X) 2 pour tout p

premier divisant n . Alors il existe des polynomes APCX) de Z [X] tels
que :

PLX) = £ 00 N L0
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Soit q un diviseur premier de n . Montrons que si la propriété

est vraie pour n, elle est vraie pour nq :

q - q 1y
P (X3 = P (XD - ZApcx YN, LX)

Pln
p-1 LY
or N_ (XD = Z XP " =N (X)), d'ol le résultat
&P i=0 4P

Il en résulte que si la propriété est vraie pour tous les nom -

bres n sans facteur carré , elle est vraie pour tout n >1 .

Pl'l
i = P = see 1 = N ’
Sin=p, Pl(X) X Faeet X 4 Pl’pl(x> ;
on démontre par récurrence sur le nombre de diviseurs ; si
D =7DjeD s t22 , on pose n, = -g— pour tout j . Par hypothese ,
J

Pn.(X)SZ AJi(X) Nn.,p.(X) , d'ol , en posant A;s 0
j i=1 jTEL
i¥]

P (X 1)aP (X)P. (X) AN 0
n, = %n n '1_ i n, P, ’

comme ona t22 , on peut appliquer le lemme 1 2 : on utilise une relation

de Bezout dans Z[X] entre deux des 'Prl y ce qui conduit au résultat.
j
On a donc démontré que 1'idéal engendré dans Z[X] par les
N _(X) est égal & P_(X)Z[X] : en effet, on vient de voir que P_(X) ap-
n,p n g

partient a cet idéal ; il suffit alors de voir que Nn,p(X) = Pp(X ), or
toute racine d'ordre n de 1'unité annule Nn,p(X) donc P_(X) divise Nn, X
dans Z [X1 car les polynomes sont unitaires .

On applique alors ces résultats a Py (0y) = ng (0y) et aux
Ngx,p (0) = QK” [k ol kp est , pour tout p | g, » l'unique sous -ex-
tension de K, telle que [ K,: kp] = p . Le théoréme en résulte immédia-

tement .
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Remarque I 3. Ce résultat est a rapprocher des résultats de Leopoldt
(cf.[157, Satz 4 ) ; cependant , Leopoldt suppose que les modules con-
sidérés sont sans Z -torsion et sa démonstration n'est pas généralisable
aux modules de torsion puisqu'elle est obtenue en considérant les @ [Gy] -

modules Q@ M(Kg) .

e) Application & la définition de M}, . On suppose maintenant

que M estune & '-famille . On pose par analogie
My = {xeM(Ky), Ny jx x= 1, pour tout K & Xy ;.

On a donc, puisque ij /X © NK,X,/K = QKox’/K y My < M%

Par conséquent, My estun sous-module de My . On aura My = MYy pour
le caractére ¥ si et seulement si les restrictions aux sous-modules
NK% /X (M(Xy ) des applications ij JK sont injectives ( pour tout KC Ky),

(g;)
£) Les My comme A -modules . On rappelle que les My

sont des sous-A [Gyl-modules de M(K4) annulés par P_f(o',c) . On peut
donc les considérer comme des A[G«x,]/(P?(o'x))-modules .Or Ry € Af[X]

et est unitaire , donc A ng]/(P,f(U}))‘}: A[X1/ (Xg%-l » Po(X) =
A[X] /(P.{,(X)):‘: A & ( en vertu de 1'hypothése faite sur A , A(g") en-
gendré par A et les racines de Py estun anneau de Dedekind ) .
L'isomorphisme ( non canonique ) peut étre réalisé par l'application déduite
de la correspondance ¢ — X'(0 ) pour tout 9 € Gy, avec %'I‘? fixé .
On remarquera que pour ‘?l'[ , les M“P sont tous des A(gx)-modules , mais

les lois scalaires ne sont pas les mémes .

Dans le cas des caractéres rationnels et pour une & '-famille,

gx)
les My sont des sous- Z< -modules de Mg . On vérifie facilement que si
les applications normes NKx /X sont surjectives pour tout K € Ky, alors
M% /M'x a pour exposant un diviseur du produit P .

Plgy
P premier
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5) Un calcul d'indice dans un cas particulier . Soit M une G -famille .

On suppose donné une autre& ~famille N = (N(K))Kex . On suppose que
pour tout X , N(X) estun sous-A-module de M(K) ; c'est donc un sous-
A[G(X/®)] -module . On aura donc :

Ny = {x € N(Ky) , P?(xg;)l} = MypgN(K,) , pour g, ¥ irréductible
sur k ; Ny est un sous-A -module de My . On fait alors 1'hypothése

suivante : My et Ny sont des A-modules sans torsion et de rang 1 en tant

que A -modules . Il en résulte que Mgy et Ny sont sans A - torsion

(gy)

(car A est un anneau de Dedekind ) . D'aprés le théoréme de structure
p

des modules sans torsion sur un anneau de Dedekind , Myest isomorphe a

(g,)

un idéal entier non nul Ude A et dans cet isomorphisme , Ny a pour
8z
image un idéal 4 multiple de U . Il en résulte que Mg/Ng A JCR/% ).

On a alors , en posant J/U = C ( idéal entier non nul ) :
(gx)
Mg/Ne | =1 /] - \A/Nk', /k Gl

Résumons le principe du calcul :

Proposition I 4 . Soient M et N deux G -familles de A[S ]-modules sans

A-torsion ; on suppose N(K) sous-module de M(X) pour tout X € X% .

Pour ¥ |1, V¥ irréductible sur k , soient Mget Ny les sous.modules cor-

(gx)
respondants en ¥ . On suppose My et Ny de rang 1 sur A . Alors

1'indice de N‘f dans Mq, est fini et est de la forme :
,A/ Nes /x ]
\ g*)
ou ]: est un idéal de A défini de la fagon suix(ran;e : Soit My —> U
-2
un isomorphisme de My sur un idéal entier de A et soit ﬂ l'image de N\f

par cet isomorphisme , alors (; = § /N .

6) Cas d'une ¢ '-famille ol les M(K) sont finis . Soit M une & '-fa-

mille et soit LéX fixé ; on a alors le résultat suivant
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Proposition 15 . Soit LeX . On suppose que L/@Q est cyclique et que

M(L) estun groupe fini . On suppose que pour toute sous-extension X /k
de L/Q@ , la fonction Ny /x est surjective ; alors les M} sont finis ( pour
tout X € fL ) ct ona:

ML) | =J;E{ iy |

démonstration

Pour faire la démonstration , on peut toujours supposer que les
M(K), KeL , sont des £ -groupes : en effet , les £-Sylow des M(K)
constituent une & '-famille si on restreint les applications NL /K et jL/K a
ces £ -Sylow . On vérifie que les applications NL /X sont encore surjec -

tives . Lorsque les M(K) sont des 4 -groupes , on a le résultat suivant:

Lemme 14 . Si [K:k] est premier a 4 ot 1'application NK /k surjective,

1'homomorphisme e /k est injectif .

En effet , soit y e M(k) tel que jK/k (y) = 1; on sait (cf.
Prop. 1 2) que , puisque Ny /k est surjective , NK/k ° jg jx est 1'élévation
K :x]

a la puissance [K:k] , donc on aura y = 1 et comme l'ordre de ¥y

est premier & [K:k] , onendéduit y=1.

Posons G(L/Q)=H=xG' , o H estle ¢-Sylowde G(L/@Q)

et G' un sous-groupe d'ordre premier & £ . On a le schéma suivant :

/

G
L’n K% Lok
L Ky, L H
| d
L'O"Q K?"' Ky Lo
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Comme H est cyclique ( d'ordre f ) , 'ensemble des sous-corps de L est

de la forme{K%}( \Pi éxL ) ol K% est le composé de Ky et de L{ ou Ky
est le corps correspondant & un élément Y= ‘f’o de xL (Lo corps fixe par
o

H) et ol L est l'unique sous-extension de L} ( corps fixe par G') de degré
¥ 1 sur Q (0<idn) . Soit M*( K.& ) le noyau de la restriction & M(Kq‘,)
%
de N% = NKY /K‘(’ , pouriy 1, et soit M (K*o) = M(K‘Ya) .
i i-1

On a les suites exactes de G(L/@ )-modules

1 —>M(K, ) —>M(K )-—N-!‘-"—éM(K ) —>»1, pourizl .
¥ ¥ Yi.1

On peut les considérer comme suites exactes de G'-modules donc de %!)f G'] -

modules . Les idempotents de cette algzbre sont ceux de Q [G'] et sont de

la forme e:‘, , pour \re %L y ' = 1

= — ‘{’(0"’1 )o  (en convenant,
o Y ‘Gl’ ce g

dans 1'écriture Y (0 -1y , d'identifier canoniquement G' ainsi que les grou-
pes G(L{L{) avec G(Lo/@ )) . D'aprés Leopoldt ( cf, [10] et [12] , par-
tie V, § 2 ), comme les applications N sont surjectives et les applications
j injectives relativement aux sous-extensions de degré premier a f de L/@, il

va en résulter que :

\

e ey
M(Li) ¥ s'identifie canoniquement a M(K‘l’ ),
i
ey * ey
M*¢ Li) " " M ( K‘Y ), oul'on note par
i
1 2 “lyg .
abus e, =-— Y (¢™" )0 . Redonnons brizvement la

Y 8y O'GG(K.Y /Ll'l)
n

démonstration dans le cadre plus général des & '-familles constituées de

f -groupes non nécessairement finis :

En décomposant G' modulo G(Ln/K? ) , on peut écrire e} =
n
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or Vp_jx, MLy QLi/K*.(M(Li))=jLi/K?.oNLi/K\P.(M(LiD -

n 1 1 1

jLi/K? .(MCK*i D ~MK ?i) ; d'ou , puisque [Ln:K*l’n] est premier & £,
i

\J T

Y _ Cy n £, &Y * €y
M(Li> ot M(K.l,i) . De méme , M (Li> -~ NLi/K‘I’ M (Li)) ;
i

il suffit alors de vérifier que , pour i3> 1, Ny ,ky (M*(Li ) = M*(K,? )H
i i i

x
une inclusion étant évidente , soit x&é M (KY );onax-= Ny ok, Vo
i i

Y.

i
yeéM(L,) et NYi NLi/K y = 1 soit NLi/K* y = 1 soit
i i-1
N N y = 1 ; par application de j on obtient
Lia®y | Rl ’ Lio/Xy |
x
N v y=1 donc ¥ y(-M(L.);or\) X =
L./L, 4 Li/KYi ’ Li/lg‘,i i Li/K\yi

[Li:Ky ] \
X to. NLi/K*. 'OLi/KY. y € NLi/K?‘(M (Li» ; comme £ ne di-

1 1 1

*
vise pas [Li:K\',.] , il est clair que x ¢ NL./K* (M (Li))
i i .
i

On déduit alors de [15] (chap. 1, § 1,2 et formule (6) ,

e
¢
p.21) que MK, ) - xeM(K.,,i) , NK*.

x = 1 pour tout k,L{Ckg-K\y.}
; [3

1/k

x Sy %
donec M Ky, ) ={xéeM (Ky ),N = 1, pour tout k,L!'c k< Ky,
*i { fi ’ ’ t ] g ?‘}

X

Ky, /x

( on utilise le fait que les applications i v. [k sont injectives ) . Il résulte
i

e

de notre définition de MY , que M*(K*, ) Y. M'y pour tout i .
i i

Dans le cas fini,. on aura alors : ﬂ !M;l = ﬂ ‘M‘&K )e,,‘ =
1eX, b4 Yi

I }N'fl_i)e:'l= UIN*(LiDS - M) ﬂ IMED L - may] .

4
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7) Cas d'une & -famille de Z! -module_i_. Soit M une & -famille .

On suppose que les M(K) sont des ZZ -modules , donc des Zl [cx /@ )] -

modules . On désigne toujours par la lettre ¢ les caractéres £ -adiques.
Etant donné X' ¢ X', il ‘existe ¢' et ¢'e X' uniques tels que
%'= ¢ ¢' ettels que ' soit d' ordre premier 4 { et ¢ ' d'ordre une
puissance de £ . Décomposons G, sous la forme G'% x H (H étant le { -
Sylow de G, ) et posons 8, = | G4 |
On définit é'x, =L Z ¥'( c'l)o' , ’é‘b -1 Z ‘P (0‘1)0'
8} deGy g, 7t6

olt 1)1 est le caractére [ -adique au-dessus de ¢'et é' EZ:'{’CO"l)U'
0' Gz

On a donc , en vertu des définitions du § 6 , &, = e e

x, Y,’e¢=e¢ ete=e?o

y 4

On peut considérer que les 'é'¢ pour ¢|% ( par exemple ) sont
les idempotents de l'algébre Z! [G'%] ; ils permettent de décomposer un
Z‘,[ G,]—module puisqu'un tel module est canoniquement un Z( [G't] -mo-
dule . L'indiciation ¢[¥ —> é'¢
Nous allons dans le résultat ci-dessous faire le lien avec les définitions an-

est propre .
térieures .

Théorédme 1 2. Soit M une & -famille de Z[ -modules .
Soit Y€ ¥ ; on a la décomposition : M,x = ea M‘P . Dans cette décom-

e
position , les sous-modules M¢ coincident avec les sous-modules M, ,

olt gy est 1'idempotent de Z£ [G'z] associé au caractére ¢|1 .

démonstration

On peut supposer 8 = 0 mod/ car sinon on est dans le cas
semi-simple et le théoréme est alors évident ( [17] , partie I1) .
Soient deux caractéres { -adiques ¢ 1 et ¢ 2 distincts en-
dessous de ¥ ; on pose P¢ (X)=Q. (XD, P4’ (X)=Q,(X) (cf. §4,b
1 1 2 2

pour la définition de Py ) .
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Lemme 15 .11 existe U, , U2€Z£[X'] tels que U;Q; + U, Qy= 1.

Comme les polynomes Ql et Qo sont irréductibles dans Q{ [X] ,
on peut éerire en fait  U,Q; +U,Q, = V4 k ,» k2 0, dans ZI [X] en
choisissant U; (resp. U, ) de degré inférieur au degré de Q, (resp.Q, ),
( ceci est toujours possible Q1 et Q2 étant unitaires ) ; on suppose ensuite
les coefficients de U1 et U, non tous divisibles par A ; on peut donc par

exemple supposer que les coefficients de U2 ne sont pas tous divisibles

par £ . Supposons enfin k> 1 .

g1)
Soit H1 le groupe de décomposition de £ dans @ /@ et
(gy)

soit Z une racine de Q1 dans Z ( les autres racines de Q sont les

(g”)
;a=za,pour o, €H, ) ; on a alors dans Z

2(Z)Q2(Z) f ; or Qu(X = }—_ X- Z: , ou Zl est de la forme |
g, €H, i

7 avec 0’C4Hl ; donce Q2(5)= ]—T .- ; a)_ I—[ ((-2%¢) -
a’a 1 O'EHI

l I(Z'( 1-£3¢-1% | Posons g =¢"g ,(,g d)=1,n31.Pour ;
o EH 2 A x
a 1 l
(gy)
que 1- Zac-l ne soit pas inversible dans Z[ * i faut et il suffit que

l'on ait ac-1=0 mod g}, , soit ac =1 (g)) ce qui entralne g, & _€H,

(g8¢) (g% gy) C(g'%)
car G(Q S /R S )c H, ( 1'extension @ 8 /Q 8% étant totalement

<

ramifiée ) mais 0,€H,etonaurait & € H,; ce quiest absurde . Donc

(gy) (g,)
Qz(?:) est une unité dans Zé . , d'ott U( €)= Omod{ dans Z 4
A (g, ) -
Désignons par ’J; 1'idéal maximal de Zl et soit k le corps

(g,) —
résiduel de (DZ b . Si Pée Z [x], désignons par P 1'image canonique
de P dans H? [X] et soit Z 1'image canonique de ¢ dans X « On a)
Q1 Q0 ol e =[n- (£ -1) (indice de ramification de £ dans Q

et ou Q0 est un polynome irréductible de IF: [ X1 (c'est donc le polynome
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irréductible de { dans IF( [X] ) . Avec ces notations , tout polynome

P¢ ZID(] tel que P(&) =0 mod’(); est tel que P € Q_ IFZEX] ; en parti-
culier on a ﬁz (&)=0, donc , dans II} [ X7 on aura ( puisque 1—32 # O par
hypothése ) :

ﬁ2= K@O“ ,y X2 1, A#O , aonedivisantpasﬁ ; on désigne par
A, Q des reldvements de A , (30 dans Z( [X] en supposant les coefficients
dominants non divisibles par £ (il suffit de relever en conservant les de-
grés ) . On aura donc U, = AQO°(+!B Be 2, (X1 soit U,y ( g -
A(Z)QO(Z)+IB(Z) Omodff,sonA(Z)Qo(Z)"Omodf . Or :
A(Z) estune unité ( car on a supposé Qo ¥ A ), d'ol Qo(Z) = Omod ¢ .
Montrons que 1'on a X2 €, Le seul cas ou l'on puisse avoir £ | g, cte= 1 ;
estlecas £d=2 ,n=1. Dans ce cas , on a trivialement 2 e, On peut

supposer e > 1.

On a P,.(Z>= i I (Z Lc )= ﬂ(:(l al» ; or ]
Sy aé(Z/gz !

Z‘na'l

sera d'ordre une puissance de £ si et seulement si Pa-1 20

raod g' soit si et seulement si a /"= 1 mod g' ; ceci , compte~tenu du ’
domaine de variation de a , définit une umque valeur ajetonaa E

mod gz donc a°£ ¥ 1 mod fg% et Z -t est une racine de 1'unité d'ordre
/", de telle sorte que 1-2:1n o™X 2’?\‘\ % 2 4ot 1e fait que P (Z)GW '3"

il en résulte que , en écrivant Pg, CQo +4D, C, DGZ X1, C(Z}# 0

mod '20 , on aura P (Z) c(g) Qo (7)) mod’b° soit Qo (Z)é'p 7’
(care>1) . Ceci entralne d'une part § = 1 et , d'autre part , Qo(?.' Y€
'a N ’)312. La congruence Q:(Z) = 0 mod £ obtenue plus haut entrafne
donc & 3 e et U2=A'Q§+/B (A'=AQ:'e) ; mais on a aussi
Q=Q+/4T,T¢ z,[ X1, soit Up= A'(Q; -£T)+dB=AQ +{ S,
SeZ ’ [X] . Comme A' est non nul et de coefficient dominant non divisible
par £ , U2 est , ici , de degré supérieur ou égal a celui de Q1 , ce qui

est absurde . On a donc ﬁ?_ = 0 , ce qui est contraire a 1'hypothese ,d'ol

le lemme .
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fin de la démonstration du thdéoréme .

Notons ¢1 y oo ¢m les caracteéres f -adiques distincts

au-dessous de X ct notons pour simplifier Ql’ ceer Qm les polynomes

m
Pp' ; on a donc d'aprés le lemme : ZI[X] /(D Qi(X))= Z![X] /(PZ(X))‘-’

1

THA’]Z‘[X'\ /(Qi(X)) . Il existe donc des éléments ei(X)(-Zl [x7 dont
i=1

les images mod P,! constituent un systéme exact d'idempotents orthogo-

aux ., Si q; désigne 1'homomorphisme canonique

Z!fxl ——>Z£CX] /(Qi(XD , alors qi(ej(X)>= 0, pour i#j

et qi(ei(XD: qi<l> sona 1= z ek(X) mod PZZ! [x] ,

ei(X) ej(X) =0 mod(Pz) sii#j et eiz(X)s ei(X) mod ( By ) ; d'ol

1z21;ek(o; ) mod P, (0 )ZI [G], e;(0y) ej(%) = 0 mod (P, (0y)) pour

i#Fjet ef(o; )= e,( ;) mod (P, (%)) . On aura donc , puisque

Pz<o.x> m ekco'z> . i
My =1, M,y = @ M, . Il reste alors a vérifier que
ek(U;c)
Mz =M ¢ .
k
e (0) e, (%) (0z)
Si xé€ Mxk ,x-—-yk ,yéMwethk =
e, Q (%)
y ; or qi( ek(X) Q (X)) = 0 pour tout i , donc ek(X)Qk(X) 0
e, (02) Q ()
mod Px(X) d'ou y k Qk = 1 puisque y € My .
. e.(0y)
Sixé M , alors on écrit x=r-—-[xJ ; on a
" j=1
. . e, (%)
O‘.k(ej)=05139‘:k,doncej(X) = 0 mod Qk(X)(J:{zk)etx =1
ek(a-'”)
pour tout j¢ k ; onadonc x=x .

Dans 1'algdbre Zl [Gq] /(P"(G})) , on obtient donc deux systémes d'idem-

potents irréductibles : & savoir les images des ’e'¢ et celles des ei( o)
i
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dans Zl [G,1 /(P%( 0y )) ( avec les notations précédentes ) . Pour vérifier
que ces idempotents coincident pour chaque i il suffit de montrer qu'ils cor-
respondent au méme facteur simple de 1'algebre .

Pour cela on remarque que 1'homomorphisme défini par(rx—rll((f;)
avec x'[tb. , induit un homomorphisme de of = Z [G,] /(P (%)) sur Zl 8

dont le noyau ( qui ne dépend pas du choix de M ) est égal A @D te. (0 ).
i#]

Pour montrer que %ej( Oy ) = ok 6'4, , il suffit donc de montrer que
J

1'(C E¢ J#1 ; or e¢ est une somme d'idempotents de la forme

\fk = — Z 9! (o")o" ou ' ‘430 (4>O caractere £ -adique au-
' g' TleGy

dessus de la composante ¢'d'ordre premier a £ de %').Onaalors
A'e 4 )= ,Z, xe'k(a") 2onta L ,Z-Y'k(v ") ~e'(o")‘1 qui est
¥' S'x éGx g'x G’:
nul pour toutes les valeurs prises par k sauf pourk=1, ou % '(e?, D=1,
Onabien 2'(E, )# 0,
j

Le théoréme est donc démontré : il constitue la généralisation

dela  "A -décomposition " d'Iwasawa ( [12] , §3) .

Remarque [ 4 . Soit M_un ZI [G1 -module annulé par E, (0y) . On peut

@ e¢(0"z) e¢("i.)
donc poser M ! M, . On sait que M coincide avec le sous-
€
module Mo¢ . Compte-tenu des propriétés des e¢( 0y) , on peut écrire que :
e
¢
M, = { x €M, , Py (0,)x = 1}.

On peut alors poser la définition suivante :

Définition 1 3. Soit M une &'-famille de Z -modules ; on a M Qa M.’L
e,

Nous posons My *. M'¢ (onadonc My = MYy A Mg ).
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Chap, 11

Application a 1'étude des classes relatives des extensions abdliennes.,

1) Introduction ot définitions . Les groupes des classes des corps K¢ %

constituent une G'-famille H a laquelle nous allons appliquer les résul-
tats précédents . Différentes propriétés pourront étre données sur les
modules H{x , nous commencerons par le cas des caractéres impairs , le
cas des caractéres pairs , exigeant un approfondissement des résultats de
Leopoldt ( [157) , sera traité dans le chapitre suivant .

Si L € X, on note donc H(L) le groupe des classes au sens
ordinaire de L . Si L est imaginaire , on note H'(L)"™ le groupe des clas-

ses relatives (i.e. IH'(L)™ = { hée H(L), NL/L (h) = l}, L, désignant
+

le sous-corps réel maximal de L) et H(L) le groupe des classes réelles
(i.e. le groupe des classes de L_ : IH(L)Y - ]}{(L+)) . On rappelle que
(cf. {107 ) :

| M| = [HT| [ HLY| .
Pour le nombre premier 4 fixé on note 6 (L) (resp. %6 '(L)” et (L))
le £ -Sylow des groupes H(L) (resp. H'(L) et H(L)" ) . Les fa -
milles H et &£ sont des ¢ '-familles ( les applications N et j assocides
étant bien connues ) .

Dans le cas des groupes #6 (K) , 1'anncau A peut Stre pris
égal a Z! , ce qui permet d'introduire les sous-modules 754 et ?‘%' , F;ur)
¢e@ , ( caracteres £ -adiques ) , les ¥, et .76; sont donc des Zp L
modules (cf. chap. 1, §4,fet$§7).

En ce qui concerne les groslpes H(K) , on peut définir les
S«
groupes leet IH;t » qui sont des Z -modules ( ¢f. chap. 1,4, e et f),
Dans le cas relatif (i.e.l é%-) on a une simplification impor-

tante , & savoir que ]H'Z =H, .
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2) Démonstration de 1'égalité H, = IH; , pour £¢ % .

a) Généralités , Pour démontrer 1'égalité en question , il suffit

de le faire pour les /£ -Sylow ?Gx et 7(;” .

Lemme II 1 . Supposons 36; % xz. Alors il existe une unique sous-exten-

sion K.f, de K,x’ telle que [Kt : K?] = { etil existe hé%x telle que

h' = NK% /th a les propriétés suivantes :

(i) pour tout p premier , p,g’/ y PE 4 ‘)Kq,/k{) (hD=1, k{)

désignant l'unique sous-extension de K? telle que [K*: k{)] =p ,

(ii) (k) =1,

K, 1Ky

(iii) h' estune classe d'ordre 4 dans ¥ (K‘f) .

En effet , si [Kx :@Q] était premier & £ , on serait dans le cas
semi-simple ( relativement & 1'algebre Z,[G,7) et , dans ¢e cas , les ap-
plications j sont injectives et les applications N surjectives , d'ou ?6;:7(;,
dans ce cas ( c¢f. démonstration de la prop. 1 5) . D'ou l'existence de Ky
et son unicité .

Soit alors hE?C,L , h¢ %x' et soit h' = NK/,‘ /KV h . Soit

plg, ,p# 4.
(i) Soit k l'unique sous-extension de K telle que (X, :kp]= P

§ 1K,
L
ﬂ;-—-—f——K\y

On a \)K% /kpl'l= 1 , donc , par application de NKZ /K? on aura

3

vh'=1,
Kq,/kp

(ii) Ona j h'=\) h=1 puisquehé?ﬁ .
K, /K? K, /K? z
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(iii) Comme h' est une classe devenant principale dans K, , on sait
que son ordre est égal a 1 ou { .11 suffit donc de montrer que h'#1.

Supposons h' = 1 ; on sait que pour tout p# £ , plg , ona@K /k h=1,
x % P

or 1'application jK /k est injective ( car p # £ ) et par conséquent , on
*p

(o qie s . / )
aura NK /k h = 1 et en réalité on aurait h € %4 , ce qui n'est pas .
*p

Remarquons que malgré (i) , h' n'est pas nécessairement un

élément de 76, , car on suppose p 1.

Lemme II 2 . Soit L/K une extension cyclique de degré £ premier quel-
conque . Soient E(L) et E(K) les groupes des unités de L et K , Soit j

1'homomorphisme jL/K : H(K)—>H(L) . On a la suite exacte :

*
1—> Ker j — E(L)/E(L)7"!

*
ou E(L) = {8 € ECL), NL/KE = 1} et oll 0 estun générateur de
G(L/X) .

Soient A; et Ay les anneaux d'entiers de L et X ., Si h'éKer j,

on &crit h' = clK (&) , avec OZAL = o(AL , X € L , On aura donc

@a, 1

- L
= Ay soit x7 1.8 € E(LY . Montrons qu'a h' on peut asso-
1. sion écrit h' = clK( b)- cl{((& ),
alors b =(a)a ,aéK*et bAL= FAL’ PéL;onaurapa.° =

n e BW.Donc PA; =(a) RA; =ax A ,so0it p=a & u,

cier la classe de £ modulo E(L)d.'

u € E(L) et Pa'l ~x 1,71 d'ouq = & u” "1, On vérifie qu'on a un
homomorphisme .
Si h' est telle querxd'l =u” 1, weE(L) , alors a ~u”le K

et CYAL=aAL ’ soitQ=aAK et h'=1.

x* -1
Remarque II 1 . On remarque que E(L) / E(L) ~“estun groupe d'expo-
sant 1 ou { . En effet, d'apres [7](p. 30), ona

14Xt XL 2 (210771 L L ACX) avee AEZ[XTet ACL) = -1 , soit



A(X)=(X-1)B(X)-1, Be2[X]; d'ol 1'égalité :
\)L/K = (0'-1)z"1 40 -1)B(r)+ L , ce quifait que si & € E(L)*
(i.e. QL/K (E)=1) , alors 816 E(L)6-1 .

b) Etude du cas [9& 2 . On suppose désormais que L/Q est

cyclique et imaginaire . Si L/K est de degré »{#: 2, K est aussi imaginaire.

On introduit alors les sous-corps réels maximaux de L et K ; L+ et K+ :

Ls L

{

];
K, K

2
2

*
Lemme II 3 . Soit T{ le 4 -Sylow du groupe de torsion de E(L) (Tf
est donc l'ensemble des racines de 1'unité 4 de L d'ordre une puissance
de £ telles que NL/KC = 1) . Alors l'image de % (X)" Ker j (dans
la suite exacte du lemme II 2) est contenue dans q(T-:) y q étant 1'homo-

*
morphisme canonique E(L)—E(L) /EC(L)*"1 .

En effet, si h'€ % (K) A Ker j , cela signifie que QK/K h' =1,
+

——

soith'h' = 1 , en désignant de fagon générale par la conjugaison com-

- *
plexe.Onadonc,sih'=c1K(q),OZa=aAK,aé—K, soit
aAL&AL =a Ay avec (puisque h'ée Ker j) & Ap = XA et EZAL=
x AL » ce qui donne aAL =°<&AL soitx&X=au , ué E(L);

— O - - * - -
o-15 7 1=ua_ ]‘soi‘(:(avecb(or 1=8 € E(L) )88:110 l;onadonc

&
q (&) q(g) =1;or ( [10], Satz 24), on peut décomposer € en un pro-
duit de la forme £OC , éo € E(L+) et { racine de 1'unité ; d'on

q(& ) = q(EOZ)mais 2 -zt , d'ot q(EE) = q(£§)= 1, Con a donc

M Eo’ € E(L)*; on peut donc toujours supposer que c'est Eo) , Soit q(Eo)-—- 1;
onadonc £ ¢ ECLY "l et ZeE(L)Y et q(€)=q(d) ; comme

E(L)*/ ECL)T1 est d'exposant £ , on a bien q(& e q( Tf) . 11 suffit

alors de déterminer q(Tf )
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Lemme II 4 . Le groupe q(TI*) est d'ordre 1ou / .11 est d'ordre £ si et
seulement si Tf =< Zl) et E(L)o—-% <Z,‘ 7=(1 (Zl désignant une

[ ]
racine primitive £ de 1'unité) .

Soit § un générateur de TE (& est d'ordre une puissance de d
et on peut supposer 4 # 1 , sinon q(Tf) =7 (K)"' A Kerj=(1)).
N oo * -1 x . 4
On a q(TL) ; T / ECL) n T - Sig e K, alors NL/KZ = &, donc
dans ce cas G =1 et Z=z1 € K.SiL¢XK, clestque L =XK(8) ;
comme [L:K]= £ , cela signifie que Zié K nécessairement et que Zeé X ;

o
donc L/K est une extension de Xummer , c-a-d. que J - Z,t Z, soit
42+...+ (£-1)_¢p

NUK(= Zl Z

¢
soit NL/K Z= Z ¢ K . Onaura donc

encore Z! = 1 soit Z = Zd. , mais alors il y a contradiction avec 1'hypo-
1 X

* ' -
these § ¢ X . Finalement Ty =< g, et par conséquent E(LY) nTy =

LGy > ou (D).

Lemme 11 5. Sil'on suppose H(K)' Kerj # (1), alors ce groupe
est d'ordre £ et 'extension L/K est une extension de Kummer de type

®
" classe " (i.e. de la forme K((\’/E) ,a€K , a AK = af , & non princi-

pal ; cete propriété ne dépend alors pas du choix de a) .

En effet , si J6(K)™ 4 Kerj # (1), cela signifie que q(Tf)
est d'ordre ¢ , donc que Tf =<Z”1.> et E(L)G'% < Z:,‘ > =(1) (lemme
11 4) . Donc Z 1(- K (car [L:K]-= { ) et L/K est bien une extension
de Kummer .

Soit h' une classe non triviale de 26 (K)~ A Kerj;ona
h' = clK(a);& 1, avec n! -1 et OlA = X A} ,X €L ; on a1t
g¢e E(L)*; on sait (lemme II 3) que q(&) = q( Zli) soit £ =C1; Wl

uée E(L),d'%u x 71 [liua-'let , dans 1'¢galité O Ap = X A} , on

’

peut toujours supposer que & est choisi de telle sorte que &« o-1 Zli ;

de plus , onaurak ¥ 0 mod { car sinon & serait dans K et & serait prin-

cipal . D'ou 0(6.’1 = Zl' , Z'l d'ordre f et O(IGK , d'oUl L = K(x ) est
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1'extension de Kummer X ( {/_51) avec @8 = °<2 ; on abien aAy = OL"’ AL soit,
puisque a € K, ady = OZ!.
Remarquons que nous avons en fait démontré le résultat suivant : Si les ex-
tensions L , K sont imaginaires et galoisicnnes sur @ et L /’K+ cyclique de
degré 24, £+ 2, alors 7 (K)') Kerj estd'ordre lou Z et cet ordre
est f siet sculement si L/K estune extension de Kummer de type "classe",

Montrons maintenant gue la situation du lemme II 5 est impossible
pour une extension L/@Q cyclique .

Comme L = K(Ja) , avec a Ay = Ole , cela signifie que seuls
les idéaux premiers au-dessus de b4 peuvent se ramifier dans L/K .

Décomposons alors L/@Q de la fagon suivante :

l— L
L
K ——K
]
Q—L,

avec I_/LO et L'/@® cycliques d'ordre une puissance de / , L/L' et L /a
cycliques d'ordre premier & A . Soit p un nombre premier ramifié dans
L'/® ; ce nombre premier sera ramifié dans L'/K' donc dans L/X ; ceci

implique donc p= £ et / est totalement ramifié dans L'/@ et c'est donc

le seul .

Ceci permet d'identifier 1'extension L'/@Q : son conducteur

sera une puissance de 4 ( /£ k+l ,k 21), L'/@ seral'unique sous-

+
extension de degré &{ de Q( ) et K' l'unique cous extension de de-

1
gré —[k-lde Q . Comme ZléK,onaura @(! )C.K @Q +)

et , par conséquent L = K( & ) , avec g d'ordre { k+1.

11 suffit alors d'appliquer la théorie de Kummer qui montre que a = § M bp ’
£
A, €)=1, béK* y soita Ay =b Ay = Oll, soit X principal , ce qui

n'est pas . D'ou le fait , dans le cas 7 £ 2 ,pour L/Q imaginaire cy-

clique et pour L /K cyclique de degré { que 96 (K)-n Ker j=(1) .
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c) Etude du cas ,[’ = 2 . L'extension 1./@Q étant encore supposée

cyclique imaginaire , dans ce cas K est nécessairement égale a L+ .
D'aprés Hasse ( [10], Satz 24) 1'indice des unités Q]: est égal
a1, lersque L/Q est cyclique ; donc , on aura pour tout £ € E(L)*,
& = Eo g , EoeK , ¢ racine de l'unité ; NL/K € = 1 donne ici E§= 1
soit & o= T 1 et £ estune racine de l'unité , Comme on peut représenter,
dans E(L)*/ E(L)d-°1 , € par une racine d'ordre une puissance de 2 et
que L/@ est cyclique , on aura q(&) = q(1), q(-1), q(i) ou q(-1) .
Soit h'¢ Ker j ; on supposeh' # 1 ; onah'= C]K(a) avec
QA =« A et T2 8 € B(L)Y. Quitte & modifier & modulo E(L) ,
on peut supposer éeit 1, ¥ i} :

- %
I .Alorsxa- 1=-—1 en fait et 0<26— X,

]

(i) Supposons &
donc on obtient pour L/K une extension de type " classe " (L = K(ya),
avec a =°(2 et a AK =N 2 , O non principal ) .

+ -1

StiLonacti) il
1

(ii) Supposons & = -1i ; alors o’

. . . G- .
carie L et i ¢K ; donc on peut toujours supposer que & =1i,Onen

- %
déduit aussi que 0(21 1 € X . Poscns °(2= ic , ¢ € K ; il en résulte

2
que o® Ay = «? Ay =c A; soit A" =c Ay . Soit T un générateur de

T - T %

G(L/Q);onacxz st nid = luz,soituz =°(2<1,46K ;
2% 2 AT 2

on aura donc (¥ AL) = CO(AL) 4 AL soit X A]. =A< A

dAL soit
2T 2
aA=a

L
. *% 2 * 7 _

d Ay . Si déK' , onaura d =e”, ecK et A~vQqsoit, que h' est

une classe ambige dans K/@Q .

r-1 )2

27 2
Si qu*Z , la relation & =" d montre que d = (% ,

d ¢ AL."z ; d'aprés la théorie de Kummer , puisque L = K (Vd)=XK(3), on
auras” L if , I € K*, soit d = - f2 et on aura OZZT= a2 t? Ay soit en-
core h' classe ambige dans K/@Q . Or L est le composé des extensions
lindairement disjointes K /& ( réelle ) et QR (i)/@ (imaginaire ), donc
[K:Q] est nécessairement impair et une classe ambige dans K/Q ne peut
8tre d'ordre pair , d'ol une absurdité dans le cas (ii) (on auraith'=1) .

On est alors ramené au cas (i) . Comme dans le cas £ # 2, on

décompose L sous la forme suivante :
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L L
bk
]
Q@ Lo

avec L/LO et L'/@ cycliques d'ordre une puissance de 2 et LO/Q et L/L!
de degré impair . Comme dans le cas £ # 2, on montre que L' est de conduc-
2k+1 , k )/ 1) .

L'extension de Kummer L'/K' est de la forme L'= K'(V & ,

teur une puissance de 2 ( soit

a € K' et comme le conducteur de L' est une puissance de 2 et que 2 est to-
talement ramifié , on aura a AK' -a? ou OZZT( 7’ idéal premier au-dessus
de 2) ; comme tous les sous-corps de @(2k+1) sont principaux ( au sens
ordinaire ) , on voit que a sera équivalent soit & une unité soit a une unifor-
misante ( on peut d'ailleurs vérifier que c'est ce dernie%‘?c/fui alieu) . Il en
sera donc de méme pour l'extension L /K ; comme 2 est non ramifié dans K/X',
l'extension de Kummer L /X ne peut &tre de type classe ( en effet, si par
exemple a Ay, = P et si on suppose a Ay = o 2 , On a une absurdité ) .

On a donc au cours des § b et ¢ démontré le résultat suivant :

Proposition 11 1 . Pour toute extension L/@Q imaginaire cyclique et pour

L/K cyclique de degré f ,ona (ouj /K €St relatif & la famille 2¢ ) :

76 (X)" A Ker ik = (1) sif¢ 2 et Ker L/ = (1) sif=2,

Corollaire II 1 . Soit L/@ cyclique imaginaire et soit L, le sous-corps réel

maximal de L . Posons H'(L)" ={ heH(L), NL/L =1 } et H(L)=
+ .

{heH(L), OL/L+h= 1} ; alorsona H'(L)™ = H(L) .

C'est la proposition précédente pour -2,
On rappelle que , classiquement , H'(L)" s'appelle le groupe

des classes relatives de L



29

d) Conclusion . On est en mesure de démontrer le résultat an-

noncé .

Théoréme 111, Pour tout 3¢ ¥, on a lH‘x = le et pour tout q>(- (IJ: on a

démonstration

On rappelle qu'il suffit de le démontrer pour les groupes # y
et 76, . Supposons ‘%i # ¥, et appliquons le lemme I1 1 (on aura alors

L=X etK=K,Y):

y4

Si £#2, 15 classe h' du lemme 11 1 est une classe relative de
Ky (dans (i) du lemme II 1, on fait p = 2 qui divise effectivement 84
puisque ¥ € X7) et de plus elle vérifie ij,/Kq,h' = 1 donc h'e 3 (K¢)'AKer j,
d'ol h' =1 (Prop. 11 1), ce qui contredit 1'hypothése %lx g_ ., (d'aprés
le lemme 11 1, (iii)) .

Si{= 2, alors K, est réel et on remarque que h' € Ker ij /Xy

eton aura h'=1(Prop. I1 1), d'ol le théoréme .

Signalons que la proposition II 1 est fausse lorsque L /Q n'est pas cyclique:
prenons par exemple K = @ (\/--é) et L=@ (s/T—6 , J2) ; alors l'extension
L/X est non ramifiée et L est d'ailleurs le corps de classes de Hilbert de K;

la classe ( relative ) d'ordre 2 de K devient principale dans L .

3) Détermination de ' lel pour LéX .

Proposition II 2 + On suppose l'extension L/® cyclique ; alors on a :

| B - [ |y, (B 1@‘“3[ et 'H(U_}:I;_{:‘mz] :

1EX,

démonstration

Prouvons que les fonctions normes ( norme des classes habituel-

les ) sont surjectives dans toutes les sous-extensions K /k de L/@Q . 11 suffit
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encore de le faire relativement aux [ -Sylow des groupes de classes . On
sait que la surjectivité a lieu dés que toutes les sous-extensions de degré {

dans L/Q sont ramifiées . On considére le schéma ci-dessous :

! L
Uy Ly
{ !

ou L/LO et L'/@Q sont cycliques de degré une puissance de ! etouL/L
et LO/Q sont de degré premier a £

Soit p un nombre premier ramifié dans L‘l/Q ( ce qui existe );
p est totalement ramifié dans L'/@Q (car L'/@Q est cyclique de degré une
puissance de L) ; p est donc ramifié dans toute sous-extension de degré Y
de L/Q .

On peut donc appliquer la proposition I 5, ce qui démontre que

| HW)| - L;l [Hy| . SiL estimaginaire, ona |HM)| = [HMLY| [HW|;
L

on peut donc encore appliquer la proposition I 5 au sous-corps réel L+ de L :

on aura l ]H(L)+[ = x[;-LIIH'%[ = Qz_—lﬂ{&l , d'olt l'expression de lIH(L)'I

compte~tenu du fait que ]H:,‘ = H,y pourzé€ %—(th. mi1).
Pour une extension L/@ imaginaire quelconque , on sait ( [10], p. 12)
que !H—I'(L)-l = Qi Wy ]—TE Bl(ﬁ’, -1 )), ol w; estle nombre de ra-
xex
cines de 1'unité contenues dans L et Qi l'indice des unités . D'aprés
Hasse ( [10], Satz 24) , ona Qi = 1 lorsque L est cyclique .
Posons &, = 1 ou O selon que g, estune puissance de 2 ou non
et soit Wy défini de la maniére suivante : w, = 1 si Ky n'est pas un corps

cyclotomique ( imaginaire ) ; dans le cas contraire , Ky est nécessairement

(

")
de la forme @ y V4 premier , n 2 1 et alors W, = ? .
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Théoreme 11 2, Pour tout§€¥, ona Bl(l"l) '

ERLATEN

1
2

démonstration

On utilise la proposition 111 g de [18] (cf. aussi [15], 1,§1,4);

il suffit de prouver que pour toute extension L/@ imaginaire cyclique ,

fHw | - r[ é

[H(L)| =

ip (1','-1 )) » Compte-teny de 1'dgalité

" m
‘X[é xl_ ‘ H, | de la proposition Il 2 , on en déduira 1'égalité

L
annoncée . Il reste donc & vérifier que l !_ (2 ‘Wx)u

Wi e
b
.~ »
Calculons 2 . Pour cela on décompose L/Q de la fagon suivante:
neX” g
L
2] 2
—_ L,
Q —L,

avec L/Lo de degré une puissance de 2 et L/L' de degré impair .
Comme L‘; et L sont réels , il est clair que tous les &, sont nuls sauf pour

l'unique % o correspondant a L' pour lequel® =1,

.
D'od ﬂ_z -2,
TeX,
Si L ne contient aucun corps cyclotomique ( autre que @) c'est

que wy = 2 , mais par ailleurs tous les w, seront égaux a 1 et on a bien
L]

1*égalité voulue dans ce cas . Soit @ le plus grand corps cyclotomique

contenu dans L . On a alors les schémas suivants :

Ly—— L

"
@(‘ L__ ) L+ 2 L

|| o

0 Qf-" @‘” 0 0(41
L+2 (=2
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Dans le cas 14: 2 , on aura ZIE-;I-' W, = [n et dans le cas /=2,
L

on aura ];I-WX = 2, d'ou le résultat ( a rapprocher de [10], chap. III,
xXe
L

§ 33, th, 34 et suivants ) .

Remarque II 2 . Pour toute extension imaginaire L €X , ona

Q; wy
IIH'(L)-I L 'L I—[ lIH x’ , ou ni est le nombre de sous-extensions

=
5 L xei‘._

imaginaires cycliques de L de degré une puissance de 2 et ou wi est la 2-

w ) )
participation a w1 ( resp. L ) si @ ¢L (resp. Q cL).
2

En effet , on a , en vertu des définitions et du calcul de ’]Hz‘ :,]H'(L)'l =

H w
QL Wi I:[ \ Lx 2| ) . 11 suffit donc de calculer ﬁ—-—]‘—;@——-
44
‘L

Posons wi = ; comme un corps cyclotomique ( autre que @) ) est

YL
(")
cyclique sur Q si et seulement si il est de la forme Q

£ # 2 ,n=2pour £ =2), il en résulte que r-_l

(nx1 pour
Wy = W si

wi=2 et est égal & 2w'£ si wi > 4 .Enrésumé, ona

(4)

w
= Wy ( resp. —2]:—) si (Q n'est pas inclus dans L

( resp. est inclus dans L ) . Le reste en résulte immédiatement .

On remarque que le coefficient

QL vy .
- est une puissance

n
L
Qrwp

de 2 et que est en géndral une puissance négative ou nulle de 2.

2L

i
i
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4) Généralisation d'un résultat d'lwasawa .

a) Généralités sur ce résultat , On rappelle que dans [11],

(")
Iwasawa démontre la formule suivante : Lorsque L est le corps@ , ##2,

nzl, alors le nombre de classes relatives de L est donné par ]'expression:

[HW™| =] 2[G]1~ / s;2[6] A 2[617|,
e”
avec G = G(Q( )/&Q) , Z[G]~ ={LJEZ[G] , (I+7)W =0 } , T dtant la
'fﬂ
corjugaison complexe , et SL = -}lﬁ- Z a O'a-l 1'élément de Stickel-
a=1
(a,D=1

berger relatif a L , ¢ ¢tant le Q -automorphisme élévation des racines e
de 1'unité a la puissance a .

On peut se convaincre facilement que le résultat ci-dessus ne se
généralise pas immédiatement au cas d'une extension abélienne imaginaire
quelconque : par exemple , soit L le composé de (D_(*_7> et de @(3) ; calcu-
lons Z [G] "~ / SLZ[G] A ZIG]"™ avec , cette fois , G= G(L/Q) et Sy

1'élément de Stickelberger associd a L . On trouve

SL=_1(2+0'+ 20‘2+4<73+50'4+4US ),
3

oll o est un générateur convenable de G . On voit que Z[G] ™ = (0’3-1) ZI[G]
et que S$;Z(G] , ZIG]1™ = 3(¢-1) S; Z(G] ; le quotient a étudier est donc
(03-1)2 [G1/ 3(0-1) SLZCG] . Si on utilise 1'homomorphisme

Ny g ¢ 2061 — Z[G] , ok X =@(3> et G= G(K/R), on constate que
Np x(3(e-1) $; Z[G] ) =(0) et que Ny jx(e>-1DZG]) = G-1) Z[E]
(@ générateur de G ) , d'ol une surjection de Z[G]~ / SLZ[G]n Z[G1"
sur le groupe infini (F-1)Z[G] . Par conséquent , 1'analogue pour L , du
quotient proposé par lwasawa pour Q ” , est inadapté . Nous allons , dans
ce paragraphe , lever cette ambiguité en donnant une définition différente .
On constatera que , comme dans le cas de l'interprétation arithmétique du

nombre de classes des corps réels par Leopoldt au moyen de % -unités con-




34

venables , l'utilisation de % -objets conduit a une expression non triviale

dans tous les cas .

b) Elément de Stickelberger ([4],[2], [16]) , Soit K¢ X ,

On rappelle que

-t 2,

&= K

est appelé 1'élément de Stickelberger pour le corps K . Ici fK est le
conducteur de X , (-I-(—-) pour (a, fK =1, le gymbole d'Artin défini
a fK
(fy )

comme étant la restriction 8 K du QQ -automorphisme Ty de Q K /Q

défini sur les racines fK de 1'unité par 1'élévation a la puissance a ;

f f
* ﬁ
enfin ﬁ désigne .
a= 1 a=
(a, fx D=1

On aura les deux & -familles suivantes a étudier ;
la @& '-famille M , pour laquelle M(K) = Z{G(X/®)) etla s -famille
N définie par N(K) = SKZ[G(K/Q)]n Z[G(X/Q)] , pour tout K ¢ X
»( cf. chap. 1, § 3, c pour la définition des applications NL/K et jL/K

relativement & M ) .

Lemme 1 6. Pourtout c€Z , (e, )=1, ( (&) -¢) s, e2[cx/0l]

-1 -1
On écrit , pour 1§ a<(fy , (a,fK)=1, (_IS_) =(£_} (.I_{_)
a ac c

f f
. * -1 * -1
on a donc : ¢ SK -1 2 ca f—K—) {_Ii.) = (1(_) 1 é (fac] +>‘4¥K)€:))

fK a= ac c c fK a=
ol [ ] désigne le reste modulo fy compris entre O et fx . On a donc
! 1

% -

¢Sy = (2{-) 1 i fac) (-I-{—) mod Z [GCK/Q)] , or
c f a= ac

X



35

Définition I1 1 . Posons Q}K ={U) eZ[Gx/@)] ,“)SKQ'Z(G(K/O )]}

¢! g estunidéal de Z{G(K/Q)) etona N(K)-= Sy Q)K) . Définis-
sons AK comme étant le plus petit entier positif tel que /\K Sk €Z[GK/0)]
(on a/\K} fK) ; pour K = K, nous posons /A K, A%'

Proposition I1 3 . L'idéal MK est un Z -module libre dont une Z -base est

de la forme ( ceey (_K_) -8y e ;/\K) , ol a parcourt un ensemble de
a

résidus mod fK R (a,fK ) =1, représentant G(X/@)~ {1} .

démonstration

D'aprés le lemme 11 € , (-};f-) -a ('Q)K pour tout a ,

(a,fK )=1 et AK € ﬂK par définition . A la place de la notation (l(-) -a,
a

on peut écrire provisoirement ¢ -3, , 0 € G( K/Q) ,0# 1, 1lesa

.
étant choisis une fois pour toutes tels que (’aK' ) =q ,
-4
Soit well,, , W= ZE: X 0 , WSy = ZE: x oS
K77 secc/a) 7 T E cecxioye K

- Z Xo'((!_-af)SK+XlSK+SK Z X a

 eGK/Q) cecx/@ ¢ ° ;

T 4 T+ 1
Z X a'o,) ¢ 2[G(K /@),

(G'-aﬁ) SK € Z[G(K/Q)], on doit avoir SK( X1t CECK /@) o

comme

o1
P Z 1 ble des A€ Z tel
osons A'=x, + x_a_ ; comme l'ensemble des /A € £ tels que
N=x ceGK/@) T 7 :
o 4
NSk €2[G(X/Q)] estunidéal deZ , il est de la forme AK Z ot A X
est le nombre défini dans 1'énoncé , donc /\'GAKZ/. etwé€(...,0 -a , "'AK)'

Reste & voir que l'on a une Z -base . Si Z xﬁa‘-a«) + xlA

vy x =0, alors
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o1 o#1

Z Xo + XIAK - ZXO a, = 0 dans & [G(K/@)] , d'olr Xq = O pour

tout O# 1, mais alors XlAK = O entralne Xy = 0 . Le fait que AK divise
fK est évident .,

Corollaire I1 2 ., Si K est supposé cyclique sur Q alors QIK = ((K) -a,AK)
a

(idéal de ZIG(X/@T) , ou a est tel que (%{-—) engendre G(XK/Q) .

n
En effet , soit ¢ , (c,f, ) =1 ; alors (.K_) = (.I.(_.)
d

Q.

pour un certain n , donc il existe be Z tel que (E) = 1 et tel que

c =a"b mod fx .« On aura (d'aprés le lemme 11 6) (-I-{-) -b (-AKZ
b

n n
donc b =1 mod AK et (-Ii) -C = (_K_) - a™ = (.K_) _at modAK
c a a

ot () e[ f5) [ (5 e ] e Ay

Définition 11 2 . Soit o<o. le coefficient de 6 ¢ G(X/®) dans la sommation

f f
* K -1 *
ﬁ a (—-) ( on a en particulier & 1° _>~f a ) .
a

a=1 a=1
Lemme I 7. Ona X, T ¢ 0(1 mod fK oll ¢ est un entier premier a fK .
'k ()
On a 0(0 = a, oul=G(Q /X ) . En écrivant 0y
a=
Vaé- H f
*.
(b, fy )=1, les éléments de H , ona _ = a , oul'on a posé
0. 50,
-1 fK— x fK-*
o =0, (cf )=1.Onadonc0(o.=bz__1 [bc]= Z bec =

o, e H Ty H
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f

*
c b = ¢X mod f, , d'ou le lemme .
1 1 K
o et
fK
Corollaire 13 . Ona A = .

K
pgcd(fK,O(l)

¢
En cffet , A K sera le plus petit entier A tel que Z\———l soit
Tk
dans Z ( compte-tenu du fait que/\K Sk €Z[GC(K/ Q@ )] siet seulement si
Ny &,

2 % €] pourtout o€ G(K/QR) donc en fait , d'aprés le lemme 117 ,

fx

pour une seule valeur de ¢ , 0 = 1 par exemple ) .

c) _E_i__t_ude d_e_ Mx _e._t_Nx pour_.xe% . Ona M(Kx)= Z[Gx]

et N(Ky) = Sy U (N(Ky) estunidéal de M(Ky)) . On a
% L
szfw GZ[G'{]’ bW = O} et N, = SKxﬂKx nMy (Myget Ny sont encore

deux idéaux de M(X,)) . Considérons 1'homomorphisme d'anneau , surjectif,
encort

8x
qu'on appelle) 1' : Z[Gyl —> Z , défini par ¢, —> 1'(0y ) ; son
g
noyau est égal & 1, 03 )Z[Gyl: eneffet , ona Z2ICxl>~  Z[X)/(x Y o1);

en appelant encox% l'homomorphisme défini par %'(X) = 1'(0;), onale

! (3)

diagramme commutatif : Z[X] A > 2 |

X/ x(%)

| A
Z{6x] Ty
Lemme I 8 . Le restriction de ) ' a Mx est un isomorphisme de Mx
T (g

sur un idéal entier C{x de 24 et dans cet isomorphisme , Nx corres-

(g,)

pond a un idéal entier bx de Z v multiple de O, .

Montrons que cette restriction est injective : Soit W € M,

g, ~1
tel que g"(W)=0; si W = 2 a; le appelons W(X) le représentant
i=0
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21 .
gi a, X' . Alors WX = P, (X) A (X dans Z[X] (car (»)éPx(O}) Z[ GD

i=0

E¢
et P, (9, )w = O entralne P X o= B(X)(X -1)dans Z[¥X] ; il

en résulte que P MDA =B X 1) seit P, (XA =BX QX

Ex

-1

avec QX = X

€ Z[X1; B, étant irréductible , il va diviser B néces-
x

sairement , d'ot B(X = CO P, (X et A(X = CX QX dans Z[X],
g
d'ol WX = RO CMOQM) = C(X (X '-1) et w =0 dans Z[Gy],

d'ol l'injectivité . La restriction de A'a N, sera aussi injective . Cette
application établit donc des isomorphismes de M, et Ny sur des idéaux en-

(g,)
2
tiers x, et h; de 2 ; comme Nx c M/’C’ onaura bx c a, soit ﬂ,[b”.

o() Détermination de Q.

S/t (%)
Lemme I1 9. L'image de M, par 4' est l'idéal Oy = \3 ’l Z (0) )
f?ﬂni("
8/P
On a en outre M, = (r_[ (1_%‘ ))Z[Gx]
P|8x )
P premier

Nous appliquons le théoréme 114 la S -famille M

[

Ona M, ={L«J€Z[Gx]; QKx/k W =0 , pour tout p premier, p I gx} .
%

-1

i g
Ecrivons W = _ EO a, le € M, ; écrivons , pour p fixé , i= A +F x _
1=
0 )\ ¢ / 0 A O’Pg‘/r
£ g, /pet OLPR ¢ p-1; W= =
ap X 4 Ny p ) X B Mrpgx/p
2 Z #e,/p L . N .
5 Oy F:O a,\+fng1/p a'x . La condition K;;, /k W = 0 conduit
y &it-1 Pt
a 5_ = soit a =0
p'=0 * =0 x p=0 ATHS, /p A 7p
P-4
soit a = 0 , pour A=0 yeers Gy /p -1 . Calculons alors
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I'image de W par 1 ' en tenant compte de ces relations : (' w ) =

Y @) f et 1y e pey®y 2%
1 a x' - e T~ xl
o VR o kg /e g
g,/p
(car 4'(6p) est une racine de 1'unité d'ordre p) . Comme les iddaux
) Qx/P
C(1-3C0oy) ) sont , pour les p distircts divisant g, , premiers entre
x x

[Ta-d"
eux deux a deux , 2'(W)e€ Ay, Réciproquement soit W = (1-0, ),
Pl gy

il est clair que wo € M,et que x'(wo ) engendre &; ; comme 1'homomor-
! e

phisme Z[G,,]—Ii—) Z(gl, est surjectif , il en résulte] g '(wo Z2[Gi1 ) =0y

donc que O4=1'( M) . D'aprés le lemme Il 8 , on en déduit 1'egalité

@} Détermination de bx . Ona Nx= { weé SKZ. MKI,’ PK W = O}

et , d'aprés le théoréeme I 1, on a Nx ={£d € SK‘x U Ky’ QK%/kpw =0, p[gz }

Ky
On rappelle ( corol. II 2) que si g = (-——-—) pour un certain a , (a,f, )=1,
a
alors & x, estl'idéal de Z[Cy] engendré par 0; -a et /\l.
X
Pour étudier Ny , on a besoin d'étudier les SK“, et notamment

I'action de .OKx [k Sur les SK% ou. ( ce qui revient au méme puisque les
P

applications ij /k sont injectives ) l'action des NK%/k y ce qui est

p

préférable car on a alors des homomorphismes d'algébres.

(i) Etude de Ny ;p Sy . Soit L/X une extension quelconque

I -1
ZL__ *
K,LeX .Ona S -1 a L et
L™ &3 al f
L. B L
f
1 Ke yxy -1 |
Sg = — > b(——) considérés respectivement dans Q [ G(L/Q )]
fK b=1 b fK

et Q[G(XK/Q)], on (l‘- (resp. (—Ii ) est la restriction &3 L (resp.X)
a fL b fK
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(fI ) (fK ) )
du (Q -automorphisme O‘a de Q ( resp. d‘b de @ .
f
L -1
On aura N S, = —-1—— Z * a -IS- -car ..IS. = l{.
L/K 7L f a=1 a f a/f al f
L a K L K

Puisque fK‘ fL) .

On va , pour simplifier les calculs , utiliser la convention

suivante : on fixe le corps K dans tout le § (i) et on pose

¥ -1
Sf = ..1. Z a (‘K‘) » pour tout f € IN tel que KC (D(f) ( or. a néces-
f a=

afK

: f f
sairement f = 0 mod fK) . On pose 4 = [@( ) : K] et \):‘)K/Q .

£ L

On a alors SK =S
, K

Lemme II 10 , Soit f tel que KcC @Cf) et soit p un nombre premier .

On suppose que si p| f , le symbole (-I-(~) est O par convention .
p/f

Alors on a la relation :

-1
sf=(1-(3<_.) )sf+1*"‘1 afi .
P pl f

f
I "1
Ona S .= 1 b (}3—) . On distingue deux cas selon que p
P or BT b/ gy

divise f ou non et l'on pose dans les deux cas :
b=a+Af, b(—{l,Z,..., pf} , (b, pf)=1, 0¢ a<f (lacondition

(b,pf)=1équivaut donc & (a,f)=let(arf, p)=1); 0K\ < p .

Premier cas : p \ f . Dans ce cas , la seule condition (a,f) =1
f -1

X
équivaut a (a +Af, pf)=1; S f=-l~ Z (a +Af) < K —-) =
PP pf  a=1 =0 a+)\f / f
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f
x -1 X -1
1 E a (5_) + p-1 E (E.) , d'ol le résultat dans ce cas .
f a= al f 2  a=1

-1
Deuxiéme cas : pff .Ona S f——— ﬁ: i (a+7~f)( )
pf a=1 A=0 a +\f fK
S K | !
- Z Z (a +Af) ( ) . Dans l'intervalle
pf a=1 a+af=0 () a+df/ Iy

O¢A < p-1, etpour a fixé, a + \f prend une fois et une seule , une
valeur nulle mod p ; si on appelle )‘a la valeur de A correspondfte et si
l'onpose a+A f=np, ona 0<n <f. Comme (a,f)=1, a +)af
est premier & f et réciproquement . Donc ‘na parcourt l'ensemble des

valeurs 0< n_<f , (n ,f)=1 . Onaura:

f f f -1
* -1 % -1 *
ST M gs . 21 Z(EE.) L e ()
f a=1 a fK 2 a=1\a fK f &= n, p fK
f -1 -1 f -1
* *
le terme —— Z n.p X s'écrit Xy 1 Z n, 29
pf a= n P fK P fK f &=1 n, fK
-1 f -1
e 1. iz . 1/X * X
et d'aprés la propriété des n_,on obtient : =[— a |— .
f\p fK a=1 a fK

D'olt le lemme .

Passons maintenant au cas général : on pose

&1 %r bl br €1 €t
fK =Py eee P, et fL Py eee Py Qp eee Q4 s 1$aigbi , 130, cj>,l .



42

Théoréme I1 3. On a

b,-a h -a (f, )
. . 1 171 r r X7, .
(1) Slt= O, NL/K SL= SK+_2(p1 o.opr -l)[® .K]QK/Q b3
t -1
(11) Slt7/l, NL/KSL=—1<1- (—-)f )SK +
1= 4 /K
b.-a b_-a c c (f)
1 171 r r 1 t K7, 1
+E pl -.opr k?(ql c-aqt )[@ .K]QK/O

)

LeeL
(iii) Si l'on pose Si = SL - -2-[@ :L] 2 L/@ alors , on a dans tous les

-1
cas Np jx Si = HL(I-(E—)%) Sy
atfg

a b b

%1 r 1 r
ooopr 9 fL = P]. o.opr ’ lé a1<b1 .

Cas (i) . On a fx = Py

Tr__
On démontre par récurrence sur 2 ®b;-a; ) ¢
i=1

Si la somme est nulle ( fK = fL ) le 2% terme du membre de

droite est bien nul .,

11 suffit alors de faire la démonstration en augmentant b1 par

pi-1 Ly
exemple d'une unité, On aura alors : S £ = (1-0) Sf + pa (._)
PriL L 2 a1 \a/f
b,-a b -a
1, °17%1  Pr8p £ p.-1
= SfK +§ ( P s+ Py -1)d Ky #2212 dLY  avec les notations
2
£ £, ()
du lemme 11 10 ; mais 4 L. dK L et
LF(fK)
by-1 b -1 b.-a b_-a
(£, ) r _ _ 171 r °r
Y ‘L ) Pq oD (pl 1)...(pr 1) - p, e D, ot
P (g ) a;-1 a1

P e P (py-D..(p,.-1D



b,-a b -a f
¢ =S¢ +l(p]1 1...prr r-l)de)+
P1ip XK 2

pl-l bl-a br-a f

Jie
S Py P, Tq ™=

% b.-a,+1 b_-a
S¢ - cJ(pl1 L prr )Y .
K 2

Mﬁ

Cas (ii) . Se démontre aussi par récurrence sur j
-1

ay a_ b1 br
Si cette somme est égale a1 , ona fK =Pq .. P, et fL =Py --P. q
b b -1
1 by K -1 1)
soe ; S f = L X ; S = ( l- — ) S +'9*""‘ d
q ${pys--P.} 5 DOSODS £=py upy f (q )f P+

1, bpmagp o bpeag oy
mais S; se calcule d'apres (i) : S = SfK+—2- (p1 D “1)a "

b,-a b.-a_ f -1
et df= pl1 1...Prr Td K , d'ou Sf =(l-(-1-<~ ) Sf +
L af txl X
-1y f b,-a b_-a
+ (1 (35.) )d Ky Lt gt T
q fK 2
f b,-a b_-a -1
R KQ pll 1...p r.r ; mais (1- (_Ii) )Q: 0
2 r f
q ik :
X\ K
car (—.) + 0 et (-—) ¢ G(K/®) . Onadonc
q fK q fK
-1 b.-a b _-a f
s, =(1-(X% s, +% P 1 1...pr r \f(q)dKQ et le premier
fI_ £ f 1 r
, ol t ] Tx 2

pas de la récurrence est démontré .

b br cq d
Supposons la relation démontrée pour fL =Py e-Pp qp +eeQq

Il y a alors deux cas : on rajoute un nombre premier q distinct des p; et
des q.
%

cas on commence par appliquer le premier pas de la récurrence avec en

ou bien on augmente ¢y par exemple d'une unité . Dans le premier

plus bi = a, pour 1¢igr



S¢ =(1-(.Ii.) )S + L g3,
L4 q/f /L 2
-1 t -1 f
R TR o 2
q fK i=1 q; fK K 2
(t,) 9l
f f Y, .ep. ) c c f
(q-l)dL= L (q-1) koa L "?(qll qtt)(q-l)dK =
(fK) 4 Ay
¥(p; ... P )

bp-a;  bpra, ey oo o K

Py e P PCqq weq q) d 7 car Q¢ { PyreeesPps Qpees G4 }

D'olu le résultat . Dans le second cas on est ramené au cas (i) avec a;= bi
| 1 fL

pouriy 2 et by-a; = 1: Squ1=SfL+-2-(q1-1)d 3 =

b,-a b_-a c c f
1 171 r r 1 t K 1

b,-a b -a c c f t -1
byt Taep” TPCqql.. qtt)dK%I_T(l_(E) ) Sp o+
i=1 q; fK K

b -a

f b.,-a d c
1 K 171 r 1 t
3 d Q(p1 prr ) “f(ql ve q, )ql ; or comme ¢;p21 ,

c c c.+1 c
1 t 1""... q,t
\F(ql eee Q¢ )(11= \P(Ql 4 ).

Cas (iii) . Posons Sk = Sg *ag QK/Q » pour un corps K quelconque,

150
avec a; = - =@ : K] . Ftudions l'action des N sur la famille des
K > L/X
. a
SL , LC@Q °

Ona Ny jy S = Ny (Sp+ay V)= Np g Sy va (LK
b,-a; b_-a ()
Sit=0, N xS} = SK+é(p11 Lol o[k K]V +aq LKy
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1721 fx) ,
= S - aK\\) X/Q +=(p, P _nla 'K_HK/Q - =@ ‘K]QK/Q)
[(D(f ) (fK)] P by bee,
or T e————— = pl ess P et L/K i‘ = Sk o
Py i}
M)
Sit>0, N, xS} =S 1[5 +
L/K 7L K i=1( (qi >fh)
b,-a b -a c c (f
1 173 1 St K ,
+—2-pl ..-Pr r\f( 1 .qt )[@ K]% K/Q +aL(L.K]QK/Q
-1 b.-a b_-a
K , 1 11 t K
= IJ:I(I-(—--) ; )CSK - aKQK/Q )+5p1 . pr,r Qlq, e *:x]
1=1 q‘l K
D)
1 1.
Wo'gm : K] 4K/<z:¢

Or pour tout ¥ € Gal(kK/@) , (l-T)QK/Q =0 , donc , il reste

L/K ==SK I—t—((l-(L -1) , car

i=1 qi) fK

bl-a1

(f) -a c c £ )
o tx] « 2ot T Ty et gD [@ K]

On a donc obtenu dans tous les cas :

Ny g S - ]1_1_] ( 1-(5_) —1) S}
q{f

11 est interessant de constater l'analogie de ce résultat avec celui obtenu par

Leopoldt relativement aux nombres ex définissant les unités cyclotomiques
dans le cas réel (cf. [15], [18] et chap. 11, 2)) .

Signalons aussi que Sy est 1'élément fourni directement au moyen des va-

leurs en O des fonctions ZL partielles ( cf. [2], § 2,4 et § 32) (voir a

ce sujet la remarque 11 7 ci-aprés) .
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(ii) Etude des nombres ¢'( SKx) pour ¢ '¢ %kx . Supposons

maintenant que L = K,x pour x€ ¥ . Soit ¢' un élément de Xk . On consi-
X

dérc 1'"homomorphisme d'algéhres défini par 0, —> ¢'Coy ) de QLG,]
dans .Q( et on note encore y' cet homomorphisme . On a le diagramme

suivant :
QLG:] > -Cl[

NKx/K? 1
Ql6y¢]

Ce diagramme est commutatif car pour T € Gal( K%/K*) ,ona y¢'(T)=1.
On en déduit le résultat suivant en utilisant les conventions de [8] ( chap.

11, $1) sur les caractéres de Dirichlet :

Proposition I1 4 . On a , pour tout p'e lkx Y Y'F L

$'C Sy = ]lf [ (1. AR COR-ICIEDI
g p;emier

avec y' € X( f‘l’) , Bl(\f"l) étant le nombre de Bernoulli primitif corres-

pondant a ¢' .

démonstration

On a y'( Sk ) = $i(C NK?‘c /KY SK;L) . bDams le p;‘emier cas du
tor 1, 21781 Pr7%%
théoréme I1 3 , on a NKZ, /KY,(SKx) = SK¢+ 3 (pq -D.. -1)[@ 'K?]QK.(/@

mais *'(QK*‘/Q)=O ,car y'# 1 ; d'ou +'(SKL)= ‘{I'(SK\P> =

f
1 ? a Y"l(a) = By( \f'"l) . Dans le deuxiéme cas , on a encore
fy a=1

-

- -1
$C Vg )= 0 et ¥ Sy, ) iyl Byt
qilf‘l
9{fy

{ o a iy . as .
ce que l'on peut écrire comme indique dans 1'énoncé dans t01:1s les ¢
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Remarque 11 3 . Dans le cas ¢' =1, on obtient Y( SK:;,) =—:12 "?(fx)

(resp. 1) pour X#1 (rasp, 4 =1) .,

Corollaire 11 4. Si ' estun caractére pair (¢'# 1) alors \f‘(SKx)= 0,
Si ¢' est impair ( ce qui suppose %' impair) alors y'( SKZ) est nul si et

seulement si il existe un diviseur p du conductew f, qui est tel que {'(p)=1,

Ceci résulte du fait que 1'on sait caractériser la nullité de
Bl(*"l) :si ¢'# 1estpair , Bl(\\'"l) =0 ([8], chap. 11); si ¢
est impair alors Bl(d("l):# 0 (Th.112).

(iii)  Détermination de l'image de Ny . On suppose % impair ,

Définition II 3 . Notons \V}J' l'ensemble des caractéres ¢'¢ fl'( tels que
_— %

\f'{x et Y'(SK’:) # 0 . Cette condition étant stable parlzl -conjugaison ,

on définit Wz c }KZ de fagcon évidente . Posons enfin

Q(X) = [ P, (X)

Ye
%

On a & déterminer N, = {(A) € SKx ﬂK% , P,'( w =0 } , pui,s
l'image de N;t par 1'homomorphisme %' . Posons ﬂkz = ?wéﬂkt, Swaé Nx}i

ﬂkl est un idéal de Z[Gx] car Ny estunidéal de M( Kz); on a

NZ = SKzukL . Onadone w'é {ka qui équivaut & Px Ssz’ = 0 soit
P, Swa' = 0 en posant SK,‘ = 5 us € Zfo] . Comme précédemment ,
on représente les éléments de Z[G;] par des polynomes : Siona

-1

g ge-1
= i - 1 . .
SKI = g a; 0, , on pose SK% (XD = g a, X" et on désigne

£4
par wW'(X) un représentant modulo X -1 de w' . On adonc

P, SKza)' = O si et seulement si gK;CX) P (X)w(X) ¢ (ng—l) Z{x1]

donc si et seulement si §K (X) W(X) € Q(X) Z[X] , en posant
1




g
Xt

P, (XD

Q(X) = » Comme , pour ¢ }Kx , les polynomes PV‘ sont irréduc~

tibles , la cendition dquivant & la suivante 3

Considérons le djagramme commutatif :

' Sx
ZIX] —- .7 !

l X / ¥(e)
26] <V

Ty

en désignant encore par Y' l'homomorphisme défini par $'(X)= ¢'(0y )

alors il faut et il suffit que ¢'( §Kx(X) w'(X)) = O pour tout ¢'¢ f}'{x )

¢'{%, soit que l'on ait y '( §Kz (X)) =0 oubien ¢'W'(XN=0.
Par définition d ', 1 diti 5t : "W (X)) =20 V.
ar définition de V,, , la condition es Y '(w (X)) pour tout f(-ll)‘
Déterminons 1'image de QAI'(;; par l'homomorphisme ' .
On peut écrire ij%={w'éme , $'@W'( X)) = 0 pour tout y'e ’w”; ’} =
{w' € (o, -a, Ny, p'(W'(X) = 0, pour tout ¢'e ﬁ.{)i } =

{w'e Z[G: ] , w(X) € (X-a,\y) et ¢'(w'(X) = 0, pour tout y'ew; } .

Il en résulte facilement que 1'image de ’Uk% par 4A' est égale a celle de

{U)'(X)é Z[X] ,w'(X) é' (X'&,Aﬁ,) et \P'(&)'(X)) = O pOur tout \Fle’wll ; par

124
l'homomorphisme , noté encore %' : ZX] —> £ ¥ , défini  par

%'(X) = %'(0,) . Comme 6()() " ;[:,\}- Py , l'image cherchée est celle de
4

1'idéal 5()() Z[X]ﬂ( X-a ,\p 2[X] * Considérons I = ; R € Z[X} QR(—(X-&,A;‘)}
1 estunidéal de Z[X]etona Q2Z[X] n (X-a,Ay) = (31 . On remarque que
R ¢ I siet seulement si R(a) QCa) = 0 mod Ay: en effet, soit Re 2(X1,
QR = A(X-a) + (QR) (a) , A € Z[X] ( division par X-a dans Z[X]) ; si
RED, QR= A'(X-a)+ BAy, A',Bez[Xlet QCa) R(a) = B(a) N\ et in-
versement si Q(a) R(a) = 0 modA; alors QR = A(X-a)+Q(a) R(a) € (X-a,Ap

Ay
p. g.c.d. (Q@,A

Lemme 11 11 . Ona 1= (X-a,Af)g(xjoh A] =
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En effet, on vient de voir que Ré¢ | si et seulement si
Q(a) R(a) = 0 modA,, donc si et seulement si R(a)é A, Z. La détermi-

nation de 1 en résulte immédiatement ,

Définition 11 4 . On pose f\,‘ = p.g.,c,d, (/\,', Px(a))) ol /\', - A‘L —
—_— p.g.c.d.(Q(a)/(\l)

/\,,eSt donc un diviseur de /\; .

(gy) ~
Lemme II 12 . L'image de 1'idéal 1 dans Z est un idéal de norme A, .

L'image de 1 est d'aprés le lemme 11 11 1'idéal (G -a,/\;) (ap)
Z 4

(gq)
od & =1'(0;) . On calcule l'ordre du quotient Z  /(Z -a, AD =

Z[X1 /(P (X)), X-a,AD = Z[X] /(Py(ad, A} , X-ad)= Z/[(Py(a), A, =
Z/K1 2 ; d'ol le lemme .
Il reste alors a calculer 1'image de 6 par X' . On aura alors

obtenu l'image de QJI'(W , & savoir : QL) (& -a, /\;) .

¥
Définition I1 5 . Notons vx 1 'ensemble des caractéres impairs ¢ € %Kx

tels que pour ‘{"H , il existe p premier divisant fy tel que ' =1
( cela veut dire (cf. [17], Prop. IV b ) que p est totalement décomposé
dans K‘f’ ).
¥
On remarque que X ar £'(p)=0 tout p{f, .
irque ¢ ¢\VZC X{p pouroupl,

8x | [

On a doncY = 41 (X, N {2 *1). ona X *-1- 1 Py ;

or y' est pair si et seulement si y' est d'ordre diviseur de gy /2 ( ceci

g
car G, est cyclique ) ; donc] ‘P X -1 X -] =X 741
% Al e 572 ,
*‘*"x 1 X F -1
8,|(e,/2 /2
_ P T—I ]"“I P g1 .
d'ot QO - = (vw‘ Pf)/( ¥ Pv) - 2 *l . ona
P, s Yoy, P, - 1} Py
/2 lz Y‘w“
84 Sg ) .
C = 1'(0, ) =1(-1) = -1 , car 1'élément d'ordre 2 de G, est né -




g3/2
cessairement la conjugaison complexe , Posons A = RS 2 .
Py
gx/z
alors X +1 = A Py, ce qui donne en dérivant
g;/z '1 gl _1
g, /2% - AP +A'P, soit -?z = A(Z )P (E) soit
g -1 g -1 ) (g;)
ACL) = 7)5 4 5 T -:—2?- 4 y oparcourant G(Q /@)
— g -1
Ona Q(¢ -1 ( .t & ) . Nous nous interes-
F*Ip<c> 2 FW<Z-Z’)

sons prmc1palement la norme de Q(& ) ( dans @ /Q) . Cependant ,

on a obtenu 1'idéal h image de N, : & savoir
% g %

h (z -l)(gt)(Z'a) /\; )

(gy)

. - ( 1 Bl(x"1>)Z ’ . On peut en déduire
[leo ]l 2 2
P*(C> (€ -73°)

Yé\y;’ ce1

facilement b, /021 .

On remarque que N(Z -1) vaut 1 si g, n'est pas la puissance d'un nombre
premier ( cf, Rem, 1 2) ., Dans le cas contraire , c'est une puissance d'un
nombre premier donc une puissance de 2 ( 8, est pair ), et dans ce cas

N(Z -1)=2(Ccf. Rem, 12) . La norme de l_:](z Z7)  est égale &
.[_1 (Z Zn) = T—l ¢4 _;s ) qui est le discriminant de chz)/q) a savoir
)

T,0#1

¥( ¥(g,) /[ p-1
(cf. Hasse : (97, §27,3) : g"‘/} ] 827 1 P

P 8% :
P premier

La norme de (T -1 )-—- m(z &%) est done égale &

ol
(%) T‘*{ $(g,)/p-1 &
i;.x“ ‘bx\ 3t P ' -2 i | [ P‘?(g,;)/?-l avec
2/ " P%a) #(3+) ’
g, 2 ple,

®y = 1 (resp. 0) si g, estune puissance de 2 ( resp. n'est pas une puis-
sance de 2) .
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Examinons maintenant le terme \ l P(L ) . Siy ¢ '\{/* ’
*6’%* \y )4

c'est qu'il existe un diviseur premier p de f, tel que p est décomposé dans
Ky CK‘P étant un corps imaginaire ) . Donc , pour un tel ¢ , tous les carac-

teres W€ Xy sont aussi dans ‘\P*. On remrarque alors que m P (Z) =
‘f’ 1 b (3 XK*

g
Y-l , donc de la forme Zd -1ou d-= gz/g* est 1'ordre de Zd ; or,

A
la norme absclue de Zd-l cst dgale & M| 1dr5(1uc d n'est pas puissance d'un
nombre premier ; par conséquent dans ce cas , P*, (&) etles Py (5 ),
pour Y € X{( , sont des unités . On pevt donc restreindre le produit aux
caracteres 4’61{1; tels que 8y /g? soit la puissance d'un nombre premier .
On peut supposer cette puissance impaire car sinon pour la puissance de 2,
le corps K? correspondant est réel (car 1§ '\{I: , donc g, gY) ce qui

~ 3 . . . - *
est absurde puisque Ky doit etre imaginaire . On consideére alors pour YGM :

[ B,(X) = (ﬂ P(X)) /( ﬂp(x)) ___72__-..xg"’/2+1.

16 % vex, ! fe ¥;

g, /2 g
On a alors ’ l P\‘,(Z )= AR | ,or ( " est une racine d'ordre

Pe X,
K 8y/2 K
P ,k;l,ppremler,p,-’:Z,pquet Z est d'ordre 2p ; elle
est donc de la forme - ( k , d'oll , on obtient ]—_{P (¢)=1- Zk

\PGX' P

(gx)
dont 1a norme dans @ = /Q estune puissance de p .

HP «(1'(0% )))

;o<8x>/@( ey,

Définition I1 6 . Appelons ¢, la norme N

(cf. DEf, 115) .

"On en déduit que la norme absolue de Q( &) est égale a

; Xy T’I €(g, )/ p-1
2 .

Y(g,) ‘
% 2 p‘g’x
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Remarque IT 4 . Les diviseurs premiers de ls constante ¢4 sont des nom-

bres premiers impairs divisant 8y

U) Calcul de 1l'indice (My: Ny ) . Tl est meintenant possible de

(gy)
donner la valeur de l'ordre de My /Ny . L'image de M, dans Vi est

]"‘T g4 /P
l'idéal O, = (1- 1'Coy) ) Ccf. Lemme 11 9) ; dans cet iso-
P8,
P premier

morphisme l'image de Ny est ¢gale a l'image de S uK et I'image de ﬂK
par 3' est égale a celle de QI par 1'homomorphisme défini par X — §'(0).

¥

M-.,

L'image de SK'K par %' est égale & 2 Laya- B, b ’

fﬁ a.=l

celle de Ny sera donc un idéal hx procuit de B;(% -1y par 1'idéal imege de

QI . L'indice ( M, : Ny ) est donc égal a ( N désignant N )
PR o)/
P(gy)/p-1
N i, /Ney; or N(Q(Z ) = —e ﬁ * ,
‘F’ng) Plg,
Cy 2
- gy /p
NCQL(Z = A, Cef. Lemme 11 12) et Noy- ] o)™y,
P
pprelzr%{er
‘P(gz) \P(gz)
g, /P : i
or N(l-x'(o}()x )=N(1-Z’)=pp—l et NOI, = ﬂpp-l y
P| g,
¢(g,)/p-1 R
}——[ p NB, (X’ 1)/\, wy —
P8
d'ol Nf; / Nay, = & 2 N QBl(x"l).
(g, ) ¥(g,)/p-1 $(g,)
2 2 * T——IP s Cy 2 o
p| 8,
On a donc obtenu
Ay, -
2 A -1
NoL = Sl 2 B,
NG, /Noy S < HEARD I

On peut vérifier sans difficulté que bx/m, est 1'idéal entier



-

(0 )-1) (X'(o)-a,A)

Bl( y -1 ) , ce qui donne une propriété

1

] 2
P, (x'C oy D)

veyr *

d'intégralité intéressante ( comparer avec le {ur, 11 7 ci-aprés ) .

J) Calcul de /\z SE.A‘ . On rappelle (cf. Déf. 11 2 et Corol. 11 3)

£ -
. et que Ax = p.g.c.d.(Px(a), /\'L )
p.gcd.(Q @,

que, -
p.g.c.d. (£, ,0(1)

(cf. Déf. 11 4) . On va effectuer ces celculs localement : on désigne par
( )€ la {-participation d'un nombre entier . On pose f, = VAL £, 4 '{ £y

On suppose n » 1 sinon (Ax), =( K'x ){ = 1 . On rappelle aussi que si

r, fa
2f,alors4if.0na/\= ou X, = a , ou
% % % ; 1 &
a

(f5)
H=G(R " /Xy ) (cf. Déf. 112 et Corol. 113) .

@(f)

(1) Cas {# 2. Onremarque que si n'est pas contenu

dans K, , alors (/\1. )y =1 :eneffet, si @([) ¢ K% , soit fl une racine

&

«
primitive d'ordre fx de l'unité ; ?x = f% * et ?11 sera une racine

N
o x,
d'ordre premier & { , donc ¥ ;=0 mod 7" et (A, =1

@ (1)
Supposons que K, contienne » k> let non QQ .

Or: a k¢n . On a le schéma ci-dessous :

@(1"!,1 )

|

Kx KxQ« ):. L

{f k} (g")
(W Vi @




k+1 k n k
f ) () @) U
Comme @ St- K, , K, / Q et @ / Q sont lindairement

disjointes . Soit L le composé ; posons fx= ?, ?' , fpd'ordre e , ¢

o(
d'ordre premier & { . On a ‘E;= N ?[,N ' ou N=N (fﬂ)/ .
Q Ky

Comme N %' est d'ordre premier a b4 , calculons N 26"‘ = NL /Kdefp §pu

(
)/L
[@{f"):L]

= N
L/K1 7

€. .

Ona N §=N
LK 3™ 7 ™) o)

{

r r-1 r = {¢r=
@(1 )/@(! ) e

Lemme I 13. Ona N flr-l , pour tout

ryl.

Q([r)/Q(fr~1)

En effet , le groupe de Galois de est ,
TSVARE
pour r » 2 , constitué des automorphismes f{r —_— Elr ,
r-1 /
AN=1,2,...,4 et NE = £[+! (1+2...+0) = £ = £ ; pour
f3s

/r s [r-l

%}: g/ 1+2+...+ 4 -1 -1

&ﬁf’):L]= Efn_k[()(fz):L]ngéf"):K;]
¢ 4" '

On obtient donc :

Proposition 11 5 . Soit A un nombre premier impair divisant f,  (on pose

£, = ,fn f'x , A{ £ ). Si K, ne contient pas (DCZ) alors (\y d=1.

, 2) £z n,
Si K, contient & , alors en posant ([@ 1Ky ] )1 =4 ,ona

), - —L
( n
x n
p.g.c.d. (£ A

Compte-tenu de la définition de A le calcul de (Kz )[ exige

x ?
1'étude de P, (a) et Pf (a) pour certains ¢ (cf. Déf. 11 3) .
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Pour cette étude , on peut supposer @Cf} < X, .
Soit y un caractére impair (Y € * I—(x ) et soita, Ca,f) =1,

Ky
tel que (——) = 0y ; comme l'image de 0 dans GY est génératrice
a

\P'(O-T'> = y'(a) est une racine d'ordre gq’ de 1'unité pour tout ‘P'H .

On a P‘, (a) = U (a-y'(a)€Z . Comme on cherche la { -participation a
Y

P+(a) , il suffit de caractériser les cas ol il existe ¢'|y tel que a-¢'(a)
soit non premier a { ; comme P, (a)eZ , on peut raisonner dans {,; on a

a-?"(a) =e (a) (1+ D/a[) —%'(ﬁ) (Cfo C8] ? I’ § 1 ? b;P pour Ka_ e Z—{ )
car (a,f) = 1 puisque (a, fy) =1 et que f\ fy; a- y'(a)s 6(a) - y'(a)
mod { , soit a-y'(al)= 6(a) (1-¢'(a)6 ~1(<'5L)) mod £ . Il suffit de voir &
quelle condition 1-‘{/'9"1(&) est non premier & £ . On sait que 1- ‘{*'e'l(a)
est non premier 4 { si ot seulement si ¢ 9 1(a) est une racine de l'unité
d'ordre une puissance d'un nombre premier , donc de { ici ; oron a par |
hypothése 6 ¢ %k% et y'é %kx , donc 1/'6-16 %k}c et comme

X
% -
0;‘ = (—-———) engendre GZ , l'ordre de ¢'0Q 1 (a) est égal & l'ordre du
a

caractére \]/'9—1 ; donc la condition est que ' 6—1 soit d'ordre une puis-
sance de { . Soit ¢'-= \}/'9-1 ; on a le schéma
Ko —— Ky
[\r
@ — Q¥

Lemme II 14 . Si Ky n'est pas une extension de degré {r , v2> 0, de @U)’

alors (Kz )y =1.

- N
En effet , on rappelle que l\x = p.gcd. x , Py (@),
pocd@Qla),Ap
or , d'aprés ce qui précéde , ona P, (a) =0 mod{ si et seulement si il

1

existe x'o[ 1 tel que ¢'= 1.6 % soit un caractére d'ordre ¢ ' , ry O,



(@3]
(o)

soit g, = (0-1)47, a0t [X, :(D(z )] = ¢ 7 . On peut donc désormais
supposer que [Ky: ‘D([)] estd'ordre £° ,r » O .

Le corps Ky est le composé de deux extensions Ky et (DCI)
( avec [K\f, :Q]= fr ) linéairement disjointes . Donc on peut poser x'o =0¢',
‘?'H’ et P, (a) = (I——_T Ca-(f'Ca) 9(a)))‘) puisque x'|1 équivaut &

Ay,gl=1

» e")
x'= . pour xc')lx fixé et()\,gx)= 1.0na, dans Z!

H

a - \P')‘(a)ek (a)=06(Ca)(1- tf'l(a)ﬁ)‘ -1 (a)) mod £ . Les seuls termes

a considérer ( non premiers a ¢ ) sont obtenus pour A =1 mod ¢ -1, soit
Ne{l e, 1o k(-1), 0, 1+ (€7-1D(L-1D} , avec pour rz1 (1,4 = 1,
ce qui équivaut & k# 1 modd , O¢k <£r—1 ; cet ensemble a donc lr'l((-l)
valeurs (pourr 3 1), Pourr 2 1 et A=l mod (£ -1), a -«?'A(a)eA(a)

a m@me valuation £ -adique que 1 -\?'k(a) , car q")\(a) est une racine
d'ordre une puissance de ¢ (¢, ryl)et £#2 . Comme @J((r)/aal est
totalement ramifiée en £ , on en déduit que Py (a) est divisible par £ et

2
nonpar { . Danslecasr=0, on a Kx=Q(D

et dans ce cas , /\xz { et
P,(a) =0 mod.d , d'ol /_\-x=,f (dans le cas K, =@u) , On peut avoir
Px(a)a 0 mod [2' D).

L'étude de Q (a) en résulte aussi : on rappelle que QCa) =

]_—I P+(a) (cf. Déf. 11 3) . On suppose qu'on est dans le cas ol P, (a)=0
Yey,

mod £ ; comme le caractére unité appartient & Wx , il faut déterminer Pl(a) :

. _ N Xq 2
on a Pl(a) =a-1; or a-1=0 mod /, cela signifie que € G (X, /Q ,

a

Kz
ce qui n'est pas possible puisque (";’) doit engendrer G, et que @u,g@

car L # 2,
En vertu de 1'étude faite , les seuls fewx a considérer sont a
prendre parmi ceux qui correspondent a un corps K ¥ intermédiaire entre

K, et Q(l ) (et distinct de X, carxg¢ ) .
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Proposition I 6 . On suppose £+ 2. Si Ky = QM) , alors AK =f . Si

pour 4 [ f, tel que (D(f )C Ky, [Ky: @C ¢ )] est différent d'une puissance

de { , alors (A-x)f =1 . Si K, estune extension de degré [r y T2 1,
)

de , alors (Ax)[ =loud etona (A, =1 siectsculement si

N\, ) divise r—[P‘,(a) , le produit étant étendu aux caractéres ¢ tels que

Y
QR £ >c K* % Ky et tels que il existe q‘fx totalement décomposé dans K .

(i) Cas 4 =2 . Onadonc fy= 20 fy , fy impair etny 2,

k k+1
On suppose que l'on a ®(2 e Ky » @(2 ) St K,, k»1 . Alors néces-

sairement ona k=1 o0u?2 .,

, pour tout rp2 .

~Lemme 1115, Ona N

Q(?.r)/@(?.r-l) E2r 2r—1

r r-1
(2 )/@(2 )

En effet , les deux automorphismes de @ sont,
14271 2 or-1 E2
- 2 - -
pour r » 2, l'identité et Ezr——» EZr et N Ezr = fzr ¢ ., = o

Distinguons plusieurs cas :

Sik=2 (i.e. ®(4)C X,) on ale schéma ci-dessous :

Z.") n.|
2 K, | - Kx@( Q(z )

(4) (2")
Q@ — " ——0

n n

Comme (DCZ )/(1}(4) est cyclique , K, /@(4) et (I}(Z )/(D(4> sont linéai-
rement disjointes . De plus [Kx :@(4)] est forcément impair . Il existe donc
un sous-corps Kyde Ky, tel que [Kx :KY]= 2 . Le corps K\*, (réel) sera

de conducteur impair(d'apr‘es la thdorie des groupes de ramification , 2 ne



peut pas se ramifier dans une extension cyclique de degré impair) et dans

ce cas on a nécessairement n = 2 , soit fy=41f) . On adonc

f2). f2). ~C4)D W'y )
(El(>=£,([d .K,.] =§L‘ [@(7' A} 1 . Et.

14

et la valeur

N

de (Ay ), dépend du reste mod 4 de Y(fYy )., Si f) = 1alors K,= @(4>
et dans ce cas /\%= 4 . Sify+#1, Y(fYy ) estpair, donc on aura (/\z)2= 1
ou 2 selon que Y(fy )=0ou 2 mod 4.

Si k= 1 ., On distingue encore deux cas : Si K;/Q est lindairement
I
disjointe de (R( 2 >/Q , on a le schéma suivant :

@) (2'%))
K, ——L=KQ ——Q

(L o
e . )[Q(fx )]

N N
@(fx)/Kx 9 ( @( 2n>/o fzn

et = 1 et dans ce cas 0(1-:.0

mod 2" soit (/\'L)Z =1 . S K4 /Q n'est pas linéairement disjointe de

N n
®(2 )/Q , alors K, est une extension de k| Cdﬁz ) :

@") (f1)
Ky ————L=K,Q ——Q

(2"

@ ko Q

Comme les cas ko =Q et ko =®(4) ont déja été examinés , on peut suppo-

ser que k estl'un des deux corps suivants :

m m-1 m-1
kg =®(+2 ) o ko=@(+2 )(f‘m> , avec 3¢ m€ n ®(+2 ‘ )(/"m)

» ot N (21 @™
désignant l'extension quadratique imaginaire de Q N contenue dans Q
m-1
et distincte de (D(L ) . On vérifie facilement que si k est de la forme

2™)
+ (k, estalorsréel), ona N = 1 et dans ce cas
° ! Q(ft)/Kx €2 n
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m-1
CA")Z = 1 . Enfin, lorsque K =Q£2 ) (["m) , k est imaginaire ainsi
que K, ; dans ce cas [Kx :ko] est nécessairement impair .
Lemme I1 16 . Ona, pourtoutr , ry 3 ,

E_o= -1,

21"

T r-1
Q(2 >/®(2 ) (lum)
+

En effet , 1'extension correspondante est quadratique et 1'auto-

142771 or-1
morphisme non trivial est défini par f 2& - , d'ouN§ - t o1
’ 2 2 of
On en déduit que N E - (N J[df"):ﬂ
o

(v HtEPal el . hep)
g™ p y 2T
+ m

n ¢e) (2™
puisque [L: Q(z )] est impair . Or [Q * : Q ] = P(f'y ) ; donc si

fi#1,ona $(fy)=0mod2 soit , danscecas, (Ag), =1. Si

on-

1
fy =1, cela veut dire que X, = kg =@i ) ( {"m) et dans ce cas on a

Ap=2 .

Proposition II 7 . Supposons f, = 2" fy , n» 2, f% impair . Soit kg 1'in-

n

tersection de K, avec l'extension Q(z ) . Sik, est réel alors (/\1,)2 =1,
sik, -Q4, K, #@) alors (A,
mod 4 (resp. Y(f; ) = 2mod 4) . Sikj

i}

1 Cresp. 2) si Y(fYy D=0
K, = Q(4) alors Af L. si

1

Hm-1
K, =(D(+Z ) ( f*m) , 3¢mg¢n , alors (Ax)2_= 1(resp. 2) si Ky #k

(resp. Ky =k ) .

Passons maintenant au calcul de (/\% )2 . On procéde comme

pour le cas ,f:f: 2.




X
- %
Soit \ye)EKL et soita , (a, f,);l,telque (___) =0, .

a

On a PY(a>= W(a - ¥'(a)) . Comme pour le cas £+ 2, on aura
Y [Y

P?(a) = 0 mod 2 si et sculement si il existe ¢'|Y tel que a-¢'(a) soit non
premier 3 2. 0r a - y'(a) = 1-¢¥'(a)mod 2 ; la condition est donc que
y'(a) soit d'ordre une puissance de 2, donc , pour les mémes raisons que
pour {¥2, que y' soit d'ordre une puissance de 2, Dans le cas y =1,

B (a)= 0 (2) équivaut & [K,: Q] estune puissance de 2 . On peut donc

supposer que est d'ordre une puissance de 2 , Dans ce cas P, (a) =
que g, P y Ty

T{—((a-x‘(a)) et a- 4'(a)= 1- 1'(a) mod 2 ; on auran(a) = 0
1'%

mod 2, P‘t (a)# Omod 4 si 1-1'(a)et2n'ont pas la mémewnluatia en 2,
donc dés que %' estd'ordre 4 au moins . Si A'estd'ordre 2, P,(X)= X+1
mais KK est alors un corps quadratique imaginaire de conducteur pair ; on

aura donc a z-l mod 4 (0, est la conjugaison complexe dans ce cas ) ; or

- (4
P, (-1)=0, Q(-1)=-2. Si Ky n'est pas 1'un des deux corps Q ,QC -2)

alors (Ap), =1 (Prop.17) et (Ay), =1.

(4) —
Si K;=@ alors ( Prop. 117) , onaura (A4 )2 =2 ;

enfin si Kz = @ (V-2) , ona (Prop. 117) (A, =2 soit (Mg, 1.

On suppose maintenant que g , €stune puissance de 2 au moins
égale 4 4 . Alors P;(a) = 2 mod 4 ; on aura (cf. Déf, I15) Q(X) =
gx/2
(X-1) ( +1) (car X, ne contient pas de sous-corps imaginaire
%

*
strict et % est vide ; compte-tenu des résultats de la proposition I1 7 , il

suffit de connaitre é(a) mod 2 (en effet , pour les cas restants ,(/\1)2= 1

2).D Q(a)=0mod2 , (Ayg) d(CAﬁ)Z 2) 1
ou 2). Donc , puisque a) 20 mo , % ), =P&C e =
: 2 (2, oy

Proposition 11 8 . Soit X € ¥ .Ona (K,L )2= 1 sauf si K, = Q(A) , au-

quel cas on a Ax= 2.
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On sait que si Ky n'est pas une extension de degré une puis-

(£)

sance defde @ , alors Px(a) est premier & f. Lorsque |7 (a)=z O

mod{ , ona Px (a) # 0 mod [2 sauf peut etre dans lescas suivants:

(i) L+ 2ct Kx=Q(!).Maisdanscecas (/\,,)j = et
Az = ’[ ’

(ii) d=2et K, estun corps quadratique imaginaire . Dans ce cas
(Mg )y = 1ou 2 sauf dans le seul cas Ky = @(4> ol (Ay )o = 4etol /\: =4 .

Supposons que g, = -1 )£K , k > 0. On sait que £ est to-
(£-1)

talement décomposé dans Q et que A est totalement ramifié dans

k
Q L7 . Donc si  (§ -a, Ay) n'est pas 1'idéal unité , c'est 1'un des

k
¥ ({ -1) idéaux premiers au-dess us de f dans (D(u'l ) .

(gy)

Théoreme 115, Pourtoutx e¢¥ ,le Z -module H, est annulé par

(g,
1'idéal B;(1 hy@ad - s, Ay) de Z %L Lridéal (1(ad - a,Ay)
étant 1'idéal unité sauf lorsque K, est une extension de degré une puissance
de £ de Q( £) et que A%E 0 mod £ , auquel cas cet isléal est 1'un des
£x

¢ (£-1) idéaux premiers au-dessus de £ dans Q@ ( sauf si Kx=l11(4),

auquel cas cet idéal est 1'idéal (4)) .

b) Cas des caractéres 4 ~adiques . Soit %€X et soit ¢{% (on a

donc $ € @ " ) . On rappelle que l'on a défi ni les Zt’ {G,]1 -modules
Z‘C¢ ={ hedt(Ky) , P, h= 1} , pour tout 4)6@ (cf). chap. 1, $4,c}.

(g
On sait aussi que 1'on définit sur '3(,¢une lei de Z! g -module au moyen de
(g,) ’
l'homomorphisme %' :7, (G 1— 4, défini par 6;—> £'(0; ) ,avec

(g4
2| ¢ (ici ,z' doit diviser ¢ ) ; pour les différents [z , les lois de ZI .

modules sont donc distinctes .
) On sait que %, est anmulé par Z [GxlSg, N 2{Cq1; c'est donc
un Zf -module annulé par 1'image de cet idéal par %' ,71'|$ . On ob-

tient donc par analogie avec les calculs effectués dans le § a précédent et

compte tenu du fait que  ({-a, Ay )Zz(w est de norme ( By(a) , /; )z :
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(gy)
Théoreme 11 6 . Pour toutped™ , le Z, -module 964, est annulé par

- gz )
l'idéal B,(% ' by (ca) - a,N\y) de Z, , ou 7' e(st 1')un quelconque

S
des diviseurs de ¢ . L'idéal (2'(a) -a,Ay)de Z, est 1'idéal
unité sauf lorsque Ky cst une extension de degré une puissance de d de @(l),

que 1l'on a ALE O mod £ et que la condition supplémentaire suivante est

rdalisde : en éecrivant g ' = 9)' Y', ¢'d'ordre (r , 1<N ¢ € -1, alors

(84)
A = 1. Dans ce cas (%4'Ca) - a, Ay ) est1'unique idéal premier de Z, *

divisant f ( sauf dans le cas K = @(4) ou cet iddéal est 1'idéal (4)).
%

Remarque 11 5 . Dans le cas oli g, est de la forme ( { -1 )/k , ilya

exactement Y (£-1) caracteres A4 -adiques divisant % , il est Elonc) normal
%

que 1'idéal  (x'Ca) - a, A,) puisse étre 1'idéal premier de 2, pour

un unique caractére ¢ _ bien déterminé ( celui qui est au-dess us de X =

9¢") . Il est normal aussi de constater que le nombre A ne dépend que du ca-

ractére ¢ au-dessus de %' (& rapprocher du

(81, Déf, T 4) .

cas spécial " défini dans
Avant de faire certaines remarques sur le théoréme de Stickel-
berger ( cf, Remarques Il 6et Il 7, ci-aprés ) nous allons proposer cer-

taines ddéfinitions .,

6) Définition d'invariants . Dans [8] (chap. 1, § 2, e) nous avions dé-

fini des invariants " classes " m, (¥ ) et my, (2 ) et des invariants

" analytiques " mx(h) et m¢(h) pour les caractéres rationnels et ¢-
adiques tels que g, soit premier a A (cas semi-simple ) . Nous nous pro-
posons ici d'étendre cette définition au cas général .

(gy)

(i) Invariants " classes " , Soit 3@ 1'idéal premier de Q au-

— A [
dessus de £ associé au plongement Q = £L, et soit ¥, sa fermeture dans

(g,) (gy)
Zl (cf. [81, chap. 1, §2, e) . Soit ¢¢ . En tant que Z, -mo-

. (g4) ~n . (K
dule ,%, est isomorphe & un produit de la forme ﬂ ZI * /'X; 51 ,
- i31

les Ny g (% ) étant supposés décroissants et nuls & partir d'un certain

H
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rang ( ceci assure leur unicité) .

Onadem'émepourgc‘;(cf. Déf. 13) : #; =~ 2 /%
Définition I 7 . On pose m (% ) = Z n, (%) etm (3% )=Zm (%),
———— ¢ iy 1 b,i X YA ¢ !

on pose m, (%" = Z n‘P’i(%') et mz(?(') =¢%_- m¢(7ﬂ D ooed ek,

izl
(ii) Invariants " analytiques " dans le cas impair . Nous supposons
maintenantX € X~ ; le cas X € %% sera abordé dans le chapitre suivant ,

Compte tenu des différentes interprétations obtenues pour l'or-
dre des groupes H, (¥ € ¥ ") , nous proposons la suivante qui généra-

lise celle de (87, qui tient compte du fait que ¥ = Hy=@ #, (th. 12)
¢l%

et qui va etre particulierement adaptéead certains résultats de Hasse con-

cernant 1'intégralité des nombres 1 B, (x "1y . on rappelle que

|, | - 2 W, ﬂ(

1 B1(x"1)) .
yrt2

Définition II 8 . On définit m¢(h) =m ¢(h‘) , pour ¢¢ ", de la fagon

suivante :

(o() Cas £+ 2,

n
(0()1 Kxn'estpas de la forme Q(l ), nyl;
(gx) ~ m,(h)
on pose (-:15 Bl(%"l))zl - 1 ¢ Cxed .

L") n-1
(°()1 Kx=@ ,n2>1l;ona gx=((-1)[ et on peut
A -
écrire de facon unique X'=86y¢', ¢' d'ordre VA 1 , (A, 0-1)=1.

On rappelle que A ne dépend que de ¢ au-dessus de % ' . On pose

(g2) 2 my(h)
(2 B D)z, a8 T e et 10

m4)(h) =0, pour A=1 .,
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(@) Cas £ - 2.

(fg)1 8, n'est pas une puissance de 2 , on pose:
(gx) - A m¢(h)
(2 B D)7, ™ - e,
2
(P)z Si g, estune puissance de‘ 2 ;alorsona ¢=~% eton

pose :

mg(h) = 0 si K, -@4)
1 ~1y)z _ ”, ¢ .
(— Bl(% )) / = ’J; si K

2
oU%

On posc ensuite dans tous les cas m

%

Proposition 11 10 . Les nombres m‘p(h) ainsi définis , pour tout q;e@ o,

sont positifs ou nuls .

démonstration

Rappelons un certain nombre de résultats de Hasse ( [10] ,

chap. 1I1) :

fy
*
Lemme 1I 17 . Soit %' un caractére impair et soit 1 Bl(x -1 )= 1 Zl'-l(a) a,
2 2 fx a=1
(1) Si f, est divisible par au moins deux nombres premiers distincts,

alors —;— Bl(’t'-l) est un entier algébrique ( [10], formule (3), p. 82) .

(ii) Si f, est de la forme 20, 42,
n
)

(ii)l Si g, n'est pas une puissance de 2 et si K, # Q({ alors

1 B;& "1y estun entier algébrique ([101, formule (7), p. 91 et(13),
2

p. 92) .

n
(ii)2 Si g est puissance de 2 , Kx;-Q(e ) , alors
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1 -1 (g2)
(X (G) -1)= Bl(’X;' ) est entier (ici (X'(0x)-1)1Z est l'unique idéal
2

Sy =
premier au-dessus de 2dans @ /@A) et 1 B,(x’ 1y nrest pas 2 -

2
entier ( [10], formule (6), p. 91) .

n
(11) Si gy n'est pas pu1ssance de 2 et si Ky=@ @) alors

1'idéal (x'Ca) - a,l) 1g (x "1y e Z est un idéal entier ( (2'(a)-a,d)
2

(g;) n-1
est alors un idéal premier au-dessus de £ dans Q = @((1-1)[ ) )

et éBl(l'_l) n'est pas { -entier ( [101, formule (12), p. 92).

n
(ii) Le seul cas ou g est puissance de 2 et K, = @u ) , 12,
estle cas K —-Q(3) g1,
2 6

(iii)  Si f, est de la forme 2%, n » 2 .

(iii); Sin=2, alors K, Q4 o —lBl(X.'-l)= L.
2 4

(iii)2 Sin>2, Ky est alors l'unique sous-extension imaginaire
n n-1
cyclique de 02(2 ) , & savoir QS_Z ) ([“n) - 202 ; alors

(X'(0)-1) e Bl(X'-l ) est entier (ici X '(03)-1 engendre l'unique idéal
2

| @ -1
premier au-dessus de 2 dans @ ) et = Bl(x ) n'est pas 2-entier

2
([101, formule (6) , p. 94) .
Etudions alors les différents cas proposés dans la définition:
Cas (®X) . Comme £ # 2, les seuls cas possibles de non intégralité
en £ sont les cas (11)3 et (ii )4 du lemme II 17 pour lesquels Ky =®un) .
On a donc résolu le cas (¥ 1 Dans le cas (04)2 , 1l suffit de déterminer

(gx A Aol
1'idéal (X'(a)-a,{) de Z; . Ory'@-a=y" () 6(@-a=0(a)(¢'6 (a)-1)

M-1 (g4
mod £ ; donc ¢'6 (a)-1 est une unité de Z, siA¢l mod (£ -1) .

Dans le seul cas A = 1 mod (£ -1), 1'idéal (x'(a)-a, £ ) est égal a ’J’; .
D'ou (X )2 .
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Cas (). Onaf =2 et les seuls cas & envisager sont les cas ( ii )2 )
(it )4 et (iii ) (dans ces cas, g, est une puissance de 2, par conséquent

le cas ( P)l est résolu ) . Les derniers cas restants sont alors immédiats.

Proposition 11 11.O0n a mx(h) = mx(% ) pour toutyre ¥

démonstration

On a X, = ? ?5 ; par consequent(%xf ﬂ {% '

$lr
Ymy (96 b’ o ’ ’
l%” = ( 1'anneau ZI /’&0 éléments , ¥ étant le degré

(gy)
résiduel de f dans (D .

x -
On a ensuite Pgl: (2 w), H(H ; 1(1,- 1))1 =

%
(2 Wy, ){ r-[ N (e.) ('— B ('l' ))) . On vérifie que le produit de
's) S
/2, {

bir
m
& @™
normes ci-dessus est égal & 1 dans les deux cas K, #Q ,
oy
L#2 et g, non puissance de 2 ,£= 2 ; ordanscecas , (2 w%)( =1,
¥2Zm,(h) n
6
Il est égal a zfi dans les cas =Q<'[ ) y 42 (lecas )\ =

se produisant une fois et une seule lorsque ¢[2) et 8y est une puissance

de 2 (Kx;&-Q(A) ) pour £ = 2 . Dans ces deux cas (2 w, ), =4.

Remarque 1II 6 .11 semble que le théorzme de Stickelberger ( sous forme
du th. Il 6 par exemple ) soit insuffisant en 2 et méme en £ dans certains

cas : pour s'en convaincre considérons l'exemple déja utilisé dans le § 4,a

= ®£7) Q(s) ou l'on obtient les résultats suivants :
1 2 3 5 Ky
(i) Sy =2(2+40+50°+405+20%+ ¢2), avec o= || ;
K3 2
.. -1 Sy
(ii) Bl(%‘ )Z =(2) ;

(iii) lIHJ= 1 (Th.,112) ;
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Gv)  (@-a,A) = (1'(0)-2, 3D =(1-£'Ce D =1

(gy)
(v)  (X@-a,A ) BT Z T =2,

Si 1'on compare (iii) ot (v) on constate que " l'annulateur "
trouvé est mauvais . On peut alors proposer plusieurs conjectures tendant

& améliorer " 1'annulateur " déduit du théoréme de Stickelberger . Nous

A m (h)
proposons la suivante : Pour tout qSE-@_ , 1'idéal ’a’; ¢ anmule le

(840
Z.(’ -module 46, .

Remarque 11 7 . Dans [ 2] ( Th. 3.1) , le théoréme de Stickelberger est

énoncé sous la forme suivante ( avec nos notations ) : Si L/Q est abélienne

alors 1'idéal I' engendré par les éléments de Z[G (L/@ )] : (e - (.1.‘_}) S]"

c
ou ¢ parcourt l'ensemble des entiers impairs premiers a fL (pour S! o

cf. Th. 11 3) . L'idéal proposé par Coates est moins bon que 1'idéal de
Stickelberger 1= Q}L Sy que nous avons calculé : Pour s'en convaincre ,

il suffit , par exemple , de comparer les deux idéaux (I, QL/Q ) et (I',VL /@):

On vérifie facilement que (1", ¥ L/a ) = ( vesy C - (-I—C‘—) ? oos ) SL + (vL/Q)

(ce2, (, 2 fL ) =1) ., Donnons alors un exemple rumérique :

Soit L le composé de (]3(3) avec le sous-corps cubique de'®<l9);

on vérifie facilement que (1, ¥ L/Q) = (SL) + (QL/@ ) ; le calcul de (I',\)Lm:

donne alors :

(I',~)L/@)= Geey © -(.I:.) s eoe )SL+(\)L/Q)=(...,C-<1“—) y eee} ZfL)SL-a-

C C

+(")L/(D) ; or si on considére des c tels que (%—) =1 (¢, 2fL)= 1),

on vérifie facilement que les ¢ - (-1—1) correspondants engendrent 1'idéal (6),
c

d'oﬁ(l',\)L/Q)=C..., c - <—I-‘-> y ooe 6)SL+(QL/Q> . Soit alors Cq

Cc
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C

impair tel que (l—] engendre GCL/@) . On vérifie ( comme pour la
o

proposition I 3) que (1',QL/@)=<CO'(£> 56)SL+(JL/®) 3

C
o

on peut prendre ¢, = fL + 2 ; ona alors

. L) .
(I,\)L/Q)=(5-(-2——} ;62 s+ UV
(L jg) = (S + (Y )

Soit alors ) ' le caractére de L défini par £'(2)= -]

.
b

alors I.'(I',VL/@ ) = /‘("(I') - ( l-j )L'( SL ) = 2( l-j )2. et K"(I’VL/@ ):
£C1) = 2(1-j) (car%'(S-(-i;—) 3 6) = (1-5) et 1'(Sy )= -1 - 2).

Ce qui illustre notre remarque .
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Chap. III

Application a 1'étude des classes réelles des

extensions abéliennes

On désigne par IE la G '-famille des groupes des valeurs ab-
solues des unités des sous-corps de @ (la loi de module étant définie par
|&]a'= ‘&a—‘ , pour toutce &G ) . Les IE(K) sont donc des Z -modules libres
(on a donc E(K) = [E(K)| sil'on désigne par E(X) le groupe des uni-
tés de X ) .

Ona E, = {ll € BE(X,), P(s0le| - 1}={le]€ EX,),
QKL/KIE,F 1, pour tout K %— Kx}.

Désignons par E° 1a & -famille pour laquelle E°(K) est le
sous-groupe de IE(K) engendré par les IE(k) pour k SF: X .

1) Interprétation des coefficients Q(K) et q(X) .

Lomme IT1 . Ona E°C(K,)IE, = E°(K D IE, , pour tout % € X7 .

On sait que € IEy est d'indice fini dans IE(K) quel que
[CET

soit K réel (cf. 15 , §5, 4) . Soit |¢| € E(K,) A Ey ; il existe
donc des sous-corps stricts K;, ..., K, de Ky tels que J€|= '61} \et) ,
€3 € IE(K,) et il existe une puissance de &l » |€l T telle que

n o n
]éile *?;KFE* , pour tout i ; on a donc !El e(*ééguﬂi*)q E, ,

vEX
ce qui entratne |.£(n = 1 ; mais alors t&|= 1.

Définition 111 1 . On pose pour tout % pair : Q, = (IE(Ky): IEO(KZ)@IE,‘) ;

on pose Q(L) = (IE(L) : @ [Ey) , pour tout L réel .
yek;
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Proposition 111 1 . On a pour toute extension cyclique réelle L/Q

Q(L) = ﬂ Qy -

xe}L

démonstration

On va effectuer ce calcul localement : Soit donc £ un nombre
premier fixé .

Pour tout corps K posons & (x) - EK)® 2, (considéré ca-
noniquement comme &G ~module ) et pour tout ¥ posons 2x= E,® Z, et

%o(Kz) = IEO(KZ)® Z,. Comr;xe [E, est le noyaude 1'homomorphisme qui
Py (0%
a ]EIEIE(K,L) associe {&l et que Zl est plat alors 2‘% est égal au

noyau de ce méme homomorphisme étendu & %(Ky) (la notation{&,b est donc
cohérente avec celle qu'on obtient en considérant la G'-famille &) .
On a aussi que $’(Ky) est engendré par les (k) , k < Ky ™

Onaalors : (Qy)y =(C%(Xy) : ¢o(K P G,

(ALY =CE(L) : D& .
e X,

Considérons le schéma suivant (cf. chap. 1, § 6) :

L, Ky, La=L

l l ot L/L_ estcyclique de degré
L, Ky Li=Kg

Ic |‘l’. l £ VA L/Ll'rl est cyclique de
L’=©____K*°=K*' Lo degré premier a £ .

Iei ¢ parcourt l'ensemble XL . Pour simplifier , on appellera P le
o

caractére défini par K‘?- =L, pour 0<ign (Si L=K,, onadonc =X).

1

Pour la définition des familles d'idempotents ey et e;,y GXL , cf.
o

chap. 1, § 6.

On posera '&*(KY )

1

{lel € t(KfiD » Ngo /K 1161 = l} .

i Yi-



73

pour tout ¢ cttout i3 1 et E(K‘l’ )=E(K‘f ) (on a
o o

% (K ) ) = B

¢ )® Z{ , en définissant IE*(K* ) de fagon analogue ) .
1

1 i

*
¢ 1
Remarquons d'abord que & ( L, ) =?fa (L Y et que , d'aprés la proprié-
té des ey lorsque les applications j et N sont respectivement injectives et

surjectives dans les sous-extensions de L/Q de degré premier & f (cf.

chap. 1, §6) , ona E(LF¥ = E°CK, y g
' i

Lemme 11 2 .0n a (¢ (Li) ' & (Li_l)@ 2*(]1)) =

} ‘ €y Sy
fe¥, Yio1 i

pour i> 1,

* ey Cy
On a é(Li)/ &(Li_l)@f (Li) =€YB é(Li) /?(5(Li_1)é ZY") )

e e e
&b E(KY ) W@(Z’ (K‘f‘ ) *@ 2* ) ; or Z(K‘Y ) *@Z? est un sous-
Y BRI £ ' ' i

i-1 i i-1

’ e X e
module de & Xy ) ¥ puisque &, = & (Ky ) ' . On a donc un quotient
i i i

isomorphe & :

@ ( Bk >e* / & &, )e@‘t ) , d'ol le résultat .
¥ Yi i-1 Yl

Considérons maintenant , pour i 3 1 , le quotient ( fini ) :

L) /to(Li)®§?'z@(t(K\r > ECw)® 8y >¥); on a

i

°<L) T——Ita{) (ﬁ E(K)) °Y -

KCL K%Li
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e ey

el t ely Y
-z p YL NG T e vay - B )
PeX,

e

) ¥ pour pee s B(K, ) -
1

Calculons maintenant & (K b

1

' Sk
i

D e, -D bk

8¢ ¥, i CeHe,

e e!
) o et E,(KPV( -® tx,
i i QG*KP

€
Sy
E(KYi) (resp. 1) si y¢ %KF( resp. ¢ § *’K“) .

e\'r ﬂ ey ey
Onadonc@‘t(l(t,i) T HKH) 3 HZ(K“) :
bEF, e

Ye *K‘. KPDK'(
Y
ce produit est donc égal a ¢ (K\‘, ) (resp.(1) siv#Y (resp. ¥ =Y ).
i
D'ou :

° ey ey ey ey .
t (Li) = E(K‘l’. ) é(K‘f.) = 5(1{*.) si y# Y et
i

i-1 i

e\'{ e.'
EO(L)  =EKX )
1 ¢ fi1

e

e'
Enﬁn(&o(Li)@&) vog Xy ) ' pour t# ¢ (car
1 i

ey el ey
by, =D et B°ABE, )T - E(Ky O D

¢ i-1 i

e e
Le quotient gCKY ) f / (éo(Li)@ &4’ ) i est donc égal a
i i

1~

e
(1 siy#y et égal & é(K'fi)e‘?/“é(ng 1)\'65?2.\Fi , pour ¥ =% .

On a donc démontré

ey e
L) [EOWDE, = E&, ) JEK, ) ®E D, pourizl.
b b i i i-1 i

On en déduit , en remplagant Li par un corps K v, i3l :
i
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Lemme 11 3. Pour tout\l'exL et pour i3l , ona :
o

e e
EX,I/EK, IDE, ~ ACD i / Z’(K.l, ) +€B 3* et en conséquence
Yy Yoo i i-1 i

Q e
oma (Qy 3y = (8 ) t Ey ) @%*1)'

Considérons maintenant (XL )), = (&L DE @ Ey )

¢,i20

@E @t(L)carQ Z(K*)e*—&(L) ;

¥,120 i i20

QY -@ay): @ fan-@a,): 5L D Ea Y
12

* * *
Ea,wea, _:E adEa, ®Ea, 0 ...
* x * * *
ECDD ..OELIDEL: E QDD .. BEXLBELDDELD

* *

=(EQ ) EQC BER,  (NEQ, )& (Ln_l)@i(Ln_z))
E@L e L PET) ;

or on avait calculé (lemme 11 2 ) (&(Li): ZCLi_l)@fELi)) ; d'ol

n
QL Jleap efawea, » -

i=1

BIRCCTRAER L >e*696*>-ﬁ ﬂc

1-11’65 1 i-1 i 'f(“f

(lemme 11 3) ; comme ( Q* )2 = 1 pour tout ¥ , on a donc vérifié la
o

propriété localement pour tout { et la proposition en résulte .

Définition III 2, Pour tout 4 pair , on pose :

Plgy)
q-TﬂTp p-1

= , si gx n'est pas la puissance d'un nombre
' ple .
% premier ;
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q. = P p-1 , Si gﬁl est puissance du nombre premier p ,

q1=1;

Soit alors L une extension abélierne réelle de Q et soit [L: Q1= g ;

1/2

, ou dx est le discriminant du

on pose q(L) = (

o572
s @

(g, )
corps Q * .

On a le résultat suivant :

Proposition III 2, Si L est une extension cyclique réelle de QR alors :

q(L) = ” S

l_?R

démontrons d'abord le lemme suivant :

Lemme M1 4 . Soit L/Q cyclique . Posons q'(L) = [ — g® Hz et
J.emme yellq q J:;EE;
& 1/2
q;=p\gpp'1 .Ona x[;(q; = T;—_—-?g = q'(L) .
7 L lfx'L dy

D'aprés Hasse ( [101, § 15, p. 34 et suivantes ) , le nombre
€
g Y:{dx
2¥(g,)

Ik
g ¥

2Y(g. )
cyclique ( Satz 8) . Donc , on aura gg de= mgx * soit

( formule (2), p. 35 de [10] ) est égal a 1 dans le cas

e ¥les) ) g, {(g,)
g °% 8y 8y
____S____ = x ; or = %
d d d ¥(g,)
[l Ll e Jeo R
ple

= qY » d'ol le lemme .
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Lemme II1 5 . Posons uy=P (resp., 1) si g, ¥ 1 est puissance d'un nom-

bre premier p (resp. n'est pas ) et wy = 1 . Alors pour toute extension

cyclique L/Q , on a l [ w, = L: QL
LeX;

La proposition résulte des lemmes précédents .

2) Rappels sur les unités cyclotomiques de Leopoldt ( [153; cf. [171 ).

Soit e ] ((C - 5 , O, désignant un " demi-systéme"
2oL, 21 2f 1

(£x)
de représentants dans ( Z/f, Z)* de Gal (@ ’ /Ky ) Cef. [15], §8, 1) et

sz” = exp (—f——--r ) . On sait que 612 € X, et que pour tout conjugué @
1

1

0y

6,

nombres f ) et —-QE- ne dépendent pas du choix de 02 tandis que 9 en dépend

de Bx dans /@ , est une unité de K, ( [151, §8, 1) ; les

( par le signe uniquement ) ,

Définition 111 3 . Soit K réel et soit @'(K) le sous-groupe de Q%% er-
gendré par les 9.’, et leurs conjugués , pour ¥ € *K . Compte tenu des pro-
priétés des 9\‘, ( définis au signe prés ) , on considére le groupe ® (K) =
‘@'(K)l . On pose ensuite IF(K)= ®@(K) AE(K) (onadenc IF(X)=
18'(K) AECK)|) . Enfin soit §(X) = F(X)®Z,.

Lemme 111 6 . Le groupe ®(X) est canoniquement un &G -module sansZ-

torsion . La famille des ®(X) constitue une &'-famille . I\ en est de

méme pour les familles TF et & .

Le fait que @(K) soit un G -module provient du fait que pour

20 —
¢ G(K/Q) et 0e¢@(X) , 8 est défini et si O est un prolongement de
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o AaK(B) , alors 6¢ est défini au signe pres (car [K(@) : K1 =1

ou2) , alors \QE\ne dépend pas du choix de & et on peut poser \9\2\6;\ .
Les résultats de [15](chap. 3, § 8, 2) montrent que B est

une (G'-famille relativement aux normes habituclles NL Jx et aux injections

canoniques jL/K : K — L ; en effet, on a pour tout X ,‘{’(—f-+ et tels que

w ﬂ Ky -1
K‘P - Kx: NKx/K?(‘ax\) =\9+l avec W= ( - (-—--) et le cas géné-

Q\f; q

ral en résulte facilement ,

3) Détermination de llH;( \ yApair . En utilisant la formule de Leopoldt

( [151, Satz 21, les propositions 11 1 et 111 2) , on obtient , en désignant

— D ’ ’ g,/p
. R x %
par ]Fx le sous-groupe de IEx engendré par l'unité l@x\ y D% = (-0,
Ple,

( {151, §8, 4) :

Théoréme 11 1 . Pour tout £ ¢ ¥* , on a

by | - ijl (B, Fy)

(ECK) : E° (KD TF, )
Corollaire 1 1. Ona |Hj| = .
q

X

En effet , on écrit que (IE(K,) : E°(K4)® T—Fx ) =
(E®,) : E°KIDE, ) (EC KD E, : E°Ky @ Fy ).

On a donc ainsi interprété le coefficient Qy Ccf. Déf. NI 1) .

Pour interpréter le coefficient q, nous allons remplacer le
groupe des unités cyclctomiques de Leopoldt par un groupe d'unités plus
gros : nous allons utiliser IF(K,) .

e aie s . +
Nous nous proposons de calculer 1'indice suivant pour £ ¢ X :

(ECK, ) : E° Ky FC(Ky))
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On a

H; |- f- (E®,) : KOO T, ) -
%

: = 1
(EE,) : E(K,) FX, ) (E°(K,) F&,) : E°X, D@ F,)D -
X

on a alors 1'égalité (IEO(Kx) IF(,) : IEO(Kx )@-ﬁ:%) =

= (FX,) : (E°K D TFy) A FKy )

Nous allons calculer cet indice localement ,

Soit { premier fixé ; on utilise le schéma habituel en effectuant
le changement de notations correspondant ( Ln remplace K L X= ‘?n , cf.
chap, 1, § 6 et démonstration de la proposition 111 1 ) .

Si n est nul alors , l'indice considéré est premier a j ( suppo-

3 » o T -
sons nyl) . Ecrivons (IF(Ln).(IE (Ln)®IF~?n )ﬂIF(Ln D =
= IF"P ® Z[ .

n

( IF(Ln):(IEO(Ln) A IF(Ln) @ E\rn ) et posons

343\\

De par la platitude de Zf , on vérifie que le £ -Sylow de
o —_
F(L D/(IE (Ln)nw(Ln)) @IF?

s'identifie & g(Ln) /(Z;O(Ln)nff(Ln))@j; =

n n
e! e! e! —anat

| Toa o™ et ga yhe#t

*’('-*Lo n

e
On a déja calculé ‘éo(Ln) *( cf. démonstration du lemme III 2) :

o ey S o ey Ce e
o) - Ecx*n) sivey, E°L) = éa("n-l) - C(K“’n-l)

(cf, définition de &

, »chap, 1, 7).

— el
Calculons 9';, ¥

— * e
:Onagf; CC“{° ;org? =Z(Ln>‘d'oﬁ
n n n n

e — e’
t\?: = (1) siy#9et gf;" L (1) pourye o,

—

el

siv-¢, %

k3
n

9{% ( en effet , ‘C‘\eﬂ

) e,
“=2*(Ln> 5 _

¢ .

n
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ey ey ey —
Poury =, on a f(Ln) Y /(ZO(LH> *ng(/(]-n) V)Q}f\:* =

e\ e e, ey ey e |
Fa) ' &y ) AFAO Y s mas Fap Eeap " = E&, )T a

n

le quotient est trivial . Il reste donc le quotient :
& o & &, — 8z
FAY [ (EL ) A FLD HD Sﬁ,n -

-él é% ;’—
?(L) /C‘?(K\on_l)n FLp %

e e, e, _
On doit calculer g(Ln) x/(Z(K\f );\ ﬁl(Ln)” )@5!(?
n-1

g,/P g, /¢
On a D, H(l - -q” ) Dy , D¢ Z[G]
Pl g,

Lemme II1 7 . On a D'X 'é'¢ inversible dans Zl[Gil E'¢ , pour tout carac-

tere £ -adique ¢4 ( cf. notations définies dans le chap. 1, §7) .

Ona Z,[G18, = Z,IG 15 [H] 5 0u H=G(L, /L ) et

- Gg',)
Gl =G(L_ /L) ;ona Z,[Gx 1€ ~ 2, s g, - gx/[n . On a donc

(g' )
Z_ (G, l¢e ey x Z [ H] . Cette identification s'obtient de la fagon sui-

- 84 (g's)
vante : & 0y &, on associe Go, € Z!

84/P -
mitive g €Mme 4. 1wnité) . Pour p, 8, » p# 4 , l'image de (0y LA ey

[H] Cou & est une racine pri-

gx/p g,ﬁ gx/P

est égale & ( 4 -1)-= Zl -1lou Zl est d'ordre p . Donc

(g',(, )
Zl-l ast bien inversible dans ZI’

(g, )

Remarque II1 1 . On a la suite exacte de Z[ ¥ -modules :

1 ) — 5 I D T T 7R, 1,

ol 3—;; = 5‘; ¢ est la composante en ¢ de 9;; (cf. Th.12) .
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g g g (gz)
Iei F(Ky) ? /éo(Kx) ;\SZFCK,L) * estun Z, *IH) -module

( cf. démonstration du lemme II1 7 ) annulé par ¥ = 1+ G +,,,+0 ¢-1
g, /[l (g% ) (87{,
(=0, * ) ; on a donc un module sur Z ZEH] /(‘J)'—‘:Z
(gﬂ,> e¢ o

Il est clair que .9{; est un sous - Z,

. -module de F(K,) /& (Kx}/\gf'(K )

Lemme 111 8 , Si 8y n'est pas une puissance de { alors

€ ) €¢ §¢ e, €¢
FK,) /Xy nFKY = 18] D7 txy A1),
ol K estle sous-corps de K, défini par [Kx : K&] =f (a7 désignant

le Z£ (G, ]-module engendré par « J .

Considérons 1" homomorphisme :

<18, > 2k > <lel

s \ . . 8. /p
on a 167‘1 ¢ IE(Kx ), car D contient au moins un facteur 0y -1,

D;
P#* {, donc )Gx\ € ‘(f’f(Kx) . On obtient donc un homomorphisme injectif

3 g g g g )
de <8I B @) TACI8, "> dans FKe) T/EKY) n FK D

car D' ~¢ est inversible dans Zl [G.‘]'éq’ . Vérifions la surjectivité :

Soit |e] € TF(X,) , l6]€® (K,) A IEC(K, ) ; on peut donc écrire
X N %

& Wy & wy &
l&l = )exl ﬂ Y) , par définition de @ Xz, W, , Wy €Z[G,1;
“’: §K7L :
~ - ol e, !
D, W8 i W% Dy, Wy Dz
FP ‘ iel‘ a4 '\? Ued ; les 6* ! sont des unités appartenant
Y
aux corps K* pour y# %, donc appartenant a ‘& (K, ) et la classe de
lfl ® modulo & (X z) N 97(Kx) est dgale a celle delex\ ,

d'ol le résultat puisque € D}, est inversible ,

b

D'apres la Rem, 111 1 , <l9l|%?/ & XY )eﬁ\ <] 911 >e¢ est



(g, )

o x . N
un module de type fini sur A = ZI ; un tel module est isomorphe & un

~

AT
produit de la forme : A'x r:IA /’A’;’ L ory0, n 7l o, ’X”‘ dtant 1'idéal
(g,)

maximal de Z[ . Comme le module considéré est monogéne , il en ré-
11}
sulte que ou bien il est isomorphe a A ou bien il est isomorphe a A/ ﬁ '

m 3 O . Montrons que ce module est sans torsion et non trivial : il suffit de

€a €,
vérifier qu'il n'est annulé par aucune puissance de ¢ : si l@;l e 5Ky ) ¢,
k (4 Dx a 'é'¢
a=4" , alors en particulier 1'unité de Leopoldt 61 vérifie \eil =]
Dy & D,
X% %
soit ‘le =1, or ,exi engendre un sous-module d'indice fini

dans IE, par conséquent ceci est absurde .

— € [ s
Dans un tel isomorphisme , 9;: ’ =<(9xl ) ¢ a pour

image 1'idéal (wl—l) A (wl , racine de 1'unité d'ordre £ ) puisque

‘ll
gy /L
o =0’x

Il résulte de la suite exacte de la Remarque III 1 que

- z — 4 & .
<[6xl%>/ 30(1(9;) ¢m <lexl >e¢ @ <le’n|¢ ) ¢ est isomorphe a A/(wl-l)A.

Flﬂ-‘!
L'ordre de ce quotient est égal a 1 , Ofll-t est le degré résiduel de £ dans

@z(g',t >/®1.

Corollaire Il 2, Soit £ un nombre premier quelconque : si g, n'est pas

égal a une puissance de £, alors

(WK, : B'(Ky) A K OPE, ) = (9,),

En effet , il suffit d'écrire que F(K)/E Ky NFK, IO F, ~

% g0, ¢ e — 5
ﬁg(Kl) /& (K,x)/\S?'(K,x)@gg(th.IZ)etdeconstater que ;,H
= \?(g'x ) . ¢l

. n
Passons maintenant au cas gx =/ .




a) Cas {+2 . Ona a considérer (ici &, = g, = 1) :
FK,) /XY dn FKy) et & .

(o() f, strictement composé . Alors 6‘2 est une unité de Ky ;
par conséquent on aura @2 Ky ) =<[8"\2 y ey !erz , > et @Z (K0 n EE,)
= 12 s seey U s ses , les u, étant pour ¢# % des unités de Kypuisque

¥ > ¢ ypuisgq

2 . . ny 2
e*, € K* ( 9*2 n'est pas nécessairement une unité de K‘P ) et que 9;‘ est
une unité de K, ; par conséquent notre quotient s'identifie encore a

I8 | > 1 EEY DA LDz |> ~ A ; l'ordre du quotient cherché est égal &

4?&)
2 -1 -7 (ql)e par définition de (C]x )t dans ce cas .
(p)‘ fx = pa , P premier , Dans ce cas , Gx n'est pas une unité

ni les e+ pour tout ¥ ¥ 1 . Alors , ou bien p = d , et dans ce cas K, est
la sous-extension de degré [/ " de la P -extension cyclotomique de Q pour
A ,oubien pgf etalorsa=1. Onsait( [15], §8, 1) que 912 est
une uniformisante dans Ky et 92 une uniformisante dans K, ( au-dessus
de p) pour tout Y#1 ., Montrons que IF (K, ) , modulo les unités de X} ,
fq-l)

est engendré par ' 9; .
D'aprés Leopoldt ( (151, chap. 111, §8, 2) , on a pour tout
Y € ¥K1 y ¥ *1, QK,‘ /K+ ze = 6+2( en remarquant que fz et f\? sont par

hypothese une puissance non triviale du nombre premier p) . On en déduit
1821 = 10yl
Vi ¢

Soit donc [¢| € TF(K4 ) ; on aura || -ﬂ[%l 6 Z[ G,
K
aon || -]8,| ﬂ | 6, [K"” =[ex[ , L€ 2[c,1.

Comme 9 n'est pas une unité , il est facile de voir que Qdoit etre dans
1'idéal d'augmentation de Z[Gx], donc LL = (G -1) Q"' et [£\=19%](°'x~1)n
d'ou le résultat .

Remarquons que dans ce dernier cas , l'hypothése A + 2 n'est

pas nécessaire , ce qui résoud une partie du cas £-2 .
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-1
On peut donc engendrer IF(K, ) par l”},l.{: [Bli €IF(Ky ) ;

le quotient a calculer sera donc égal a

<6, Y &X'y N <\a,\°~’4> &) <l6zlm> '

oy -1 i % \
On vérifie que <!le >/Z'(Kz)n<[6x\ > est isomorphe & A .

On procéde alors de la méme maniére que précédemment en utilisant la suite

98,

exacte de la Remarque Il 1 et on obtient un indice égal a ,[ t-1 = (qx)l

0

puisque gx =jn .
b) Cas 4 = 2 , On va encore distinguer deux cas :

(x) fy = p®, p premier . Cas résolu  (cf. fin du § B précédent );

on a un indice égal & (9;); .

(P) Cas fx strictement composé , On rappelle que 8= 20 ,ynxl.,

Dans ce cas , les 61 sont des unités mais pas nécessairement
dans K% (les e\? , pour ¥#7%, pouvant par contre ne pas étre des unités ).

On distingue deux cas :

(i) Gxé K, . Considérons « = H 6‘:)? , Wy € Z[G.1,

— y+k

et supposons lﬂx\ ¢ F(Ky ) . Sila| ¢ F(K'y ) , il en résulte qu'il existe
défini mod 4 , tel que K, = K} (izc’() est de degré 2 sur X; ; or (17 )26
K% ; donc Kx / K’ serait une extension de Kummer ramifiée en 2 unique-
ment , ce qui est absurde , donc|X| € IF(KY ) et ‘gf’(Kx)/&(K',,‘)n F&,)

est bien engendré par l'image de \ex\.

Wy
Gi) erK,x . Soit [u\ =E—Heyl €IF(Ky) 5 si
Wy
H‘GA € IF(X,) , le méme raisonnement que ci-dessus ( 15 ), (i) s'ap-
#

Wy Wy
plique et H 161,\ EIF(KYy ) et lel! € IF(X,) . On peut alors écrire
YL :

(J]. w‘ a O'xn’l
W, = (0,-1)w+a ,a¢z ,w'eE Z[Gdet[exl =‘71H9x‘ (1L=9,( )

. ~ n-l
ce qui entraine a = 0 mod 2 . On peut écrire 2= (¥ -1)" E(§ ) , avec
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£ racine de 1'unité d'ordre 2%, € ( &) unité . On aura donc

n-1 8,12 2
2-(5-107 @) + (@@, 0= G <[] 16 avec

Noe Z[G ], 8'€¢ Ky ; dans ce cas , l'image de |u| dans
E®,) /EEY )y F (Ky) s'exprime & partir de celle de AR

w
Si maintenant lel =H!6¢, %IF(K,‘) , ona lul =
+

Wy
lall f@\ ¢ TF(K,) et \9\ ¢ IF(Ky) . On peut écrire w, = (61 YW+ a

et cette fois a est impair et on peut écrire  |u| = [’]xinlexl ie'l , |8'  &tant

dans ( ...,le\yl, > , Y# ¥ (compte tenu du fait que d'aprés [10] ,

]6“1] 1+o est dans ce sous-groupe ) . Ce dernier cas montre que l'image de
| 7| ne suffit pas nécessairement & engendrer F(Kz)/ EXKY) A F (K, ) .
Appelons ﬁ'o(KZ) le sous-module engendré par Wzl; alors
&/o(Kﬂ) /& K N 9"0(1(%) s'identifie & un sous-module de
F(Ky) /&Ky F(Ky ) d'indice 2 au plus .

En résumé , on obtient les valeurs suivantes pour l'indice
F(Ky) [E XKy )y FKy) (dans le cas f, strictement composé ) :

2(q,), si By € Ky,

(q )5 ou 2(qy), si O ¢ X, .

Théoréme III 2. On a pour tout %¢ X

IIH;“J,"(IE(K,L) : IEO(Kx) IF(K,)), ol '[x prend les valeurs suivantes :
(i) Si 8y n'est pas puissance d'un nombre premier alors [z= 1;
(ii) Si gx=ln,,e premier , £ #2 ,n3 1, alors :

(i) sify = pk , p premier , k31, alors £, =1 ;

(11)2 si fx est strictement composé , alors ’(x= 7 ;
(iii)  Si 8y = 2" alors

(iii)l si fy= pk , p premier , k31, alors 4 =1 ;

(iii)2 si f, eststrictement composé alors /z= lou?Z2,
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4) Invariants analytiques dans le cas réel . Définitions , propridtés .

Il est naturel de définir dans le cas général des invariants
analytiques complétant comme dans le cas relatif la définition donnée dans
[8] dans le cas semi-simple :

Soit £ premier fixé ., On considére le quotient :

o~

& = & Xy [€°Ky) & (Ko) , pour 1€ X7 ; c'estun Z_I[Gx]-module

anmulé par P, (0y ) ( car annulé par les QKx /k k ¢ Ky ) .

D'aprés des résultats précédents ( Rem, 1 6 et Déf. 13) ona

€@ &, avec §={aqUeDe g, , BGIaUeD -1} .
On peut aussi écrire E¢=g e¢

(chap.1,4,f),

(g, )

x . Les “é‘p sont alors des Z-( -modules

~’
On peut prouver facilement que &, est monogéne ( cf. Lemme

~

IV 1, comme justification ) ; ce qui fait que ‘6¢ est isomorphe a un module

(g«,) ~ m"{, k"
de la forme Z[ " , m'p (") > 0. Comme les seuls cas

[x ny # 1 ne peuvent se produire que lorsque g, estune puissance de g R
, »
J est totalement ramifié dans Q et dans ce cas ¢ = ¥ ; on est alors

conduit a poser :
(gy) ~ my(h")
(B (E°K) FyNZ, & -8 &7,
Dans le cas 'Ix =1, on pose m¢(h') = m'¢(h') .
En résumé :
~ (gy) -~ m,h") (gy) am h"D-1

Définition 1II4 . On pose (“,’4, ~ ZI * /’b’; ¢ (resp. Zé’ * /A ¢
si l;-- 1 (resp. [z=f) , pour tout¢6(b+ .

x

Remarque IIl 2, Nous avons donc donné une définition générale des invariants

: m¢( ) et m¢(%') ( cf. Déf. 1T 7 det des invariants m¢(h') (cf. Déf, 18

et 111 4) , pour tout A premier et tout caractére Jf -adique ¢ ) ils sont tels

que Z m¢(3c‘) = m (h") , pour tout X € X . On peut alors étendre au
0P or ¢
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cas général les conjectures précisées seulement pour le cas " semi-simple"
dans [81 (chap. V) . Nous conjecturons que m¢(3€5 = m¢(h') , pour tout
£ et tout caractére {-adique ¢ € Q.

ESEEEEQEELIH 3 . Nous ne savons pas comment définir des invariants analy-
tiques m¢(h) (¢ pair ) qui correspondraient aux invariants mc‘,(%) . On
peut imaginer , par exemple , de définit les invariants m(p( h) a partir
d'un quotient de la forme &&,)/ & 1Ky F (Ky) , ou &Ky ) serait
le sous-groupe de ZO(Kx ) engendré par les NKx/K & (K,) , pour tout

K % K, . Mais auparavant , une étude arithmétique des classes devenant

principales dans une extension est nécessaire .,

Note . Aprés la rédaction de cet article,nous avons regu de R. Greenberg

un preprint ol il est démontré que , dans le cas semi-simple , les con-

jectures énoncées par Coates et Lichtembaum dans [3] entrainent la notre.
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Chap. IV

Lien avec les résultats d'lwasawa dans le cas

des [ -extensions cyclotomiques

1) Introduction . Nous allons montrer que le point de vue adopté dans

cette étude permet d'aborder le calcul des invariants bien connus A, pets
relatifs aux [ -extensions d'un corps de nombres . Nous nous limitons bien
r i a . . n
entendu aux seules -extensions contenues dans @ , & savoir les | -ex -
tensions cyclotomiques .
On choisit un nombre premier £ et on désigne par Qi la sous-
extension de la [ -extension cyclotomique de (Q définie par [Ql Q= £,

i > 0 ; pour tout corps K c? , on pose Ki = KQi et on pose K_;= U X

) i*
iz0

On rappelle que pour n assez grand , le nombre de A -classes d'idéaux de Kn
. ) An +pd" X 7
est de la forme ( [12], [131): l ¥ XK \ = y Ao pNEL,

X\ ;2 0 indépendants de n .

Il est conjecturé que dans le cas des [' -extensions cyclotomi-
ques , le coefficient p est mul (cf. [14]1 ) . Nous verrons comment on peut
interpreter cette condition ; nous donnerons en méme temps une méthode de
calcul des invariants qui nous semble généraliser et simplifier les méthodes
exposées jusqu'ici ( par exemple , Gold ([5]et [6] ) pour les corps qua-
dratiques imaginaires ) . Enfin 1'étude du rang ng a partir duquel la for -

mule d'Iwasawa est valable sera précisé .

Remarque IV 1 . En vertu d'un résultat d'Iwasawa ( [14], th, 2 et 3 ) ,
on peut , pour l'étude de tA , se limiter & étudier la [" _extension cycloto-
mique d'une extension cyclique de QQ de degré premier a 4. C'est le cadre

dans lequel nous allons nous placer dans la suite .
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2) Cas de la P -extension cyclotomique d'un corps réel . Nous commengons

par appliquer les résultats des chapitres précédents au cas d'une extension
L cyclique réelle sur Q dont le degré est de la forme g= g' ¥ n ,ynzp2, ¢
premier a £

On considére les sous-corps K et k de L tels que [L:x1 -

[K:k] = £ . On suppose que L = X y+ On considére
~ E{, o E:‘ él
§x= &) /E°W) F@W) ' etonrappelle (chap. I, §1) que

& 3, | g, 5 5,
EOL ) " =8(K)  .Onsaitque &) /EX) F (L) peutalors

se décomposer en une somme directe sur les caractéres f—adiques ¢|1 dont

les termes s'identifient de facon évidente & (Th.12etRem.14) :

~

e e e
&y- BT B T Fw
(g,)
et qui sont des Z,  -modules (cf. Remarque Il1 1) .

On a l'isomorphisme :

e, e 8 €4 e e e e
LW T R FW T EW R IFW T IFWL S E® ).

= g, (g,
Lemme IV 1. &) /& estun Ze -module sans torsion de
rang 1.
(g, )
C'est un Z@ -module de facon évidente ( réalisé au moyen

de 1'homomorphisme défini par gy —»1'(Fx ) , 1’ [¢ ) . Vérifions qu'il est
sans torsion ( son rang sera alors évident ) . Il suffit de montrer que
IE(L) / IE(X) est sans Z -torsion ; en effet , si cela est montré , E(L)/E(K)
sera sans Z,-torsion ( car alors il existe IE; sans Z -torsion tel que

EL) = EK@OE; et EWL) /EXK) xE, , dot &L)=EXK®E, , &,
sans Zz—torsion) . Les sous-modules ¢& (L) = ‘/ b (K)e‘ seront sans Z( -
torsion donc sans Zig“ )-torsion : Siona 18\ € EL , |&] ¢ E(X) avec
IE ‘ * ¢ IE) , alors on a la méme situation avec & : ¢ ? EX) et

&e E(X) ; d'aprés la théorie de Kummer , comme L est réelle , on a né-
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2
cessairement & € E(X) , ce qui ne peut se produire que pour £ = 2,

auquel cas L/K n'est ramifiée qu'en 2 . On a alors le schéma suivant :

L —— L
2| |
K —— K " ou [L:L'] estimpair et L'/K' est
l l sous-extension de Q_(pour £=2).
Q Lo

On sait alors que L'= X' (VF ) ol T estune uniformisante convenable

de K' . Sion avait V¥ = £« , % €K , dans L/K , on aurait (\fTT)AL =0(AL ,
ce qui n'est pas possible compte tenu des valuations ( 2 étant totalement
ramifié dans L/LO et non ramifié dans Lo /Q. D'ol le lemme .

D'aprés 1'étude du chap. 111, § 3 , FL)/F (LA EK) est

connu et c'est aussi 1'image de F (L) dans &(L) / & (K) . Désignons par

(g /x’)
|E| les éléments de &(L) / E(X) et soit [éLl une Z -base de
gy g, (g4
&) "/ &X) . On peut alors écrire (en termes de £,  -modules )
- - = A
g Sy g - (v _-1)
F() ¢ /[ FAO) /\Z(K) = <\5L\ Lo , A 0, ou w  estune
& g5
racine primitive {7 ™€ de 1" "

unité (imagede ¢, = 05 ) .
€

De la m&me maniére , on peut écrire F(X) /9'(1() N Eﬁ(k) =

= (Wn_l-l)a . = .
<iEKl > ,a 30, 0u \SKl désigne dans 6(K) /2(k)

(gt/g) [ 9 - 1 =t 5
-base (w_ _; estalorsl'imagede 7,' € G (XK/@) , 5,' image

canonique de @) .

— —

. S €
Supposons qu'on soit dans le cas o % (L) modulo &(X)  est

A S
ergendré par HL( et F(K)  modulo &) @ par rl l telles que
(w, 1%

~

lY}K\ = Np /X }'] . On aura donc ( Lemme IV 1) : l?L\ [61_[

(g (w. ,-1)v (g, /8
u unité de st , et I7K\ l \ n-1 , v unité dans 2 " .

1A &
On peut écrire “L\ = \SL] (@'-1)"u (o) ‘Ell ’ lEl\ [24{¢9) ;
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@ -1) v (%) e
MK{ - leK\a ,52( , \82\6 E(k) ’ . Considérons NL/KWL\ =

A
©@'-1) 7 u (o)
( NL/KIEL\ ) g * lffl = 171(\ et considérons 1'image dans
= = F = A
3 % = (@G -1) v (F) (o -1)" o) = £
ECR) /G sona |8 - ONp gle B
= ——— = (W 1_1)x W
On peut poser NL/Kl&L\ = ICK n- , x 20, wunité , d'ol
_1)X+A uw — l

T (v -1V E\(wn'l

K‘ = 154 l . On en déduit la congruence

x+A
-1 )

a -
(wn_l—l) v uw mod ¢ . D'ou

il

(v _

Proposition IV 1 . Soit X € X7 tel que.gx =0mod £ ",n>2 . Soient K}
et k définis par [Ky: K4 1=[K}: k1 =4. On suppose que NKI/K.lﬁ(Kz) =

€y € (gw )
% (K ) . Dans l'isomorphisme &(XK,) /[ &K% ) =4, , posons

FEY [ FEKD [ EEKY) = (4 et dans 1'isomorphisme

-_—

e g, ( f) e. Y -

& (Xy) TGS (gﬁ/ , posons Q"(K;)% [ F (K, )rﬁ A ‘{:’J;al et
¢ (K )€¢ A e e Alx

NKZ /X3 ¥ [ <G N NKx /K," 4 X, ) x KZ’ . Alors

(i) Si a<(7n'2 (£-1) , alors A=a-x ,
(ii) Si a;fn'z (f-1), alors A)fn'z(f -1)-x .

Passons maintenant au cas d'une [ _extension : Soit £ premier
fixé et soit K = Ko une extension cyclique réelle de ) de degré premier a L.

On considere K

Quo Ke

J | (6]
Q, Ka Q

' : : .,
| ! )

Q Ko —@
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Il est clair que seul le nombre premier A est ramifié dans K‘,O/Ko
( et totalement ) . Si fi est le conducteur de Ki ; fo ,au plus divisible par £ ,
peut etre premier & £, tandis que fi pour i3 1 sera divisible exactement
par €i+1 (en fait fi=f0fi+1 pour i» 1) .
Par conséquent , 1'hypothése que les fi ont les mémes diviseurs premiers

peut n'@tre vérifiée que pour i1,

Utilisons le schéma suivant  (ou ¥ parcourt %‘K )

M . ©
Q — K, Ka,

| |

L

DL K‘rl K\f'L

| | |

Q" K*‘t K\‘Pi

l | |

Q %y Kg =Ko

D'aprées le lemme 111 8 et {151 ( § 8, 2) 1'hypothése

Ny /X C \(/2\"‘(1(+ N = F( K‘P . ) est vérifide pour tout i » 1 et pour

Yiel Y i+1 !
tout ¥ #1 ; or on sait que les (Di ont un nombre de classes premier & £ ;

par conséquent , pour Y#l,(?@{y.k( t(K"V ):gv(K* )9/(1(* D) car
i i i

i i
14, =1 (ef. Th. 11T 2 (i) ) . Adoptons les notations suivantes : soit
i

y € pe ; on appelle Sbo un caractére 4 -adique en-dessous de ¢ ; on

o

pose provisoirement , pour touti ) O , m; =mg (h') , ¢i désignant le ca-
!

ractere £ -adique en-dessous de y . associé ( de facon évidente ) au carac-

tere ¢,|¥ .
Faisons 1'hypothése suivante :
+
HOp ) s " Pour tout ¢ ¢ Xy ettout ¢ [y, il existei 1 tel que
i-1 ©
ml </€ (F' 1) " .

o

Alors d'apreés la prop. IV 1 et cette hypothése , il existe
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i,2 1 ( choisi minimum ) tel que m, g+ X, = M pour tout i1, ( avec X; 70):
Eneffet , sipouri=1i_ , m < ji'l (¢-1) , alors m,q X mi<li-l(£’-l)

entraine bien m, 1(21 (£-1) , ce qui permet de voir que l'on a

k-1
mgo=mg g FX = e =my o+ > X 4] , pour tout k » O,
.o S I= o

Ceci entralne gue la suite x. . est la suite nulle a partir d'un certain rang;
q 1 +] ’

par conséquent la suite m, est constante a partir d'un certain rang n, .
k-1

De plus , comme la suite X +j est croissante au sens large , la -
j=0 o

suite m, ., est décroissante ( au sens large et pour k 2 0) . Par consé -

quent , si l'hypothese H([* ) est vérifiée , on obtient facilement que

)gﬁ'\}’ \ est , pour tout \{JéfK , Une suite stationnaire pour n assez grand .
n o

D'apres la Prop, 112 , ona, pourn » n_, l%(Kn)l =I—”'J€;\
1)t ’

n -1
TD-T My
qui est de la forme r_[ \95' 1 ﬂ ]—B—[ { (N, indépendantden) ,
- Y. . ¥
Y i=0 i i=n,
+ + +
& X(n-n +1) An 4y +
soit ‘%(Kn)\ =»f,( ° =4 avec A =§}\ret 3 entier.

On a donc prouvé :

Théoreme IV 1 . Soit X une extension cyclique réelle de @ de degré pre-

. +
mier 4 { . Supposons 1'hypothése H( B ) vérifide pour le corps K . Alors

il existe )\*', 'if , indépendants de n , tels que pour n assez grand
+ +
AN+

\?C(Kn )( = £ ; en outre , pour n assez grand on a

X, D= Ng & (X

) 1) ; enfin le rang n_ minimum a
n+l n- ©

/Kn n+1l

partir duquel cette formule est valable ne dépend que des unités des corps

K. .
i
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Remarque 1V 2. On retrouve ainsi de fagon ¢lémentaire une partie des
résultats d'lwasawa . Signalons que l'hypothese H(p )+ équivaut a celle
de la nullité de l'invariant p d'Iwasawa ( [13] ) . La méthode employde
permet d'étudier le probléme théorique de la détermination du n mini-
aum & partir duquel la formule d'Iwasawa est valable . Pour le moment ,
la détermination numérique de Vet Q+ne gemble pas 2tre effective parce-

gue nous ignorons le comportement de la suite des Xy

“3) Cas dela [ -extension cyclotomique d'un corps imaginaire .

Soit L/Q une extension cyclique imaginaire dont le degré est
de la forme g=g' %, ny2 , ¢' premier a4 et A #2 . On considere les
sous-corps K et k de L tels que [L:K] = [K:k]l =4 . On posel = Ky,
K=K}

On suppose etre dans le cas ot L et K ont des conducteurs

possddant les mCmes diviseurs premicrs ; on supposc SL et SK { -cntiers.

-1 A (g4) ;
Supposons Bl(x' ) =( wn-l) ® dans 4, , avec & |o

(complétion en Y ), & premier & £ . A partir de la suite exacte

(g )
1—->(P¢(0‘1))———->ZEIG(L/Q)]-——>Z! U |

on peut dcrire Sy = (cr,g' -t (o) + pCoy ) P¢( oy ) 3

Np g Sp =(—U:{g' - 1A (G )+ P(5q ) Py( T, ), ce qui donne par
1'homomorphisme X'I et par le fait que NL/K S = Sg mod W)K/Q( cf.
Th., 11 3) :

145 ) = vy 1P CED+ PCED PCED avee F= 20(F ).

On a P¢(§)=ﬂ(§-za),oﬁ Z=q% 0’1), f=’x,'1(0'x) =Z1
a

(g, )
et a parcourant les résidus mod g, correspondant a G ( @y / @l) .

On a P¢( §)= H( C!- Ca)=m( 1- {a—,f )C! ; or £2% _1 est non
a a



o . . a-4 .
premier a A si et sculement si £ est d'ordre puissance de { , donc
si et seulement sia={ mod g' . On remarque que alors a # £ mod g'4 ,

-4

donc Ca est d'ordre £ ; posons a = £+ Xg', A £ 0 mod,? (ce

qui suffit & assurer que (a, g )= 1) ; il faut ensuite prendre des a cor-
respondant au groupe de décomposition de { dans Q(g )/Q ; or modulo g’
ona a=4 modg etle rés'idu mod g' de a appartient au groupe de dé -
composition de £ dans (ch )/Q ce qui prouve que tous lesa , a =/+\g'
O¢h< £%, (A4 =1conviennent . On trouve alors P¢( $)=47%,

b, premier a A .

On a donc obtenu :

(g /)
B ™ w - A CE D) pCEM dans Z,

Vérifions que X ( £ ) est premier & £ : s'il en était autre-
ment , on aurait N(f)=(wn_l-1) x'( §) soit x'l( X ) =

04E 8 o1 2D soit x(3,) = (FE - 1) « ' mod Py (&)
¢

ol ¢' désigne le caractére £ -adique au-dessus de %'‘. On aurait fina-
lement &(0y ) = (O‘,g' -1) «'( %) mod (Pu(), o_%g /l- 1) soit,
en considérant 1'image des 2 membres de cette congruence par %'

(o Z=2(%GN: (&)= (w-1)«'CZg) mod(P¢,(() y wy-1).
Il suffit de prouver que P¢,( % ) n'est pas premier a £ pour trouver une

contradiction :

P¢,( g )= ]_T(Z - fb ) avec f = (1 , b parcourant un systéme de
b

(g 10
résidus correspondant & G ((Df /QQ) ; qu( )= U( Z - sz )

comme g /{ est encore divisible par f , onaura (b, £)=1 et

P¢,( ¢) =ﬂ( zb . C[ ) non premier & { d'aprés le calcul effectué plus
b

haut .
£

Si on pose maintenant Bl( A7 )= (Wn-l -1)% ', <" pre-

mier & f , alors on a la congruence :
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a \
(wn_l-l) &

(wn_l- l)A « modulo { , & , &' premierta £

D'ou :

Proposition IV 2. Soit x € X~ tel que g, = 0 mod £ (nz2). Soit K’

défini par [K,: K{]=4 . On suppose SKx et SK',L { -entiers vérifiant
=N !

S I\Kx/K;c SK76 mod QK'% Q- On pose ( pour X I¢)

X
(g,,/l): ,%Ia

(g, ) A
|‘1 x A |"’e

x
Alors :
(i) Si a<'€n—§(f -1) , alors A=a ;
n-
(i) Siay { (£-1) , alors A » fn'z(f-l),

Remarque IV 3 . Si pour un corps k , Sk n'est pas { -entier , c'est que k
- , | 1 (L) , _
est extension de degré une puissance de 4 de @ . Dans ce cas , on

peut remplacer Sk par ((E) - a) Sk qui est entier ; par %' on obtient
a

(x'Ca) - a)d B1(x"1) ; or x'(a) - a serapremier & £ dés que 1'n'est

pas de la forme 6 ' ( ¢' d'ordre puissance de £ ) . La propositon IV 2 est
donc valable ( méme si SL et SK ne sont pas A -entiers ) pour tous les ca-
ractdres ¢ sauf peut étre pour celui au-dessus de 8 ¢' pour lequel il faut
adapter le calcul ( & moins que 1'on sache que Z‘C¢= (1) pour ce caractéere ,
U™y

comme c'est le cas des corps

Soit X = Ko une extension cyclique imaginaire de Q de degré
premier a A . On considére Ko ; du point de vue des conducteurs des
corps K, on est dans la méme situation que dans le § 2.,

Utilisons le m@me schéma et les mémes notations que pour le

cas réel : ona(Th, 11 2) , en supposant wy =1

196Y1\=I—-[Gi B,( Y;'l ))f :

1

YEH'L 2
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On peut définir les nombres m, (pour ¢ o fixé impair ) comme

dans le cas pair et faire 1'hypothése suivante :

H(p )" : " Pour tout y impair et pour tout ¢Ol Y , il existei_> 1

O

i -1
° "
tel que mio< 4 ({-1) .

Compte tenu de la proposition IV 2, du fait que 1'hypothése

NK /X Sx = Sg mod \)KY/Q est vérifiée pour touti » 1 et
i

Yied  ti Y ¥y

tout e %I—{ et du fait que 1'hypothése SK* /e-entier n'est pas nécesssaire
i

dans le cas des | -extensions considérées ( cf. Remarque IV 3) , ona :

Théoréme IV 2, Soit K une extension cyclique imaginaire de ) ne conte-
nant pas Q('e) , de degré premier a 4 ( £#2) . Supposons l'hypothese
H(p )™ vérifiée pour le corps K . Alors il existe A", ¥~ , indépen -
dants de n , tels que pour n assez grand [ 9C(Kn )-[ = fh'n 'H‘; en outre,
le rang n  minimum & partir duquel la formule est valable est effectivement
calculable et ne dépend que des valuations des nombres de Bernoulli

B (%), e X, -

1

La proposition IV 2 permet de déterminer facilement les inva-
riants A~ et | sous les hypothéses du théorgme IV 2 (nous laissons au
lecteur le soin d'écrire lui-m@me 1'énoncé relatif & la [ -extension cyclo-

i+l
. (L) . o ) . Ces
tomique de ) (K = » 13 0 ) qui nous semble particuliére-
ment intéressant ) .

Citons par exemple ce que l'on obtient dans le cas des corps

quadratiques imaginaires ( retrouvant et améliorant les résultats de Gold,

(5] et [6]) :

Proposition IV 3 . Soit K = @( V- m) un corps quadratique imaginaire

quelconque ; soit A # 2 un nombre premier ( si # = 3, on suppose K¢ 0(3) ).
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Soit K la ['-extension cyclotomique de K relativement 3 £ . Posons

Ki = Kq, , pour i 20 , et soit m, I'invariant analytique associé a ‘fi
i
my
(l%\?.l =A , pouriy 0 ) ., Alors s'il existe iy> 1 tel que
1 i -1
m. < [ ° (1-1) ) on a IA:O 9 .x:: ml et —9=m +...+ mlo_l-)\(lo-l).

1 [¢]
(o] (o]

En effet , d'aprés la propositionI1 5 , les SK sont [ -entiers,

pour touti» O eton a NK

1
=5 mod ~ pour tout
i+l Ki Ki /e

S
/Ki Ki+l

i3> 1(Th. I 3) . On peut donc appliquer la proposition IV 2 et notre ré-

sultat découle du th, 11 2,

Remarque IV 4 , Revenons aux hypothéses et notations du th, IV 2 , Notons

ry le { -rang de x.ri , pour tout yel;{ et tout i O . On remarque que
i

ik JX

Z
{ h(-x\‘, , h = 1} - 9{5* , pour tout i 20 ; or la restric-
\l/i+1 i i+

Y. 1

1

tion & %‘P de jK /X est injective ( Prop. 11 1 ) , donc on aura
h iv1 i
Wi <% . La suite Y‘*,i (i2 0, yfixé) estcroissante . Si p=0, clle

i+l

est nécessairement bornée : on a donc r\t, =r pour i assez grand dans

1

ce cas .

Remarque IV 5. L'étude précédente ( notamment les propositions 1V 1
et IV 2) peut s'appliquer dés que 1'on a une extension cyclique de degré L

du corps K , qui n'est pas nécessairement contenuedans la [ -extension X, ;
on peut donc , dans certains cas , établir des formules du type :

l%(Ki)\ QMY sour n,¢ig o,
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