MESURE DE MAHLER ET SERIE I D'UNE SURFACE K3
SINGULIERE

par

Marie José Bertin

Résumé. — Nous présentons un exemple de polyndéme définissant une surface K3 singuliére
dont la mesure de Mahler s’exprime comme somme de la série L de la surface et d’un terme
proportionnel a la mesure des faces.

Abstract. — We give an example of a polynomial in three variables defining a singular K3-
surface, whose logarithmic Mahler measure is expressed as a linear combination of the L-series
of the surface and a Dirichlet L-series associated to the faces.

1. Introduction

La mesure de Mahler logarithmique m(P) d’un polynéme de Laurent P € (C[Xlil, X a
été introduite par Mahler en 1962 pour mesurer la taille de certains facteurs d’un polynéme.
Elle s’exprime a ’aide d’une intégrale

vy day

1
m(P) := G /JI“” log |P(x1, ..., xp)

ou T" désigne le n-tore {(x1,...,z,) € C"/|z1| = ... = |z, | = 1}.
La mesure de Mahler M (P) est alors

M(P) := exp(m(P)).
Pour n =1 et P € Z[X], unitaire, on déduit de la formule de Jensen

MP) =[] max(lal,1).

P(a)=0

1 Xn

Classification mathématique par sujets (2000). — 11R06,14D,14J27,14J28.
Mots clefs. — Modular Mahler’s Measure, Eisenstein-Kronecker Series, L-series of K3 hypersurfaces.
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6 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

On remarque dans ce cas que M (P) n’est autre que la quantité Q(P) définie par Lehmer
dans un article de 1933 [17] ou il pose la célébre question : existe-t-il un polynéme de Z[X],
unitaire, non produit de polynémes cyclotomiques vérifiant

1< M(P)< M(Py) =1,1762--- ,

ou
P(X)=XY4+ X% - X" X0 X5 X' X34+ X+1
est le polynéme de Lehmer.
La question de Lehmer est toujours ouverte. Seule une réponse partielle a été donnée par
Smyth en 1971 [35], M (P) > 1,32--- mais sous I'hypothése trés forte P non réciproque. Cette
question a suscité de nombreuses recherches. Je veux seulement citer un résultat remarquable
de Boyd [8]
lim M(P(z,z")) = M(P(z,y))

n—oo

lorsque la limite porte sur une infinité de termes. Ce résultat laissait espérer une réponse a

la question de Lehmer si 'on trouvait des polynémes de 2 variables de petite mesure. Aussi
Boyd [9] évalua-t-il numériquement

m((z+1)y* + (@ + 2+ )y +a(x+1)) =0,2274---

m(y? + (22 +x+ 1y +2°) =0,2513-- - .

(m(Py = In(1,1762- - ) ~ 0,162288 - - - )
Smyth prouvait également [9]

3v3

m(z+y—1) = 7 —=Lx-3,2) = L'(x-3,-1),
Lixs.s) = 3 X
n>1

désignant la série de Dirichlet de caractére le symbole de Legendre x_3(n) = (_73) et

m(x+y+z+1)= 2—;2C(3).

C’était le début des mesures de Mahler explicites.

Au méme moment Bloch (1981) |7| comparait la valeur L(F,2), de la série L en s = 2 d’une
courbe elliptique E, au second groupe de K-théorie Ko(FE) relié a des séries d’Eisenstein-
Kronecker. Il cherchait des relations a coefficients rationnels entre L(E,2) et des séries
d’Eisenstein-Kronecker prises sur des points de torsion.

Quelques années plus tard, en 1996, Deninger [14] conjecturait
1 1 72 15
— - +1)=-—L(E,2)=L(E,0
mla+ 2 +y+ =+ 1) L LB = L(E0)
ou FE désigne la courbe elliptique de conducteur 15 définie par le polynéme ; cependant Cas-
saigne et Maillot (1997) [19] prouvaient la relation
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ma 4 be +cy) = {%(D(%e”’) +alog|a|+flog|b|+ylog|c]|)siA

max{log | a |,log | b |,log | ¢ |} si non A.
La condition A signifie que | a |, | b |, | ¢ | sont les cotés d'un triangle d’angles «, 8, v et D
désigne le dilogarithme de Bloch-Wigner.
En fait, le point commun de tous ces résultats est I’expression de la mesure de Mahler d’un
polynéme de deux variables en termes de dilogarithmes, dilogarithmes de Bloch et Wigner
pour les courbes de genre 0, dilogarithmes elliptiques pour les courbes E de genre 1 définies
par un polynéme vérifiant certaines conditions permettant de relier leur mesure de Mahler au
K5(FE). Donc ces résultats sont en relation avec les groupes de Bloch de corps de nombres en
genre 0, de courbes elliptiques en genre 1 2] [5].
Les travaux de Boyd fournissent de nombreux résultats expérimentaux de formules explicites
de mesure de Mahler en deux variables. Peu de formules sont démontrées & ’heure actuelle.
Citons cependant les travaux de Rodriguez-Villegas [26] [27], Lalin [18], Rogers [18|, Brunault
[13], Mellit [21].
Pour préciser encore le contexte de notre travail, je parlerai des conjectures de Rodriguez-
Villegas (2004) [11] justifiées par le point de vue de Maillot (2003) [20]

m(l+z+y+z+1t) =cL(f,3)
avec f forme parabolique de poids 3 de conducteur 15, la constante ¢ dépendant du conducteur.
La série L(f,3) est également la série L de la surface K3 définie par

l+z4+y+2+t=0

I+ 3+, +3+7=0.
De méme

m(l4+z+y+z+t+w) =cLg4)

avec ¢ forme parabolique de poids 4, de conducteur 6 liée & la série L de la quintique de
Barth-Nieto.
L’idée de Maillot [20] utilise un résultat de Darboux (1875) : la mesure de Mahler d'un
polynéme P non réciproque, intégrale d’une forme différentielle sur une variété est en fait
une intégrale sur une variété plus petite, intersection de la variété définie par P et par son
polyndéme réciproque P*. La forme de I'expression de la mesure
de Mahler est contenue dans la cohomologie de la plus petite variété.
Dans la premiére formule de Smyth en deux variables, la “petite variété” est une courbe de
genre 0; par suite la mesure de Mahler s’exprime & ’aide d’'une série L de Dirichlet. Dans
la deuxiéme formule de Smyth en trois variables, la “petite variété” est I'intersection de trois
plans d’ou expression en ((3). Dans la premiére conjecture de Rodriguez-Villegas, la “petite
variété” est la surface K3 modulaire étudiée par Peters, Top, Van der Vlugt définie par un
polynome réciproque [25]. Sa série L est la série L de la forme modulaire f. Dans la derniére
conjecture on trouve un lien avec la quintique de Barth-Nieto.
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8 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

Ces quelques exemples et conjectures soulignent l'importance de connaitre les mesures de
Mabhler explicites de polynomes réciproques. C’est pour cela que j’ai orienté mes recherches
vers la détermination des mesures de Mahler explicites des polynomes

1 1 1
Po=ov+—-+y+-—+2+-—F, keZ.
x Yy z

Ces polynomes définissent des surfaces K3 notées Y, dont le nombre de Picard générique est 19
[24]. Dans des articles précédents [4], nous avons exprimé m(FPy) comme une somme de séries
d’Eisenstein-Kronecker et relié m(Ps) et m(Ps) aux séries L des variétés correspondantes Ys
et Y3. Nous allons traiter ici le cas k = 10.

Les polynomes P,, Ps et Py appartiennent au sous-ensemble des polynoémes Py définissant une
surface K3 singuliére, c’est-a-dire de nombre de Picard 20. Ce sous-ensemble a été déterminé
expérimentalement par Boyd et confirmé par une preuve de Schiitt [12], [29].

Comme on l'explique dans [3], la dérivée de la mesure de Mahler par rapport au paramétre
est une période de la surface K3; ainsi seul le réseau transcendant intervient pour la mesure
de Mahler. Lorsque le nombre de Picard de la variété est 20, le réseau transcendant est de
dimension 2 et la série L de la variété correspond a un morceau de dimension 2 du H? de
dimension 22 de la surface K3, qui est précisément le réseau transcendant.

Apreés avoir rappelé briévement les définitions et résultats nécessaires, nous prouverons le
théoréme suivant.

Théoréme 1.1. — Soit Yig Uhypersurface K3 associée au polyndome Pyg

Py = 2%yz + oy’ + 2y2® + P (xy + 22 + yz) — 10zyzt.

Si L(Y10,s) désigne la série L de I’ hypersurface Y10, on a les relations suivantes.

1)

1~ k2—2m2
L(Y, S A
( 1073) 2; (k2+2m2)3 (f,3),
ot f est la CM-newform de poids 3 et niveau 8 donnée dans les tables de Schiitt [|28|, Table

1},

e q—202 — 2% + 4" +4¢° — 8¢° — 5¢° + 14¢M —8¢'2 +16¢"0 +2¢'7 +10¢'® — 34¢"0 + - - - .

,m

2) Définissons comme dans [4]
3v/3 2v/3 1
- 4—L(X—3’2) = 2 22"
T T k (m? + 3k2)

)

ds:
La mesure de Mahler et la série L satisfont [’égalité
1 |det Ty, /2
Py) =2d3 + -———>—
m(Pio) 3+ 9 3

ot Ty,, désigne le réseau transcendant de la surface Yig.

L(Y1073)7
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Remarque 1.2. —

1. Boyd avait remarqué que les deux quotients de période 5 et 7i¢ (voir section 2) ap-
partenaient au méme corps quadratique imaginaire Q(v/—2). Aussi avait-il deviné une
relation de la forme

m(Pro) = 2ds + 3m(P2).

Cette relation est actuellement prouvée grace aux résultats de [4] et du présent papier.
2. Les séries L des deux surfaces K3 a savoir Ys et Yo sont les mémes. Aussi, d’aprés la
conjecture de Tate, on devrait avoir une correspondance algébrique entre Ys et Yig.

2. Rappels

Pour les principales définitions sur les surfaces K3 utiles dans ce travail, on pourra consulter
[3]. Pour une présentation plus approfondie on pourra lire [37].

2.1. Mesure de Mahler des polynémes P,. — Rappelons le théoréme principal.
Théoréme 2.1. — (3] Soitk =t+ 1 et
n(m)n(67) |6 miz 2minT .
=(———-%)", n(r)=en2 (1—e ), ¢ = exp2miT.
7@ )n(37) 11

Alors
1 n 1
mt + k)3(mT+ k) (m7T+ K)2(MT + K)?
1 + 1 )
2mT 4+ K)3(2mT + k)  (2mT + K)2(2mT + K)?
)

m(P) =g (Y (4R )

+16(2R

1 1
(3mT + K)3(3mT + K) i (3mT + K)2(3mT + K)?
1
(6mT + K)3(6mT + k) * (6mT + K)2(6mT + k)2

— 36(2R

+ 144(2R )}

2.2. La série L d’une surface K3. — Soit V une variété projective lisse de dimension d
sur un corps fini & ¢ = p™ éléments. On suppose en outre V géométriquement irréductible,
c’est-a -dire irréductible sur toute cloture algébrique de F,. Soit IV,, le nombre de points de
V dans F,.

La fonction zéta attachée a V' est définie par

Zy(T) = exp ZN’"”?

n>1

D’apres les conjectures de Weil (1949) prouvées par Dwork (1960) et Deligne (consulter par
exemple [15]), Zy (T) est une fonction rationnelle & coefficients dans Q satisfaisant 1’équation

Publications mathématiques de Besancon - 2010



10 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

fonctionnelle
1
Zv [ == ) = £(¢**17)Zy(T
v (oip) = P2

pour un certain ¢ € N.
Si V est une surface K3 algébrique définie sur Q, alors pour presque tout p, sa réduction
modulo p est encore une surface K3 notée V,. De plus Zy, (T') est de la forme

1
A= T)(1 = 2 Po(T)
avec P(T) polynome de degré 22 satisfaisant P»(0) =1 et
P(T) = Qp(T) Ry (1),
le polynéme R,(T") provenant des cycles algébriques, Rp(%) € Z[TY, et Q,(T) provenant des

Zy,(T) =

cycles transcendants. Sous certaines conditions, la partie H'! de la décomposition de Hodge
du H' a une dimension 20 dans H?(V,Z). Dans ce cas, la surface K3 est singuliére, autrement
dit son nombre de Picard p vaut 20 et son réseau transcendant est de rang 2.
Plus précisément, si F), désigne 'opérateur de Frobénius, on a
Po(T) = det (1~ TF, | H3(V. Q).
Comme
HE(V, Q) = Hijy (V. Qi) + HE (V. Qo).
si 'on note
Np = #Vp(Fp)
on a la formule
Np =1+ p* + TrHe(V, Qi) + TeH (V, Q).
La quantité TrHazlg(V, Q) correspond aux 20 cycles algébriques engendrant le groupe de
Néron-Severi de V. Son expression dépend du nombre de cycles algébriques définis sur IF),
ou Fp2.
La quantité TrH2(V,Q;) correspond aux cycles transcendants.
Par exemple, si les 20 générateurs du groupe de Néron-Severi de la surface K3 singuliére sont
définis sur F,, (c’est le cas pour Y3 par exemple [4]) alors
Py(T) = (1= pT)*(1 = BT)(1 - B'T)
et
Ny=1+p*+20p+6+7.
La philosophie de Langlands dit que 'on peut définir Q,(7") pour p divisant le déterminant
N du réseau transcendant, de telle sorte que

1 ay,
Z(V,s) ::Hm:ZE

n>1

soit la série de Dirichlet d'une forme modulaire parabolique.
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Par exemple [34], si 'équation affine de la surface est
(@ +y)(r+2)(y +2) +ayz =0,

la forme parabolique de poids 3 et de niveau N = 8 est

f(z) = n(2)*n(22)n(42)n(82)* € S3(To(8), €s)
ol eg est le caractére associé a Q(y/—2).

2.3. Deux résultats de Shioda. — Rappelons 'essentiel concernant les surfaces ellip-
tiques. On pourra consulter Particle de Shioda [31] mais aussi [32], [33].
1) Soit ® : X — P! une surface elliptique avec une section. Considérons les sections de cette
fibration elliptique, c’est-a-dire déterminées par les points rationnels de la courbe elliptique
correspondante définie sur le corps des fonctions rationnelles en s. On note r(®) le rang du
groupe des sections. Alors le nombre de Picard p(X) satisfait 1’équation

h
(1) pX) =r(@)+ 2+ (my, — 1)
v=1

ou h est le nombre de fibres singuliéres et m, le nombre de composantes irréductibles de la
fibre singuliére correspondante.
2) Soit (X, ®,P!) une surface elliptique avec une section ®, sans courbe exceptionnelle de
premiére espéce ( i.e. de self-intersection —1). Notons N.S(X) le groupe de Néron-Severi des
classes d’équivalence algébrique des diviseurs de X.
Soit s le point générique de P* et ®~1(s) = E la courbe elliptique définie sur K = C(s)
avec le point rationnel o = o(s). Alors, E(K) est un groupe abélien de type fini si j(F) est
transcendant sur C.
Soit r le rang de E(K) et sq,..., s, les générateurs de E(K) modulo la torsion. En outre, le
groupe E(K)irs est engendré par au plus deux éléments t; d’ordre e et to d’ordre es tels
que 1 < ey, esley et | E(K)ors |= e1e2. Le groupe E(K) des points K-rationnels de E est
canoniquement identifié avec le groupe des sections de X sur P!(C).
Pour s € E(K), on note (s) la courbe image dans X de la section correspondant a s.
Définissons

Dy = (3q)—(0) 1<a<r

DIB = (tg) — (o) B=1,2.
Considérons maintenant les fibres singuliéres de X sur P'. On pose

¥ :={veP/C,=d"'(v) soit une fibre singuliére}

et pour tout v € X, ©,;, 0 <7 <m, — 1, les m,, composantes irreducibles de C,.
Soit O, l'unique composante de C, passant par o(v).
On peut donc écrire

Cv = @U,O + Zﬂv,i(avﬂ'y Mo i > 1.

i>1
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12 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

Soit A, la matrice d’ordre m, — 1 dont I'élément d’indice (7,7) est (©y; - Oy ), i,4 > 1, ot
(D-D’) est le nombre d’intersection des diviseurs D et D' sur X. Finalement f désignera une
fibre non singuliére, i.e. f = C, pour ug ¢ X.

Théoréme 2.2. — Le groupe de Néron-Severi NS(X) de la surface elliptique X est engendré
par les diviseurs suivants

[0y (1<i<m,—1, vel)
(0),Dy 1<a<r, Dlﬁ Bg=1,2.
Les seules relations entre ces diviseurs sont au plus deux relations

(D - ©y1)

esDjy ~ eg(Dy - (0)f + > (O, Oum,—1)es Ay
VEX

(Dlg ’ ®v,mu—1)

ol == signifie I’équivalence algébrique.

3. Preuve du théoréme

Une preuve de ce théoréme a déja été donnée par Bertin [6].

La preuve donnée ici permet de faire I’économie du calcul de la matrice de Gram des géné-

rateurs du groupe de Néron-Severi dont la valeur absolue du déterminant est le discriminant

Nyg de la surface K3. Ce discriminant est essentiel pour le calcul de la série L de Yi9. Nous

aurons également besoin d’un lemme basé sur le modéle de Néron de courbes elliptiques sur

Q(s) pour déterminer si les composantes des fibres singuliéres sont définies sur F), ou .

Dans cette nouvelle preuve nous compterons de maniére différente les points de Yio(FF,). Ceci

sera explicité dans le lemme 2.

La preuve repose sur trois ingrédients :

— le théoréme de modularité de Livné,

— la classification de Schiitt des formes modulaires CM de poids 3 & coefficients rationnels,

— le critére de Serre-Livné permettant de comparer les séries L associées & deux représentations
l-adiques rationnelles.

Nous allons donc rappeler ces trois théorémes.

Théoréeme 3.1. — (Théoréme de modularité de Livné [15])

Soit S une surface K3 définie sur Q, de nombre de Picard 20 de discriminant N. Son réseau
transcendant T(S) est un Gal(Q/Q)-module de dimension 2 définissant une série L, notée
L(T(S),s).

Alors il existe une forme modulaire de poids 3 & multiplication complexze sur Q(/—N) satis-
faisant

L(T(S),s) = L(f,s)
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(= signifie a un facteur rationnel pres).
En outre, si NS(S) est engendré par des diviseurs définis sur Q

L(S,s) = C(s — 1)?°L(f, s).

Théoréme 3.2. — (Classification de Schiitt des surfaces K3 [28])
Considérons les classifications suivantes des surfaces K3 singuliéres définies sur Q

1. par le discriminant d du réseau transcendant de la surface a facteurs carrés prés,
2. par la newform associée o twist pres,

3. par le niveau de la newform associée a facteurs carrés pres,

4. par le corps CM, Q(v/—d), de la newform associée.

Alors toutes ces classifications sont équivalentes. En particulier, Q(v/—d) a pour exposant 1
ou 2.

Nous rappellerons plus tard le critére de Serre-Livné.

3.1. Détermination de Niy a facteur carré prés. — Notons Ny le discriminant de
la surface Yig c’est-a-dire le déterminant de son réseau transcendant et Y) une surface K3
de notre famille. Nous allons utiliser des arguments développés dans Verrill [36] et Peters-
Stienstra [24]. Le comportement de Y), quand A € C varie, est donné par sa structure de
Hodge.

Rappelons que si Y) est une surface K3, il existe a scalaire prés, une unique 2-forme wy €
H2(Yy,C). Si {710, ,722.1} est une base de Hy(Y),Z) alors {2 52,0} est la base
duale correspondante dans H?(Yy, C), duale pour le produit d’intersection. Autrement dit, si
v € Hy(Yy,Z), on définit v* € H%(Y),Z) tel que pour tout o € Hy(Y),C))

/a'y*z('v-a)

ot (v - «) est le nombre d’intersection des deux cycles « et 7. L'intersection des cycles d’ho-
mologie vérifie la dualité de Poincaré pour le produit extérieur en cohomologie i.e. Va,y €

H2(Y)\7Z)7 on a
(r-a)= [ atnvn
Y

Donc la matrice d’intersection de la base duale est aussi la matrice d’intersection du réseau des
cycles transcendants T'(Yy) = Pic(Yy)*. Pour notre famille, la matrice du réseau transcendant
T dans la base {v1,72,73} est donnée par Peters-Stienstra [24]

0 0 1
T={(0 12 0
1 0 0

Comme l'intégrale de wy sur tout cycle algébrique est nulle, si 'on identifie Ha(Y),Z) ® C et
H2(Y),C) alors wy € T(Y)) ® C.
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14 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

Donc wy € H*0 g’écrit
wi(r) = a(T)n +b(1) + c(7)3
avec
12b(7)? + 2a(7)e(r) = 0,
car wy Aw, € HA = (0).
On en déduit que I'élément

w(T) = G(r)y + T7G(1)y2 — 67°G(T)3

appartient & T'(Y)(7)). Ici {G(7),7G(1),72G(7)} satisfaitl’équation différentielle de Picard-
Fuchs des périodes de la famille.
Par suite, dire que X est de nombre de Picard 20 est équivalent a 'existence d'un vecteur

PY1 + g2 + ry3 € T devenant algébrique, donc vérifiant fp = 0, soit

Y1+qy2+7rY3 w(T)
—6pr? + 12¢7 4+ 1 = 0.

Donc 7 vérifie une équation quadratique sur Q dont le coefficient du terme de plus haut degré
est un diviseur de 6 si I'on normalise le vecteur avec p = 1.

Pour la surface Yig on a 272 + 1 = 0. On en déduit que le vecteur v; — 3y3 € Ty devient
algébrique dans Yig.

Choisissons alors une nouvelle base orthogonale de T,

{55t = {n — 373,72, 11 + 373}

Dans cette base la matrice de Gram de T} vaut

-6 0 0
0 12 0
0 0 6

Ceci nous donne un sous-réseau de 17y de matrice de Gram

12 0
0 6
de déterminant 72.

On en déduit qu’a un facteur carré prés, Nijg = 72. Or d’aprés le théoréme de Livné la surface
Y10 est modulaire. D’aprés le théoréme et le tableau de Schiitt, le niveau de la C'M-newform
est 8. Par suite Nig =72 ou 8.

Remarque 3.3. — Si l'on veut prouver que Nig = 72, on peut par exemple prendre la
méthode donnée dans Bertin [6] ou bien utiliser un autre argument comme dans 3.3.7.
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3.2. Fibres singuliéres. — La surface K3, Yo, est un revétement double de la surface
elliptique rationnelle de Beauville [1| définie par

(71 +y1)(z1 + 21) (1 + 21) + uz1y121 = 0.
Rappelons la nature des fibres singuliéres de cette derniére :
u=o00 detype Ig
=0 detype I3

U = de type Is
u=—8 de type I;.

o o o

En coupant Yj¢ par 'hyperplan ¢ = s(x + y + z), on obtient, aprés simplification, la fibration
elliptique

s*(x +y)(x + 2)(y + 2) + (s* — 10s + 1)zyz = 0.
Posant alors u = (s2 —10s+1)/s?, on déduit de ce qui précéde, la nature des fibres singuliéres
de cette fibration elliptique de la surface Yig :

a s=0 de type Iio
a s=00 de type I
a s=1/10 de type Iy
a s=a« (@®> —10a +1=0) detype I3
a s=0 (B2 —-108+1=0) detype I3
a s=1 de type I
a s=1/9 de type I3.

Puisque p = 20 (]|24]), il résulte de la formule de Shioda que r = 1; pour décrire le groupe de
Néron -Severi, nous devons chercher une section infinie sur la surface.
La surface Yo posséde 7 points doubles :

Pyp=(1:0:0:0) Ppp=(0:1:0:0) Piz3=(0:0:1:0) Poa=(0:0:0:1)
Py=(1:-1:0:0) P3=(1:0:-1:0) Py =(0:1:-1:0).
Les points doubles Py, P13, Po3 sont dans toutes les fibres singuliéres. Les points doubles Py,

Pyo, Pys sont seulement dans la fibre singuliére au-dessus de 0.
Les 4 droites P01P03P13, P02P03P23, P01P02P12, P12P13P23 d’équations respectives

y=0 t=0 r=0 t=0 z=0 t=0 r+y+z=0 t=0

passant chacune par trois points doubles et les droites Pys3Fos4, Po1FPos, PooFPos d’équations
respectives

z=0 y=0 y=0 2=0 r=0 2z=0

passant chacune par deux points doubles, sont sur la surface.
On va compléter les générateurs de N.S(Y1g) avec la section infinie (P;).

Publications mathématiques de Besancon - 2010



16 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

Pour cela, nous utilisons le modéle de Weierstrass Wy au voisinage de 0,
(Wo) Y&+ (s —10s + 1) XYy = Xo(Xo — s*)(Xo + 5% — 10s?)
déduit du modéle W, au voisinage de 'infini,
(Wao) Y2 4+ (0% =100 + 1) X Yoo = Xoo(Xoo — 1)(X oo + 0% — 100).

Le changement de variable

| —Yeo— (02— 100 + 1) X

v Xoo + 02— 100
Y X 02— 100

fait passer du modéle
(x+y)(z+1)(y+1)+ (0* =100 + )2y =0

au modéle de Weierstrass W.
Pour obtenir Wy & partir de W, il suffit de faire les changements

Xo Y

1 0
o= —, Xoo m —1» Yoo o —-
S S S

La section infinie a été trouvée par Lecacheux [16]. Nous donnons ses coordonnées dans le

modéle W,

7

-1
Xoo =— (6 —5)2%(c —2)%(0 —8)?
(0 =570~ 2?0 - 3)
1
Yoo :m\/—?)(a?’ + 0%(—15 + 4v/=3) + 0(42 — 40v/=3) + 40 + 4/—-3)
(0% + (=10 4+ v=3) + 13 = 5v/=3)(0 =5+ vV=3)(c — 5)(c — 2)(0 — 8).
3.3. Corps de définition des fibres singuliéres. — Pour savoir si les composantes des

fibres singuliéres sont définies sur @, nous devons connaitre le début du modéle de Néron au
voisinage de chaque s définissant une fibre singuliére [22] ou, ce qui est équivalent le début
de lalgorithme de Tate [30]. Cet algorithme repose sur le théoréme suivant.

Théoréeme 3.4. — (Néron |22]) Soit Wy un modéle de Weierstrass d’une courbe elliptique
définie sur Cls|. Notons v la valuation s-adique. On suppose que (Wy)s—o posséde un point
double a tangentes distinctes et que v(j(Ws)) = —m < 0, ce qui équivaut a Wy de type I,
dans la classification de Kodaira.
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m

Alors pour tout entier | > %, il eriste un modéle de Weierstrass Es déduit de W par une

transformation de la forme

(2) X =x+qz
(3) Y =y+ur+rz
(4) Z ==z

avec q, 1, u € C[s]. Le modele de Weierstrass Es est donné par
Y2Z4NXY Z 4 pYZ? = X3+ aX?Z + X 2% + 23,
les coefficients satisfaisant
V(N +4da) =0, w(p) =1, w(B) =1 v()=m, v(i(&)) = —m.
Ce théoréme est valable en toutes caractéristiques et si la caractéristique est différente de 2,
est équivalent au début de I'algorithme de Tate [30].
Lemme 3.5. — On suppose W défini sur Q[s].

1. Les composantes rationnelles de la fibre singuliére I, sont définies sur le corps de

nombres Q(y/A3 + 4ag).
2. 81 Ps = (X(s) : Y(s) : 1) est un point sur Es vérifiant v(X(s)) = a, v(Y(s)) = b, avec
b <a <0, alors Ps appartient a la zéro section.

La preuve de ce lemme résulte immédiatement des travaux de Néron [22].

8.8.1. Le modeéle de Néron pour s = 0. — A l'aide des transformations
= Xo(s®> - 10s + 1) + Yy X = X, — 2597
y=-Yp Y =Yy +sXo+ 552,
z = 5%(Zp(10s3 — %) — Xy) Z = Zj,

on obtient le modéle de Néron &4 au-dessus de s =0

Y2Z 4+ XYZ(s? — 125 +1) + Y Z%(25% — 24s7) =
X3+ X27(s —10s? — 9583 — s 4 65%) + X Z72(257 — 39s% — 365" — 4510 4 12512)
+73(—s'? — 385! — 3655 — 4516 4+ 8518),
On déduit alors du lemme précédent que toutes les composantes rationnelles de la fibre sin-
guliére I;9 sont définies sur Q(+v/1+ 4 x 0) = Q.
3.8.2. Le modeéle de Néron pour s = co. — De méme, le modéle de Néron &, au-dessus de
I'infini est
Y2Z + XY Z(9 — 300 + 30%)+Y Z%1800% (0 — 10)
= X3 — (27 — 1800)X? Z + X Z*0* (8100 + 2619)
+ Z3(243000% — 2748600 + 486005%).

On déduit alors du lemme précédent que toutes les composantes rationnelles de la fibre sin-

guliére [5 sont définies sur Q(v/81 — 4 x 27) = Q(v/—3).
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18 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

3.8.3. La fibre singuli¢re au-dessus de o (ou ). — Elle est de type I3. Grace aux transfor-
mations précédentes, on voit que O, est la droite  +y = 0 t = az, O, est la droite
y+z2=0 t = ax, O est la droite z +2 =0 t= ay.

Ces composantes sont définies sur Q(v/6).

3.8.4. La fibre singuliére au-dessus de s = 1/10. — Elle est de type Is.

On remarque que le changement de variable o — 10 — ¢ laisse le modéle W, inchangé. En
outre, ce changement de variable laisse fixe la fibre singuliére I12, échange les deux fibres Iy,
les deux fibres Iy et les deux fibres I3. Donc le modéle de Néron pour s = 1—10 est le méme
que celui pour s = co. On en déduit que les composantes rationnelles de la fibre singuliére Io

au-dessus de s = & sont définies sur Q(v/=3).

3.3.5. La section infinie. — Les coordonnées de la section infinie (Ps) sont données par les
formules dans le modéle & au-dessus de s =0 :

X = 432( — 30s + 357s% — 214053 + 67565 — 10560s° + 640055 + 8645%)s
Y = —=((130752 — 524800v/—3)s” 4 (1013760y/—3 — 1572480)
+(—611640y/—3 + 2517768)s" + (587761/—3 — 1687896)s5
+(590274 + 80550y/—3)s° + (—116172 — 37872y/—3)s* + (7665y/—3 + 12924)s>
+(— 819\/_ 756)s? + (45v/—=3 + 18)s — /=3)
Z=s3
On en déduit

1 (s =105+ 1)(2s — 1)*(5s — 1)%(8s — 1)?
T +y —E 82 .

Par suite, d’aprés le lemme 1, la section infinie coupe la zéro section. En outre, d’aprés ce qui
précéde, elle ne coupe aucun des g , 1 < ¢ < 11, aucun des O, 1 <@ < 2, aucun des Og,
1< <2, niOu 1, ni Op/q0,1-

3.3.6. Les sections de torsion. — Dans le modeéle Wy, on obtient avec Pari [23] les 6 points
de torsion

s6 = (s2(10s —1): 0: 1)
2s6 = (s*:0:1)
356 =(0:0:1)
486 (st —st(s? —10s+1): 1)
5sg = (—s? +10s% : —s2(10s — 1)(s2 — 10s + 1) : 1)
(0).

3.3.7. Le discriminant de la variété. — Notons © le réseau trivial de N.S(Y7p),
= ((0), f,Ou,5,v € {0,00,1/10, a0, B}, 1 < i <y — 1),

D’aprés Shioda [31],
NS(Y10)/0 ~ E(C(s))

Publications mathématiques de Besangon - 2010



Marie José Bertin 19

Par suite

|det ©| x |det MW (E(Cy))|
det NS(Y10)| =
| det N'5{To) B(C) oo

Puisque la section infinie (Ps) coupe la zéro section et ne coupe aucune des composantes des

fibres singuliéres ne rencontrant pas la zéro section, les contributions aux fibres singuliéres
sont nulles. D’apreés [30], on a

h(Py) = 2x +2(P,).(0) =2 x 2+ 2 = 6.

Si P, engendrait le groupe de Mordell-Weil, le discriminant de la variété vaudrait

12x32x22x6
T XEX

Nous allons montrer qu’il en est effectivement ainsi donc qu’il n’existe pas de point () vérifiant
3Q = P; + ksg, 0<k<5.

Puisque la section sg est de 6-torsion, elle ne coupe pas la zéro section, elle coupe ©g 2 ou
©0,10, coupe Ouo 1, O1/10,1; Oa,1 OU On 2, Og 1 ou Og 2. En effet, on doit avoir

2
><10_1_§:0‘
12 3

Si le groupe de Mordell-Weil était engendré par @ tel que 3Q = P, alors () couperait ©¢ 4 ou

| det NS(Yio)| =

h(se) =4 —

00,85 Oc0,0, ©1/10,0, Oa,0 01 Oy 1 01 Of 2, O g ou Og 1 ou Ogo. On aurait alors ~(Q) = 2 ou
h(Q) = 10/3, ce qui est impossible car dans ce cas le discriminant de la variété serait différent
de 72 et de 8.

De méme, si le groupe de Mordell-Weil était engendré par @ tel que 3Q) = Ps + ksg, 1<
k < 5, en regardant 'intersection avec la fibre singuliére au-dessus de 0, on aurait k£ = 3. Ceci
donnerait conto(Q) = 232, contos(Q) = conty/19(Q) = 3, conto(Q) = contg(Q) = 2, soit
h(Q) = 2. Comme précédemment, ce cas est impossible.

Par suite
|det NS(Yi0)| = 72.

3.4. La série L de Yjg. — Elle est donnée par les A, = 8+ (' tels que Q2(T) = (1 —
BT)(1 — F'T). Le calcul des A, repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.6. — Soit X une surface K3 singuliére et elliptique définie sur Q. On suppose la
section infinie engendrant le groupe de Mordell-Weil définie sur Q(v/d). Alors

d
A== X aW)- > ofa) - (5)
x€P(Fp), E, lisse x€P1(Fp), E. singulicre p
ot ap(x) est donné par la formule
ap(z) =p— 1 — #E,(Fp)

et la contribution €,(x) est définie par
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20 Mesure de Mahler et série L d’une surface K3 singuliére

0, st B, a réduction additive
ep(x) = ¢ 1,  si B, a réduction multiplicative déployée

—1, si B, a réduction multiplicative non déployée

Démonstration. — Suivant que les composantes des fibres singuliéres sont définies ou non sur
[, le polynoéme P»(7T') prend la forme

d
PAT) = (1= D (1) (2 51)
avec k1 + ko =19 et (g) désignant le symbole de Legendre. D’aprés 2.2, on a donc la formule
9 d
(5) Np =1+p* +plks + (—1)k2) + , p+ A,

En évaluant alors N, a l'aide de la fibration ®, on obtient :

No= Y #EE)+ Y. #E.(F)

z € PY(F,) z € PY(F,)
FE, lisse E, singuliére
z € PY(F,) 70

FE, singuliére
= > (p+l-g@)
z € PY(F,)
E, lisse
+ > (p+1—ep(x) +plks — 2+ (—1)ky).
z € PY(F,)

FE, singuliére
Ce qui donne

Ny=1+4p"= > apz)— > () + plk1 + (—)k2)

z € PY(F,) z € PY(F,)
E, lisse FE, singuliére
En comparant ces deux expressions de IV, on obtient le résultat annoncé. O

Remarque 3.7. — En fait, selon que (—)‘2‘;40‘

) = +1 la réduction est déployée ou non.
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3.5. Modularité de la fonction L. — La surface K3, Yjg, définie sur Q, admet un systéme
p = (p1) de représentations [-adiques de dimension 2 de G,

Pl GQ — AUtngc(Yi07Ql) = ‘/10

ou Vqp est un Q;-espace vectoriel.
Le systéme p = (p;) a une fonction L

L(s,p) = H !

I e

On veut identifier cette fonction L avec la fonction L associée & une forme de Hecke a co-

efficients rationnels et multiplication complexe. Pour cela nous allons utiliser le critére de
Serre-Livné.

Lemme 3.8. — Soit p;,p; : Gog — AutV; deux représentations l-adiques avec TrF,, =
Ter7p£ pour un ensemble de nombres premiers p de densité 1 (i.e. pour tous les nombres
premiers sauf un nombre fini). Si p; et p) définissent deux systémes strictement compatibles,
les fonctions L associées a ces deux systémes sont les mémes.

La grande idée de Serre reprise par Livné [15] est de remplacer cet ensemble de nombres
premiers de densité 1 par un ensemble fini.

Définition 3.9. — Un ensemble fini T de nombres premiers est appelé ensemble de test
effectif pour une représentation de Galois p; : Gg — AutV} si I'on peut appliquer le lemme
précédent en remplacant ’ensemble de densité 1 par T

Définition 3.10. — Soit P 'ensemble des nombres premiers, S un sous-ensemble fini de P
ar éléements, 8" = SU{—1}. Définissons pour chaque ¢t € P, t # 2 et chaque s € S’ la fonction
£ty =501 (3))
etsiTCP, TNS=0,
f:T — (z/27)
tel que

f(t) = (fS(t))seS’ :
Théoréeme 3.11. — (Critére de Livné)

Soit p et p' deur Gg-représentations 2-adiques non ramifiées hors d’un ensemble fini S de
nombres premiers, satisfaisant
TrF,,= TrF, y =0 (mod 2)
et
detF, , = detF, y (mod 2)

pour tout p ¢ S U {2}.
Tout ensemble fini T de nombres premiers disjoint de S tel que f(T) = (Z/27) "t \{0} est
un ensemble de test effectif pour p par rapport a p'.
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Pour appliquer le critére de Livné nous devons montrer que la représentation de Galois p
associée a Yiq vérifie TrF), , =0 (2), c’est-a dire que A, est

pair, ce qui est équivalent d’aprés (5) & N, pair puisque 1 +p?> =0 (2) et k1 + ko + 1 = 20.
Définissons

Yi={(z:y:2:t) e PPJayz(x +y + 2) + t*(xy + 22z + yz) — 10zyzt = 0}.
La surface Yig est obtenue a partir de Y par éclatement des 7 points doubles
Pyy Poo Poz Pou P2 P13 Pos.
Notons P(Y”) la variété projective correspondant a
Y i={(x:y:2:1)€P/(x:y:2:1) €Y,zyz # 0}

et Np(Y') le nombre de ses points.

Orsi(z:y:z:1) €Y’ avec au moins une coordonnée x, y ou z différente de +1, par exemple

z,le point (z :y:1/z:1) € Y. En outre le cas x = +1, y = +1 et z = +1 est impossible.

Par suite N,(Y”) est pair. Il suffit donc de compter les points de Y3 provenant de Y avec au

moins une coordonnée nulle. On a ainsi

~ p — 2 points avec une seule coordonnée nulle (ces points sont de la forme (z :y: 2z :0) et
vérifient = +y + z = 0),

— 6(p—1) points avec exactement deux coordonnées nulles sur les droites doublest =0 x =0,
t=0 y=0,t=0 2z=0,

— 3(p — 1) points avec exactement 2 coordonnées nulles sur les droites z =0 y =0, z =
0 z2=0,y=0 2=0,

— 4 points avec trois coordonnées nulles Py, Py2, Pos Pos,

— les 3 points d’intersection des droites doubles Py, Py2, FPos,

— 10p points provenant de I’éclatement de tous les points doubles, les points FPyi, FPya, FPos
étant a éclater deux fois.

Au total on a 20p — 4 points soit un nombre pair de points. Finalement, on a bien

A, =N, =0 (2).

La représentation de Galois p associée a Yo est ramifiée au plus pour 2 et 3 puisque Y1(p) est
singuliére seulement pour ces nombres premiers. Par suite r = 2. En outre, on peut prendre
T =1{5,7,11,13,17,19,23}.

Pour calculer A,, p € T, avec la formule du lemme 2, nous devons connaitre €, pour x =

0,1,00. Nous avons vu que ¢y = 1 et €5 = (‘73) Pour obtenir €1, nous utilisons un modéle
minimal au voisinage de 1

Y24+ XY (8+8S — S?) +Y (248 + 35%) =

X3 — X%(19 — 85 — 5?) — X (408 — 55?) + 1925 — 2452
Comme A3 + 4ap = —12, on en déduit €; = (‘73)

On calcule alors les A,, p € T avec les ordres Pari [23]
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e(s) = ellinit([s> =10+ s+ 1,82 % (1 =10 % s — 52),0,10 x s* — 55,0])

A, = —sum(s = 2,p — 1,ellak(e(s),p) — 1 — 2 x kronecker(—3,p) — kronecker(—3,p) * p
On trouve alors le tableau suivant

p [[5]7]11 13|17 ] 19|23
A, Jofo[ta] of 2][34] 0

Or la série L(f,s) pour f newform & multiplication complexe de poids 3 & coefficients de
Fourier rationnels de niveau 8 [28] est également de trace paire et a les mémes coefficients a,,
pour p € T'. Par suite la série L de la surface Yig vérifie

L(Y10,3) = L(f,3).

En outre,
I k2 —2m2
9 2 2)3
2 et (k% +2m?)
est la série L de la forme modulaire F' := [0y,6], pour 0, = > ., q‘m2 forme modulaire

de poids 1/2 pour le groupe de congruence I'g(4). Le crochet de Rankin-Cohen des formes
modulaires g et h de poids respectifs k et [ pour un groupe de congruence I'; est une forme
modulaire de poids k + [ 4+ 2 pour ' définie par

lg,h] = kgh' —1g'h.

Donc F' = [61,02] est une forme modulaire de poids 3 pour I'g(4) de trace paire. Pour montrer
légalité de L(f,s) = L(F,s) il suffit de montrer qu’elles coincident sur 7. Ceci achéve la
preuve du 1).

Remarque 3.12. — Comme me ’a suggéré M. Schiitt, dans notre cas on peut se passer de
la méthode de Livné. Pour cela on renvoie au théoréme 5 de Schiitt ainsi qu’a sa preuve |28|.
La série L de Yjg ne peut différer de la forme modulaire f que par un caractére de Dirichlet
quadratique. Puisqu’il n’y a pas de ramification pour p # 2,3, le caractére quadratique ne
peut étre que Xxi1, Y42, X+3 OU Xig, ce qui fait 8 possibilités. Les valeurs y12(5) = —1,
X+3(5) = =1, x—1(7) = =1, x6(7) = —1 et x_6(13) = —1 excluent les caractéres quadratiques
non triviaux et montrent qu’il suffit de comparer A, et a, pour p < 13 pour déduire que

3.6. Preuve du théoréme 1.1 2). — Notons comme dans |[3|

Dy = (mjr + K)(mjF + K).
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Alors
3T < (m(r+7)+2K)2 4
m(Pk) = @ [—4 D;’_ + D_,%
m,K
N 16(2m(7‘ +7)+2:)? 16
B, B2,
36(3m(7' +7)+2K)2 36
o, D2,
N 144(6m(r+f) +26)° 144]
o, D7,
Pour k£ = 10, onaT:\_/—%et
1
D, = 5(m2 + 2r%)
D27— = 2m2 + /12
1
D3, = 5(9m2 + 2k%)
D¢, = 18m? + k2.
m? — 22
P [1 4
m(Fio) = 15 3 0 x Z (m2 + 2k2)3
4k? 1
—36X8——F—557+36X4d—F—F5
“Clom? 122 0 Y om? £ 22)
Ak? 1
36 X 4d———F—57 +36 X d——F—-5].
“Adgmr e T g
D’ou I'expression
V2 ' m? = 2K2
Py)=——=1 4 ———
m(Pro) = 755116 ; (m? + 2x2)3
9m? — 22 1
bX8——F——57 —b6Xd—F——
b x (9m? + 2k2)3 . (9m? + 2k2)2
K2 — 18m? 1
36 X 8—F———= +36 x4d—F5——|
36 X 8 Ry 30 A g )
Lemme 3.13. — (Zagier [38]) On peut montrer les formules suivantes :
1.
’ 1 1
A(s) = —
)= 2o amy * @ ey Z:: ()5
ot

n 1= %#{(/{:,m)/lﬂ2 +2m? = n};
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plus précisément
2

A2 2
)
2.
/ / /!
k? — 18m? Im? — 2k* 2 27 2 — 2k?
Z 2 mz +Z mz 2 :(1+_+T)Z mz 2Ys°
(k? + 18m?)® (9m? + 2k2)® 35 3% (m? 4 2k?)s
Démonstration. — 1) Soit n = k? + 2m?2.

~ Si3tket3|m,alors k2 +2m? = k? +18m'? =1 mod 3.
~ Si3|ket3tm,alors k2 +2m? = 9k +2m? = —1 mod 3.
— Dans les deux autres cas, 3 | n.

Ainsi
. /-3 T
4 =232 (37 ) 2 =250 90 0)
puisque
(o] rn
> =((s)L(x-s,9)
n=1 n
Si s = 2, puisque 2L(x24,2) = 2\[, on déduit
2
A2 2
@) = Fo=Lln.2)
2) Notons
/
k? — 18m 9m? — 2k*
B J—
(9):=2 (k2 + 18m2) (Om? + 2k2)

et définissons

Maintenant

avec f forme parabolique de poids 3 et niveau 8. En outre, la fonction L(f,s), a un dévelop-
pement en produit d’Euler

1
L(S’f) 1—a33~ s+33125HL fs
p#3
Puisque az = —2, il s’ensuit
L S, L ) S
(s, f) = 1+35+3%H (f.s
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Mais
! 2 2 4 2 2
m* — 2k m? — 2k m? — 2k
B(s)= >, s et D T T2 Z 2 1 9k2)s
3|k,3tm (m + 2k ) 3\m 3tk ( * 2k 3lk,3|m m + 2k )
/
m? — 2k? m? — 2k? 2 9
=2(1+ =+ ==)S
Z ( 2_|_2k2 + Z m2+2k2 ( +3s+325)
3lk,3tm
et
Z/: m? — 2k? _ 91_52/: m? — 2k?
(m? + 2k2)s (m? + 2k2)s”
3|k,3|m
Aussi,
2 9
B(s) = 25(1+ o5 + 255) +4 % 9l—sg
2 27
=251+ 3 + §)
On déduit du lemme précédent
3% 82 — 22
Piy) =2d
m(P1o) - Z (m2 + 2k2)3°
Finalement
1|det Ty, [/
m(Pio) = 2d3 + §%L(Ym,3),
ce qui achéve la preuve du théoréme 1 2). O
Remarque 3.14. — On a également prouvé la relation conjecturée par Boyd [12]

m(Plo) = 2d3 + 3m(P2)
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