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Exemple d 'annula teur non pr inc ipa l 

d 'un groupe de %-c lasses r e l a t i v e s 

par Georges GRAS 

In t roduc t ion . - Nous u t i l i sons les notat ions et l e s r é s u l t a t s de [2] . 

On rappe l le que l ' i n t e r p r é t a t i o n du théorème de St ickelberger 
C g ) 

CE 2] , T h . II 5 ) e s t que pour tout y 6 î , le Z * -module TH est an-
! Cg ) * 

nulé p a r l ' i déa l y' ) C y ' (a) - a , a ) de z * C x ' | y ) ; ic i a est 
X 

chois i de tel le so r t e que ( ^ engendre G et on sai t auss i que l ' idéal 
K * 

( x 'Ca) - a , A ) es t p resque tou jou r s l ' idéa l uni té . P a r conséquent , l o r s -
A. 

que c ' e s t le c a s , (B-|( x '""'")) annule 1H ; ceci ne veut pas d i re que l 'an-

nula teur de 1H soit l ' idéa l p r inc ipa l CB^Cx '"^ ) ) ; cependant , pour t rou-

ve r un cas où l ' annula teur de 1H soit non p r inc ipa l ; i l semble qu'i l soit "X 
plus fac i le de se p lace r dans un cas où l ' i déa l ( x '(a) - a , A ) n ' e s t pas 

X 
l ' idéa l un i té . 

Nous nous proposons de c o n s t r u i r e un tel exemple . 

Etude de Q . P renons l = 47 et K = Q ; on a a lo r s e = 46 et on 

. V _ 7 ( 4 6 ) _ 7 C 2 3 ) X 
sa i t que Z A = Z = Z es t non pr inc ipa l . 

tn \ 
On a le schéma suivant ( où K^ = Q CJ- 47 ) e t où Q est 

( 47 ) le s o u s - c o r p s r é e l maximal de Q ) : 

+ 

23 

X 

23 

Q Q ( */ - 4 7 ) = K ̂  

= 5 On vé r i f i e sur une table C [1 ] p a r exemple ) que | IH 

et que | 1H(K ) " | = 5 . 139 . D ' ap rès la proposi t ion II 2 de [ 2 ] , on a 
X 



- 2 -

| ÎHJITH^I = | IH(Kx ) ' | , d'où | IH | = 139 . On a donc 

C 23) 

1H =" Z / p 13g » où P e s t un idéal p remier au -des sus de 139 

dans Z C 2 3 ) . Considérons l ' i déa l ( x ' ( a ) - a , a ) : on a A =4-7 ( c f . [ 2 ] , 
X X 

P r o p . II 5 ) et ( X ' (a) - a,A ) = p , 7 C idéal p remier a u - d e s s u s de 4-7 
A. ^ ' * 

(2 3 ) dans Q ) . Si maintenant on u t i l i s e le théorème II 2 de [2 ] , on ob-
a , 

t ient | TFL 1 = 2 X w iï ( | B - ( x ' " 1 )) ; o r ici a = 0 , w = 47 , 
X X* IX X X 

d'où 4-7 n \ B j ( x 1 " 1 ) ) = 139 . Il r é s u l t e de tout ceci ( et notamment 
X'IX ( / 7 ) 1 

du fa i t que le nombre de c l a s s e s de 0 es t impair ) que ( \ B-jCx' "P47 

es t l ' annu la teu r de IH : en e f f e t , c ' e s t un idéal ent ier de norme 139 
X 

C c ' e s t P 1 3 g ) • 

Montrons maintenant que l ' i déa l p ^ g e s t n o n pr incipal 

En ve r tu de la re la t ion ( \ B^C x ' " 1 )) P47 = P ^ q » suffi t de prouver 
C 23) que pj-j e s t non pr inc ipa l dans Q . On a le schéma suivant : 

11 

( 2 3 ) 2 ( 2 3 ) 
0 p 4 7 + 

11 

Q( 1P, '47 
( 23 ) On remarque que la non p r inc ipa l i t é de Q provient de 

cel le de Q ( J -23 ) . Soit 1P l ' i déa l p remie r au -des sous de p ̂  dans 
C 23) 

0 ( y - 2 3 ) ; 47 é t a n t t o t a l e m e n t d é c o m p o s é d a n s Q , s i p ^ é t a i t 

(2*3) pr inc ipa l dans Q , i l en r é s u l t e r a i t que N \ p = ^ Q U 3 7 0 ( 7 ^ 3 ) 4 7 

( r ^ j s e r a i t auss i pr inc ipa l ; o r cec i n ' e s t pas comme on peut le vé r i f i e r 

é lémentairement 1 

En e f fe t , si on suppose '$47 = C a ) , a = X + ^ V ~ } x ,y € Z 2 
~ - 2 2 de même p a r i t é , on es t conduit à r é s o u d r e l 'équat ion x + 23 y = 4 .47 

qui e s t manifestement impossible . 



En r é s u m é : 

P r o p o s i t i o n : 

Soit y le c a r a c t è r e ra t ionnel impair pour lequel K = Q^47 ) 

e t s o i t 1H = [ h € 1H ( Q U 7 ) ) , P ( a ) h = 1} = { h € H C Q ) } X X X ^ ' 
N

Q C 4 7 ) / Q U 7 ) h - N
0 ( 4 7 ) / o C / r 3 7 )

h - 1 } " Alors VannuUteur d e M x 

( 2 3 ) 

( en tant que Z - module ) es t un idéal p remier non pr incipal ( de nor-

me 139) . 
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