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Résumé. — Selon Edouard Lucas, on désigne par suite de Cesàro toute suite de nombres
complexes dont la série génératrice exponentielle S(z) vérifie la relation S(z) = ezS(−z). Nous
prouvons dans cet article deux identités vérifiées par ces suites. Nous généralisons de manière
simple des identités vérifiées par les nombres de Bernoulli et découvrons de nouvelles identités
vérifiées par les nombres de Genocchi, de Fibonacci et de Lucas.

Abstract. — According to Edouard Lucas, a Cesàro sequence is any sequence of complex
numbers whose exponential generating series S(z) satisfies the relation S(z) = ezS(−z). In this
paper, we prove two identities which are satisfied by such sequences. Then we generalize, in
a simple way, identities satisfied by Bernoulli numbers, and we find new identities satisfied by
Genocchi numbers, Fibonacci numbers and Lucas numbers.

1. Introduction

Selon Edouard lucas (cf.[10]), on appelle suite de Cesàro toute suite (un)n≥0 de nombres
complexes vérifiant

(1) un =

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k uk pour tout n ≥ 0.

En désignant par S (z) =
∑∞

n=0
un
n! z

n la série génératrice exponentielle associée à la suite
(un)n≥0, la condition (1) est équivalente à

(2) S (z) = ezS (−z) .

Il est aisé de vérifier que les suites ((−1)nBn)n≥0 et
(
(−1)n

n+1 Gn+1

)
n≥0

, où (Bn)n≥0 et (Gn)n≥0

sont les suites des nombres de Bernoulli et de Genocchi de séries génératrices exponentielles
associées : z

ez−1 et 2z
ez+1 , sont des suites de Cesàro.
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Le but de cet article est d’établir un théorème général fournissant des identités pour toute
suite de Cesàro. Ce théorème que nous énonçons et prouvons au paragraphe suivant va nous
permettre non seulement de généraliser plusieurs identités connues comportant les nombres
de Bernoulli mais aussi de découvrir des identités similaires pour les nombres de Genocchi, de
Fibonacci et de Lucas. Nous consacrons le troisième paragraphe à l’énoncé de ces identités.

2. Enoncé du théorème principal

Nous adoptons les notations suivantes préconisées dans [8], pour tous entiers naturels n et m,
on pose

mn =

n−1∏

j=0

(m− j) et m−n =

n∏

j=1

(m+ j)−1,

avec la convention qu’un produit vide vaut un et qu’une somme vide vaut zéro. Notre principal
résultat s’énonce ainsi :

Théorème 2.1. — Soit (un)n≥0 une suite de Césàro. Alors, pour tous entiers naturels n, m
et q, on a :

1.
m+q∑

k=0

(
m+ q

k

)
(n+ k + q)q (−1)k un+k + (−1)q+1

n+q∑

k=0

(
n+ q

k

)
(m+ k + q)q (−1)k um+k = 0.

2.
m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)k

un+k+q

(n+ k + q)q
+ (−1)q+1

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

um+k+q

(m+ k + q)q

=

q−1∑

k=0

n!(m+ q − k − 1)!

k!(q − 1− k)!(m + n+ q − k)!
(−1)k uk.

Démonstration du théorème 2.1. — Pour toute suite u = (un)n≥0 de nombres complexes,
désignons par Lu la forme linéaire définie sur C[x] par Lu(x

n) = un, pour tout entier n ≥ 0.
Convenons de noter P (u) l’image par Lu d’un polynôme P (x) de C[x]. Ainsi si P (x) =

∑
akx

k,
alors P (u) =

∑
akuk.. Posons en(x) = xn−(1−x)n, pour tout n ≥ 0. D’après (1), dire qu’une

suite u est de Cesàro équivaut à dire que (en(u))n≥0 est la suite nulle. Posons

E := {A(x) −A(1− x); A ∈ C[x]}.
Alors, E est le sous espace vectoriel de C[x] engendré par la famille de polynômes (en(x))n≥0.
Il en résulte que pour toute suite u de Cesàro et pour tout polynôme P ∈ E, on a P (u) = 0.
Soient n, m et q des entiers naturels et u une suite de Césàro. Posons

P ∗(x) =
m+q∑

k=0

(
m+ q

k

)
(−1)k (n+ k + q)qxn+k +

n+q∑

k=0

(
n+ q

k

)
(−1)k+q+1 (m+ k + q)qxm+k
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et

Q∗(x) =

m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)k

xn+k+q

(n+ k + q)q
+ (−1)q+1

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

xm+k+q

(m+ k + q)q

−
q−1∑

k=0

n!(m+ q − k − 1)!

k!(q − 1− k)!(m+ n+ q − k)!
(−1)k xk.

Les relations 1 et 2 du théorème 2.1 se traduisent par les relations

(3) P ∗(u) = 0 et Q∗(u) = 0,

pour toute suite u de Césàro. Grâce au lemme suivant dans lequel D désigne l’opérateur de
dérivation et I l’opérateur d’intégration définis sur C[x] respectivement par D(P (x)) = P ′(x)

et I(P (x)) =

∫ x

0
P (t)dt, nous allons prouver (3) en montrant que les polynômes P ∗ et Q∗

appartiennent à E.

Lemme 2.2. — Pour tous polynômes A(x) et B(x) de C[x] , on a

1. pour q ≥ 0 :

PA(x) := Dq
(
A(x) + (−1)q+1A(1− x)

)
∈ E,

2. pour q ≥ 1 :

QB(x) := Iq
(
B(x) + (−1)q+1B(1− x)

)
− 1

(q − 1)!

∫ 1

0
B(1− t)(t− x)q−1dt ∈ E.

Démonstration. — On prouve que PA(x) et QB(x) sont dans E en constatant que PA(x) =
(DqA)(x) − (DqA)(1 − x) et également que QB(x) = (IqB)(x) − (IqB)(1 − x). On établit
cette dernière relation en exploitant le fait que pour tout polynôme P (x) de C[x], on a :

(IqP )(x) =
1

(q − 1)!

∫ x

0
P (t)(x− t)q−1dt.

Dans ce qui suit, A(x) = xn+q(1− x)m+q et B(x) = xn(1− x)m. Nous allons prouver qu’avec
ce choix de A et B, on a PA = P ∗ et QB = Q∗, il en résultera alors d’après le lemme que P ∗

et Q∗ sont bien dans E et le théorème 2.1 sera prouvé.
On a

PA (x) = Dq
(
xn+q(1− x)m+q + (−1)q+1 (1− x)n+q xm+q

)

= Dq

(
m+q∑

k=0

(
m+ q

k

)
(−1)k xn+k+q + (−1)q+1

n+q∑

k=0

(
n+ q

k

)
(−1)k xm+k+q

)
= P ∗(x).
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On a aussi

Iq(B(x) + (−1)q−1B(1− x))

= Iq

(
m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)k xn+k + (−1)q+1

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k xm+k

)

=
m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)k

xn+k+q

(n+ k + q)q
+ (−1)q+1

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

xm+k+q

(m+ k + q)q

et
∫ 1

0
B(1− t)(t− x)q−1dt =

∫ 1

0
(1− t)n tm(t− x)q−1dt

=

q−1∑

k=0

(
q − 1

k

)(∫ 1

0
(1− t)n tm+q−1−kdt

)
(−1)k xk

=

q−1∑

k=0

(
q − 1

k

)
n! (m+ q − k − 1)!

(n+m+ q − k)!
(−1)k xk.

Il en résulte que

QB (x) = Iq
(
B(x) + (−1)q+1B(1− x)

)
− 1

(q − 1)!

∫ 1

0
B(1− t)(t− x)q−1dt = Q∗(x).

La preuve du théorème est complète.

3. Applications et exemples

Le théorème 2.1 permet de retrouver simplement des identités connues comportant les nombres
de Bernoulli et les nombres de Genocchi, découvertes par différents auteurs et prouvées par
diverses méthodes.

3.1. Identités vérifiées par les nombres de Bernoulli. — L’application du théorème
2.1 à la suite de Cesàro ((−1)nBn)n≥0 fournit les deux identités suivantes

(4) (−1)n
m+q∑

k=0

(
m+ q

k

)
(n+ k + q)qBn+k + (−1)m+q+1

n+q∑

k=0

(
n+ q

k

)
(m+ k + q)qBm+k = 0,

et

(−1)n+q
m∑

k=0

(
m

k

)
Bn+k+q

(n+ k + q)q
+ (−1)m+1

n∑

k=0

(
n

k

)
Bm+k+q

(m+ k + q)q

=

q−1∑

k=0

n!(m+ q − 1− k)!

k!(q − 1− k)!(m+ n+ q − k)!
Bk(5)

Dans tout ce qui suit, on suppose n ≥ 0 et m ≥ 0. La relation (4) généralise plusieurs identités
connues.
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1. Pour m = n et q = 1, elle permet d’obtenir :
n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
(n+ k + 1)Bn+k = 0.

C’est la relation d’Ettingshausen [15] (1827), redécouverte par Seidel [13] (1877) puis
de nouveau par Kaneko [9] (1995). Cette relation apparait dans le livre de Nielsen [12],
(1923). Une relation plus générale, écrite symboliquement, figure aussi en page 240 dans
le livre d’Edouard Lucas [10] (1891). D’autres auteurs se sont intéressés à ce résultat.
Ainsi Gessel [7] (2003) en donne une démonstration utilisant le calcul ombral. Chen [5]
(2005) la démontre en exploitant des propriétés d’une matrice de Seidel. Chen et Sun
[2] (2009) la prouvent en utilisant une extension de l’algorithme de Zeilberger alors que
Cigler [3] (2009) reprend, en la modernisant, la démonstration originelle de Seidel.

2. Pour q = 0, on reconnait la relation de Carlitz [1](1968), établie aussi par Gessel [7]
(2003), prouvée également par Wu, Sun et Pan[14] (2004), par Chen[5] (2005) ainsi que
par Chen et Sun[2] (2009) :

(−1)n
m∑

k=0

(
m

k

)
Bn+k − (−1)m

n∑

k=0

(
n

k

)
Bm+k = 0.

3. Pour q = 1, on obtient la relation prouvée par Momiyama, [11] (2001), à l’aide de
l’intégrale de Volkenborn et généralisée aux polynômes de Bernoulli par Wu, Sun et Pan
[14] (2004). Cette relation a aussi été démontrée par Chen et Sun[2] (2009) :

(−1)n
m+1∑

k=0

(
m+ 1

k

)
(n+ k + 1)Bn+k + (−1)m

n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
(m+ k + 1)Bm+k = 0.

4. Pour m = n et q = 3, on retrouve la relation de Chen et Sun [2] (2009) :
n+3∑

k=0

(
n+ 3

k

)
(n+ k + 3)(n + k + 2)(n + k + 1)Bn+k = 0.

5. La relation (5) pour q = 1, est la formule de Gelfand [6], (1968), démontrée aussi par
Chen et Sun [2] (2009) :

(−1)n−1
m∑

k=0

(
m

k

)
Bn+k+1

(n+ k + 1)
+ (−1)m−1

n∑

k=0

(
n

k

)
Bm+k+1

(m+ k + 1)
=

m!n!

(m+ n+ 1)!
.

Cette formule a de plus été généralisée aux polynômes de Bernoulli par Chang et Ha [4]
(2006).

3.2. Identités vérifiées par les nombres de Genocchi. — L’application du théorème
2.1 à la suite de Cesàro

(
(−1)n

n+1 Gn+1

)
n≥0

fournit les deux identités suivantes

(6)

(−1)n
m+q∑

k=0

(
m+ q

k

)
(n+k+q)q−1Gn+k+1+(−1)m+q+1

n+q∑

k=0

(
n+ q

k

)
(m+k+q)q−1Gm+k+1 = 0.
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et

(−1)n+q
m∑

k=0

(
m

k

)
Gn+k+q+1

(n+ k + q + 1)q+1 + (−1)m+1
n∑

k=0

(
n

k

)
Gm+k+q+1

(m+ k + q + 1)q+1

=

q−1∑

k=0

n!(m+ q − 1− k)!

(k + 1)!(q − 1− k)!(m+ n+ q − k)!
Gk+1.

1. En changeant n en n− 1 et m en m− 1, la relation (6) permet d’obtenir pour q = 1

(7) (−1)n
m∑

k=0

(
m

k

)
Gn+k + (−1)m

n∑

k=0

(
n

k

)
Gm+k = 0.

Cette dernière relation établie pour n ≥ 1 et m ≥ 1 est en fait vérifiée pour n ≥ 0 et
m ≥ 0. Elle permet d’obtenir pour m = n l’identité

(8)
n∑

k=0

(
n

k

)
G2n−k = 0,

Il est facile de constater que Gm = 0, pour tout entier m impair supérieur ou égal à 3. Il
suffit pour cela de remarquer que la serie formelle 2z

ez+1 − z = −z tanh
(
z
2

)
est paire. La

relation (8) devient pour n ≥ 2

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(
n

2j

)
G2n−2j = 0

On obtient ainsi la relation de Seidel ([7])

2. La relation (8.1) de ( [2])

(9)
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
Gm+k =

m∑

k=0

(−1)k
(
m

k

) n+k∑

j=0

(−1)j
(
n+ k

j

)
Gj

peut s’obtenir trivialement en constatant que le polynôme

T (x) =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
xm+k −

m∑

k=0

(−1)k
(
m

k

) n+k∑

j=0

(−1)j
(
n+ k

j

)
xj

est le polynôme nul. On a en effet

T (x) = xm (1− x)n − (1− x)n (1− (1− x))m = 0.

On a donc T (u) = 0 pour toute suite (un)n≥0. Autrement dit

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
um+k =

m∑

k=0

(−1)k
(
m

k

) n+k∑

j=0

(−1)j
(
n+ k

j

)
uj.

Le cas particulier un = Gn donne la relation (8.1) de ([2]).
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3.3. Identités vérifiées par les nombres de Fibonacci et les nombres de Lucas. —
Les suites des nombres de Fibonacci (Fn)n≥0 et de Lucas (Ln)n≥0 vérifient la même relation
de récurrence un = un−1 + un−2, avec les conditions initiales F0 = 0, F1 = 1, L0 = 2, L1 = 1.
Avec α = 1+

√
5

2 et β = 1−
√
5

2 , on a Fn = αn−βn

α−β , Ln = αn + βn et on constate facilement

que les séries génératrices exponentielles associées aux suites
(
Fn+1

n+1

)
n≥0

et (Ln)n≥0 sont

respectivement eαz−eβz

(α−β)z et eαz + eβz. On vérifie, à l’aide de la propriété (2), que les suites(
Fn+1

n+1

)
n≥0

et (Ln)n≥0 sont des suites de Cesàro. L’application du théorème 2.1 fournit alors

les identités suivantes :
m+q∑

k=0

(
m+ q

k

)
(n+k+q)q−1 (−1)k Fn+k+1+(−1)q+1

n+q∑

k=0

(
n+ q

k

)
(m+k+q)q−1 (−1)k Fm+k+1 = 0,

m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)k

Fn+k+q+1

(n+ k + q + 1)q+1 + (−1)q+1
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

Fm+k+q+1

(m+ k + q + 1)q+1

=

q−1∑

k=0

n!(m+ q − 1− k)!

(k + 1)!(q − 1− k)!(m+ n+ q − k)!
(−1)k Fk+1,

m+q∑

k=0

(
m+ q

k

)
(n + k + q)q (−1)k Ln+k + (−1)q+1

n+q∑

k=0

(
n+ q

k

)
(m+ k + q)q (−1)k Lm+k = 0,

et
m∑

k=0

(
m

k

)
(−1)k

Ln+k+q

(n+ k + q)q
+ (−1)q+1

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

Lm+k+q

(m+ k + q)q

=

q−1∑

k=0

n!(m+ q − 1− k)!

k!(q − 1− k)!(m+ n+ q − k)!
(−1)k Lk.
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