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Résumé. — L’objet de cet article est de donner une preuve d’un résultat de Lønsted et
Kleiman énoncé et non démontré dans [LøKl]. On donne une décomposition algébrique de
certaines fonctions symétriques de multi-ensembles d’indéterminées.

Abstract. — The aim of this article is to prove a result of Lønsted et Kleiman, stated without
proof in [LøKl]. We give algebraic decomposition of certain symmetric functions on finite set
of n-tuples of variables.

Introduction

Soit R un anneau commutatif, A une R-algèbre et G un groupe fini de R-automorphismes de
A. La sous R-algèbre de A invariante par G est notée AG. Lønsted et Kleiman ont introduit
dans [LøKl] une sous R-algèbre ΣG

R(A) de AG : si G = {g1, g2, . . . , gn} et si on pose, pour
tout a ∈ A et pour tout entier j tel que 1 ≤ j ≤ n, σj(a) = Sj(g1a, . . . , gna) où Sj est la
j-ième fonction symétrique élémentaire en n variables alors ΣG

R(A) = R
[ ⋃

1≤j≤n
σj(A)

]
.

Dans [BeMé1], Bertin et Mézard valident cette construction dans le cas oùG est un schéma en
groupe fini et plat et étudient les propriétés de l’algèbre ΣG

R(A) ainsi associée. Cette construc-
tion de ΣG

R(A) se comporte de façon fonctorielle par changement de base et par passage au
quotient. Elle permet une approche combinatoire des invariants tout à fait adaptée à la géo-
métrie algébrique. Elle est valide pour l’action sous un groupoïde fini et plat [DeGa] et [Gi].
Elle est adaptée à la théorie des déformations G-équivariantes [BeMé2]. Elle est également
adaptée à l’étude locale des quotients de l’action d’un groupe fini d’une courbe semi-stable et
à la description de la structure du groupe d’inertie au point double [Ra].
L’objet de cet article est d’expliciter des relations algébriques entre certaines fonctions symé-
triques et notamment de donner une démonstration complète du résultat énoncé au lemme 4.5
de [LøKl] et non démontré.
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112 Polarisation de fonctions symétriques

Dans une première partie on introduit les notations et conventions utilisées et on définit la no-
tion de fonctions symétriques polarisées. Ces fonctions sont S-invariantes où S est un produit
de groupes symétriques ; dans ce sens, elles généralisent la notion de fonctions symétriques. La
deuxième partie est réservée à la preuve de résultats de décomposition algébrique des fonctions
symétriques et des fonctions symétriques polarisées. Dans la dernière partie, on démontre le
résultat principal.

1. Notations et conventions

Dans cette partie on introduit les notations utilisées dans toute la suite et on définit la notion
de fonctions symétriques polarisées.

Tous les polynômes considérés dans cet article sont à coefficients dans un anneau commutatif
unitaire. Soit n ∈ N∗ on note J1, nK, l’ensemble des entiers compris entre 1 et n. Soit k ∈ J1, nK,
la k-ième fonction symétrique élémentaire en n indéterminées indépendantes (x1, . . . , xn) est
par définition (c.f. par exemple [Ma] pour plus de détails),

Sk(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
xi1xi2 · · ·xik

où la somme est prise sur toutes les suites i1 < i2 < · · · < ik d’éléments de J1, nK. On appelle
support du monôme xi1xi2 · · ·xik l’ensemble

Supp (xi1xi2 · · ·xik) := {i1, . . . , ik}
Soit q ∈ N∗. On considère q ensembles X(1), . . . , X(q) de n variables. On pose, pour tout
` ∈ J1, qK,

X(`) =
(
x
(`)
1 , . . . , x(`)n

)

et on définit la somme des (X(i))1≤i≤q par :

X(1) + · · ·+X(q) =
(
x
(1)
1 + · · ·+ x

(q)
1 , . . . , x(1)n + · · ·+ x(q)n

)
.

Pour tout (r1, . . . , rq) ∈ Nq, on définit formellement le monôme
(
X(1)

)r1 · · ·
(
X(q)

)rq

en les variables X(1), . . . , X(q) par
(
X(1)

)r1 · · ·
(
X(q)

)rq =

((
x
(1)
1

)r1 · · ·
(
x
(q)
1

)rq , . . . ,
(
x(1)n

)r1 · · ·
(
x(q)n

)rq
)
.

Pour tout q-uplet (α1, . . . , αq) ∈ Nq tel que α1 + · · ·+ αq ≤ n, on pose

(1) Sα1,··· ,αq
(
X(1), . . . , X(q)

)
=
∑(

x
(1)

i
(1)
1

· · ·x(1)
i
(1)
α1

)
· · ·
(
x
(q)

i
(q)
1

· · ·x(q)
i
(q)
αq

)

où la somme est prise sur toutes les suites disjointes partiellement ordonnées
(
i
(k)
1 < · · · < i(k)αk

)
1≤k≤q
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d’éléments de J1, nK, i.e. tels que les q supports
(

Supp
(
x
(k)

i
(k)
1

· · ·x(k)
i
(k)
αk

))

1≤k≤q
soient deux à

deux disjoints.

Définition 1.1. — Les fonctions définies par (1) sont appelées fonctions symétriques pola-
risées.

Remarque 1.2. — Si αk = 0 alors la variable X(k) n’intervient pas dans la somme (1) et si
tous les αk sont nuls sauf un (disons αi) alors

S0,...,0,αi,0,...,0 = Sαi(X
(i))

Exemple 1.3. — Pour q = 3, n = 5, (α1, α2, α3) = (1, 1, 2), on pose, pour alléger les nota-
tions,

X(1) = X = (x1, x2, x3, x4, x5)

X(2) = Y = (y1, y2, y3, y4, y5)

X(3) = Z = (z1, z2, z3, z4, z5)

on a alors
S1,1,2(X,Y, Z) = (x1y2 + x2y1)(z3z4 + z3z5 + z4z5)

+ (x1y3 + x3y1)(z2z4 + z2z5 + z4z5)

+ (x1y4 + x4y1)(z2z3 + z2z5 + z3z5)

+ (x1y5 + x5y1)(z2z3 + z2z4 + z3z4)

+ (x2y3 + x3y2)(z1z4 + z1z5 + z4z5)

+ (x2y4 + x4y2)(z1z3 + z1z5 + z3z5)

+ (x2y5 + x5y2)(z1z3 + z1z4 + z3z4)

+ (x3y4 + x4y3)(z1z2 + z1z5 + z2z5)

+ (x3y5 + x5y3)(z1z2 + z1z4 + z2z4)

+ (x4y5 + x5y4)(z1z2 + z1z3 + z2z3)

Remarque 1.4. — Notons Sαk le αk-ième groupe symétrique et posons

S = Sα1 × · · · ×Sαq .

Soit τ = τ1 × · · · × τk ∈ S. On fait agir τ sur Sα1,··· ,αq
(
X(1), . . . , X(q)

)
en faisant agir τk sur

chaque monôme de la forme
(
x
(k)

i
(k)
1

· · ·x(k)
i
(k)
αk

)
. Comme cette dernière action consiste à permuter

les indéterminées alors la fonction Sα1,··· ,αq
(
X(1), . . . , X(q)

)
est invariante par S.

2. Décomposition algébrique des fonctions symétriques

Dans ce paragraphe on montre trois lemmes. Dans le premier, on exprime une certaine fonction
symétrique élémentaire comme somme de fonctions symétriques polarisées de la forme (1) et
dans les suivants, on décompose le produit de fonctions symétriques élémentaires en une
somme de fonctions symétriques polarisées.
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Lemme 2.1. — Soit q, n ∈ N∗ et soit X(`) =
(
x
(`)
1 , . . . , x

(`)
n

)
pour 1 ≤ ` ≤ q, q ensembles de

n variables. Pour tout entier j ≤ n, on a

(2) Sj
(
X(1) + · · ·+X(q)

)
=

∑

α1+···+αq=j
Sα1,...,αq

(
X(1), . . . , X(q)

)

Démonstration. — Ecrivons X(1) + · · · + X(q) = (Y1, . . . , Yn) où Yk = x
(1)
k + · · · + x

(q)
k pour

tout k ∈ J1, nK. On a donc pour j ≤ n,
Sj
(
X(1) + · · ·+X(q)

)
= Sj(Y1, · · · , Yn)

=
∑

1≤i1<i2<···<ij≤n
Yi1Yi2 · · ·Yij

=
∑

1≤i1<i2<···<ij≤n

[( q∑

r=1

x
(r)
i1

)
· · ·
( q∑

r=1

x
(r)
ij

)]

Chaque produit

[( q∑

r=1

x
(r)
i1

)
· · ·
( q∑

r=1

x
(r)
ij

)]
est la somme de qj termes, chacun d’entre eux

faisant intervenir, pour chaque entier k ∈ J1, nK, αk composantes de X(k) et est donc de la
forme (

x
(1)

i
(1)
1

· · ·x(1)
i
(1)
α1

)
· · ·
(
x
(q)

i
(q)
1

· · ·x(q)
i
(q)
αq

)

avec 



α1 + · · ·+ αq = j

0 ≤ αk ≤ j pour k = 1, . . . , q

i
(k)
1 < · · · < i

(k)
αk pour k = 1, . . . , q

et où les q supports
(

Supp
(
x
(k)

i
(k)
1

· · ·x(k)
i
(k)
αk

))

1≤k≤q
sont deux à deux disjoints. Il s’ensuit qu’en

sommant sur toutes les suites i1 < · · · < ij de J1, nK, les produits
[( q∑

r=1

x
(r)
i1

)
· · ·
( q∑

r=1

x
(r)
ij

)]

on aura

Sj
(
X(1) + · · ·+X(q)

)
=

∑

α1+···+αq=j

∑(
x
(1)

i
(1)
1

· · ·x(1)
i
(1)
α1

)
· · ·
(
x
(q)

i
(q)
1

· · ·x(q)
i
(q)
αq

)

=
∑

α1+···+αq=j
Sα1,...,αq

(
X(1), . . . , X(q)

)

Lemme 2.2. — Soit q, n ∈ N∗ et soit X(`) =
(
x
(`)
1 , . . . , x

(`)
n

)
pour 1 ≤ ` ≤ q, q ensembles de n

variables. Soit (α1, . . . , αq) ∈ Nq tel que α1 + · · ·+αq ≤ n. Le produit Sα1(X(1)) · · ·Sαq(X(q))
des fonctions symétriques élémentaires s’exprime comme somme de fonctions symétriques
polarisées de la forme (1) dont les variables sont des monômes en (X(i)).
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Démonstration. — On calcule le produit des fonctions symétriques Sαi(X(i)).
q∏

i=1

Sαi(X
(i)) =

( ∑

i1<···<iα1

x
(1)
i1
· · ·x(1)iα1

)
· · ·
( ∑

i1<···<iαq
x
(q)
i1
· · ·x(q)iαq

)
.

Ce produit est égal à une somme de termes, chacun étant un produit de |α| = (α1 + · · ·+αq)

indéterminées dont αk indéterminées proviennent de X(k) pour k = 1, . . . , q. Ces différents
termes sont des monômes à supports non disjoints.
Soit P l’ensemble des parties non vides de l’ensemble {1, . . . , q}. Le cardinal de P est donc
N = 2q − 1. Pour tout σ ∈ P on définit le monôme Mσ en les variables X(i) par

Mσ =
∏

i∈σ
X(i)

Pour chaque N -uplet (jσ)σ∈P d’entiers naturels vérifiant la condition

(3) ∀i ∈ {1, 2 . . . , q},
∑

σ∈P
i∈σ

jσ = αi.

on considère la fonction symétrique polarisée

S(jσ)σ∈P

(
(Mσ)σ∈P

)
.

On a alors
q∏

i=1

Sαi(X
(i)) =

∑

(jσ)σ∈P

S(jσ)σ∈P

(
(Mσ)σ∈P

)
(4)

la somme étant prise sur tous les N -uplets (jσ)σ∈P vérifiant la condition (3).

Exemple 2.3. — Illustrons ce lemme 2.2 par un exemple où n = 5, q = 3, (α1, α2, α3) =
(1, 1, 2). On a alors

S1(X
(1))S1(X

(2))S2(X
(3)) =

(
x
(1)
1 + x

(1)
2 + x

(1)
3 + x

(1)
4 + x

(1)
5

)

(
x
(2)
1 + x

(2)
2 + x

(2)
3 + x

(2)
4 + x

(2)
5

)

(
x
(3)
1 x

(3)
2 + x

(3)
1 x

(3)
3 + x

(3)
1 x

(3)
4 + x

(3)
1 x

(3)
5 + x

(3)
2 x

(3)
3

+ x
(3)
2 x

(3)
4 + x

(3)
2 x

(3)
5 + x

(3)
3 x

(3)
4 + x

(3)
3 x

(3)
5 + x

(3)
4 x

(3)
5

)

Ici P = {{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} et la condition (3) se traduit par le sys-
tème suivant : 




j{1} + j{1,2} + j{1,3} + j{1,2,3} = 1

j{2} + j{1,2} + j{2,3} + j{1,2,3} = 1

j{3} + j{1,3} + j{2,3} + j{1,2,3} = 2

La situation est résumée dans le tableau suivant :
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σ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
Mσ X(1) X(2) X(3) X(1)X(2) X(1)X(3) X(2)X(3) X(1)X(2)X(3)

jσ 1 1 2 0 0 0 0
jσ 1 0 1 0 0 1 0
jσ 0 1 1 0 1 0 0
jσ 0 0 2 1 0 0 0
jσ 0 0 0 0 1 1 0
jσ 0 0 1 0 0 0 1

Donc, en tenant compte de la remarque 1.2, la formule (4) s’écrit

S1(X
(1))S1(X

(2))S2(X
(3)) = S1,1,2(X

(1), X(2), X(3))

+ S1,1,1(X
(1), X(3), X(2)X(3))

+ S1,1,1(X
(2), X(3), X(1)X(3))

+ S2,1(X
(3), X(1)X(2))

+ S1,1(X
(1)X(3), X(2)X(3))

+ S1,1(X
(1)X(2)X(3), X(3))

Remarque 2.4. — Les données du tableau ci-dessus ne dépendent pas du nombre n d’indé-
terminées de chaque variable (X(i))1≤i≤3. Cette décomposition de S1(X(1))S1(X

(2))S2(X
(3))

est donc valable pour tout n ≥ 4.

Lemme 2.5. — Soit q, n ∈ N∗ et soit X(`) =
(
x
(`)
1 , . . . , x

(`)
n

)
pour 1 ≤ ` ≤ q, q ensembles de

n variables. Soit (α1, . . . , αq) ∈ Nq tel que α1 + · · ·+ αq ≤ n. Il existe un entier s ≥ 1 tel que
l’on ait :

q∏

i=1

Sαi(X
(i)) = Sα1,...,αq(X

(1), . . . , X(q))

+
s−1∑

k=1

Sβ1,...,βrk (T (1), . . . , T (rk))

(5)

où chaque T (j) est un monôme en les variables X(i) et chaque βj est un entier ≥ 1 avec pour
tout k = 1, . . . , s − 1, β1 + · · · + βrk < α1 + · · · + αq et avec la convention

∑
∅ = 0, ce qui

correspond au cas éventuel s = 1.

Démonstration. — On part de l’égalité (4). Soit s le nombre de N -uplets (jσ)σ∈P intervenant
dans la somme de l’égalité (4) i.e. le nombre de N -uplets vérifiant la condition (3). On nu-
mérote ces N -uplets de 1 à s. Pour tout entier k tel que 1 ≤ k ≤ s, on note β1, . . . , βrk les
entiers jσ 6= 0 du k-ième N -uplet (jσ)σ∈P et on note aussi T (1), . . . , T (rk) les monômes Mσ

correspondants. L’égalité (4) s’écrit alors
q∏

i=1

Sαi(X
(i)) =

s∑

k=1

Sβ1,...,βrk (T (1), . . . , T (rk))
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Tous ces rk-uplets (β1, . . . , βrk), pour k = 1, . . . , s, vérifient l’inégalité
rk∑

ν=1

βν ≤
q∑

i=1

αi

et l’égalité est atteinte pour un seul d’entre eux. En effet, puisque pour tout σ ∈ P on a Card
(σ) ≥ 1 alors

rk∑

ν=1

βν =
∑

σ∈P
jσ ≤

∑

σ∈P
(jσCardσ) =

q∑

i=1

(∑

σ∈P
i∈σ

jσ

)
=

q∑

i=1

αi

et pour avoir l’égalité ∑

σ∈P
jσ =

∑

σ∈P
(jσCardσ)

il faut et il suffit que pour tout σ ∈ P tel que jσ 6= 0 on ait Card σ = 1. Auquel cas les seuls
jσ non nuls seront ceux pour lesquels σ = {i} avec i = 1, . . . , q. Quitte à renuméroter les
N -uplets (jσ), on peut supposer que celui-ci est le s-ième. On a donc rs = q et en vertu de la
condition (3), {

βi = αi = j{i} pour tout i = 1, . . . , q

T (i) = X(i) = M{i} pour tout i = 1, . . . , q

et par suite
Sβ1,...,βrs (T

(1), . . . , T (rs)) = Sα1,...,αq(X
(1), . . . , X(q))

Ainsi l’égalité (4) s’écrit sous la forme souhaitée en (5).

3. Polarisation

Dans ce paragraphe on utilise les lemmes 2.1, 2.2, et 2.5 pour démontrer le résultat principal
annoncé en introduction, et l’illustrer à l’aide d’un exemple.

Théorème 3.1. — Soit q, n ∈ N∗ et soit X(`) =
(
x
(`)
1 , . . . , x

(`)
n

)
pour 1 ≤ ` ≤ q, q ensembles

de n variables. Pour tout entier j ≤ n, la j-ième fonction symétrique élémentaire

Sj
(
X(1) + · · ·+X(q)

)

s’exprime comme polynôme à coefficients entiers en les fonctions symétriques (Sk) pour k ≤ j
et où les variables des Sk sont des monômes de la forme

(
X(1)

)r1 · · ·
(
X(q)

)rq

pour certains entiers r1, . . . , rq. Autrement dit

(6) Sj
(
X(1) + · · ·+X(q)

)
∈ Z

[
Sk
((
X(1)

)r1 · · ·
(
X(q)

)rq)]
k≤j

Démonstration. — Par la décomposition (2), il suffit de montrer que pour tout entier fixé
j ≤ n et pour tout α = (α1, . . . , αq) ∈ Nq tel que α1 + · · ·αq = j, on a

(7) Sα1,...,αq

(
X(1), . . . , X(q)

)
∈ Z

[
Sk
((
X(1)

)r1 · · ·
(
X(q)

)rq)]
k≤j

En utilisant l’égalité (5) on montre (7) par récurrence sur |α| = α1 + · · ·αq.
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Pour |α| = 1, la propriété (7) est évidente (Sα1(X(1)) ∈ Z[Sα1(X(1)]). Pour |α| > 1, l’hypo-
thèse de récurrence permet d’affirmer, puisque β1 + · · · + βrk < |α|, que la propriété (7) est
vraie pour

s−1∑

k=1

Sβ1,...,βrk (T (1), . . . , T (rk)).

La propriété (7) est vérifiée par chacune des fonction Sαi(X
(i)) donc par le produit

q∏

i=1

Sαi(X
(i)). Enfin, comme tout monôme en les variables T (m) est un monôme en les

variables X(i) alors la propriété (7) est vérifiée par

Sα1,...,αq(X
(1), . . . , X(q)) =

q∏

i=1

Sαi(X
(i))−

s−1∑

k=1

Sβ1,...,βrk (T (1), . . . , T (rk)),

ce qui achève la preuve du théorème.

Exemple 3.2. — Pour q = 2 et n ≥ 4. On pose, pour simplifier les notations, X(1) = X et
X(2) = Y des variables à au moins 4 indéterminées. En appliquant (2) avec j = 4, on a

S4(X + Y ) = S4,0(X,Y ) + S0,4(X,Y ) + S3,1(X,Y ) + S1,3(X,Y ) + S2,2(X,Y ).

Et en appliquant (4) on a successivement

S3,1(X,Y ) = S3(X)S1(Y )− S2,1(X,XY )

S1,3(X,Y ) = S3,1(Y,X) = S3(Y )S1(X)− S2,1(Y,XY )

S2,2(X,Y ) = S2(X)S2(Y )− S1,1,1(X,Y,XY )− S2(XY )

S1,1(X,Y ) = S1(X)S1(Y )− S1(XY )

S2,1(X,Y ) = S2(X)S1(Y )− S1,1(X,XY )

= S2(X)S1(Y )− S1(X)S1(Y ) + S1(XY ).

Donc

S2,1(Y,XY ) = S2(Y )S1(XY )− S1(Y )S1(XY ) + S1(XY
2)

S2,1(X,XY ) = S2(X)S1(XY )− S1(X)S1(XY ) + S1(X
2Y ).

De même, en appliquant (4) (avec q = 3) on a

S1,1,1(X,Y, Z) = S1(X)S1(Y )S1(Z)− S1,1(X,Y Z)

− S1,1(Z,XY )− S1,1(Y,XZ)− S1(XY Z)

= S1(X)S1(Y )S1(Z)− S1(X)S1(Y Z) + S1(XY Z)

− S1(Z)S1(XY ) + S1(ZXY )− S1(Y )S1(XZ)

+ S1(Y XZ)− S1(XY Z)

= S1(X)S1(Y )S1(Z)− S1(X)S1(Y Z)

− S1(Z)S1(XY )− S1(Y )S1(XZ) + 2S1(XY Z).
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Donc
S1,1,1(X,Y,XY ) = S1(X)S1(Y )S1(XY )

− S1(X)S1(XY
2)− S1(Y )S1(X

2Y )

− S1(XY )S1(XY ) + 2S1(X
2Y 2)

D’où finalement
S4,0(X,Y ) = S4(X)

S0,4(X,Y ) = S4(Y )

S3,1(X,Y ) = S3(X)S1(Y )− S2(X)S1(XY ) + S1(X)S1(XY )− S1(X2Y )

S1,3(X,Y ) = S3(Y )S1(X)− S2(Y )S1(XY ) + S1(Y )S1(XY )− S1(XY 2)

S2,2(X,Y ) = S2(X)S2(Y )− S2(XY )− S1(X)S1(Y )S1(XY )

+ S1(X)S1(XY
2) + S1(Y )S1(X

2Y ) + S1(XY )S1(XY )− 2S1(X
2Y 2)

et
S4(X + Y ) = S4(X) + S4(Y )

+ S3(X)S1(Y )− S2(X)S1(XY ) + S1(X)S1(XY )− S1(X2Y )

+ S3(Y )S1(X)− S2(Y )S1(XY ) + S1(Y )S1(XY )− S1(XY 2)

+ S2(X)S2(Y )− S2(XY )− S1(X)S1(Y )S1(XY )

+ S1(X)S1(XY
2) + S1(Y )S1(X

2Y ) + S1(XY )S1(XY )− 2S1(X
2Y 2)

∈ Z
[
Si(X), Si(Y ), S1(XY ), S1(XY

2), S1(X
2Y ), S1(X

2Y 2), S2(XY )
]
i≤4
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