POLARISATION DE FONCTIONS SYMETRIQUES
par

Mohamed Krir

Résumé. — L’objet de cet article est de donner une preuve d’un résultat de Lgnsted et
Kleiman énoncé et non démontré dans [LgKIl]. On donne une décomposition algébrique de
certaines fonctions symétriques de multi-ensembles d’indéterminées.

Abstract. — The aim of this article is to prove a result of Lgnsted et Kleiman, stated without
proof in [LgKl]. We give algebraic decomposition of certain symmetric functions on finite set
of n-tuples of variables.

Introduction

Soit R un anneau commutatif, A une R-algébre et G un groupe fini de R-automorphismes de
A. La sous R-algébre de A invariante par G est notée A®. Lonsted et Kleiman ont introduit
dans [LgKI| une sous R-algebre Y%(A) de A® : si G = {g1,92,...,9n} et si on pose, pour
tout a € A et pour tout entier j tel que 1 < j < n,0j(a) = Sj(g1a,...,gna) ou S; est la
j-iéme fonction symétrique élémentaire en n variables alors Zg(A) = R[ U oj (A)]

1<j<n
Dans [BeMél|, Bertin et Mézard valident cette construction dans le cas ot G est un schéma en
groupe fini et plat et étudient les propriétés de ’algébre Zg(A) ainsi associée. Cette construc-
tion de Eg(A) se comporte de fagon fonctorielle par changement de base et par passage au
quotient. Elle permet une approche combinatoire des invariants tout & fait adaptée a la géo-
métrie algébrique. Elle est valide pour I’action sous un groupoide fini et plat [DeGal et [Gi].
Elle est adaptée a la théorie des déformations G-équivariantes [BeMé2|. Elle est également
adaptée a ’étude locale des quotients de I'action d’un groupe fini d’une courbe semi-stable et
a la description de la structure du groupe d’inertie au point double [Ral].
L’objet de cet article est d’expliciter des relations algébriques entre certaines fonctions symé-
triques et notamment de donner une démonstration compléte du résultat énoncé au lemme 4.5
de [LgK]| et non démontré.
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112 Polarisation de fonctions symétriques

Dans une premiére partie on introduit les notations et conventions utilisées et on définit la no-
tion de fonctions symétriques polarisées. Ces fonctions sont G-invariantes ott & est un produit
de groupes symétriques ; dans ce sens, elles généralisent la notion de fonctions symétriques. La
deuxiéme partie est réservée a la preuve de résultats de décomposition algébrique des fonctions
symétriques et des fonctions symétriques polarisées. Dans la derniére partie, on démontre le
résultat principal.

1. Notations et conventions

Dans cette partie on introduit les notations utilisées dans toute la suite et on définit la notion
de fonctions symétriques polarisées.

Tous les polyndémes considérés dans cet article sont & coefficients dans un anneau commutatif
unitaire. Soit n € N* on note [1, n], I’ensemble des entiers compris entre 1 et n. Soit k € [1,n],

la k-iéme fonction symétrique élémentaire en n indéterminées indépendantes (z1,...,x,) est
par définition (c.f. par exemple [Ma] pour plus de détails),
Sk(ZEl,...,l’n) = Z Ljy Tjg * + + Ty,

1<41 <9< <1 <n

ot la somme est prise sur toutes les suites i1 < iy < -+ < iy d’éléments de [1,n]. On appelle
support du monoéme x;, z;, - - - ¥;, ’ensemble

Supp (zi, iy - -~ @iy ) = {1, ..., K}

Soit ¢ € N*. On considére ¢ ensembles X, ..., X(@ de n variables. On pose, pour tout
e 1,q],

X0 = (:ng), e ,:L‘(K))
et on définit la somme des (X );<;<, par :
XM 44 x@ = (xgl)+...+xgq)7__.,x$11)_|_..._|_x£LQ))_
Pour tout (rq,...,74) € N9, on définit formellement le monéme
(X(l))r1 . (X(q))”z

en les variables XM ... X(@ par

(X)) = (@) @) () o ()

Pour tout g-uplet (a,...,aq) € NY tel que aj + -+ 4+ oy < m, on pose
1 _ (1) (1) ) (2)
(1) Sy oy (X W, X @) =3 (ﬂfi<11> B 'xl.ul)) (xigcn "'xi(zn)
«@ aq

ou la somme est prise sur toutes les suites disjointes partiellement ordonnées

(igw << i®

ak)lskSq
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d’éléements de [1,n], i.e. tels que les ¢ supports ( Supp (a:(f% . w((kk))>) soient deux &
‘1 1<k<q

Y
deux disjoints.

Définition 1.1. — Les fonctions définies par (1) sont appelées fonctions symétriques pola-
risées.
Remarque 1.2. — Si oy, = 0 alors la variable X (®) n’intervient pas dans la somme (1) et si

tous les ay sont nuls sauf un (disons «;) alors
50....0.010,...0 = S, (X D)

Exemple 1.3. — Pour ¢ = 3,n = 5, (a1, a2,a3) = (1,1,2), on pose, pour alléger les nota-
tions,

XW = X = (21, 22, 23, 24, T5)
X(2) =Y = (yl,yz,yg,yzlayS)
X(3) =7 = (21,22,23,24;25)

on a alors

S112(X,Y, 2) =

—

T1Y2 + T2y1) (2324 + 2325 + 2425
T1Y3 + x3Y1)(2224 + 2225 + 2425
T1Y4 + T4Y1
T1Ys + TsY1

)
)
)
)
T2y3 + T3Y2)
)
)
)
)

2223 + 2225 + 2325

2223 + 2224 + 2324

T2Y4 + Tay2
T2Ys + TsY2
T3Y4 + T4Y3
T3Ys + T5Y3

T4ys + T5Ya) (2122 + 2123 + 2223)

2123 + 2124 + 2324

)
)
)
)
2124 + 2125 + 2425)
)
)
2122 + 2125 + 2225)

)

2122 + 2124 + 2224

4+ + o+

(
(
(
(
(2123 + 2125 + 2325
(
(
(
(

Remarque 1.4. — Notons &,, le aj-iéme groupe symétrique et posons
6 =64 X+ X By,
Soit 7 =71 X -+» X 7, € &. On fait agir 7 sur Sa,,... q, (X(l), . ,X(q)) en faisant agir 7 sur
(k) (k)

chaque monome de la forme (m,(k) x ~:c,(k)). Comme cette derniére action consiste & permuter
1 (29

les indéterminées alors la fonction Sy, ... o, (X W X (q)) est invariante par G.

2. Décomposition algébrique des fonctions symétriques

Dans ce paragraphe on montre trois lemmes. Dans le premier, on exprime une certaine fonction
symétrique élémentaire comme somme de fonctions symétriques polarisées de la forme (1) et
dans les suivants, on décompose le produit de fonctions symétriques élémentaires en une
somme de fonctions symétriques polarisées.
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114 Polarisation de fonctions symétriques

Lemme 2.1. — Soit ¢,n € N* et soit X = (a:(le), e ,xg)) pour 1 < £ < gq, q ensembles de
n variables. Pour tout entier 7 <n, on a

2) S; (X(l) NI X(CI)) — Z Sar,..a
a1+t ag=]

(X0, x@)

q

Démonstration. — Ecrivons X 4+ ... 4+ X(@ = (Y1,...,Y,) ou Yy = :c,(gl) + -+ x,iq) pour
tout k € [1,n]. On a donc pour j < n,

Sj(X(l)—i—--'%—X(Q)) = S8;(Y1,--+,Yy)
— Z Y, Y, Y,

1<i1<ia<-<i;<n
q q

1< <9 <--<;<n

q q
Chaque produit [(le(:)) (ng))] est la somme de ¢’ termes, chacun d’entre eux
r=1 r=1

faisant intervenir, pour chaque entier k € [1,n], o) composantes de X (k) et est donc de la

forme
1 1
<$Z(-<1)) "'9”5(1))) <5L"f<qq)> ' xl(?q)))
1 ay 1 agq

avec

pour k=1,...,¢q

et ot les ¢ supports < Supp (xi?k)) e :c(fi))>> . sont deux & deux disjoints. Il s’ensuit qu’en

sommant sur toutes les suites i; < --- < i; de [1,n], les produits

( q xg)) (Tilxgj))]

r=1

on aura

_ W . @ . @
S(X0 4y x@) = Y Z($;>"”<;><$§>”J?>>

Lemme 2.2. — Soitq,n € N* et soit X = (a:gg), e ,my(f)) pourl < f < q, q ensembles den
variables. Soit (au, ..., aq) € N tel que ay + -+ ag < n. Le produit Sp, (X)) -+ Sy, (X))
des fonctions symétriques élémentaires s’exprime comme somme de fonctions symétriques
polarisées de la forme (1) dont les variables sont des monomes en (X@).
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Démonstration. — On calcule le produit des fonctions symétriques S, (X ®).
q
)Y 1) (1) (@) (a)

HSai(X(l)) = ( Z LTiy o zoq) " ( Z Liy "'xmq>'

i=1 1< <iay 1< <oy
Ce produit est égal & une somme de termes, chacun étant un produit de o = (o1 + - - - + o)
indéterminées dont oy indéterminées proviennent de X*) pour k = 1,...,q. Ces différents
termes sont des mondémes & supports non disjoints.
Soit P l’ensemble des parties non vides de l'ensemble {1,...,q}. Le cardinal de P est donc
N =24 — 1. Pour tout ¢ € P on définit le mondéme M, en les variables X® par

My =]]x®
i€0

Pour chaque N-uplet (j,),ep d’entiers naturels vérifiant la condition

(3) Vie{1,2...,q}, Y jo =

ocP

1€0
on considére la fonction symétrique polarisée

S(serecr (Ma)oer ).
On a alors
q
(4) 150X = 3 SGoen (Mo)oer)
=1 (Jo)oer

la somme étant prise sur tous les N-uplets (jy),ep vérifiant la condition (3). O
Exemple 2.3. — Illustrons ce lemme 2.2 par un exemple ou n = 5, ¢ = 3, (a1, a2, a3) =

(1,1,2). On a alors
SHX WY (X 3))8,(x3) :(x DA (1) _,_l,:()) ) +$51 ) —i—x(1)>

(
1

(¢ + 28 + 27 + 2l + o)
(

3>x<3>+x§> O 4 2@20) 4 ;@D 4 5B,

3),.(3) 3),.(3) (3)())

(3) ()+x3 Ty trywy +xy Ty

—I— Ty'x
Iei P = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} et la condition (3) se traduit par le sys-
téme suivant :

Jay iy Hipsy tipesy =1

Ji2y tiney tipesy tinzs =1

J3y tinsy tipesy tinzsy =2

La situation est résumée dans le tableau suivant :
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116 Polarisation de fonctions symétriques

o {1}y [ {2}y | {3y | {12} {1,3} {2,3} {1,2, 3}
M, | XD | x@ [ xO [ xOx@ [ xOxO | x@x6) | x1)x@ xG)
Jo 1 1 2 0 0 0 0
Jo 1 0 1 0 0 1 0
Jo 0 1 1 0 1 0 0
Jo 0 0 2 1 0 0 0
Jo 0 0 0 0 1 1 0
Jo 0 0 1 0 0 0 1
Donc, en tenant compte de la remarque 1.2, la formule (4) s’écrit
S1X )81 (X)X D) = 112XV, X, X D)
+ 811 1(X X(3) X(2)X(3))
+8111(X3, x6) x1) xG))
+ S5 1()((3) x@ X(Q))
+ 5 1(X(1 X(Q) (3))
+S11(X X®), x3)
Remarque 2.4. — Les données du tableau ci-dessus ne dépendent pas du nombre n d’indé-

terminées de chaque variable (X?));<;<3. Cette décomposition de S1(X1)S;(X?))Sy(X®))
est donc valable pour tout n > 4.

Lemme 2.5. — Soit ¢,n € N* et soit X = (:xgg), .. (3)) pour 1 < £ < q, q ensembles de
n variables. Soit (a1, ..., 0q) € N7 tel que aq + -+ oy S n. Il existe un entier s > 1 tel que
lon ait :

q .

HSaI(X(Z)) = Sa,. 7%()((1)’ ,X(Q))

i=1
(5) s—1

+ D Spr (T, TW)
k=1

ot chaque TY) est un monéme en les variables X9 et chaque Bj est un entier > 1 avec pour
tout k =1,...,8 =1, B1+ -+ B, < a1+ ---+ aq et avec la convention ) 5 = 0, ce qui
correspond au cas €ventuel s = 1.

Démonstration. — On part de I'égalité (4). Soit s le nombre de N-uplets (j,),ep intervenant
dans la somme de I’égalité (4) i.e. le nombre de N-uplets vérifiant la condition (3). On nu-
mérote ces N-uplets de 1 & s. Pour tout entier £ tel que 1 < k < s, on note f,..., [, les
entiers j, # 0 du k-iéme N-uplet (jo)sep et on note aussi T, ... T(%) les monémes M,
correspondants. L’égalité (4) s’écrit alors

] S (XD) =3 85,5, (TD,..., TOW)
k=1

=1
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Tous ces rg-uplets (B1, ..., 0y, ), pour k =1,...,s, vérifient I'inégalité

Tk q
Z By < Z 87
v=1 =1

et I’égalité est atteinte pour un seul d’entre eux. En effet, puisque pour tout ¢ € P on a Card

(o) > 1 alors
Zﬂy =Y je <D (joCardo) =) (ZJU) = Z;ai

oeP oceP i=1 o€P

i€o

> Je =Y (j,Cardo)

et pour avoir 1’égalité

occP o€P
il faut et il suffit que pour tout o € P tel que j, # 0 on ait Card ¢ = 1. Auquel cas les seuls
Jjo non nuls seront ceux pour lesquels o = {i} avec i = 1,...,q. Quitte & renuméroter les

N-uplets (jo), on peut supposer que celui-ci est le s-iéme. On a donc rg = ¢ et en vertu de la
condition (3),
Bi = a; = jgz pour tout i =1,...,q
TO = X0 = My pour tout i =1,...,¢q
et par suite
Sy (TW, Ty =8 o (XD, X (@)
Ainsi Pégalité (4) s’écrit sous la forme souhaitée en (5). O

3. Polarisation

Dans ce paragraphe on utilise les lemmes 2.1, 2.2, et 2.5 pour démontrer le résultat principal
annoncé en introduction, et 'illustrer a ’aide d’un exemple.

Théoréme 3.1. — Soit ¢,n € N* et soit X©) = (x(le), .. (Z)) pour 1 < £ < gq, q ensembles
de n variables. Pour tout entier j < n, la j-ieme fonctzon symetmque élémentaire
Sj (X(l) N X(Q))

s’exprime comme polyndéme a coefficients entiers en les fonctions symétriques (Sg) pour k < j
et ot les variables des Sy sont des mondmes de la forme

(XM (x @)

pour certains entiers r1,...,7q. Autrement dit

©) S (X0 44 XO) e[S (X)) (x @)

Démonstration. — Par la décomposition (2), il suffit de montrer que pour tout entier fixé
Jj < n et pour tout a = (a,...,04) € N tel que a1 +--- g = j, on a

(7) Serrag (X, XD € Z[Sk((x( >)7"1 (X<q>)rq)}

k<j

En utilisant ’égalité (5) on montre (7) par récurrence sur o = a1 + - - - .
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Pour |a| = 1, la propriété (7) est évidente (Su, (X)) € Z[Sq, (XM)]). Pour |a| > 1, I'hypo-
thése de récurrence permet d’affirmer, puisque 51 + --- + 8, < |a|, que la propriété (7) est
vraie pour

s—1

La propriété (7) est vérifice par chacune des fonction S, (X)) donc par le produit

q
HSai(X (i)). Enfin, comme tout monéme en les variables T(™) est un monéme en les
=1

variables X(®) alors la propriété (7) est vérifice par

q

s—1
Sa17~--,aq (X(l)a s 7X(q)) = H Sai (X(z)) - Z Sﬁh---ﬁrk (T(l)’ s 7T(Tk))v
i=1 k=1

ce qui achéve la preuve du théoréme. ]

Ezemple 3.2. — Pour ¢ = 2 et n > 4. On pose, pour simplifier les notations, X(!) = X et
X2 =Y des variables & au moins 4 indéterminées. En appliquant (2) avec j =4, on a

Sy (X +Y) = 840(X,Y) + S04(X,Y) + 531 (X, Y) + S1,3(X, Y) + S22(X,Y).
Et en appliquant (4) on a successivement

S3.1(X,Y) = S3(X)S1 (V) — So1 (X, XY)

S13(X,Y) = 531(Y, X) = S3(Y)51(X) — S2.1(Y, XY)
S22(X,Y) = 52(X)S(Y) — S1,11(X,Y, XY) — So(XY)
S11(X,Y) = S1(X)S1(Y) — S1(XY)
S2.1(X,Y) = S2(X)S1(Y) — S1.1(X, XY)

= 52(X)S1(Y) — S1(X)S1(Y) + S1(XY).

Donc
S21(Y, XY) = 55(Y)S1(XY) = S1(Y)S1(XY) + S1(XY?)
So1(X, XY) = So(X)S1(XY) — S1(X)S1(XY) + S1(X?Y).
De méme, en appliquant (4) (avec ¢ = 3) on a
S111(X, Y, Z) = S51(X)S1(Y)S1(Z) — S1.1(X, Y Z)
—511(Z2,XY) = $1.1(Y, X Z) — 51(XY Z)
= S1(X)S1(Y)S1(Z) = S1(X)S1(YZ) + S51(XY Z)
—S1(2)S1(XY) + S51(ZXY) — S1(Y)S1(X Z2)
+85(YXZ)— S (XY Z)
= 51(X)51(Y)S1(2) = S1(X)5:1(Y Z)
— S1(Z2)81(XY) = S1(Y)S1(X Z) + 251(XY Z).

~~ —~ N
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Donc
S1,1,1(X, Y, XY) = 51(X)S1(Y)S1(XY)

— 51(X)S1(XY?) — 51(YV)S1(X?%Y)
— 51(XY)S1(XY) +251(X%Y?)

D’ou finalement

Sy0(X,Y) = S4(X)
So4(X,Y) = Su(Y)
S31(X,Y) = S3(X)S1(Y) — So(X)S1(XY) + S1(X)S1(XY) — S (X?Y)
S13(X,Y) = S3(Y)S1(X) — Sa(Y)S1(XY) + 51 (Y)S1(XY) — S1(XY?)
S22(X,Y) = S5(X)S2(Y) — S2(XY) — S1(X)S1(Y)S1(XY)

+ 51(X)S1(XY?) + S1(Y)S1(X2Y) + S1(XY)S (XY) — 25 (X?Y?)

+ 83(X)S1(Y) — S2(X)S1(XY) + S1(X)S1(XY) — S1(X?Y)

+ 83(Y)S1(X) — So(Y)S1(XY) 4+ S1(YV)S1(XY) — 51 (XY?)

+ 52(X) S (Y) — So(XY) — S1(X)S1(Y)S1(XY)

+ 51(X)S1(XY?) 4+ 51(Y)S1(X2Y) + S1(XY) S (XY) — 25 (X?Y?)

€ Z[Si(X), Si(Y), S1(XY), S1(XY?), $1(X?Y), S1(X?Y?), So(XY)] i<t
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