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GROUPES DE TORSION A S S O C I E S A D E S E X T E N S I O N S QUATERNIONIENNES 

DE DEGRE 8 DU C O R P S D E S NOMBRES RATIONNELS 

par Jean COUGNARD* 

§ 1. PRELIMINAIRES : 

So i t N^q une ex tens ion ga lo i s i enne dont le groupe de Galo is G est i somorphe 

au groupe des quaternions d 'ordre 8. Dans tout ce qui suit on suppose que l ' e x -

tens ion n'est pas modérément ramif iée . 

4 2 2 I. 1. On note a et T deux g é n é r a t e u r s de G l i é s par l e s r e l a t i o n s a = 1, T = o > 
- 1 - 1 2 r a r =a J H dés igne le s o u s - g r o u p e de G engendré par a et G' = (1 ,a ) es t 

le centre de G. S o i t Z ' ( r e s p Z " ) l'anneau quotient de Z [ G ] par l'idéal b i la tère 
2 2 v 

( 1 — a ) ( re sp 1 + a )• On i d e n t i f i e z 1 à Z [ g ] où g dés igne le groupe abél ien engen-
dré par deux é léments s et t d 'ordre 2 en envoyant a sur s et T sur t , et Z" 2 2 2 
à l 'ordre de base 1 , i , j, k du c o r p s des quaternions H sur Q où i = j =k = - 1 , 
i j = — j i = k en envoyant a sur i et T sur j. 

I. 2. So ient K le s o u s - c o r p s biquadratique de N , k. (l <- i <- 3) s e s t ro i s s o u s -
corps quadrat iques , k. étant invariant par H. On suppose cj cho i s i de façon que 

a) S i Ky^ n'est pas totalement rami f i ée en 2 a lors ^J/Q n'est pas ramif iée 

en 2. 

b) S i K e s t totalement ramif iée en 2 , le saut de ramif icat ion de k ^ Q est 

1, ceux de k^ et k^ étant égaux à 2. 

I. 3. Pour tout c o r p s de nombres L , o n note Zj_ la c lô ture in tégra l e de Z dans L. 
2 2 

I. 4. L ' o r d r e a s s o c i é à Z ^ contient l e s idempotents et — • On 

en déduit que Z ^ est somme d i r e c t e de s e s deux sous-Z [ G ] - modules Z ' ^ et 
1+0 ̂  1 — o^ Z " N égaux respec t ivement à —-— Z N et — e t que S(Ny^) s ' ident i f i e au 

produit 6 ' x©" où <5' es t l 'ordre a s s o c i é à z car Z V, Z^ et 6" est l 'ordre a s s o -K N K 
c ié à Z " N c o n s i d é r é comme module sur Z". On a le théorème suivant ( f 3 ] ) : 
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THEOREME : 

a) L 'ordre a s s o c i é a l 'extension N ^ est canoniquement isomorphe au produit 

S ' x Z " où l ' o r d r e g ' est ainsi défini : 

i) si k e s t non ramif iée en 2 6' =-Zfg] 

ii) _si k ^ est ramif iée en 2 et k ^ ^ ne l 'est pas 6' est l 'ordre de base sur Z : 

1+s s t + t 
1 ' ~2~ ' 2~ 

iii) s i _ k ^ est totalement ramif iée en 2 , 6' est l 'ordre de base sur 7 : 

1+s 1+s+t+ s t 
1 ' ~2 ' 5 

b) l'anneau Z ^ des e n t i e r s de N es t l ibre sur son ordre a s s o c i é 

Remarque : une erreur s ' e s t g l i s s é e dans ( [ 3 ] ) pour le cas (iii). 

1.5. L e s idempotents i r réduc t ib l e s de Q[G] sont les éléments : 

e . = )(1+T) Q J-Q^ e s t j e f a c t e u r simple a s s o c i é au o 
c a r a c t è r e trivial de G. 

_(l+g+CT2+CT3) 0 - T ) ^R^T , , . e ^ = g e^ Q [GJ ^Q est le facteur simple a s s o c i e au 

c a r a c t è r e de degré 1 dont le noyau est engendré par 
a 

( 1 2 ( 1 ) 

~—^ ~ ^ Q r ® ] 3 " ® e s t ' e facteur simple a s s o c i é au c a r a c -

tère de degré 1 dont le noyau est engendré par CJT 2 3 

e^ = ^ — ^ ^ ^ e^Q [G] est le facteur simple a s s o c i é au c a r a c -

tère de degré 1 dont le noyau est engendré par t 2 
V = ^ V Q T G J ^ H est le facteur simple a s s o c i é au caractère 

i rréduct ib le de degré 2 deG. 

L 'ordre maximal de Q [G] est unique, il est engendré par Z [G] et les éléments 
e e e e 1 + g + T + 0 T (i g 2 ) o ' e 1 ' 2 ' 3 ' 5 u a ' 

§2. DEBUT D E S CALCULS : 

Soi t 5J! l 'ordre maximal de Q fGl , on note tUÏ. = e.ïll(0 <" i < 3) , IR1 = ( = v i t 
L J \ i 

L e module <Dl® ZK, e s t i somorphe à ÏRZK,©T T e s t fi™- e t W M est TR libre ; 
ZTG] N N N 

cette décomposition a lieu quel le que soit la ramification de 2 dans N ^ ; toutefois 
T = (0) s i 2 n'est pas ramifié dans N / q - On s e propose de déterminer T dans les 



cas ( i ) , ( i i ) , (iii) du théorème c i - d e s s u s . 

On a la décomposition suivante de ïJl ® ZN( ' 
Z [ G ] N 

TO® Z K , =" to' ©3F) ® ® Z 1 ' , ) cec i nous donne une décomposition 
z [ G ] n Z [ G ] 

de T en quatre fac teurs qui sont les groupes de torsion de 

331'® Z u , El' ® Z " M > 2R" ® Z M
M » ® " ® 

z [ G ] K Z [ G ] Z [ G ] N Z [ G ] K 

1) L e premier produit tensorie l s e ramène au cas abélien : en effet Hî1 et z sont 
2 annulés par 1-a , on obtient donc : 

W ® Zu, =-ÎDl1 ® Zu- ^ÏR'® S ' , le dernier isomorphisme s e déduisant 
Z [ G ] K Z [ g ] K z [ g ] 

du Hauptsatz de (2). L e calcul de ce produit tensorie l a été éf fectué dans (3). 
On obtient ic i : 

ca s (i) Z *Z *Z *Z 

cas (ii) (Z x z j 2 z ) x (z x Z / 2 z ) x (z x Z x ( z x Z / 2 Z ) 

Chacun des fac t eurs entre parenthèse étant isomorphe à un des ïfl ® 
1 z [ g ] 

ca s (iii) ( Z x Z / 2 Z x Z / 2 Z ) x (Z x Z / 2 Z x Z / 2 z ) x ( Z x Z / 2 Z x Z / 2 z ) x . . . 

. . . (Z x Z / 2 z x Z / 2 z ) 

Avec la même s igni f icat ion pour les parenthèses que dans le cas (ii) 
J [ - Q - ] 

2) Regardons maintenant ® Z"M 231' ® z " =»2Jt' ® ^ — c e qui donne 
z [ G ] N z [ G ] z [ G ] 1+CT 

4 

( l + a 2 ) ® ' ^ / 2 Z 

3) Le tro is ième facteur s e ca lcu le tout auss i aisément : 

z n « flî" ® Z" ® — =- y =»<nfH 

Z [ G ] N Z TG] ( 1+a ) (1+a )«n>» 

Il r e s t e un terme à ca lculer , ce s e r a l'objet du paragraphe suivant. 

§3. CALCUL DE "T?" ® 
Z T G ] 

Nous allons e f fectuer ce calcul en séparant les cas (i), (ii), (iii). 



Cas (i) : 
Z Tg] t,-,, rpr>»I 

On a s 1 Z g J =" ce qui donne TN" <8> 6 ' =- — — = - — — • 
( i - a ) z f g ] 1-o 2 

Cas (ii) 
(Z FG] , e Q , e ) Z [G] 

On a s 1 « et donc i}?" <g> ® —-—- gp 5' 
( 1 - c ) ZTG] " Z f G ] 1-CT2 z f G *| 

1 - a 2 

( 1 - 0 2 ) w Z [ g ] « " F ^ g ] 8 / * ' 

troll _ __ _ 
or est engendré, comme ~ e s p a c e vec tor ie l , par les c l a s s e s 1 , i , j, 

1+i+j+k _ 
ô w 
41 2 - — 

On a Ies re la t ions : 9 +8 + 1 = 0 , 9i + 9 + 1 + i j = 0 , 

9j + 9 + T + T = 0 , 9 k + 9 + T + J = 0 

troll 
Pour m £ l 'action de [ g ] e s t donnée par m. s = m. i , m. t = m. j . Par ail leurs 

S1 admet une base sur Z formée des éléments 1, t, s + . s t donc admet pour 
2 2 2© 

base sur F ^ : ~> â> 0 0. (resp 0) est la cl a s s e de (resp St^"t ). 

On remarque que 1 et s ( resp t et st) ont même image dans S y ^ ' ' e n d ® d u i t 

que s opère trivialement sur S'^ggi e t q u e e s t s o m m e d irecte de deux 

[ g ] modules, l'un V^ ayant pour base J ^ sur P^» l 'autre \J ̂  ayant pour base 

a et p. L e produit tensorie l est donc isomorphe à la somme directe 
troll , . F 2 t g l 

® (V, ©V_) or V, et V . sont tous les deux i somorphes à • . , • . 2̂ 1?" _ r n 1 2 1 2 U+s / 
F 2 L 9 J 2 w 1 

On est donc ramené à la somme d irec te de deux modules i somorphes à 2 

Mais on a J_( l+s) = U 1+s) = j ( 1+s) = 1+1.et 9 (1+s) = 9+91= l + i i ^ i + i » Comme les 
"" STJ)11 — ~ — 

éléments J> J+ l j i+ i ; 9 forment une base de 2?g{Tr » ' e quotient est un P ^ e space 

vectorie l ayant pour base les c l a s s e s de et 9 . Or tout If}" module ayant quatre 
éléments est i somorphe au quotient de fTR" par l'unique idéal premier p a u - d e s s u s 
de 2 dans tDl". 

De cec i il r é su l t e que ® — 
Z [ G ] P » 



Cas (iii) : 
S' est le sous-anneau de Q[g] engendré par z [ g ] , , J+ s"^ t + s t 

il est donc isomorphe à (Z j*G] > eo> e o + e 1 ^ . Dans c e s conditions : 
( 1 -C ) 

0 ® s ' - - 1 1 ® 
ZTG] Z [G] 1-a Z I G ] W F 2 [ g ] / 2 & 

1 - a 2 

L 'ordre S' ayant pour base sur Z : 1, t, , 1+s"^t"*"st, son quotient g1 a pour 

base J.,_t,a> 3 a (resp g) est la c l a s s e de -î-^ (resp ^+s"t7"l"st). 

On a a lors J_=,s_et donc s opère trivialement sur gw De plus la c l a s s e de 

T 

7 2 6 ' 
+ est éga le a deux fo i s c e l l e de p donc est nulle. 

S ' On en déduit que s^y est somme directe de t ro i s F _ f g l modules l'un V de base 2 L J 1 
1, t i somorphe à — l e s deux autres étant i somorphes à g y opérant 

trivialement. On est ramené à : 

m?" -U1 . troll , prou 

Z f G ] ^ . ( l + s ) F
2 [ 3 ] F

2 M 

Le premier terme a déjà été determiné, il est isomorphe à , l e s deux autres 
(TRll P 

sont i somorphes à 2TR" 
+ / ,+t) 

Or l(l+t)=_1+j> , i ( i + t ) = i + i i = i + i » l ( l + t ) = _ 1 + i 

8 ( 1+0 = 8+8 i = I + i 

L e quotient admet encore pour base sur ' e s c l a s s e s de 1 et 8. On aura avec 

le même raisonnement que précédemment ; 

Z f G ] P P P 

En résumé nous avons : 
3 

Théorème L e produit tensorie l "Jt® 7- • est isomorphe à IR ® T où T = (® T.)©T" 
ZTG] N i=o 1 

avec T. (resp T") groupe de torsion de !D?. ® Z" (resp ffl" <g> Z" )et valant 
1 1 Z [G] N Z [G] N 

dans : 



- l e cas (i) T . - Z / 2 Z , T " - ; * . 

- l e ca s (n) T - Z / S , Z / J Z . J E l x ^ T " 

- l . c . . ( n l ! T i . Z / 2 z K Z / 2 z > ! Z / ; î z , T - ï x ï , ! 

où p est l'unique idéal premier a u - d e s s u s de (2) dans TO". 

f" 11 D. CHATELAIN : Etude du O - m o d u l e O ® où N est une extension 
Z [ G ] 

abélienne de Q et O L'ordre maximal de q [ G ] . 
Séminaire de Théorie des nombres - Besançon - 1976-77. 
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