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SOMMES DE G A U S S SUR L E S CORPS FINIS 

pan G e o r g e s GRAS 

(E. R. A. au C. N. R. S . n° 070 654) 

INTRODUCTION 

Nous nous proposons de r a s s e m b l e r ici les é léments de la 

théor ie c l a s s i q u e des sommes de G A U S S sur l es corps f in i s puis de d é -

gager de cet te étude des c o n s é q u e n c e s propres à é c l a i r e r cer ta ins p r o -

blèmes sur les c l a s s e s d'idéaux des corps abél iens . 

L e lecteur peut s e conva incre du fait que les notions de 

sommes de G A U S S plus g é n é r a l e s que l'on peut déf inir , s e ramènent, 

"essent ie l lement", aux sommes de G A U S S sur l es corps f in is ( se r e -

porter par exemple à [ 1 0 ] et [ 1 4 ] pour ce la) ; cec i jus t i f i e que nous 

nous limitions à ce c a s ; d'autant plus que nous avons en vue les appl i -

cat ions aux c l a s s e s d'idéaux des corps abé l iens . 

On sait que la contribution e s s e n t i e l l e dans le domaine des 

sommes de G A U S S sur les corps f in i s es t c e l l e de STICKELBERGER 

( [ 1 6 ] ) ; nous v e r r o n s d 'a i l l eurs dans ce travail que la plupart des r é -

su l ta t s importants (par exemple les re la t ions de D A V E N P O R T - H A S S E 

[ 2 ] ) découlent de ceux de STICKELBERGER. On peut même dire que c e s 

ré su l ta t s reposent sur ce qu'on appel le l e s "congruences de S T I C K E L -

BERGER". 

L e s chapi tres I et II contiennent les résu l ta t s é lémenta ires 

c l a s s i q u e s sur les sommes de G A U S S sur les corps f in is et notamment 



l e s r é s u l t a t s de STICKELBERGER ; le chapi tre III est c o n s a c r é à la 

démonstration des re la t ions de D A V E N P O R T - H A S S E (th. III 1 ), r e l a -

t ions dont nous donnons ensu i te une interprétat ion (th. III 2) au moyen 

de c e r t a i n e s quantités T(L) a s s o c i é e s à tout corps abé l ien L et qui sont 

en re lat ion a v e c les "ARTIN root numbers". L' introduct ion de c e s nom-

b r e s T(L) apporte une s impl i f icat ion appréc iab le à la théor i e ; de plus, 

l 'étude de leurs p r o p r i é t é s nous permet, dans le chapi tre IV, de don-

ner (th. IV 1 ou th. IV 1 ') une nouve l le forme plus for te du théorème 

de STICKELBERGER (sur l'annulation des c l a s s e s d'idéaux des corps 

abé l i ens ) qui ne semble pas pouvoir s e déduire de l 'énoncé c l a s s i q u e . 

D e s exemples numériques sont déve loppés à t i tre d ' i l lustrat ion des phé -

nomènes é tudiés . 

Pour les t r o i s p r e m i e r s chapi tres , nous avons ut i l i sé 

abondamment l e s rédac t ions de [ 2 ] , [ 4 ] , [ 1 1 ] (IV, §3) et [ 1 4 ] . 

N'ayant pas abordé dans c e travail l es r é s u l t a t s sur le 

"module des re la t ions" et la notion de "GrÔssencharaktere" concernant 

l e s sommes de G A U S S , nous renvoyons le lecteur à [1 5 ] (et à la b ib l io -

graphie qui y est inc luse) qui est préc i sément c o n s a c r é e à un e x p o s é 

sys témat ique de c e s deux quest ions . 

T h è s e que nous avons r e ç u e a p r è s la rédact ion de c e travail et 
g r â c e à V. ENNOLA que nous remerc ions . 



DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES 

DES SOMMES DE GAUSS 

1 ) Déf init ions ( [2 ] , p. 1 52 ; [ 4 ] , §1 ; [ 1 0 ] , §2 ; [11 ] , IV, §3 ; [ 1 2 ] ) . 

a) Définit ion à l 'aide des corps f inis . So i t p un nombre premier et 

so i t q = pn , n > 1. On appel le k le corps fini F ^ extension delF^. On 

appel le T la trace de k àlF^ (c 'est une appl i cat ionlF p - l inéaire s u r j e c -

tive). 

On dés igne par ï le groupe des c a r a c t è r e s de degré 1 de 

k à valeurs dans C ; comme k est cycl ique d'ordre q-1 , ï est c y c l i -

que d'ordre q-1 et on appel le çp un générateur de ï . On prolonge les 

éléments de ï à k en posant cpa(0) = 0, pour tout a € Z. 

Q 

On choisit une fo is pour toutes une racine primitive p 

de l'unité £ ^par exemple £ = exp(2 î rr/p)). 

Définition I 1. Pour tout a premier à p et pour tout $ Ç ï , on pose : 
T a ( * ) = - £ * ( x ) C

a T ( x ) . 
3 xÇk 

Ceci est une somme de GAUSS re lat ive au carac tère i|j ; 

dans cette express ion , a (premier à p) est défini modulo p et on confon-

dra le plus souvent a et sa c l a s s e modulo p. Lorsque a = 1 , on dît que 

la somme de G A U S S est normée et on omet l ' indice 1. On remarque que 

si m est l 'ordre de ^ a lors T (ty) est un entier du corps (on a é v i -a 
demment m | q-1 ). 



b) Déf in î t îons et notations g é n é r a l e s . L e s notations adoptées c i -

d e s s o u s sont va lab les dans toute la suite . En principe, on a toujours 

dans le contexte un nombre premier p f ixé et une p u i s s a n c e de p, q = pn , 

n > 1. Cons idérons le schéma suivant : 

p - 1 

(m L ) . 

(mL) 

, ( P - 1 ) . 

Q 

ni 
(p -1 ) 

•Q 

-Q 

, ( q - D 

( q - D 

p-1 

S i L est un s o u s - c o r p s quelconque d e o / q - ^ , on dés igne 

par L le corps de décomposit ion de p dans L par rapport à Q. On pose 

l_i = L Q ( p ) ; comme p-\ q -1 , l e s ex tens ions L ' / L et V1- sont l iné -

airement d is jo intes . On remarque que L' est le corps de décomposit ion 

de p dans l 'extens ion L' /Q' ; pour év i ter toute ambiguïté, on pose 

L 7 = L*. 

On appel le A ^ et A ^ les anneaux d 'ent iers de L et L' . On 

a p p e l l e u n idéal premier de L a u - d e s s u s de p dans L et ^ l'unique 

idéal de L' a u - d e s s u s de $ (qui es t totalement ramif ié dans L ' / L ) . 

On dés igne par X^ le degré rés iduel de p dans L/Q 

= [ L : L ] ) et on dés igne par m L le conducteur de L (mLj q-1 )• O n 

n L 

appel le enfin n^ la plus pet i te p u i s s a n c e de p t e l l e que p = 1 mod m^ 

(on a donc n = [ Q ( m L ) : Q ( m L ) ] et |n, | n). L 1 U 

On p o s e G l = Gal(L/Q) et G^ = Gal(L'/Q') ; on appel le H le 

groupe G a l f û ' ^ - 1 V û ^ " 1 ^ ~ Gal(Q'/Q) et r le groupe G a l ( Q ^ q _ 1 

(on a r ~ G' , t % x H). 
~ Q 



D'une façon généra le , on note £ r, le symbole 

/ Q ' ( q - 1 \ 
d'ARTIN usuel ^— j , (t, p(q-1 )) = 1, ainsi que, par abus, les 

re s t r i c t ions ou de c e s automorphîsmes aux s o u s - c o r p s de 

On définit enfin v ' L / K = D s ' , s ' € Gai (L'/K') et 
' s ' 

= Z ) S , s 6 Gal(l_/K), pour tout 

K, L, K c L c Q ( q _ 1 

Dans le ca s où L = on s impl i f ie quelques unes des 

notations en posant notamment : 

!B = B / , 5 5 ' = ® ' , ( f ixés arbitrairement), y q-1) ' * Q ^ - 1 ) 

G - G
Q ( q - 1 ) ' G ' = G Q ( q " 1 ) ' 

c) Interprétation arithmétique de la première définition. 

Il est commode, pour une étude arithmétique des sommes de 

GAUSS, d' interpréter k et ï de la façon suivante : 

On cons idère 'P' (idéal premier a u - d e s s u s de p dans ^ 

choisi une fo i s pour toutes). On a A'/^P' ~ k ; étant f ixé , on peut poser 

k = A'/^P'. 

On sait que le groupe W ^ des rac ines (q-1 ) e de l'unité 
y . 

contenues dans A' est canoniquement isomorphe à k . 
\ j 

Définit ion I 2. L' isomorphisme réciproque (qui identifie k à W^ d é -

finit (pour *P' f ixé) un générateur pr iv i l ég ié de £ dont on cons idère l ' in-
tmtf 

v e r s e dans ï noté tp : on a donc, en notant u l'image de u € A' dans k, 



cp(u) = U - 1 mod 1 pour tout u, u ^ U', et cp(§) = poun tout Ç Ç W^ ^. 

Remarque I 1. Outre le s igne - ut i l i sé par cer ta ins auteurs (HASSE 

notamment) dans la définition des sommes de GAUSS, il semble qu'il 

s era i t pré férable de définir T (T|f) par T (IJR) = - S IL?""1 se lon 
a 3 x£k 

un principe fréquent : ceci évi terait d'avoir à ut i l i ser pour cp l ' inverse 

de l ' isomorphisme canonique. 

2) P r o p r i é t é s immédiates des sommes de GAUSS. 

Propos i t ion I 1. On a les propr ié tés suivantes ( (a, p) = 1 , t|r 6 ï ) : 

T=. (I|I) = TIR ^ (b) T U), pour tout b premier à p, ao a 

(ii) T J 1 ) = 1, d 
" - i (iii) Ta(i|f) T a U) ~ = q, lorsque t|t / 1 , où a 1 dés igne la 

conjugaison complexe, 

(iv) T_(ilr) T-fy"1 ) = ilrM )q, lorsque ^ / 1 , a a 
p 

(v) r (ilt ) = T (îlr), pour tout r > 0. 

a a 

démonstration 

(i) On a T a b ( t ) <tr(x)ç a b T ( x ) = - S * ( x ) £ a T ( b x ) ;en posant bx = y x€ k x€ k 
dans k, on obtient 

T„ h U) = - S * ( y b - 1 ) ç a T ( y ) = - r ' ( b ) Z ) rif(y)ca T ( y ) = r 1 ( b ) T m . 
a b y € k y € k 

(ii) On a T (1 ) = - E ç a T ( x ) = 1 - X ) C a T ( x ) ; soit U le noyau de la 
a x € k * x € k 

trace T qui est sur jec t ive ; on a donc, en décomposant k mod U : 

(1) = 1 ^ (Co + C
a + . . . + C

( P - 1 ) a ) = 1. 
T a x € U 

( i i i )D 'après (i), on peut supposer a = 1. On a 

t ( * ) V - 1 = x ; ^ ( x ) C
T ( x ) r r , ( y ) c " T ( y ) - 7 î t ( x y - 1 ) c T ( x - y ) ; 

x€ k* y€ k^ x, y€ k* 



on pose z = xy~^ et on obtient 

y, z € k* z Ç k * y€ k* 

pour z ^ \ , Y) ç T M z " 1 )) „ _] ( c f > démonstration de (ii)) 
y€ k* 

et pour z = 1, cette e x p r e s s i o n vaut q-1 ; 
ff , 

T(I|T) T ( * ) = - E + q - 1 = I + q - i = q 
z € k* 
z / 1 

( c a r S „ ^(z) = 0, pour ir / 1 ). 
zÇ k 

(iv) On a t (m-1 - - D •(*) T 3 ™ = t (*) = •(-1 ) <r (r|r)(d'après 
3 x Ç k * " a a 

1 1 0 1 c 1 (i)) d'où r ) = i|r (-1 ) TA(T) ~ = \|r(-1 ) T a U) ~ et la relation 
a o o 

en résul te . 

(V) o n a T ( / ) = - J) t P P (x ) C a T W = - D i K x ^ ) ; 
x€ k* x € k* 

r 
D e or l 'application x-»x est la pu i s sance r de l'automorphïsme de 

r 
FROBENIUS de k ; il suff î t de poser y = x p , y parcourant a lors 

Y ^ 
k et comme T(y) = T(x), le résultat en découle. 

Examinons maintenant l'action de r sur les sommes de 

GAUSS. On rappel le que les é léments de T sont notés 

(t, p ( q - 1 )) = 1 î f a u t remarquer que lorsque p ( q - l ) n'est pas un con-

ducteur (cas p = 2 et ca s où q - 1 = 2 mod 4) a un s e n s pour t pair 

maïs l 'action de sur les nombres t|r(x) n'est pas nécessa irement 

l 'é lévation à la pu i s sance t ; c ' e s t par contre le cas dès que l'on 

chois i t t impair (ce qui est toujours poss ib le ) . 

Propos i t ion 1 2. Pour tout T, (b, p(q-1 )) = 1 , on a 
ff, K 

Ta(ijr) = \|r~ (b) ra(ijr ) (cette re lat ion est encore vraie s i est con-

s i d é r é comme élément de Gal(Q' /Q), où m est l 'ordre de il», à condition 



de supposer b premier à pm). En part icul ier , s i er̂ Ç G1 (i. e. b = 1 mod p) 
^ b b f \ a lors Tg(i|i) = (\Jr ) et s i s b Ç H (i. e. b = 1 mod(q-1 )J a lors 

démonstration. 

On a, puisque b est supposé premier à p et à l 'ordre de 

• , Ta(1),)&b = - E ^ 1 l r ( x ) b £ a b T ( x ) = Tab(1j f
b) = r b ( b ) T a ^ b ) ( P r o p . I l , (i)). 

x€ k* 

b b 
Lorsque b = 1 mod p, i|r~ (b) = i|i~ (1 ) = 1 et lorsque 

b = 1 mod(q-1 ), i|r = i|r, d'où l e s cas part i cu l i ers de la proposition. 

Corol la ire 11. Soi t i|) € ï , i|( d 'ordre m| q-1 , soit a, (a, p) = 1 et soit d = 
m

 T . A l o r s T et d est le plus petit entier positif ayant 

K 

cette propriété . 

<?b i So i t 0 b € H ; a l or s r a (*) = (b) T a U). On a 

i|f-1 (b)d = cp~c ^(b) (où l'on a posé i|f = cp~m~ c avec (c, m) = 1 ) ; 

posons = A6 et m = Ad((ô, d) = 1, A = (m, ^3} ) ) ; a lors 
P "" P 

(b)d = b C ^ T d H b c ( p _ 1 ) 6 s 1 mod V ; d'où Ĵr"1 (b)d = 1, quel que soït 

ff^eH, et r (i|;)de Inversement, si T U)X € c 'es t que b a a . 
1 X r~ g—' \ (b) = 1 pour tout b mod p, b = 1 mod (q-1 ), soit b TÏT = 1 mod p, 

pour tout b ; ceci veut dire que c-j^- \ = 0 mod (p-1 ) soît 
o 1 c - ~ - X = |i,(p-1 ) soit c AÔX = y. Ad soit c 6X = p,d ; or (c, d) = 1 et 

(ô, d) = 1 , d'où X = d est multiple de d. ' ' c ô 

Remarque I 2. On a le schéma d' inc lus ions suivant : 

« « (d) „ (m ) A (m) 

/ * / \ 

On sait que Gal(Q /Q ) est engendré par & (puisque P 



p'fm) ; il suffit donc de vér i f i e r que p = 1 mod d ; or si on pose 

3=\ = A 6 et rn = Ad, (6, d) = 1 , o n a p - 1 = 3=1 = iSzllÉ , 2=1 d p-1 ' ' ' AÔ mô mô 

étant entier car (6, d) = 1 mô / 

(m) Corol la ire I 2. S o i t è Ç ï , È d'ordre ml q-1. A lors T (\|f)€Q' 1 ™ ~ a 

((a, p) = l ) . 

So i t a € Gal (Q' ( m ) /Q' ( m ) ) , c = 1 mod p, (c, m) = 1 : on a 
CT 

T (ili) ° = \|;~C(c) T (i|iC) = T (\I(C) ; or par hypothèse c est congru modulo m cl â 3 

à une puis sance de p , donc ta(iJ|C) = T A ( \ |F) (Prop . I 1 , (v)^). 

Ce coro l la ire , a s s e z important, montre notamment que les 

sommes de G A U S S sont congrues à des rat ionnels modulo !P', rationnels 

qui seront déterminés dans le chapitre II. 

On peut a lors déterminer un corps d'appartenance de 

Ta(*) : 

Corol la ire I 3. So i t d m , , m ordre de è ; on sait (Rem. I 2) que 
K _ 

/ \ 

d | p - 1 . A l o r s Ta(i|r) appartient au composé du corps Q et de l'unique 

s o u s - c o r p s de Q' de degré d sur 0 . 

On ut i l i se le corol . I 1 dans l 'extension de KUMMER 

Q' ( q _ 1 V û ^ ' 1 ' : on a en part icul ier T (i|;)d€ ^ et T (\|F) est dans l ' ex -3 Q 

tension de degré d sur ^ contenue dans ^ ; d'où le résultat 

compte tenu du corol . I 2. 

Propos i t ion I 3. Pour tout ^ et ï le quotient est un entier du 

corps Q ( q _ 1 K S i en outre x* ^ 1 , a l o r s o n a T V = - B X ^ T\X w / t c L-



- 1 0 -

démonstration. 

Le c a s x^ = 1 étant évident (cf. Prop. I 1 ), on suppose 

î 1. On a T ( x ) T ( t ) = £ x M t (y) + ; on p o s e x + y = z, z Ç k 
x, y € k 

et T ( X ) T(I|I) - Y/ X M *Hz-x) Ç " 1 " ^ . Pour z = 0 , la somme 
x€ k* 
z € k 

y 
T) x^x) ilr(—x) est nulle car Xil; 1. Dans les cas z€ k , on pose x = tz, 

X € k * * / \ T(y) t€ k , et on a a l o r s T ( X ) T(I|J) X ^ X<z) H Z ( 1 - t ) ) C = 
t,z<Ek* 

S x<t) * 0 - t > I L . x ( z > • (z) ç T ( z ) = - x ( t ) t O - t ) . 

t € k* z € k* t Ç k* 

Ceci démontre l ' intégral i té de ^ ? son appartenance à ^ et la 

relat ion proposée . 



CONGRUENCES ET RELATIONS DE STICKELBERGER 

1 ) Congruences de STICKELBERGER. On d é s i r e établir une congru-

ence modulo re la t ive aux sommes de G A U S S . So i t ty = <pa, 
n 1 

o < a < q-1 . S o i t a = aQ + P + . . . + a n - 1 P ~ , 0 ^ P - 1 , l ' écr i ture 

en base p d e » ( les a- sont donc non tous égaux à p-1 ). 
Déf init ion 111. On p o s e s(ot) = a + a-, +.. . + a i (somme des ch i f fres ) et 1 o i n—i 

y(a) = a Q ! c^ ! . . . » n ^ ! (produit des f a c t o r i e l l e s des ch i f f res ) . 

On a le résul tat suivant ( [ 1 6 ] ; cf. [ 2 ] , [ 4 ] , [ 1 1 ] ) où l'on 

p o s e u = £-1 : 

Théorème 111. S o i t a tel que 0 < a < q-1 ; a l o r s on a : 

- l i s Û s - r U modulo 

démonstration. 

Le c a s a - 0 étant évident, on suppose a ^ 1. On fait la 

démonstration par r é c u r r e n c e sur l 'ent ier s(a), nombre qui es t com-

pr i s entre 1 et n(p-1 ) - 1. 

(i) s (a) = 1. N é c e s s a i r e m e n t a = p r , 0 < r < n et dans ce cas 

T(jpa) = i"(çp) ( P r o p . I 1, (v)) . Or on a 

r(cp) = - S <p(x) C
T ( X ) = - I) «p(x) ( c ™ - i ) car E cp(x) = 0 (cp = 1 s u p -

x€ k x € k x € k 
T(x) _ j 

p o s e q = 2 soit a = 0 qui e s t écarté ) . On sait que = T(x) modrr, 
C - 1 



d 'où 

J M = cp(x) T(x) mod TT= - r> T ( ( B ) mod TT ; 
n x£ k ou € '̂q—1 

n-1 
or T ( O B ) = OU + O)P + . . . + CUP mod 

n 1 
d I o ù l M = _ B (1 +tuP-1 +... + (BP = « (q-1 ) H 1 mod Ceci 

17 o>€W , V 
q-1 

démontre le cas (î). 

(ii) Supposons la propriété démontrée pour tout p > 1 tel que 

s(p) < X. S o i t a < q - 1 tel que s(a) = X + 1 > 2. On a 
n 1 

Of = a + Q'1 P +. . • + a n 1 P ~ , o < ttj < P - 1. Il ex i s t e i, 0 <" i < n - 1 , tel 

que cVj t̂  0 ; si ï es t choisi minimum, a l or s 

o* = cyjP' + . . . + a n _ 1 p n _ 1 = p ' (aj +. . . + a n _ 1 p" - 1 "') et on aura 

<r(cpa) = T(tpa') avec a' = a- + . . . + o ,
n_1 p"~1 (Prop. I 1 ) ; on peut donc 

supposer quitte à remplacer a par a' que i = 0 (i. e. aQ > 0) ^on a toujours 

s(ff ' ) = s (a) et y(o ' ) = y ( a ) ) . P o s o n s a l o r s p = a - 1 . On a p > 1 e t l ' é c r i -n 1 
ture en base p de p est bien p = aQ - 1 + â  p + . . . + c*n 1 P ~ , d'où 

s (p) = s(a) - 1 = X. Par hypothèse de récurrence on a 

TT 

On a cpa = cp® cp et en utilisant la proposit ion I 3 on peut 

é c r î r e T(?P) T(cp) çp(t) Çp® (1 - t). 
T(cpa) t e k 

Ca lcu lons le membre de d r o i t e modulo !P' ; 

Il revient au même de ca lcu ler mod "P1 : 

° = c w « ^ O - œ ) 0 1 " 1 " 6 . So i t y = q - 1 - p ; 
W q - 1 

on a p = - g œ"1 J) (-1 )k C k u,k mod <P ' 
O J P W , k = 0 V q-1 

s (_1)k
 C

k J) w
k ~ ] mod?» . 

k = 0 V j j ç w , 



Or il y a une s e u l e valeur de k (k = 1 ), 0 < k < y, t e l l e que 

k _ 1 = o mod q - 1 ; d'où p = C^ (q - 1 ) mod !£', p = - y mod 'P' 

soit p s 1 + a - 1 = a Q mod 

Ceci prouve que ^ est une $ ' -un ï t é donc que 
T(cpa) 

{ a ) ( a ) 
s(b)+1 = s la) 6 S t U n e ^ ' ~ u n î t ® congrue à 

rr r rr 
1 J 1 1_ = 1 m o d m , 

y(e) vQ (<*0-1 ) ! . . . a n _ 1 ! 0fQ Y (a) 

Ceci démontre le théorème II 1 ("congruences de St icke lberger") . 

On en déduit une factor isat ion des sommes de GAUSS : 
-1 

S l M q-1 ) P 
Corol la ire II 1. On a T(cpa)A' = ] j [ !p« 

où a^, b = 1 mod p, (b, q - 1 ) = 1, parcourt un système de représentants 

de G' modulo le groupe de décomposition de p dans Vû' e t où 

[ ] q 1 dés igne la fonction rés idu posit if modulo q - 1 . 
- 1 - 1 a. v , e b 

En effet , si «p• , v > 0, g ^ G ^ j ^ est la "P' - c o n -

tribution à T(cpa)A', on voit en conjuguant par que 

t(cp^) b A' = t^®13) A' a pour ^'-contribution !j}'v, d'où v = s([<*b] , ) 

d 'après le résultat général . La factorisat ion s'obtient en considérant 

les idéaux premiers d is t incts a u - d e s s u s de p et en remarquant que d 'a-

p r è s la prop. I 1 (iii) s eu l s c e s idéaux sont à cons idérer . 

Coro l la ire II 2. Soi t t f le r -module engendré par les sommes de GAUSS 

-r (i|r), a mod p, ty Ç ï : O 
(i) S i p ^ 2, le Z-module de tors ion de ïf est W^ 1 ; 

(ii) si p = 2, le Z-module de tors ion est - j i ij- ou est trivial . 

En effet , si p ^ 2, q - 1 est pair et comme y c o ( p ^ q - 1 V , 



il ne peut y avoir que de la p ( q - 1 ) - tors ion . Vér i f i ons qu'il n'y a pas 

de p - t o r s i o n : Un élément de i f peut s ' é c r i r e 
n. a \ f 

§ Tl" i"(i|f.) n. Ç Z, i | n € ï , | = 1 (en tenant compte de l 'action de H 
i v n. 

et de la proposi t ion I 1, (i)J ; or s i £ = § ] \ , soit H, 
i 

1 (ce qui es t p o s s i b l e car p ^ 2) ; a l o r s 

tl ' ' cec i conduit à £ = c e qui est absurde lorsque p ^ 2. 

Toute somme de G A U S S est congrue à un rationnel mod !J5' 
^b b b ( 1 \ D 1 et de plus, on a Ta(i|/) = i|i~ (b) Ta(i|r ) pour <?bÇ r, or [ y (b) j p ~ = 1 ; 

a insi tout élément de tors ion d e i / 1 est dans W , néces sa i rement (on P-1 

v é r i f i e enfin que W , c i f ) . D'où (i). p - l 

S i p = 2, on v é r i f i e que, pour des r a i s o n s de congruences 

à des rat ionne ls modulo *P', il n'y a pas de q - 1 - t o r s i o n . Mais ici 

H = (1 ) et il peut y avoir a priori de la 2 - t o r s i o n , 

Donnons un exemple pour lequel - 1 : So i t q = 1 6 (n = 4) 
3 5 

et cons idérons l es sommes de G A U S S r(cp ) et T(CP ). Comme 

T 5 » - 7 ^ - 0 , on en déduit que T(CP^ et T(CP̂ ) sont é g a l e s à 1 4. On y 

peut engendrer IFj g par t, rac ine do polynome irréduct ib le sur 

IF2 : X^ + X + 1 ; on en déduit a l o r s le tableau suivant, où l'on a posé 

»(t) = H ( j 3 = 1, î 5 = D : 

x 0 1 t t 2 t 3 t+1 t 2
+ 1 3 2 t + t t3+t+1 t 2

+ 1 t 3
+ t t2+t+1 3 2 t +t +t 3 2 t +t +t+1 3 2 , t + t +1 t 3

+1 

Tr x 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 

cp3(x) 0 1 I 3 s I 4 5 2 1 i 3 § S 4 5 2 1 i 3 § S 4 ! 2 

cp5(x) 0 1 .2 
J j 1 .2 

J j 1 .2 
J j 1 .2 

J j 1 .2 
J J 



D'où T(CP 3 ) = - 4 et T(cp5) = +4 , soit -1 

2) Changement de corps k. Etant donné m diviseur de q - 1 , q = p n , 

soit n un multiple de n : n = X n et soit "q = p n ; a lors 'q - 1 est auss i 

un multiple de m et on peut définir les sommes de GAUSS n o t é e s ^ à 

partir du corps fini à'q éléments îc. Soit'cp le c a r a c t è r e générateur de 

3E correspondant à k. On peut supposer que k = A'/Tp ' où l'idéal premier 
(*Q—1 ) nu 

!P ' deQ' M , qui permet de définir cp, est a u - d e s s u s de l'idéal a s s o -
q-1 ^ q-1 b 

c ié à cp. On s e propose de comparer T (cp ™ ) et'nLlra m ), (a, p) = 1 â a 
1 <• b < m. 

On a q - 1 = A ( q - 1 ) avec A =1 + p" +. . . + p * X ~ 1 ) n . 

Lemme 111. Soient s et s les fonctions "sommes de ch i f fres" re la t ives 

à n et n et soient de même y et y l es fonctions "factorie l les" re la t ives 

à ri et n : a lors S;(A <*) = \ s{a) et y(A a) = yiaft, pour 0 < o < q-1 . 

n 1 Soi t a = aQ + of1 P + . . . + P ~ , a < q - 1 , 0 ^ a. ^ p - 1 ; 

a lors A a est inférieur à ' q - l et est égal à 
. n-1 . n , n+1 , , 2n-1 , 

ao 1 P • • + a n-1 p "op 1 p * " a n-1 p ' ' 
/« ^ « _ -J 

+ cï0P + . . . + a n 1 P ~ qui est bien l 'écr i ture en base p de A a ; 

d'où 'sfA a) = X s(a) et y(A a) = y(a 

Ta(cp b ) On sait que - — — j — — est une '—unité et que 
( i b i 

a z i b . ~ ,. -

S\ "T 

Ta Cp 
3
 /r>< . est une $ ' -un i t é ; or • b = A — b et d 'après le lemme pré-

" m " m 
s 

TT 

cèdent "s ~ ^ b^ = X b^ (puisque b est choisi inférieur à m, on a 

bien 0 < - b < q-1 ). Comme b est quelconque, on en déduit en conjuguant 



~ 1 1 
~ . K q-1 h ^ 

que, en idéaux dans A1 / on a 7_(cp ) A ' , » = ( xa(cp m )A» , . 
Q Q Q* " 

T a ( ^ b ) x 

On est donc amené à cons idérer p — ; d'après ce que l'on rv/ . 
q-11 ~ rrTb \ Ta(cp m ) 

vient de voir, p est une unité. 
^ 1 1 1 

Comme 'cp b (a) = (cp rn b (a)) = ( ç p " ^ ~ b ( a ) ) \ on peut supposer a = 1 pour 

les ca lculs . 

c _ çg (c) = çg (ç) S o î t 9 c € H ; p = p p. 

cp (c) cp (c) 

O r $ " ^ b ( c ) Ç W , (car c p ~ 1 H 1 mod p) p - i 

d'où cp (c) = cp (c) ; comme cp et cp coïhcident s u r W 
a / \ 

ment, o n a p = p pour tout p € H, et p ç Q 

ef—1 On a enfin p p ~ , c e qui fait que p est une rac ine de l 'unité 
(m ) de Q . Montrons, par une congruence mod!)î', qu'el le est égale à 1 : 

b ) O n a 1 ^ — - = - mod Ç' puisque $1'/$' 

rsj I cv , V t 0 4 r r b ) 1 „ 
et de même -1—= j mod f*'. D'après le lemme III on a 

v ( A ^ b ) - v ( ^ l b ) \ d ' o ù : 

Proposi t ion 111. A v e c les notations précédentes , on a l 'égal i té , 

^ 1 1 
S ^ b ) = T a (<p^" b ) X , 0 ^ b < m , (a, p) = 1. 



Dans la pratique, il est donc suff isant d'étudier les sommes 

de GAUSS d'un c a r a c t è r e d 'ordre m relativement à q = p n , la plus pe t i -

te pu i s sance de p congrue à 1 modulo m. Lorsque c 'es t le cas , nous d i -

rons que les sommes de GAUSS sont réduites . 

3) Relat ions de STICKELBERGER. D'après le coro l la i re II 1 on peut 

é c r i r e (0 <" a < q - 1 ) : 

-1 
T ( ep« ) n A'= l [ - p . s ( l > ] q - 1 J» 

e b € G ' 

Quitte à conjuguer cette relation, on peut toujours supposer 
Q 1 F m ) que a es t de la forme (m | q - 1 ). Dans ce c a s T(cpa)€Q' 

S i b = 1 mod mp a lors b = m odp(q-1 ) et s ( [ " ^ - b ] q _ i ) = s ( 

d'où : r ( C p ' ^ 1 ) n A ' ( m ) =1 f <pt x s ( [ q m b l q _ i ) % , où \ est le degré 
0 ^ ( m ) Q ( m ) 

(a 1) (m) rés iduel de p dans Q /Q ; dans le produit précédent , b parcourt 

l 'ensemble des ent iers b, 1 < b < mp, (b, mp) = 1 , b H 1 mod p et <?b n'est 
q | (m) j 

autre que le symbole d'ARTIN (—j-—). Comme ^ j - b est défini modulo q-1 , 

b est défini modulo m et en fait on peut fa ire porter le produit sur les b, 

1 < b < m, (b, m) = 1 puisqu'il n'y a qu'un seul idéal premier , s au-
Q 

d e s s u s de / y S i a b appartient à une c l a s s e modulo le groupe de d é -
Q / m \ r 

composition de p dans Q /Q, a lors b = cp mod m ; 

• q-11, . • n-1 

q-1 r r r+1 , n-1 , n , n-1 + r a lors ^ - c p = aQP + or, p + . . . + a n _ } _pp + « n _ r P + - - - + a n _ i p = 

«n-r + °n-r+1 p • • + « n -1 ^ + " o ^ ' ' + "n-1 - r ^ " 1 m o d q ~ 1 ' 

Ceci prouve que s ( [ ^ c p r ] - ) = s ( ^ j p c ) . 



On peut donc é c r i r e , en remarquant que n = où 
(m) Q 

n est le degré résiduel de p dans Q /Q : 

^ K - r o - J T T i « i 
b Q(m) 

(en prenant les nombres b entre 1 et m). 

Résumons ce résultat partiel dans un lemme : 

Lemme 112. S i m| q-1 , on a T^cp^" ) A-
(m) " 1 . ' ' ^ ( m ) 

q-1 ~ w b 
Propos i t ion II 2. On a r̂ cp ™ j m A = ^ , la sommation E 

Q
 Q(m) 

étant étendue aux b, 1 < b < m, (b, m) = 1 et \ étant le degré rés iduel de 

p d a n s Q ( q - , ) / Q ( m ) . 

démonstration 

Démontrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme II 3. So i t a tel que 0 < a < q-1 . A l o r s on a 

n - 1 J r J -Iv r -j 
s(df) = (p-1 ) E - J ) , o ù L J d é s ' 9 n e l a partie entière. 

n 1 En effet , si a = oiQ + «j P + . . . + ofn_, P ~ , 0 < a f < P-1 

n-1 n 
on a Q/ = [-O-] - p[-f lL-] e t s(a) = E a, = A + 0 - P > E ["j ] 

J PJ PJ j - 0 J j=l pJ 

- a + O - p r è 1 [ « £ ] ; 
j - 0 q 

, . t _ (p-1 ) (1 +p+. . . +pn~1 ) on écrit a = a 



n-1 j n-1 j 
et s(a) = (P-1 ) ( S & - S [ f - ] 

1=0 q j=0 q 

J J 
or on v é r i f i e que [ ~ y ] = pour 0 < j < n - 1 , et le lemme en résu l t e . 

On a a l o r s en posant a = - et en réut i l i sant la formule du dé. m 

but du paragraphe : T(cpa)n A ^ = !p ^ , 1 < b < m, (m, b) = 1 • 

1 j h JK 1 
On a s(ab)a~ B > ( m ~ t m ^ ) a b ( | e m m e " 3 ) ; 

b b j=0 m 

p J b - m [ ^ ~ ] es t le r e s t e modulo m de p^b, ce r e s t e parcourt donc pour 

j f i xé le même ensemble que b, d'où, en posant a = p^b- on a 

1 1 — 1 1 1 o~ = e ~ . er~ e t m S s W a " = (p-1 ) E a l E 3 oZ . Or a^ parcourt le a I D . D . ^ D a. D pJ b j=0 H a p 

/ \ 

groupe de décomposit ion de p dans Q' /Q1 , d'où 
X(p-1 ) J ) a & - ] _1 

i V ) m A , , = «p , v 3 - , x A , , d'où la propo-

/ \ 

s i t ion puisque T(cpa)€Q 

Remarque 111. Dans la pratique, on construit des sommes de G A U S S 

rédui tes ; dans ce c a s X = 1. 

1 m * -1 Définit ion 112. S i m est un conducteur, l 'élément S , * = — 7) a a 
Q ( m ' m a=1 a 

de QfG / J s ' a p p e l l e l 'élément de STICKELBERGER relat i f L Q ( m ) J 

( E s i g n i f i e que la sommation porte sur les a, (a, m) = 1). 

S i es t de conducteur m, on p o s e S K j f K iT - )"^ Q [ G k - 1 ' 
a=1 

Remarque 112. S i m = 2d (d impair), m n'es t pas un conducteur ; c e p e n -



1 2 d * - 1 dant l 'é lément c o r r e s p o n d a n t — Y) e x i s t e (il permet de f a c t o r i -
2 d a=1 a 

s e r l e s sommes de G A U S S T̂ cp maïs ïl n ' e s t p a s ra t taché au 

c o r p s = Q ^ . On peut d'ail l e u r s v é r i f i e r fac i lement (cf. [ 5 ] , p. 40) 

q u e 5 3 a 5 a o = - 1 )s
Q<d> 2 V < V 

Corol l a i re 113. On a, l o r s q u e m est un conducteur : 

» x m S 

> " V ® 

S o i t K une e x t e n s i o n a b é l i e n n e d e Q , de conducteur m ; on 

s u p p o s e que l e s sommes de G A U S S c o n s i d é r é e s ici sont r é d u i t e s (x = 1 ). 

On d é s i g n e par S , % (resp . S ) l ' image canonique de S , » (resp . S . . ) 
Q K Q l m ) K 

dans 0[G—7—,] ( resp . QfG™-]). 

Lemme 114. S o i t œ ' e Z f G ' ^ ] et so i t ou sa projec t ion canonique dans 

Z [ G ^ ] . On s u p p o s e que n = S ^ ou es t à c o e f f i c i e n t s dans Z ; a l o r s ip -̂ es t 

— s K œ ' / a = i principal dans K : !Pr = V " ^ ) / R "*) A K ' 

/ g - 1 - m m S , r J m ) 
On sai t que (Corol . 113) T ( ) A - r - i - , d'où, 

X Q Q T ^ ) 

P a r v-7—N : (v-T-Ti T(cp m ) w ) At, 
Q / R V Q / R 7 K K 

Q 1 — Q "J —•MMM—M* 

s o ï t ( v - r r i _ T ( c p ^ ) m 5 J ) A R = ^ n , pu i sque r ( c p - ^ ) m € Q ( m ) , en notant 
Q / K 7 ^ 

ou et Q l e s p r o j e c t i o n s canoniques de ou et n dans Z[Gp^]. Montrons que 



e . = } T ^ ^ ' ç K On a e , m € Û ( m ) et 9 , m A R = p u i s s a n c e m 6 

Q / K 

d'idéal de K. C o n s i d é r o n s a l o r s Q*m)(9 ')cQ ; e s t , d 'après 

c e qui p r é c è d e , une ex tens ion de KUMMER rami f i ée au plus pour l e s d i v i -
/ \ 

s e u r s p r e m i e r s de m, c e qui e s t imposs ib le , sauf s i 9 'ÇQ . Comme 

T ( q 5 ^ ~ ) e Q ' * m ) ( corol . 12), a l o r s e ' Ç K ' , d'où G' € K ' ^ Q ( m ) = K. 

Ce qui p r é c è d e conduit à l ' énoncé c l a s s i q u e du théorème de 

S T I C K E L B E R G E R : 

T h é o r è m e II 2. S o i t K une ex tens ion abé l ienne de Q de conducteur m. 

S o i t G k = Gal(K /Q) et so i t S K la projec t ion canonique de S , , dans K K 

Q [ G k ] . A l o r s l ' idéal S ^ Z [ G ^ ] FLZ[G^] de Z [ G k ] annule le groupe d e s 

c l a s s e s d' idéaux de K. 

P o u r l es p r o p r i é t é s de S ^ s e r e p o r t e r à [ 5 ] (pp. 39 -45) . 

S i g n a l o n s pour terminer que FRÔHLICH [ 3 ] a donné (au 

moins dans le c a s où K es t un c o r p s cyclotomique) une nouve l l e démons-

trat ion du théorème d'annulation précédent s a n s u t i l i s e r l e s sommes de 

G A U S S (maïs en s e donnant néanmoins l 'é lément de S T I C K E L B E R G E R 

s K ) . 



RELATIONS DE D A V E N P O R T - H A S S E 

INTERPRETATION AU MOYEN D E S t (L) . 

1 ) Résultat général . Dans [ 2 ] , DAVENPORT et H A S S E ont montré qu'il 

existait cer ta ines re lat ions non tr iv ia le s entre les sommes de GAUSS. Le 

résultat est le suivant (q = p n est une puis sance de p f ixée quelconque et £ 
.y 

est le groupe des c a r a c t è r e s delF^) : 

Théorème Mil . So i t x € 36 et soit i|i un élément d'ordre m| q-1 de J. A lors 

m-1 m-1 
on a "] j" Ta(<|f^x) = ^ I" p o u r t o u t a ' = 1< 

démonstration 

Il suffit de démontrer le théorème pour a = 1 (vérif ication 

immédiate). , 
m—i 
r r T ( ^ x ) 

On pose p(m, x ) = 1 , pour tout m|q-1 et 
T m O f Ï T ^ ) 

M-=0 

tout x £ ï î i|i e s t a lors , dans le membre de droite un élément d'ordre m 

de ï (on v é r i f i e facilement que p(m, x ) ne dépend que de m et x et non du 

choix de ,[,). On va démontrer ensuite arïthmétîquement que p(m, x ) = 1. 

La démonstration n é c e s s i t e quatre lemmes. 

Lemme III 1. L e s nombres p(m, x ) ont les propr ié tés suivantes : 

(i) p ( m , x ) 6 Q ( q " 1 ) , 
°b b (ii) Pour tout crbÇ G, (b, q-1 ) = 1 , p(m, x ) = p ( m , x ), 

e i 
(iii) p ( m , x ) p ( m , x ) ~ 1. 



Soi t o c € H (c= 1 mod (q-1)). A l o r s 

m-1 -
, n r ^ w x w 

p(m> x^ C = ^ p (m, x ) = p (m, x ) . D'où (i). 
x - m ( C ) o r ^ c ) 

^=0 

Sî cŷ Ç G' (b= 1 mod p) a lors 

m-1 
o 

p (m, x ) b = ^ - Î , comme (b, q-1 ) = 1 , (b, m) = 1 et |ib 

b b 
n f x 

T m U 
mb m-1 

modulo m parcourt l ' interval le [0, m - 1 ] , d'où 

• b 5 t(*x 
p ( m , x ) = p ( m j x d'où (ïï). r-

x=0 
Tmvx m b ) r r^ x ) 

Démontrons enfin (iii) : toute somme de GAUSS a pour mo-

dule q sauf c e l l e du c a r a c t è r e unité (égale à 1 ) ; s i ty^ = 1 pour un c e r -

tain |j, (a lors unique), c ' e s t que x = i|j ° et a lors x
m = 1 

(t(i|i ° x^ a ' n s ' 9 u e Tm (xm ) valent 1 ^ et dans ce c a s 
a - 1 a m ~ ' p (m, x ) p (m, x ) ~ = m ] - 1. S inon on voit qu'aucun carac tère (hormis 

q 
q m 

^ pour |x = 0) n'est égal à 1 et p ( m , x ) p ( m , x ) ~ = — = 1. 
q q 

Lemme III 2. L e s re lat ions de D A V E N P O R T - H A S S E sont v é r i f i é e s 

( i . e . p ( m , x ) = 1, pour tout m|q-1 et t o u t x £ ï ) s i et seulement sî on a 

p > X̂  = ' P ° u r t o u t x ^ ï et pour tout nombre premier £ j q-1, 

Etant donné p ( m , x ) , x € ï , m | q - 1 , la démonstration s e fait 

par r é c u r r e n c e sur le nombre de d i v i s e u r s premiers (comptés avec leur 

ordre de multiplicité) de m (le cas m = 1 est trivial et le ca s m = £ e s t 



l 'hypothèse : on suppose donc m = £m'). On a donc pfm',^) = 1 pour tout 

En part icu l i er p ( m ' , ^ ) = 1, c e qui s e traduit (en r e m a r -

quant qu'un c a r a c t è r e d 'ordre m' est par : 

m ' - l m' -1 
FT - r f ^ x€) - Tm,(x€m,>) V I ; on a auss i par hypothèse, 
X=0 / m \ x = Q \ ) 

p(£, = 1 et p(£, = 1 ; c e qui s e traduit, en posant ^ = 1|rm' par : 

y - o ' r ( ^ ) y i - 0 T ^ ) O O 
Y On en déduit l ' éga l i té suivante (où £ es t i n v e r s e de £ modulo p) 

X=0 (i=0 T m ' v x=0 |X=0 T 

m'-1 P-1 „ m'-1 P-1 
SOIT r r f T r ^ x ) - T M , ( x € m ) r r t t T # * x • 

X-0 ° / m \ / x = 0 o / 

On a ^ ^ = ; lorsque 0 < p < £-1 et 0 < \ < m'-l , mV +X 

parcourt l ' in terva l l e [0 , m' .g- l ] , d'où 

m-1 m-1 
1 T T ( • V = T M , ( X

M ) T 7 T (* v ) soit 
v =0 I v=0 £ 

m-1 / v i 
"j |"t v X = (g) Tm|(x ) = Tm(x h c e c1u' e s t bien la relat ion de 
v = 0 T(\1IV) 

D A V E N P O R T - H A S S E proposée . 

Lemme III 3. On a p(g,x) = 1 pour tout X, et tout £ premier, £ | q-1 • 

Ceei s e fait en deux é tapes : 

a) On montre d'abord un lemme qui donne une e x p r e s s i o n di f férente 

de la congruence de STICKELBERGER : 



n 1 

Lemme III 4. So i t a = a + ^ p +. . . + a j p ~ , 0 < Q-. p-1 , a < q-1 • 

A lors on a : ^ T—R = v ( a ) mod p. ÇK-sStt> (-P) P - 1 

Décomposons le produit a l se lon les interval les (éventuel le -

ment v ides) suivants : 
k—1 k [1><*0]> [a Q

+ 1 » ûfG+a1 p ] , . . . , [a Q +. . . + a k _ 1 P +1 , a 0 + . . . +ak P ] , . . . , 

[a +• . • + Q ' n _ 2 p n ~ 2 + 1 ' ffo+' ' ' +<*n-1 P"'1 -1 ' l e P r o d u i t d e s t e r m e s du (k+1 ) 6 

intervalle, k > 1, a pour p-valuation (avec la convention que si l ' interval le 

est vide, cet te p-valuation est 0) : 
k k k—1 

[ ° p " ] + • • • + [ ° k " ] - [ ° p ^ ] + . . . 

P 

a Q + . . . +Q?k_1 P k 1 , 
+ [ —j ] ) = +a 2 P+' • • + a k P + a 2

+ a 3 P+' • • + 
P 

k—2 / k—2 k—3 
a k P +. . . +ak - f or-j +a2 P+' • • + f f

k _ i P +a2+ct3 P+* " ' + a k - 1 P ' ' + a k - 1 

k l ^ 1 = a ^ P ~ +. • • +P+1 ^ = Q'k P . Donc la p-valuation de ctl est fkVK J k p 
2 ^ n—1 ^ ^ 1 

~ î ( « - s ( o r ) ) . 

Déterminons maintenant pour tout k, 0 < k< n-1 , les mul-

t iples de p k (non multiples de p k + 1 ) de l ' interval le [1 ,o>] : 
k k k k+1 ce sont les nombres p , 2p , . . . , A^p (en omettant l es multiples de p ) 

n 1 —k 
où Ak = = a k + a k + 1 P + . . . + a n _ 1 P ; le produit correspondant 

P 
k 

(i. e. de c e s nombres d iv i s é s auparavant par p ) est égal à : 

Ak 

T l 1 = { i . 2. . . (p-1 )} {(p+1 ). . . (2p-1 ) | . . . { ( ( A k + 1 - 1 )P+1 ) . • . (A k + 1 P-1 ) } X 

i^0(p) 



A, i p+1 J.. . (A. ,, p + a, )[ (pour le dernier produit entre acco lades , k + 1 k - ; . . • V n k + 1 K • u k / 

si otk = 0 le produit vaut 1 ) avec Ak + 1 = [ - j ^ y ] = c*k+1 +. . . + a n _ 1 p
n ~ 2 ~ k 

P 
A k 

ici k < n-1 ; pour k = n-1 , Ak = » n _ 1 et An = o j ; soit 
i = 1 

M0(p) 
/ % A ^ j ( (p_i )t ) a i mod p ; or (p-1 )! = -1 mod (p) et on obtient un résidu égal 

n-1 

A Ak+1 
à (-1 ) k + 1

 a J mod p. D'où i = y ( a ) (-1 ) k "° mod p ; k çy—s[g) ' 
p P " 1 

n-1 n 2 
or (-1 )p s -1 mod p et S Ak + 1 = +CTF2(P+1 )+• • • +cfn_1 (P + . . . +1 ) = 

k=0 ~ 

V~ s \<x\ d'où le lemme. p - 1 ' 

Corol la ire 1111. O n a , pour tout q?, 0 < a < q-1 : 

T ( c P g ) « !
£ 1 mod®'. 

a 
TT 

On a en effet | 7^) m o d P' s o i t 

TT ^ 

/ Qf \ | 
s( ) s 1 m o d ° r o n facilement que 

17 01 n _ 
( - P ) P 1 

,p-1 
(~1 ) P = (p_1 )J = _1 — ^ _ "P ^ 

Tr'3 TT 
, = , -, = -1 mod TT soit i = 1 mod TT et p-1 lK " p-1 11 

ry-s(o») 
^ ( a ) ( _ p ) p-1 s n s W + a - s ( t t ) = m o d ôr+1 . d , o ù | e r é s u l t a t . 

b) Démontrons maintenant que p(£,x) = 

Pour ce la on va démontrer que pour tout idéal ip de ^ 

a u - d e s s u s de p, on a p(£,x) = 1 m o d ^ ; il en résu l tera que p(£ ,x) e s t 

p r e m i e r à p donc est une unité ; étant de module 1 c e s e r a une racine de 

l'unité facilement identifiable. 



Quitte à conjuguer, d 'après le lemme III 1, (ii), on peut 

s e limiter à démontrer que p ( £ , x ) = 1 mod pour tout x et pour un uni-
fa 1 ) que a u - d e s s u s de p dans Q . 

f l T ^ X ) F T / 
On a p U , x 

= 0 

4 i - o W j l j r ^ ) 

si x Œ cp , (b, m) = 1, 1 < b < m. 

On transforme cet te e x p r e s s i o n : sî £ 'm, on p o s e 

b£ = xm + r 0 < r < m et a lors ^ b = ^ - b ^ = + r) = x ^ r > 

s i m , m = £ m ' et on p o s e b = X ' m1 + r* 0 < r ' <m ' et 

£1=1 b = | = 1 (x 'm' + r ' ) = x S?* + ^ 4 r ' . m gm' a î 

Dans le premier cas , 

i i-1, L « ) 
p(^ , x ) j [ J - * j — (par changement d'indice de 

r \ / /TM'x 
T Ê ( î p m ) r(cp ) 

sommation convenable) ; 

, S=1 + £1=1 r „ 
! g - ] ( £ m 

d a n s le s econd on a D(o, Y ) 5 ] T Œ -P £1=1 P i ' 0 £1=1 „ 
( m' r \ V- U f 2 ^ 

T^Cp ) T̂ Cp 

Dans tous les cas , on peut donc é c r i r e 
1 -A=î- ( 3 f ' i + > < ) ^ d(P, v ) — T T T ^ 1 i a v e c 0 < x < , x e n t i e r ; on r e m a r -H^'X' / x g \ ! I q-1 ^ P ' ' 

W ) f 
T 



que a u s s i que l 'on a jj, + x < q - 1 et p < q - 1 . 
v v 

On peut donc é c r i r e , d ' a p r è s le c o r o l l a i r e III 1 : 

A 1-1 M, i r JL. 
A ! 

p ( € > x ) 5 J i Z ° m o d u | o «pi, a v e c : 
l~ 1 |i 

JJL-0 p, 

On a T^cp**) =cp"Xê(€) T({pX^) avec cp~X|(«) = m o d ? ' ; d'où : 

1 J D - / A - B B ! N 
P ^ , X ) S — ! — r r . ^ ^ ) m o d « p . . 

^x u,—o v u * y 

e { x f c ï T 

e~] /a 1 n 1 N On a £ (A - B ) - £x = £ f S=_ ^ + x - 3 = ~ [ i ) - = 0 

(px)» J 4 - B ! 
d 'où : p ( g , x ) = 1 T J ^ T m o d ? ' . 

P o s o n s F(x) = l ^ n j y | | ( ^ n + x ) ! » P ° u r 0 ^ x • 
M» ^ 

- . f I C T ) ' e * » i - o ' 

« S- 1 ( • ^ r u + ' O t 1 \ , „ 1 
e e -p-J- U J l U f - J V + gx . or la relation x < ^ entraîne que 

n=o («x - n) + « x e 

Sx - ^ et (q-1 )|j, - £x ont même p-part ic ipat ion ainsi p ^ * ^ ) = 1 mod p 

F(x) 

et = 1 mod p. On applique ceci à p ( g , x ) e t o n obtient p = 1 mod ? '. 

On a donc démontré que la rac ine de l'unité p (£ ,x) est congrue 

à 1 modulo ; comme e l l e est , pour p ^ 2, un élément de W^ 1 



(cf. Corol . 112), il en r é s u l t e que p(£ ,x) = Pour p = 2, on a a priori 

p ( £ , x ) = 1 1. On ut i l i s e a l o r s une congruence modulo £ : So i t § une r a -

c ine d 'ordre £ de l'unité et soit-ar = §-1 ; comme £ | 2 n - l , £ es t impair et 

on a pour tout k, \|f(x) = 1 modur; de plus-®- es t premier à p donc on 

peut é c r i r e 

T ( ^ X ) - - £ = X ( X ) ; T ( X ) S T ( x ) m o d - N R 
x€ k x ç k 

T ( X ) € 

et T U^) = 1 mod-nr . D'où p ( $ , y ) s — mod-®" ; 
T « ( X € > 

or T(x)« = ( - S X W Z™Y - " B X€(x) * « T ( X )
 S T , ( X * > modTD- . 

x ç k 7 x ç k * 

Ains i p(g ,x) = 1 mod-nj- et n é c e s s a i r e m e n t , on a p(£ ,x) = U 

Ceci achève la démonstration des re la t ions de DAVENPORT-

H A S S E sur l es sommes de G A U S S . 

Nous a l lons montrer dans le §2 suivant comment interpréter 

d'une façon plus arithmétique, c e s re lat ions , en déf in issant cer ta ines 

quantités T(L) a s s o c i é e s aux ex tens ions abé l i ennes deQ. 

2) Définit ion et p r o p r i é t é s de T(L). On suppose maintenant p ^ 2 . 

a) Déf ini t ion de S o i t m premier à p un conducteur de corps 

cyclotomique (i. e. s i m est pair, a l o r s m = 0 mod 4) et so i t q = p n la plus 

pet i te p u i s s a n c e de p congrue à 1 mod m. So i t ï le groupe des c a r a c t è r e s 

de lF* . So i t Y = l'unique élément d 'ordre 2 de ï ; on a T(Y ) çQ' . q ^o o 
p-1 

/ 2 

On a auss i (Prop. II 1 ) T(XQ) = T( cp1 ) , cp1 étant le générateur de c o r -

respondant à lF . 

Définit ion III 1. S o i t m un conducteur de corps cyclotomique, so i t n le d e -

g r é rés iduel de p dans Q ^ / O e t soi* Q = p". ° n p o s e : 
3=1 3=1 3=1 i 

T ( Q M ) = cp(2) 2 T ^ (cp m ) T ^ (cp 2
 f 

m m 



la cons truct ion des sommes de G A U S S c i - d e s s u s étant r e l a t i v e au corps 

fini IF . q 

S i l'on s e r e p o r t e à l ' e x p o s é de [ 1 3 ] (chap. H, Déf . 7 . 2 ) 

a ins i qu'au travai l or ig inal de H A S S E ( [ 9 ] ) , on c o n s t a t e que T^Q^"1^ e s t , 

à une r a c i n e de l 'unité p r è s , le "ARTIN root number" re lat i f au c a r a c t è r e 

S r i 
, . m abel len cp 

On c o n s t a t e que T^Q^™^ e s t un élément deQ'^m^ qui s e t r o u -
Tm) ve en fait dans Q ' (corol . 12). 

b) Déf in i t ion de T(L). S o i t L un c o r p s abé l ien quelconque et so i t 
( m L ) 

m son conducteur. L e c o r p s L e s t égal à L f]Q 
' / ( mL> x Déf in i t ion III 2. On p o s e t ( L ) = V T(Q ) ). 
Ô ^ / C 

( m L ) ,(m ) 
Ceci e s t j u s t i f i é car T(Q ) € Q 

V ' 2 m L _ 
Il en r é s u l t e a l o r s que r (L)g L' . On v é r i f i e fac i lement que r(L) 6 L 

/ ( m L \ (cec i ayant l ieu pour T(Q j). On peut d ' a i l l e u r s p r é c i s e r davantage en 

ut i l i sant le c o r o l l a i r e 13. 

On s e p r o p o s e d 'é tudier l 'act ion de V J S U R T ( L ) pour 

tout s o u s - c o r p s K de L. P o u r c e l a on commence par é tudier l 'act ion de 
i 

VL/K" 

S o i e n t L et K, K c L , quelconques . On appe l l e m L ( r e s p . m^) 

le conducteur de L (resp . K). On r a p p e l l e que T(L) e s t cons tru i t e à part ir 
n l _ n

K de lF (q. = p ) et que t ( K ) es t cons tru i t e à part i r d e l F (qK = p ) 
QL K 

(m L ) (mK) 

n^ et n^ dés ignant l e s d e g r é s r é s i d u e l s de p dans Q et Q r e s p e c -

tivement. On a le schéma suivant : 



K' 

• L ( 
(mK) (m L ) 

(m ) (m,.) 
l no Q 

Comme Û'/Q est l inéairement disjointe de toutes les exten-

s ions du schéma c i - d e s s u s , on peut é c r i r e (en remarquant que 
(m. ) (m. ) 

[ Q : LQ L ; n L / \ L ) : 

N I N L - A L ' / ' / J V A N 1 L / K t { L ) = V L/K Vv (m. ) I t ( Q ' ) ) = 

Q / L 

. ( f m | J n i i / S J N 
(m, ) ( t ( Q ( m , J V ( ) ( } ( T ( Q ) ) ; 

/ K / K Q /Q 

, (m. ) (mK) (mK) (m, ) (mK) 
or v ( M ) ( M ) (T(Q ) j € Q1 , c a r Q =Q Ç] Q 

Q L /Q K 

d'où V L / K ( T ( U 
n L / x L , i 

v 7 r r T 7 ( v (m, ) ( m . J ^ 0 
K' ,77 / K Q L /Q K' 

(mK) (mK) 
puisque, de même, [Q : KQ ] = n

K A K • 

(mL) 
Nous al lons fa ire le calcul de v ^ (m ) ^ 

Q M L / Q M K 

par r é c u r r e n c e sur le nombre de d iv i seurs premiers (comptés avec leur 

ordre de multiplicité) de 
m 
m 

L 
K 

Lemme III 5. So i t q une puis sance quelconque de p ^ 2 et soit m un d iv i -

seur quelconque de q-1 (on n'impose ni le fait que q soit la plus petite 

puissance de p congrue à 1 mod m, ni que m soit un conducteur). A lors 

soit £ un diviseur premier de m : 



(i) si Z' m. , (m) / Q (m/«) T £-1 (cP 

q -1 
m 

> ) - X « ( e ) 
m m rr7« 

m7« 

' u m 

(EL) 
- 1 ' '€ ' 1 

3=1 
m m/ Z 

ty 

Cas où £ I m. On a a lor s (que m, m/g soient ou non des conducteurs) : 

° K o ' ( m V , m / e ) ) = { ' . ' 1 + m » , . m 1+— p 1 + ( ^ - l ) — p 

i ' q-1 d'où, en posant v = \> e t a = P o u r s impli f ier : 
o / o 

n i , m m _ 
v' r > » ) - r T t . c , » 1 1 + » ~ p ) ) - r r T a ( , v r P 

M- 0 

m q-1 
T a p 

or <p = { p ^ = i j f ( carac tère d 'ordre g de ï ) et 

v' T («P®) T A ( ^ P C P A ) TP A ) puisque (p, g ) = 1 . On ut i -

l i se a lors la relat ion de D A V E N P O R T - H A S S E (Th. III 1 ) qui conduit à 

g _1 
Lemme III 6. On a T j T UV-) = y} (g ) T ( v ) * - 1 . 

-n a A° a ° 

1 
Si £ = 2, = x^ et ] f T (X[J) = T (1 ) T (x ) = T (x ) ; Ao 1 a o a o a Ao 

M* 
2 or on a bien v (2) = 1. A o 

I z l 
1 - 1 2 

Si ZfÈ2, cons idérons T = ] { ( r ( / ) T 
LL=0 U = 1 01 01 



2 „ 
["^(-1 )q = q car ty est d 'ordre impair (cf. Prop. I 1 , (iv)) et 

1=1 

M-

^(-1) = 1. Or (Prop. 11, (III) et prop. 12) T (XQ) T 
a - 1 = q = 

1=1 1=1 
y (_1 ) T (Y ) 2 et q 2 = v (-1 ) 2 T (y • Montrons a lors que 

a Ao a o 

X o ^ 0 = X 0
( e ) : o n a X 0

= t P = {P 

soit x (-1 ) = (-1 ) ; o r X o ( £ ) = £ mod p. On a donc 

X o ( ç ) = = ( p ) n ( s y m b o l e d e LEGENDRE) ; or par réc iproc i té quadra. 

2=1 1=1 n Ed. Z=ln 

— " « ( J ) - ( ! ) ( - - : I 2 2 s o u = ) " ( - , > 2 2 -

n Hnl $l=1 n 
( E _ ) ( _ 1 ) 2 2 ; mais p n s 1 mod d'où 

•P—1 p J. 
X o ( * ) = ( - 1 ) 2 2 = X o ( - D 2 . 

1=1 i 
Donc q 2 = = > ̂ o ^ ' ' 

On a donc v' ( T ^ ) ) = x « («) T ^ X / " 1 T^fcp0*), d'où (i). 

Cas où g -fm. On a a lor s (que m, m/£ soient ou non des conducteurs) ; 

G a | ( Q , ( m ) / Q , ( m / € ) ) = { a „ , 1 + ^ p ^ 0 («)} . 
1 +M< Z P 

Soi t (j,* la valeur (unique) de p, t e l l e que 1 j p = 0 mod £ 
v 

(on pose 1 



.50 ) ~ * a On a v r (<?a) - ^ ^ 
T o ( » « V « ) ^ 

.aZ 
^ (P) T (Y ^ ,—- (en util isant une partie du calcul relatif au V X o 

aZ > £ti 
cas (i)) - x « ( « ) T ( V j , o ù * =<p « X0 a Xo T ( q > V P ) 

Introduisons le symbole d'ARTIN s = (— ^ qui a un sens 
• Y 

Z \ Z 

puisque 2'\~~P- O n a yZ - 1 m o c l T P î conséquent 

Q s . = ' — 
• T - T i 

p 1 - s " ' 
Etudions a l or s T ) ^ ; on a (puisque s " = s^) 

s - 1 

T ^ ( c p ^ ) Z =cp" a € v (v ) ^ ( c p 0 ^ ) (d 'après la prop. 12, compte tenu du 

fait que l'on a y premier à l 'ordre de cp0^). 

q-1 

Comme „«« = cp m * est d 'ordre 2 f ^ « Y = + n* > ) = j * f n*P . 

- 1 

D'où r . t b " * ) ' * - ^ ( v t r ^ f v l T ^ ^ * * p ) - r a C v ( , » • * P ) -

T ( ^ « A ) c a r <*«Y - C mod p, et T ( , « « ) = ^ ' ; ^ 1 <*Z\ ) , * , 
T^cp ^ 

>-1 
V * ' "'a

4*o' ' 'aZ 
tration. 

- 1 - s 
d'où J T (cpa) = Y ^ ( £ ) T (Y T ^ , ce qui achève la démons-

m ~ A. r\ r-j A O ruP T 



2 
Remarque III 1. Lorsque g | m, on peut convenir du fait que 

( - ) 1 Z - 1 

— ^ = 0 (y compris dans le ca s m = 4 d , d impair et g = 2 où, pour-

tant, le symbole d'ARTIN est défini). Examinons le cas part icul ier £ = 2, 

m = 4d, d impair afin d'éviter l'ambiguïté c i - d e s s u s dans les formules 

(ce cas correspond au seul cas où m et m/2 ne sont pas simultanément des 

conducteurs) : 
3=1 3=1 

_ ' / 4 d \ _ ' ' / 4d 
° n 3 Y * W d ) ^ ) = V Q ( 2 d ) / Q ( d ) V Q ( 4 d ) / Q ( 2 d ) ^ ^ 

cj-1 

V 2 d ) / o ( d ) ( T
a z l ( X o ) T

a z i ( c P 2 d ) ) ( d ' a P ^ è s 0 ) 
U / U 4d 2d 

3=1 , / j » " ' 

- ^ (Xo» ^ (X„) <9 " >) ^ <">) i <"• 
4d 2d d 

3 = 1 

Tçj-l (Xo} = Xo ( 2 ) Tçj-i <Xo> e t v ' ( 4 d ) / o ( d ) Tg- l ( * 4 d ) -
2d 4d Q / Q 4d 

„ , ( d ) i 
3=1 \JSL N 

2 f d \ \ 2 y 
(xQ) Xq(2) ^TG.] ^ '}) > ce qui s ' écr i t encore 

4d d 

4 ? 1 
V 4 d ) / A ( d ) ( x 0

( 2 ) T
H z l ( c P d ) r 3 = l { x o r ) 

Q /Q 4d 4d 

( d —1 \ v 2 / = (v (2) t ^ (çp ) t ^ (X q) j car on v é r i f i e directement que 
d d 

-1 
s 2 

T ^ ( X o ) = X o ( 2 ) T ] ( X o ) (ce résultat ne découle pas de la proposition I 2 
d d 

car 2 n'est pas premier à l 'ordre de x ) 



/ o (fK 

Corol la ire 1112. On a dans tous les ca s (avec la convention —J = 0 

si £ | f, f étant un conducteur) et pour tout m qui est un conducteur : 
3 = 1 1 

( 0 V m ) / Q W ^ U o ^ ) ^ ^ m ) - c t l ( X o r l ) = 
' m m 

X O ( 2 ) G 3 ) { X O R ) « J > S I E S T U N 

nyz rnfz 

conducteur ; 

çj-1 

0 0 V 4 d W d > ( X ° ( 2 ) T3=l ) ^ 
Q / Q 4 D 4 D 

d \ , - 0 W 
(2) T_ 1 (cp ) T0 1 ( X J ~ ) 2 ) , si m = 4d, d impair. Xo Ta-l ) T a - 1 

d d 

Le cas (ii) étant réso lu , p laçons-nous dans le ca s (i), en posant 

1 1 
6 = 0 si s^ = 0, 6 = 1 sinon. On a T (X q) = T (X q) ~ 6

 X q ( £ ) 6 

m~fZ mTz 

(Dans le ca s z ^ 2, s ^ 0 c 'es t la prop. I 2 ; dans le ca s Z = 2 , s^ ^ 0 

c 'es t le calcul direct évoqué à la fin de la Rem. III 1 ). 

On peut donc é c r i r e ; 

q-1 

V m ) / Q ( m / ^ X ° ( 2 ) ^ " ) ( x o ) _ 1 
m m 

m m m/ z 
x „ < 2 > E - 6 ^ ' x 0 ) - e X O ' E ) {

 T ^ ( x 0 > e - ' ( T A = ! (<P ) ) ' " s e -

^ " V o U ) ^ ^ ( x o ( 2 ) Tq^l ( X o ) - 1 ) 1 " ^ 1 X o ^ ) 6 - 1 
3=L 
m m J z m/ Z mTz m71 

Wz 



-1 3=r 
( x 0 ( 2 ) x 0 ( ^ r 1 ( x o ^ T ^ {o™'*)^ W " 1 ) 1 ^ • o r on a 

nve mZe 

X (2) x = 1 quel que soit g ; d'où le coro l la ire . ô A o 

Revenons maintenant à l'étude de l'action de la norme sur 

les T ( U . 

Soient K et L, K c L , deux extens ions abé l i ennes de Q de 
nK n|_ conducteurs m., et m. respect ivement ; on pose q = p et q = p ; on r\ L_ rx L_ 

appel le çp̂ , et cp^ les c a r a c t è r e s générateurs correspondant respectivement 

qK"1 q L - ] 

à , F q K
 e t , P q L

 Gt ° n P O S G Xo = ^K 2 e t Xq = 2 

m * r, * f h ï A - / X L I K / ^ K W'L/K * Lemme III 7. On a v ^T(L) j = T(K) ' ou 

' i r f , / K ' W 1 r / r N ^ 

v 

« t m K 

. ni /Xi 
On avait établi la relat ion V|_/K T(L) 

(mL ) n A 
" 7 Ï O v (m, ) (m^) W Q ) ) ' ° n U t i l î S e 1 6 c o r o , l a i r e 1 , 1 2 5 

Q / K Q / Q K 

on é c r i t : m^ = 2 p1 . . . p g . . . £ t , 

a C1 c 

mK = 2 p1 . . . p s
S , s , t > 0 , avec a. > c. > 1 , b > 1 , 

p̂ . ^ p. nombres premiers impairs, pour i = 1 , . . . , S , j = 1 , . . . , t ; enfin 

A > a > 0, A ^ 1 , a ^ 1. 

A C1 Cs So i t m' = 2 p1 . . . p s . . . £ t (m' est un conducteur) ; 



alors le coro l la i re III 2, (i), conduit à : 

' ( ( ( m l _ \ \ L
/ o , ( m' \ , Lv-1 

V ( m L } (m') ^ " = X ° V " 1 ' T qL"1 X ° 
Q / Q — — — r 

a) Iterration sur la puissance de 2 (si A > 0). P o s o n s 

c, c 
3 1 S 

m" = 2 Pj . . . p g . . . . (m" est un conducteur) et distinguons 

deux c a s : (i) A > a > 0, a lors on obtient (corol. III 2, (i)) : 

v
Q (m') / 0 (m") ( x 0

( 2 ) T q L - 1 m ) T q L - l ( x 0 ) ) " 
m' m' 

Xo { 2 ) T q L - l (*L m ) T q,_-1 ' 
"m77" m" 

(ii) A > 0 , a = 0, a lors on applique le ca s (i) c i - d e s s u s 

c, c 1 s 

jusqu'à avoir atteint le nombre 4p^ . . . p g . . . £ t puis on applique 

le cas (ii) du coro l la i re III 2 : on obtient donc : 

¥ 
y m ' K j I m " ) ( x 0

 { 2 , T q L - l ( » L m ) Tq,_-1 (Xo >~ 
m' m 

'(m") 

X 0
{ 2 ) T q L - 1 ( ' L m ) T q L -1 ( X o r 

m" m' 

b) Iterration sur les (si t> 1 ). On applique le coro l la i re III 2, 

(i) qui donne : 

„. (mK) (Xo , 2 ) T q L - l (*L m " ) T q L - l O 1 " V 
« ( m " ) / Q / Q m" m1 



t ' ( m K ) i 

X 0
( 2 ) T q L _ i (<PL

 m K ) T q L - 1 ( X o ) _ 1 ) j = 1 V ' ^ ' en tenant 

m K m K 

compte des r e s t r i c t i o n s s u c c e s s i v e s de s symboles d 'ARTIN 

Q 

( 
' ' ' ' 

«u 
; u = 1 , . . . , t, qui, p a r hypo thèse , ne sont j a m a i s nu ls . 

D 'où : en tenant compte é v e n t u e l l e m e n t du c a s A > 0, a = 0, on obt ient : 

q L - i 

v (mL) (mK) ) ) ~ VXo '' q L - 1 ) 1 q,_ . . . . X Q ) ) = ( x o ( 2 ) ^ , J Tq, -1 X̂q 
Q "" /Q mK m K 

' ( M K } I II - , — > - / . / M \ - 1 
a v e c W y = | | (1 -

On a donc q L ~1 = A L / K f ^ - 1 ) e t d ' a p r è s la p ropos i t i on 111, on a 

q L - 1 q K - 1 q L - 1 
" V \ / mK N n L/ n K _ / — pour (a, p) = 1 : T a^cpL ) = Ta^cpK ) et T a ( ^ L 

q K - i 
/ 5 \ n L / n K 

T ) . D e p lus , on a p a r déf in i t ion 

( m ) \ K mK 2 n-1 

' " ' " Xc (*K ) (CPK ) • 
m K m K 

i , i<\nl—/nK 
On a, p u i s q u e ^ et [ x 0 J co ïnc iden t s u r I F p no tamment , 

q K - 1 q -1 

v (m ) (irij.) ( T O - C x o ^ T q , -A«PK K - W 
Q /Q ' K K 



q L -1 q K -1 q L -1 
m a ' S "Tri— = ~ m — A L / K A V E C A L / K ~ 1 M O D P ' D O N C | , Î N D Î C E ~ — P E U T 

Q K ~ 1 
ê tre remplacé par dans l ' express ion précédente . On a donc obtenu 

M K 

v (m, ) (m, J I t ( Q = n Q ) ' d ' o u 
L , ' K 

v 
n, A , , ( N | _ / X | _ ) ( X L / X K ) N L ^ K W L / K 

( L ) ) L = v i /r? T(I—) = t ( K ) L / K L T L L , J ~ V CT/R 

M , N L / X K
 N L / / X K W L / K 

soit , par res tr ic t ion de W | _ Y K > v L / } < T ( L ) = T ( K ) 

I 
i 

W 
L / K On obtient a lors V L/K T(L) = T(K) ' , où est une racine 

ni /Xi 
de l'unité te l le que = 1. On remarque que K (car 

v L/K T (L ) Ç. K* et T(K)Ç K*) ; de plus et d'après le coro l la i re II 2, 

_ I 
on a = 1 et ceci montre que /, . ç K. On a donc démontré : 

L /K ' 

Théorème III 2. So ient L et K deux corps abé l iens avec K c L ; soient 

m^ (resp. m^) le conducteur de L (resp. K), n^ (resp. n^) le degré r é -

(mL ) (mK) 
siduel de p dans Q (resp. Q ), (resp. le degré résiduel de 

i — i 
p dans L (resp. K) et soit W = 1 \ - ( ~ ) ) • A l o r s il ex i s t e 

n
L / x K 

une racine de l'unité ç, ,, . appartenant à K te l le que F = 1 et appartenant à K te l le que g 
' L/K 

f p _ 1 = 1 , vérif iant : 
L / K 

I 
W j 

V'L/K (*<L>) " 5 L / K T<K> L / K 



3) Un exemple numérique. Montrons sur un exemple que la racine de 

l'unité n'est pas tr iv ia le en général . Prenons p = 7, pour L le corps 

q ( 3 . 1 9) _ q ( 5 7 ) e t p O U r | e S o u s - c o r p s Q ^ . On a le schéma suivant : 

K = K = .(3) •L' •L = ,(57) (342) 

Q- (19 ) 

On a 57, m ,̂ = 3 , = = 3 ; le corps L est donc l'unique sous-

corps tel que [L : L ] = 3 ; on a enfin \ K = n^ = 1 et K = K. 

on a 

On remarque que 19 est totalement décomposé dans K donc 

q(3) , / o ( 2 1 ) \ 1\ 
^ j p J = 1. On a W L y K « ( 1 - ( i 7 9 — ) 5 on vér i f i e que 

,(3) T 1 («Pur- ) € K = Q w / (cf. corol . I 1 ) ; on a donc 

x W L / K i A U 9 
X " ' , K ) ) 7 - ( T q K - 1 < K ' 

= 1 ; on a 

W L/K _ T(K) " = T 

-W / K\ L/K K 
K 

19 
o (19) = ) = -1 . On a donc 

L/K T(D = - ^ l / K ICI . 

Nous al lons déterminer ?l_/k e n calculant v L/j< ( t(L) 

directement et en identifiant S l / K (qui est d'ordre div iseur de p-1 ) par 

une congruence modulo ? . So i t (p le générateur habituel de 36 d'ordre 



3 4 2 = 6 x 3 x 1 9 . O n a T( l_) = t ( q ( 5 7 ) ) = T g ( c p 6 ) Tg(tp 3. 57 

- g , 
On constate que Tgfcp J € L_ (cf. corol . 13). On a (6) = 1 , 

(2) = 1 et cp-3' 5 7 ( 6 ) = -1 , donc T(L) = -r(cp 6 ) T(<p3- 5 7 -1 

Déterminons Gai (L/K) (d'ordre 6) : on vér i f i e que 

l'image ô } Q de Q ç Gai ( q ( 5 ? ) / Q ( 3 ) ) dans Gai ( q ( 5 7 ) / Q ( 3 ) ) / < o ? > est 

génératr i ce : on a < g 1 n > = | l , n , , a 7 1 , aOCi , et '10-

3. 5 7 \ - 6 

2 } 1 0 ' 43 ' 31 ' 25 ' 22J 

60 \ ( 258 \ t 186\ ( 1 50n 
JL/K = T L C P " J T ^ 2 5 8 ) T ^ C P 1 8 5 ) T ( C P ' 5 0 ) T ( V 3 2 ) . 

On a le tableau suivant : 

a écr i ture en base 7 s (or) Y (cf) mod 7 

171 3 + 3. 7 + 3. 49 9 -1 

6 6 + 0. 7 + 0. 49 6 -1 

60 4 + 1. 7 + 1. 49 6 3 

258 6 + 1. 7 + 5. 49 1 2 -1 

186 4 + 5. 7 + 3. 49 1 2 - 3 

1 50 3 + 0. 7 + 3. 49 6 1 

132 6 + 4. 7 + 2. 49 1 2 1 

On ut i l i se le th. 111 : 

VL/K ( * « - » 
/ 5 7 \ . _ e / 6» / 60^ # 258* , iooi , i sui , i VCD )\ u TICO ) *ncp ) Tlco ) Tlep ) T\CP ; TICP ) 

12 
}60, 
6" 

1 8 6 , 

TT 

}1 50\ 
"6" 

132, 
i 
1 2 

TT TT TT TT 

1 N"6 1 1 1 1 1 1 
y(1 71 ) / TTëy^ëÔy v (258) y (186) y (150) y(152) 

(_1 )6 (_i ) (3-1 ) (-1 ) ( - 3 - 1 ) (1 ) (1 ) s 3 mod <p' 



i _ 
Par conséquent - 4 mod ? soit est rac ine de l 'uni té d'ordre 3 

= cp(2)^. Cet o r d r e est le maximum p o s s i b l e ici. 

On constate a l o r s qu'il es t imposs ible de modifier T(L) par 

une rac ine de l'unité de t e l l e s o r t e que la norme obtenue s o i t é g a l e à 

1 ou -1 ; cec i montre bien que n'est pas due à une "mauvaise" d é f i -

nition de T(L). 
(57) 

Remarque III 2. S i on remplace L =Q par L^ où L^ est le s o u s - c o r p s 

intermédiaire entre K et L de degré 3 sur K, on peut auss i étudier 

Or Lj étant de conducteur 57, on a T(LJ ) = V ^ / l TO-), mais a l o r s 

V^ T(I~J ) = VQ / K V L / L = V L / R q u e | , o n v î e n t d e ca lcu ler . 

Cet exemple nous s e r v i r a auss i pour une i l lustrat ion u l t ér i eure d'un phé-

nomène part icu l i er (cf. Rem. IV4, chap. IV, §3). 



APPLICATION A L'ANNULATION D E S C L A S S E S D'IDEAUX 

D E S CORPS ABELIENS 

1) Elément de STICKELBERGER modifié (dans tout le chapitre, on s u p -

pose p ^ 2). 

So i t K un corps abélien de conducteur m^ . 

1 

Nous al lons étudier l'élément S ^ = S ^ - ^ [Q : K] , 

qui semble const i tuer, contrairement à S ^ , le "véritable" élément de 

STICKELBERGER (cf. [ 1 ] , où il est montré comment est obtenu Sj^ à 

l 'aide des fonctions £ part ie l les ) . En ce qui nous concerne, nous al lons 

montrer que Sj^ est canoniquement a s s o c i é au nombre T(K) que nous avons 

défini (chap. m , §2, Déf. III2). 

Proposi t ion IV 1. Soi t K un corps de conducteur m^. On a dans K la 

factorisat ion : 
• • 

m.. S . . m K K K 

T(K) A ^ = ^ , où mK = mK (resp. 2mK) si m^ est pair 

(pesp. impair). 

démonstration 

M K M K S ( M I . ) 
/ A K \ FK K 

D'après le coro l l a i re II 3, on a T (œ ) A—7 , = $ ^ 
K (m ) 

Q 

q K - 1 , (m ) 
avec . On a donc par définition de T(Q 

mK 

, m ) 2mK
 2 m K S ( m K ) - m K V <mK) 

/ ( N V N K ^ K Q / Q 



2 m K S (m..) 
Q * K 2 + K B pan déf ini t ion de S , v et par le fait que T (y ) = — p ; 

X * Q , m K ' Q 
(mK) __ 

la propos i t ion en r é s u l t e en prenant l e s normes dans Q / K (si m^ est 

pair on peut a l o r s d i v i s e r l e s exposant s par 2, comme on le v é r i f i e f a c i -

lement). 

Lemme IV1. (i) S o i t ou € Z [ G
K ] t e l W e Q = c u s

K € Z [ ® K ] 5 a l o r s ^ es t 

— n ' 1 — 

principal dans K (de façon p r é c i s e !p_ = t(K) (u Ap^ a v e c -r(K)œ £ K , ou' 

désignant un re lèvement quelconque de ou dans Z [ G ^ ] ) . 

(ii) soit ou € et so i t ou sa project ion canonique dans 
i _ ~ 

Z [ G k ] ; si T(K) U J Ç K , a l o r s l ' image S k Ô J de S K OU dans Q [ G ^ - ] e s t dans 

Z [ G R ] . 
• • • • 

m œ m o) S K mK n . e 
On a t ( K ) AJ-R = = B , p u i s s a n c e (m,,) d'un 

K K R K 

idéal de K ; le raisonnement fait dans le lemme 114 s 'appl ique e n c o r e ici 

s a n s modif icat ion a v e c m., au l ieu de m., (mais m., d i v i s e e n c o r e ) : r\ K K r\ 
I ! ( 

on a T(K)m Ç K et •p— = -rfK)^ Aj^ en appelant ou un re lèvement quelconque 

de u) dans Z [ G ' k ] ; d'où (i). 
! I — 

S i T ( K Ç K , on peut p o s e r T C K P A R = ^ , Ô € Z [ G R ] , 

d'où mK ÔÛSk = mK Q soi t ô j S K ent ier dans Z [ G ^ ] . 

On es t amené à déterminer â K = |ou€ Z [ G
K ] , ou S K £ Z [ G K ] | ; 

• • • 

on a a l o r s S K Z [ G K ] n Z [ G K ] = 2(K S K . Notons de même ( [ S ] , pp. 3 4 - 3 7 ) 

H k = {ou€ Z [ G K ] , ( U S
K € Z [ G k ] | et so i t ÂK ( resp . a k ) 'e plus petit ent ier 

pos i t i f non nul tel que ÀK S K Ç Z [ G k ] ( resp . a k S K ç Z [ G K ] ) . 



On obtient le résultat suivant : 

Propos i t ion IV2. (i) On a ô K = . . , ) • • • ; Â K ) , où les enti e r s a, 

(a, m^) = 1 parcourent un système complet de rés idus mod m^, impairs; 
(m ) 

(ii) S i [Q : K] est pair, a lors à K = » K ; 
( m K ) / \ t (iii) S i [Q : K] est impair a lors on a ( a k ) = ( a k 

l Z 
pour tout z premier impair et (ky^ = 2 si m^ est impair ^ A ^ = 1 

2 2 

e t ( A K ) 2
 = ( A K ) 2 = K ) 2 ' S i mK e s t p a î r -

démonstration 
(m.. ) 

On a ( ) - a ) S . . = ( (rr) - a ) S „ [ Q K : K] (1 - a ) v K / Q ; 

or - a ) es t entier ( [ 5 ] , Lemme II 6) et 1 - a est pair, d'où une 

inclusion pour (i). S i ou6 El,. , ou =Z) x p ; on peut écr ihe 
„ € G K » 

— ; ; * ver—a / ^ t f , , uu a 1 uipai 1 • c s i uc 1 11 11 peu • 1 —— ^ = Ç et = 7) x ( f f - a ) S . , + n S , . , où a impair est défini par ( — ) = g 1^ _ J">» Q G r\ rs S \ a _ / 

où r£ Z ; on a donc r S K £ Z [ G
K ] , d ' ° ù r = 0 mod ÀK« D'où (i). 

L ' a s s e r t i o n (ii) est évidente ; pour l 'assert ion (iii), seul le 

calcul de (Âj^J pour [Q : K] impair et m^ paîr r e s t e à expl ic i ter . 
2 
A ' t ( m K } / A On pose mK = 2 m K , m K impair, A > 2. P o s o n s H^ = Gai (Q /K ) 

et soit a = Z) a (sommation sur les a, 1 < a < m .̂ , ^a, = 1 et 
â 

ç"1 H k = a pour tout G^). 

/ mK ( mK* \ 
O n a m K S K = S ~ i r [ Q : K]J <j (cf. [ 5 ] , Déf. 112). 

0 € G k 



mK P o s o n s = ctg - ~2~ [Q : K] , pour tout g ç G^ ; on a ( [ 5 ] , lemme 117) 
mK * a = c AJ mod mK , (c, mK) = 1 , d'où Ôrff H C A ] - — [Q : K] = 

m (m ) m (m ) 
c ( & 1 + - £ [ 0 K : K ] ) - - ^ [ Q K : K ] S 

mK ( m K ) 
c à | - - g - [Q : K] (1 - c) = c Q!| mod m^ , car c est impair. 

( 2 A ) Or est impair : en effet , soit kQ = K n Q ; on a 

(?A) (2A) (2A mK) 

[Q ' : k ] = [Q ;K : K] qui d iv i se [Q : K] (impair) d'où les 

( 2 A } (2 A m' ) 
inclusions Q c K c Q et a | est somme d'un nombre impair 

A . mK d'ent iers a te l s que a = 1 mod 2 ; d'où impair et q̂  impair (car 

est encore pair) ainsi que tous les a , d'où = ici. 

Remarque IV1. On a donc montré que l'on a & = dans tous les cas 

(m ) 
sauf dans le cas où [Q : KJ et m^ sont impairs, auquel cas , on a 

( Â K ) 2 = 2 e t ( A K ) 2 

2) Résul tats sur l'annulation des 2 - c l a s s e s d'idéaux des extensions a b é -

l iennes imaginaires de Q. 

So i t L un corps abélien distinct de Q, de conducteur m^. On 

appel le L + le s o u s - c o r p s réel maximal de L. Considérons T(L-) ( re la t ive -

ment à p ^ 2 quelconque). 

1 + e i __ , 
Lemme IV2. On a t ( L ) " = 1. S i L est réel a l or s t ( L ) = - 1. En 

part icul ier , s i L ^ Q est réel a lors T(L) = ^ 1. 

Donnons d'abord un exemple de corps L imaginaire pour 

lequel L est réel (donc t ( L ) = Î 1 ) avec T(I_) = - 1 . 



On prend L = Q et p = 1 3 ; comme 1 3 = -1 mod 7 on aura 

q^ = 1 3 2 ( n ^ = 2 ) soit : 

t (L ) = X q ( 2 ) T 2 4 ( cp 2 4 ) T 2 4 ( X O ) \ 

84 84 

On a X q (2 ) = cp' (2) = 2 mod 1 3 ; or 84 = 7 x 1 2 d'où = 1 a î n s i q u e 

24, > . . . . ~ _ . /. i ( 24^ ' 
tp (a) pour tout entier a. On a donc T(L) = f(cp J t ( X 0 J • Comme n^ = 2 , 

t ( X q ) = T(CPJ ) (cp., relatif àIF1 donc T(X 0 )É: Q > c ' e même on vér i f i e 

(corol. 13) que T ( c p 2 4 ) € Q ( ? ) (donc à Q ( ? ) =Q^ 7 ) ) . 

Pour voir s i <r(l~) = +1 o u - 1 , on ut i l i se l e s congruences habituel les : 

T ( L ) = T ( « P 2 4 ) T ( C P 8 4 ) _ 1 H m o d «P'. O n a 8 4 = 6 + 6 . 1 3 e t 

24 = 11 + 1. 1 3 ; d'où y(84) = (6! ) 2 = -1 mod 1 3 et 

y(24) = 1 1 ! = 1 mod 1 3 et cec i démontre que l'on a bien T(l-) = - 1 (Remar-

quer que cette propriété ne provient ni du terme x0^2) ni de la normal i sa-

tion (T ) adoptée, au moins pour cet exemple). 

a 

démonstration du lemme 

/ / / N-1 On a t ( q ) - x 0
( 2 ) > 

q L / ( m | _ \ i(mi ) 
où = — et t (Q J G Q (corol. I 2) ; on a 

(m ) 1 +a_1 _1 a L 
t ( q J = qq =1 (car cp et X q sont d i s t incts du carac tère 

1 
unité) ; on a donc de même T(L) ~ = 1. 

_ 2m. _ 
On a t ( L ) Ç L ' et t ( L ) L Ç L supposé réel (cf. Déf. III 1), 

2 m L ( 1 + g _ 1 ) 4 m L 

donc T(L) = T(L) = 1 et T(L) est une racine de l'unité ap-

partenant à L1 et d'après le coro l la i re II 2 sur la Z- tors ion dans , p u i s -

que D = L Q ( p ) (p ^ 2), on a T(L_) = ± 1 . 



Corol la ire IV1. S i L est imaginaire on a pour tout ou Ç Z [ G ^ ] tel que 

T D V E L , v L / L + T ( L ) ® 1 - + 1 . 

Supposons maintenant L imaginaire. 

Lemme IV3. Il ex i s t e T L £ Q [ G l ] , défini modulo (l + ( ^ j ) ) Q [ G | _ ] , t e l que 

S ^ = > o n Pe(Jt prendre par exemple 

m. / 2 
1 L * / L x - 1 / mi_ \ , 

T L = — D [ - J { A - — ) - E N F I N P O U R T O U T € Z [ G l ] t e l q u e ( U S , _ 
L a=1 

soit entier, il ex i s t e un représentant T^ de T L ou modulo ( 1 + ( ^ f ) ) Q [ G L ] 

L \ \ ^ , 4-cu appartenant à Z [ G L ] et vérif iant Tj^ ( l - (jT ) ) = S L <„. L'élément 1"L 

est a lor s défini modulo + ("4) ) Z [ G L ] . 
m L 

1 / L \ —1 On a par définition S, Ty i — ) a = 
L m L a=1 a 

m L / 2 i m 

Ç * ( ( r ) " 1 a + ( î T T î ) " - a ) ) (car si m L est pa i r , = 0 mod 2 L a—l I 
m | _ 

et si m^ est impair, n'est pas entier) 

m L / 2 m L / 2 m ^ / 2 
s o î t J _ j f / L ) - ' _ J _ j f ( k ) " 1

 a et 
m L a à W a^l W m L a=1 

m. / 2 m. / 2 , * 

K > i 
On peut é c r i r e I[Q L : L ] V l / q - I £ * 

a=1 

m. / 2 _, 1
 m , / 2 



« é L " ( ' - fr))^ ï f 2 - - K ' - & ) ) £ t 2 ( t ) " ' . 

d'où la va leur de T ^ . 

S i maintenant o n a j , S L ç Z [ G
L ] , a l o r s 

Q = T l ( i - e s t ent ier et on a q + = 0 ; or dans Z [ G L ] 

cec i équivaut à ( l - ( ^ ) ) z [ G , _ ] so i t q = ( l - ( ; j ) ) T , T ç Z [ G j ; 

d'où ( t l u ) - T ) ( l - (^y ) ) = 0 d a n s Q [ G L ] so i t 

t L ( J J _ T ç ( l + ( ^ 7 ) ) q [ g
l ] î a î n s i T e s t l 'élément Tj^ cherché . 

S o i t a l o r s u,ç Z [ G L ] tel que S ^ Z [ G L ] ; a l o r s (lemme IV 1 ) 
S . ou i t _ , , 

? = fd-)® A T- a v e c rd-)1" ç L (^ re lèvement de q, dans Z[G. ] ) . On a 
L 

! 

a l o r s (corol . IV 1 ) V|_y|_ ^t(I~)(U j = +1 et on peut appliquer le t h é o r è m e 90 

i I - a _ i 
d e H I L B E R T qui af f irme qu'il e x i s t e Q £ L tel que rO-)'" = G . O n 

CU 0) 
I I 

remarque que l'on peut p r e n d r e 0 = 1 + T ( l - ) a ) ( s i T(L)<u ^ - 1 J car 

e 11—L Tv- — = t(I_) ; cec i prouve 
(U U) 5 i co'u +0 1 I 0) ff 1 

1 + T ( L ) T ( D + T ( L ) a u s s i que G peut ê t r e p r i s dans L ^sï T(l-)u,, ^ - 1 et L non r é e l j ; 

s i t ( I _ ' = - 1 a v e c L c L + , on remarque que l e s c a l c u l s qui vont s u i v r e 

sont va lab le s . 

0) On a par a i l l e u r s a v e c un choix convenable de T ^ 

S. u, O - o J t j " 1 - e i . T a, 1 _ a - 1 
(lemme IV3) ? = ? = 6 A r et L G A p ) = (1 ), ~ ~ (U VTj— ou L_/ 

• 

T. ou 
? = G A r 0 , où a es t un idéal invariant dans L / L + (qui es t en fait , eu L_ ou a) T 



eu 
dans L en toute général i té) . Cette relat ion s ' écr i t aussi $ = 9 A. a ; 

l_ ct> L 0) 
on a donc prouvé : 

Propos i t ion IV3. So i t L un corps abélien imaginaire de s o u s - c o r p s réel 

maximal L+ . Soit lH(L) le groupe des c l a s s e s au s e n s ordinaire de L et 

soïtIH° (L/!—j.) le s o u s - g r o u p e deIH(L) formé des c l a s s e s des idéaux in-

variants dans L / l _ + . A l o r s pour tout Z[G^] tel que S l o j ç Z [ G L ] , tout 

élément Tj^ de Z [ G L ] (vérifiant T® ( l - ) ) = S l C U ) annule le groupe 

I H ( L M H 1 ° ( L / L + ) . 

On sait que S ^ â|_ est un idéal de Z [ G L ] et que tout é lément 

Q ç S L â | _ est de la forme (1 - ^ T , T ç Z [ G L ] , défini modulo 

/ / I \ \ * * M + f - j ) )Z[G|_ ] (d'après le lemme IV3). P a r conséquent S L £IL est de la 

forme ( l - où est l'idéal de Z [ G ^ ] engendré par les éléments 

T et par 1 + j ( l ' idéal é L est a lors égal à | t ç Z [G|_], 

n 1 - (-H))eèLâL}> 
Définit ion IV1. On définît comme le plus grand idéal de Z [ G L ] défini 

P a r S L â L = ( l 

Corol la ire IV2. L'idéal annuleIH(L)/iH° (L/L+). 

Donnons un exemple montrant que l'idéal n'est pas n é -
• • • • . / L \ \ * * 

cessa irement l'idéal T ^ £IL bien que l'on ait T ^ 21L M - [~î ) ) ~ S | _ 2I|_ : 

(5 ) • 1 3 2 So i t L = Q ; on a S ^ = ( - 3 - 0 + 9 +3çy ), avec e = e»3 , 

(d'où j = <j2j. On a donc "T"L = y^(3+<j) modulo (1 + fj2). 

• 2 • 2 On a a lors 1 = (3 +<j) (p - 1 ) et (o - 3) S ^ = 1 - g , ce qui fait que 



l'idéal SQ ̂  est l ' idéal unité. 

S o i t T = T L + A(1 + ç 2 ) , A Ç Q [ G L ] ; ca lcu lons T{ts - 3) : 

1 2 on a T(o - 3) = 1 (-1 +1 0 A e - 30 A) (1 ) ; comme A est défini modulo 
2 1 - p , on peut supposer A = u + v ç , u, vÇ Q et 

T(<y - 3 ) = 1 (-1 +1 0 v - 3 0 u + ff (1 Ou - 3 0 v)) (1 + 9
2 ) ; une étude é lémen-

ta ire montre a l o r s que quels que soient u et v, T ( » - 3) n'appartient jamais 

à Z [ G j . 

On peut cependant remarquer que lorsque fl^ = (1 ) 
• » / | V 

(i. e. S ^ est dans Z [ G ^ ] ) a l o r s Sfî  est engendré par 1 + ( — ) et par un 

• I représentant convenable de T ^ modulo + s e détermine en 

pratique par la "division" de S L par 1 - J dans Z [ G l ] (nous appe lons 

encore T ^ c e représentant pour s impl i f ier) . 

Remarquons auss i que le fait d'adjoindre 1 + a u x g é n é -
* 

ra teurs de rend ce dern ier unique s a n s m o d i f i e r l e s propr i é t é s d 'an-

nulation que nous cons idérons . 

Remarque IV2. Compte tenu du fait que S ^ = ( 1 ' o n p e u t 

déduire faci lement de l 'énoncé c l a s s i q u e du théorème de STICKELBERGER 

que l'idéal annulelH(L)/lH1 ( L / L + M O Ù I H J ( L / L + ) dés igne le s o u s - g r o u p e 

des c l a s s e s de L invariantes dans L / L + ) ; mais d 'après la su i te exacte 

c l a s s i q u e (où E( ) dé s igne le groupe des unités) : 

1 ^ I H ^ L / L ^ ->IH1 ( L / L + ) E(L + ) n N L y L L ' / N l / l E(L) 1 , 

on constate que le quotient H 1 ( L / L + ) / H ^ ( L / L + ) n 'est pas trivial en général 

(puisque L est imaginaire, c e quotient dépend, e s sent i e l l ement , du groupe 

des unités totalement p o s i t i v e s de L_+). Il semble donc déjà que le résultat 

de la proposi t ion IV3 ne s e déduise pas de celui du th. 112. 



Nous a l lons maintenant démontrer que le résul tat p r é c é -

dent (Prop. IV3) peut s ' a m é l i o r e r e n c o r e t r è s substant ie l l ement ; de 

façon p r é c i s e nous a l lons montrer que dans l 'énoncé précédent on peut 

remplacer H ^ (l_/l_+) par les c l a s s e s r é e l l e s de L + é tendues à L , à une 

modification p r è s que nous a l lons expl iquer. Ces p r o p r i é t é s ne c o n c e r -

nant que les 2 - c l a s s e s d'idéaux au s e n s ordinaire , nous a l lons ra isonner 

a v e c les 2-groupes de SYLOW des groupes de c l a s s e s (ce que nous indi-

querons dans l es notations en remplaçant la le t tre H par la let tre Jt). Ces 

2 -SYLOW seront a l o r s c o n s i d é r é s comme Z 2 [ G | _ ] - modules. 

S o i t donc L une extens ion abél ienne imaginaire quelconque ; 

soit M l'unique s o u s - e x t e n s i o n de L t e l l e que [L : M] = d soit impair et 

[M : Q] une p u i s s a n c e de 2. On sai t que le 2 - g r o u p e des c l a s s e s &(l_) de L 

est une somme d i r e c t e de la forme 

«(L) = M ( L ) e © a ( L ) 1 " e 

1 e où e = i dans ce t te décomposit ion W(L_) es t canoniquement isomorphe 

à Jt(M) et M(L)1 ~ e peut ê t re vu comme le s o u s - g r o u p e de W(L-) formé d e s 

c l a s s e s de norme 1 dans L/M. Nous a l lons voir que les c l a s s e s provenant 

de M (i. e. de la composante >f(L)e) constituent une obstruct ion à la p r o -

pr ié té d'annulation de j{(l-)/j |_/ |_ jf(L+) que nous avons en vue. Donnons 

un exemple numérique montrant ce t t e obstruct ion : 

S o i t L = M = Q(V-1 5) (on a donc Ji(L)e = b(I_) ici) ; on v é r i f i e 
i / L \ que 

que fy (idéal premier a u - d e s s u s de p dans L) r e p r é s e n t e la c l a s s e d 'ordre 

T, 
2 de S(L), a lors on peut é c r i r e $ = 0 A L a , 96 L , a idéal ambige 

T L 

dans L/Q ; or ^ = ^ étant non principal , 0 ne peut ê t r e un idéal rat ion-

nel et contient de façon "non tr iv ia le" l'un des idéaux premiers ramif iés 

S L = ) ~ 1 > s o ' t = 1 e t = ^ s ' P e s t u n nombre p r e m i e r tel 



dans L/Q. Donc ici , 1"L n'annule pas M(L+) = îf(L). 

Remarquons que ce t t e s i tuat ion ( cas c y c l i q u e d ' o r d r e une 

p u i s s a n c e de 2) c o r r e s p o n d à un c a s p a r t i c u l i e r de la d é f i n i t i o n d e s in -

var iant s " c l a s s e s " (cf. [ 5 ] , Déf . 118, p. 6 5 - 6 6 ) qui es t s u g g é r é par la 

forme même des r é s u l t a t s ana ly t iques (cf. Th. 112, p. 31 de [ 5 ] ) ; nous 

y r e v i e n d r o n s à la fin de c e paragraphe . 

On peut a l o r s énoncer le résu l ta t suivant : 

T h é o r è m e IV1. S o i t L une ex tens ion abé l i enne imaginaire que lconque et 

so i t A|_ le plus grand s o u s - g r o u p e d ' o r d r e impair de G^ ; on p o s e 

e = 1 T) s . S o i e n t W(L), B ( L , ) l e s 2 - g r o u p e s de SYLOW d e s g r o u p e s 
| a L ! s ç A l

 + 

d e s c l a s s e s au s e n s o r d i n a i r e de L et L + et so i t j|_y|_ l ' ex tens ion des 

c l a s s e s r é e l l e s de L + à L. A l o r s il e x i s t e un élément T ^ de Z 2 [ G | _ ] défini 

modulo ( j + ( H ) ) Z 2 C G J p a r ' 'égal ité S L (1 - e) = T ^ ( l e* q u ' a n -

nule le module tt(L_)1 " e / j ' L / L H0-+)1 " e . 

démonstrat ion 

S i le conducteur de L es t p u i s s a n c e d'un nombre premier , il 

n'y a qu'un seul idéal premier ramif ié dans L et il e s t p r i n c i p a l , donc 

IH^(L/L + ) = J"L/|_ IH(l_+) et no tre théorème s e réduit à la propos i t ion IV 3. 

S u p p o s o n s maintenant le conducteur de L d i v i s i b l e par au 

moins deux nombres p r e m i e r s d i s t inc t s . 

Lemme IV4. S o i t m un conducteur de c o r p s cyc lotomique , m > 1. A l o r s 
/ i / \ 

l ' e x t e n s i o n © es t non rami f i ée pour l e s idéaux p r e m i e r s s i et s e u -

lement si m e s t d i v i s i b l e par au moins deux d i v i s e u r s p r e m i e r s d i s t i n c t s . 



II est bien connu que sî m = £ i i premier) a lors 
.(m) Q /Q est totalement ramif iée en £. 

II suffit donc de prouver que sî m est d iv i s ib le par au 
/ \ / \ 

moins deux d iv i s eurs premiers d is t incts , a l o r s Q / q est non ramî-
i . |< 

f i é e pour les idéaux : So i t £ un diviseur premier de m et posons m = m/£ 
u 

£ étant la plus grande puis sance de £ divisant m. Par hypothèse, on a 
i i m > 1 et m est un conducteur de corps cyclotomique. L e corps d' inertie 

(m) (m') 
pour £ dans Q /Q est le corps Q qui est imaginaire ; par conséquent 

(m) (m) (m) (m') £ est bien non ramifié dans Q / u , puisque (K ne peut contenir Q + ~p 

Lemme IV 5. So i t m un multiple du conducteur du corps L. A l o r s on a 

(m) M(L)1 " e c N 
. « " ' / L > 

Considérons le schéma suivant > 1 ) : 

M. • Q (m) 

N. 

N. 



Dans c e schéma l e s e x t e n s i o n s L , M , M1 sont défini 
X X ' 

e s 
fm) par l e s condi t ions [Q : M^] es t impair, [M : Q] e s t p u i s s a n c e de 2, 

M. = M n L et L = L M (d et 6 sont donc impairs) . 
' X X X 

Dans l ' ex tens ion L / L , a p p e l o n s - I l . / L . } - . , , 
X ' L I U ' ' , . . . , X — | 

une fami l le de s o u s - e x t e n s i o n s de L / L . t e l l e s que : 
A ' 

A 
(i) e s t non rami f i ée pour l e s idéaux , 

A A A 

(ii) On a L1 c L1 c . . . c L . c L . c L . + ] c . . . c c L^ , 

A A A 

(iii) l e s e x t e n s i o n s L / l_ j , . . . , L . + 1 / L . , . . . , L ^ H ne 

contiennent aucune s o u s - e x t e n s i o n non r a m i f i é e pour l e s idéaux. 

On définit a l o r s l e s e x t e n s i o n s c o r r e s p o n d a n t e s dans 
A A A 

M^/M1 : M. et M. , i = 1 , . . . , x - 1 , en posant M. = M^ fl L . et 

M. = M fi L_. , pour i = 1 , . . . , X - 1 . Il e s t c l a i r que la fami l l e 
' X ' 

^M./M.j-. _ 1 ^ 1 a, dans M^/Mj , l e s p r o p r i é t é s ana logues à (i), 

(ii) et (iii). 

On sa i t que dans une ex tens ion E / F la norme de B(E) 

c o î h c i d e a v e c W(F) s i E / F ne contient aucune s o u s - e x t e n s i o n de d e g r é 

p u i s s a n c e de 2 non r a m i f i é e partout (i. e. pour l e s idéaux et l e s p l a c e s à 

l ' infini) . S i E / F es t de d e g r é une p u i s s a n c e de 2 et e s t non ramif i ée p a r -

tout, a l o r s N E / , f tf(E) e s t d ' ind ice [ E : F ] dans b ( F ) et N £ y F H(E) e s t le 

s o u s - g r o u p e de 3J(F) canoniquement a s s o c i é à E / F par la t h é o r i e du 

c o r p s de c l a s s e s . 

On a ici H ( l _ . ) e - Jf(M.) et H ( l _ . ) e - J*(M.). D é s i g n o n s par 
A A A 

N. (resp . N.) la norme dans L . / L . ( resp . L_.+ 1 / l_ .) , i = 1 , . . . , X - 1 » On a 

donc Gai ( L . / L . ) - Jf(L.) /N. H ( L . ) - ( » ( L . ) e / N . « ( L . ) ® ) © ^ ^ . ) 1 " e / N . «(L.)1 " 



et le premier terme de la somme d i r e c t e es t isomorphe à 
A /S 

H(M.)/N. W(M.) — Gai (M./M.), par le corps de c l a s s e s ; d'où puisque 
A A 4 A 4 

Gai (M./M.) ~ Gai ( L . / L . ) : W(L.) " e / N . »(L.) e = (1 ) so i t 

1 _ e i _ e * N(l_.) ~ = N. H(L_.) ~ . Comme l e s normes de la forme N. sont s u r j e c -

1 —e 1 —e 
t ives , on aura Jf(l_) ~ = N L ^ ^'"x^ ~ 6 t c o m m e c ' e m ^ m e 

X 

M(L ) - N ( m ) w ( Q ( m ) ) , on en déduit M ( L ) 1 - e c N ( m ) w(Q ( m ) J, d'où 
Q / l - x Q / L 

le lemme. 

t J - e ' S o î t a l o r s h une c l a s s e de îf(l_) ; so i t h une c l a s s e de 
/ \ i 

Q te l l e que N , » h = h (lemme IV 5). On sa i t que l'on peut r e p r é -
Q / l_ 

i / \ 
s en ter h par un idéal premier de degré rés idue l 1 dans Q /Q que l'on 

peut c h o i s i r premier à m (cf. [ 1 1 ] ) . So î t !p / » cet idéal ; a l o r s posons 
Q 

^ = N # j ^ / \ ; il e s t c la i r que ^ r e p r é s e n t e h et e s t totalement 
Q / L Q 

décomposé dans L/Q. 

Appelons A ' e plus grand s o u s - g r o u p e d 'ordre impair de 

G / \ (on suppose A ^ (1 ) s inon le théorème est tr îvîal ) . So i t e l ' idem-
Q r V-

potent de l 'a lgèbre s e m i - s i m p l e Z 2 [ A ] a s s o c i é à un c a r a c t è r e 2-adique 

irréduct ib le non trivial ^ de A ! soit un c a r a c t è r e de degré 1 divisant 
/ \ 

la, . On sait que Z 2 [ A ] e e s t isomorphe à l'anneau des en t i er s Z 2 du 

corps cyclotomique 2-adique Q ^ , g étant l 'ordre du c a r a c t è r e r' ( l ' i s o -

morphisme étant r é a l i s é par l 'application pe r'(c) pour tout gr £ a). 
V-

S o i t a l o r s a un ent ier impair premier à m tel que q £ A e t 

tel que r'(c ) ^ 1 (ceci es t p o s s i b l e puisque r' n 'es t pas le c a r a c t è r e unité) â ' 

On sai t que fi = S ^ ( a a - a ) ç Z 2 [ G (Prop. IV 2) ; montrons que 



(g - a ) e e s t i n v e r s i b l e dans ZOTaI© il suf f i t pour ce la d 'étudier a M1 ( \ * 
r'( (a - a ) e ) = r'(a ) - a ç z o > p o s o n s g = r ' (e ), c ' e s t une rac ine de \ a [j, / a 4 a 
l 'unité d ' o r d r e non p u i s s a n c e de 2 donc g - a = g - 1 mod 2 es t i n v e r s i b l e 

dans ZL9^. S o i t ^e l ' i n v e r s e de (Q - a )e 9 o)€ ZOTA] î a donc 
** [i» ® [j» ** 

(a - a ) c u e = e » c e Qui fait que l'on a l e s é g a l i t é s su ivante s dans a M- M-
Q

2 r ® (m)] 

s ( f a - a ) e = n e , so i t 
Q a ^ V-

S
Q ( m ) ^ - ^ e ^ - a ^ > s o i t 

S e = flou e ; o r fiœe £ 1 2 [ G ( m ) ] c e Qu> prouve que 
Q M- V- H 

• . 

S / , e e s t ent i er pour tout u * 1. P a r sommation et en remarquant que 
Q(m) V-

Y) e = 1 - E , E = 7—7- J) s , on a S , * (1 - E ) é ZnÏG , <1. L'é lément 
fzi M* A J7 , „(m) ' ^ ^ L (m) J p 1 SÇA Q Q 

S ^ (1 - E) étant orthogonal à 1 ^ , il en r é s u l t e qu'il e x i s t e 

T ' ( m ) ^ 2 [ ® (m)] t e l q u e ê
f t ( m ) 0 " E ) = ^ ( m ) (1 " > ( o n v é r î f î e f a c i ~ 

Q Q Q Q 

lement que l'on a t ' ( m ) H f (1 - E ) mod (1 + ) Q 2 [ G ( m ) ] , T ( m ) 
Q Q Q Q 

étant l 'é lément défini dans le lemme IV3). Il convient maintenant de suppo-

s e r que m est le conducteur de L ; a l o r s par projec t ion de ce t t e éga l i t é 

dans Q^E^L]» c o m P t e tenu du fait que 1 - E a pour image 1 - e , que 

S a pour image S ^ , on a donc prouvé l ' e x i s t e n c e d'un élement 

tel que - ( ^ J j = S^(1 - e). Montrons pour terminer que 

T ^ a la p r o p r i é t é d'annulation c h e r c h é e . 

/ \ 

En uti l isant l e s arguments de la propos i t ion IV 3 (dans Q 

et pour l 'é lément ou = 1 - E), on peut é c r i r e : 



T O ^ (m) r 1 
f =©A / j2l , 86Q V a idéal invariant par j 1, q l ; 

Q (m) Q ~ 

comme es t non r a m i f i é e pour l e s idéaux, il en r é s u l t e que a 
(m) 

es t l 'étendu d'un idéal d e Q ^ : H . 

D ' a p r è s c e qui p r é c è d e et du fait que T(L-) e s t ici é g a l e 

à v / \ T f Q ( m ) ) on obtient par N , % : 
Q / L V ' Q / L 

0 

•P = E A. a , e = N , . ® Ç L et Q, = N , , A e s t l 'étendu 
L L + Q / l_ + Q / l_ + 

1 — e 

d'un idéal de L + . Comme ^ r e p r é s e n t e la c l a s s e h ç J((L) ~ le théorème 

en r é s u l t e . 
• « Remarque IV3. (i) En prat ique, l 'é lément T ^ s 'obt ient à part ir de S ^ 

« / L \ 
par "div is ion" de S ^ O - e) par 1 - ( ~ ) dans Z 2 [ G | _ ] * 

(ii) S i S ^ est en t i er , a l o r s S ^ = - (^y Jj» 
• • • 

T L € Z F G L J ' E T O N P E U T P r e n d r e T ^ = T ^ ; c ' e s t bien un élément annulant 

M(L)1 " 7 j L / L + M ( L + ) 1 " e . 

Montrons que c e r é s u l t a t e s t d'une c e r t a i n e manière en 

rapport a v e c une c o n j e c t u r e que nous avons f o r m u l é e dans [ 5 ] (p. 69) 

au sujet de l 'annulation d e s c l a s s e s d' idéaux. 

P o u r é v i t e r toute confus ion de notat ions a v e c c e qui a 

p r é c é d é dans la t h é o r i e d e s sommes de G A U S S , nous changeons c e r t a i -

n e s des notat ions en u s a g e dans [ 5 ] de la façon su ivante : On appe l l e p' 

un c a r a c t è r e de d e g r é 1 de Gai (Q3/©) (où Q 3 e s t l ' ex t ens ion abél ienne 

maximale d e Q contenue dans une c l ô t u r e a l g é b r i q u e Q d e Q ) ; on appe l l e 

p le c a r a c t è r e rat ionnel a u - d e s s u s de p ' et on d é s i g n e par 0 le c a r a c -



t è r e £ - a d i q u e a u - d e s s u s de p 1 (g nombre premier f ixé) ; on sait qu'à p 

correspond l 'extens ion cycl ique K de degre g égal à l 'ordre de p '. 
P P K 

On appel le enfin G , f le groupe Gai (K /Q) et le conducteur de K . 
P P P P 

On suppose ici £ = 2 et D impair (i. e. K imaginaire). 
P 

On a défini dans [ 5 ] (Déf. 118) l e s invariants analyt iques ^ ( h ) de la 

(g ) 

façon suivante ( o ù p ' | 0 et où p d é s i g n e l'idéal maximal de Z j 13 

Définit ion IV2. On p o s e : 
1 / -1 x ( a } r V h ) 

(i) — B j ( p ' j Z 2
 P = P , s i g n 'es t pas une pu i s sance 

de 2, 
1 1 ^ rru(h) - 1 

(ii) BJ ( p ) Z 2
P = P ' S ' 9 p e s t P U Î S S A N C E D E 2 

/ (4) avec K^ ^ Qv , 
(iii) m J h ) = 0 s i K = Q ( 4 ) . Y> p 

Ici Bj (p J dés igne le nombre de BERNOULLI g é n é r a l i s é a s s o c i é au 
1 1 * c a r a c t è r e p '. On a donc ^ B ^ p ' " ) = p'(J"K 

P 

Dans [ 6 ] (§11, 2, b, a) nous avons défini la notion de c a r a c -

tère modéré a s s o c i é à un c a r a c t è r e , de la façon suivante : on écr i t 

p' = r ' Y ' (y' d 'ordre p u i s s a n c e de £ (g = 2 ici) et r ' d 'ordre premier à £) ; 

so ient ^ le c a r a c t è r e £-adique a u - d e s s u s de r' et r le c a r a c t è r e rationnel 

a u - d e s s u s de r' , a l o r s l es c a r a c t è r e s r' , y, , r sont appe lés r e s p e c t i v e -

ment l es c a r a c t è r e s modérés de d e g r é 1, ê -ad ique et rationnel a s s o c i é s 

respect ivement à p' , 0 et p . 

A v e c c e s notations et en appelant W~(K ) le s o u s - g r o u p e 
P 

e 
des c l a s s e s r e l a t i v e s de Jf(K ) on a jf . = Jf~(K ) ^ ( la ^ -composante de 

P 0 P m ,(h) 
M~(K La conjecture formulée dans [ 5 ] (p. 69) est que p ^ annule 



(g ) 
le Z 2

 p -module Jf^ . 

On a la su i te : 

N K / K 
P P 

P P P + 
1 » (K ) »(K ) - P-X M(K ) 1 

qui es t exac te ; en effet , la norme N, . est s u r j e c t i v e car K / K K / K p p . 
P P + + 

est ramif iée pour les p l a c e s à l ' infini. Il en ré su l t e que l'on a l es su i tes 

e x a c t e s : 
e e 

1 M(K ) ^ H(K ) * 1 
0 P P + 

|M(K 
c e qui fait que = — — — • ; le module Jf(K ) s ' ident i f i e à 

|*(K P + 

P + 

hs i\s M(K ) c J{(K ) (où j" dés igne l 'extens ion des c l a s s e s dans K / K p , p t\ / r\ 
P P +

 + P P + 

K / K ) ; en effet j'K es t injectïf ici ( [ 5 ] , Prop. 111, p. 28) car 
P P + P P + 

K /Q est cycl ique. 
P 

e e 
Ains i H, et Jf(K ) ^ / M(K ) ^ ont même o r d r e maïs 0 p p p +

 P + 

ne sont pas n é c e s s a i r e m e n t i somorphes ; on a donc obtenu (le c a s JJ, = 1 

qui correspond à la u-composante H(K ) e de J{(K ) étant contenu dans le 
P P 

(g ) 

th. III 1 de [ 6 ] ) et en considérant l e s modules c i - d e s s u s comme des Z 2
 p -

modules : 

Théorème IV1 . Pour tout c a r a c t è r e 2-adïque 0 impair de c a r a c t è r e mo-

m ,(h) e e 
déré a s s o c i é u , p V annule JJ(K ) ^/j" / u , «(K ) ^ , où m,(h) est 

p p p' p +
 p + 0 



l ' invariant analytique (Déf. IV 2) défini au moyen du demi nombre de 

BernoulIi généralisé ^ B1 ^ p j . 

Remarque IV4. Le résultat précédent ne permet pas d'affirmer que #0 

m,(h) 
est annulé par p ^ ; on peut cependant obtenir ce résultat conjectu-

P 
ral dans des cas part icu l i ers ; par exemple : 

m, (h) 
Corol la ire IV3. S î la ^-composante de )j(K ) es t tr iv ia le a lors p ™ 

P + P 
annule jf^ . 

Ce coro l la i re amél iore le th. III 1 de [ 6 ] comme on peut 
(29) le voir en prenant pour K le corps Q : On vér i f i e que tf(K ) est t r i -

P P + 

vîal (ainsi le coro l la i re précédent s'applique pour les deux carac tère s 

2-adiques 0 et 0 divisant p ) ; mais les hypothèses du th. III 1 de [ 6 ] ne 

sont pas toutes v é r i f i é e s (il y a dans K p + des unités totalement pos i t ives 

non tr iv ia les , ce qui fait d 'a i l l eurs que l'on a l ^ l = 2 et | Jt^j = 1 

( c f . [ 6 ] , Rem. IV3)j . Donnons maintenant deux exemples numériques 

pour i l lustrer les résu l ta t s précédents . 

a) Exemple 1. Corps de degré 6 de conducteur 4 x 277. 

On a le schéma suivant : 

A277) 

On rappel le les informations numériques suivantes : on a 

|w(L+ ) | = 4 et la c l a s s e de l'idéal p^ de L + a u - d e s s u s de 2 engendre 

}j(L+) ( [ 7 ] , [ 8 ] , p. 96) ; 2 est ramifié dans l - / l - + et est totalement décom-



posé dans L + /Q ; les s e u l e s unîtes totalement pos i t ives de L + sont les 

c a r r é s d'unités ( [ 8 ] , p. 96 j. 

La formule des c l a s s e s ambiges dans L./l_+ donne donc ici : 

= 1 6 (cf. par exemple [ 6 ] , §l). 

Un calcul direct de S ^ donne : 

S L = 4 ( 1 - a 3 ) (G2 + C) soit T L = 4 ( E F 2 + E?) ( S engendrant Gai ( L / Q ) ) ; 

le calcul des nombres de B E R N O U L L I correspondants montre immédiate-

ment que le nombre de 2 - c l a s s e s re la t ives de L est : 

134. | = 1 6 (on a de façon évidente ici). 

( 3 ) 

En tant que Z 2 -module (obtenu par l'homomorphisme 

s - j ) m" est isomorphe soit à z l 3 ) / ( 4 ) soit à z l 3 ) / ( 2 ) x Z l 3 ) / ( 2 ) . 

De même peut ê tre cons idéré comme un module sur 
(3) (3) 

Z 2 (Par l'homomorphisme g j) et est isomorphe soit à Z 2 / ( 4 ) 

soit à z!>3)/(2) X Z^3 ) /(2). 

Considérons l'idéal premier a u - d e s s u s de p 2 dans L. 
2 2 Comme p 2 A L = > il en résu l t e que c l L 0p 2 ) = c l L ( p 2 A L ) = J|_/|_ h

Q 

où h est la c l a s s e c l ^ (p2) d 'ordre 2 ; ceci fait que h = c l^ f 1 ^) est 
+ 

d'ordre 4 (on sait que est injectif). Or hç if1 d'où nécessa irement : 

»1 - Z ^ 3 ) / ( 4 ) 

(2) - ( 2 ) Appelons Nj et Jt les c l a s s e s ambiges et re la t ives de 

(2) -(2) - / L annulées par 2. On a «j = M x ' = H» [ e n effet , si hç M1 n» a lors 

1 - s 1 1 1 (2) _(2) 
h = h = 1 et si a lors h £ }f et inversement ; on a 

d 'a i l leurs Nj f l M ~ = J | _ / L " e n r é su l t e que le 2-rang de 



est 2 c ' e s t - à - d i r e que n é c e s s a i r e m e n t : 

Cons idérons maintenant le groupe ï " : on a 

i i * n 
|Ki = 64 ; d'où Jt(L) = », M . On a a l o r s 

2 2 — 2 
»(L) = Jf̂  (jf ) so i t , d 'après ce que l'on a dit c i - d e s s u s sur les s t r u c -

— 2 tures de J^ et M , »(L) = j | _ y L >f(l-+). On a donc démontré que : 

(i) le module » ( L ) / j L y L H(L+) est d'exposant 2, 

(ii) le module Jf~ es t d'exposant 4. 

Ceci i l lus tre le fait que l'on peut avoir un annulateur pour strictement 

supér ieur à celui de » 0 - + ) (cf. Rem. IV 4). On remarque que 

1 — c?—1 _ 1 _ 2 
dans cet exemple, on a »(L) = (» ) = (j( ) , c e qui fait que 

1 

Jt(L) es t d'exposant moit ié de celui de » . Il est de toute façon fac i l e 

de montrer que l'on a l es inéga l i t és su ivantes (pour tout corps L imaginaire 

cycl ique sur Q) : 
1 — gp . 1 — Q . 

Exp (»(L) ) ^ Exp (W(U~) 2 Exp («(L) 

1 - G i 1 - C i 
Exp (#(!_) ~ ) 5 Exp ( M ( L ) / j L / L »(•-+)) ^ 2 E * P («O-) 

où Exp dés igne l 'exposant d'un groupe. 

b) Exemple 2. Corps de degré 6 de conducteur 3 x 277. 

On a le schéma : 



,(277) 

Ici 3 est inerte dans L^/q et ramifié dans l_ / l_ + . L a 

formule des c l a s s e s ambiges dans L / L donne ici : T* 

I», | = 4 ; on a donc H, - Z ^ / t è ) . 

L e calcul de S ^ donne S ^ = 4(1 - p 3 ) (p 2 + 2 a +1 ), c e qui 

conduit à = 1 6 et |W(L-)| = 64. Comme dans l 'exemple 1, on a 

îTnWj = ( ï f ~ / 2 ) = » { 2 ) = j L / L (w(L-+)j c e qui fait que l'on a : 

> r - z ! , 3 ) / ( 4 ) . 

On sait que dans cet exemple on peut aff irmer que 
1 / jf = M(L) f cf. [ 6 ] , §111, 2, ou voir directement que cette propriété 

provient du fait que H, = j L y L W(L+) j. So i t a lors h* un élément d'ordre 
+ „ 1 

4 de U et soit h£ tf(l-) t e l l e que h = h ; montrons que h est d'ordre 

8 et engendre Jf(L) : 
4 2 ( 1 - ^ ) 

Sî on avait h = 1, on aurait h = h qui sera i t 
2(1 - a _ 1 ) 2 ( 1 + ^ ) 4 

une c l a s s e r é e l l e d'ordre 2 ; maïs h ~ = h ~ puisque h = 1 , 

d'où h* 2 1 car h 
1 +<7 -1 est une c l a s s e r é e l l e d'ordre 2 au plus, ce qui 

est absurde. Donc h est d 'ordre 8. Montrons que les groupes engendrés 
3 b 

par h et h^ ont une intersect ion réduite à 1 : s i h = h a , a lors 
k 

a = 2 k x , b = 2 k y , x, y ç j l , 3, 5, 7^, 0 k < 3. En posant h' = h 2 y , 

on peut é c r i r e h ' 0 = h'Z , z ç j l , 3, 5, 7J» et h'c = h = h ; donc h 



(3) ' est ambige dans L/Q donc n é c e s s a i r e m e n t h = 1 , soi t 

a = b = 0 mod 8. Donc h engendre Ji(L). On a tt(L+) qui est 

d'exposant 4 ainsi que Jf~. 

• 2 

On rappel le que T ^ = 4(ç + 2^ + 1), donc l 'exemple 2 

i l lus tre le fait que T annule bien et 3i(L-)/j. /. 3i(L ) mais n'annule + T L pas tt(l_) en ent ier . On remarque auss i sur cet exemple que îl(l_) est » 
T 2 

' L .4(ff + 2 s +1 ) . 4 , . . . n . engendre par h = h w ; or h es t une c l a s s e d 'ordre 2, hQ , 
1 - 4 

t e l l e que hQ ~ £ (M ) = (1 ) donc hQ es t r é e l l e et non t r iv ia l e ; comme 
2 

hCT + 2 a + 1 = h a c e c J p r o u v e que le th. IV1 (ou le th. IV1 ') ne peut ê t re o o 
amél ioré en généra l . 

1 
Conclusion. On cons ta te que le théorème IV1 peut const i tuer un point de 

m (h) 

départ de l 'étude de la conjecture "p ^ annule #0". D e s résu l ta t s dans 

ce t te direct ion, que nous venons d'obtenir, seront publ iés ultérieurement. 

3) Autre s r é s u l t a t s sur l'annulation des c l a s s e s d'idéaux des extens ions 

abé l i ennes imaginaires de Q. 

So i t L une extens ion abél ienne imaginaire de Q et so i t K 

un s o u s - c o r p s de L tel que L /K soit cyc l ique et pour lequel la p r o j e c -
1 

tion canonique d e W | _ / K dans Z[G^J soit nulle ( cas où il e x i s t e 

un nombre premier £ divisant m^ et non m^ et totalement décomposé dans 

K) ; si l'on veut que ce t te condition soit indépendante du choix de p, on 

fait l 'hypothèse suivante qui entraîne encore = 0 : on suppose 

que | es t un nombre premier qui d i v i s e m^ et non m^ et qui est to ta le -
I I 

ment décomposé dans K. On a a l o r s (th. III 2) pour tout ^ € Z[G. J tel 
1 1 L 

que T(L)(W et fO^P so ient dans L et K respect ivement : 
1 1 t 

v r / K ( t ( L ) 1 " ) = *L/K S O Î t e n C ° r e V L/K ( t ( L ) U ) ) " * i / K ' § L / K r a C Î n e 



, \eme ' ^K de l'unité éga le à la pu i s sance (X[_'^K/ d e ^L./K ' o r ^ 

' ( ( m L ) 
est annulée par n |_/X|_ (qui est le degré rés iduel de p dans Q 

ainsi que par p - 1 (cf. th. 1112). 

Soi t a un ent ier f ixé impair premier à m^ ; on sait que 

- a j S ^ est dans Z [ G L ] et par conséquent (lemme IV1 , (i)j a 

( - ) " * ( ( — ) - â ) S. 
T(L) 3 Aj~ = 3 ' dans L*. On a 

r i 

a \~â ) ~ a a a v, ( T(L) ) = § = 5 = Supposons a lors l 'extension 

L 

L/K "L/K 

L/K cycl ique et appliquons le théorème 90 d e H I L B E R T : il ex i s t e 0 £ L 
i 

) - a a L / K 

tel que T(l_) = 9 , où e s t un générateur de Gai (L/K). 

Puisque d'après [ 5 ] (Th. 113, (iii)^) on a auss i dans N L / K ( ^ L ( ( ^ a ) _ a ) ) = 0 ^ r â c e à l 'hypothèse = 0), on en déduit 

q U e ^ L ( (^a) - a ) = ( e L / K ~ 1 ) ^"L/K 6 S t d é f i n i m o d u l ° 

L/K v, . On a donc : 

L L L 

• a 
T L / K 

^ = 9 G|_/K A L/K e S t u n ' d ® a | d e L i n v a r i a n t dans L/K. 

On a donc prouvé dans ce cas : 

Proposi t ion IV4. Soi t L une extension abél ienne imaginaire et soit K un 

s o u s - c o r p s imaginaire de L tel que L/K soit cycl ique et tel qu'il ex i s te 

un diviseur premier £ de m L ne divisant pas mK et totalement décomposé 



dans K. Soit lH(L) le groupe des c l a s s e s de L et soïtIH^(l_/K) le 

sous -groupe delH(L) formé des c l a s s e s des idéaux invariants dans 
• a 

L/K. A l o r s pour tout a , (a ,m^) = 1 , a choisi impair, l'élément 

défini par S ^ - a j = - 1 j dans Z [ G l ] , annule le mo-

dulelH(L)/tH°(L/K). Remarque IV 5. S i S ^ est entier, a lors on peut prendre 
a / / L T. = L \ \ a - a ) t L ( T l € Z [ G J ) . 

Remarque IV6. On remarque dans l 'énoncé de la proposition IV 4 que les 
L ou ut i l i s é s te l s que coS^ soit ent ier sont les j - a de et ÂK n'est pas 

A K 
cité : en effet on n'a pas nécessa irement g = 1 comme le montre 

L/K 
l'exemple du chap. III, §3 (Rem. III 2) : pour le corps Lj , s e r a 

une racine de l'unité d'ordre 3, mais on v é r i f i e facilement (calcul direct 

ou uti l isation de la Prop. Il 5 de [ 5 ] ) que S. est entier donc que 
1 

Â. = 1 . On ne peut donc pas amél iorer la proposit ion dans ce sens , 
L 1 

sauf peut -ê tre dans des cas part icu l iers . 

Donnons maintenant un exemple numérique illustrant la 

proposit ion précédente . 

So î t L le composé de Q ^ avec le corps -31 ) et soît 

K = Q(V-31 ) ; on a m^ =31 x 7 et m^ = 31. On v é r i f i e que 7 est tota le -

ment décomposé dans K. On obtient : 

S L = 1 - f f
2 - f f

3 + g
5 = ( a 2 - 0 ( ° 3 - 1 ) ' a v e c a = ( 3 ) . 

S i on prend a = 3, d 'après la proposit ion IV4, 

T L y K = ( 5 - 3 ) ( a 3 - 1 ) annule le module lHfD/ fH^L/K) . P l a ç o n s - n o u s 



au niveau des 3 - g r o u p e s de SYLOW. Un calcul direct (formule ana ly -

tique pour les c l a s s e s r e la t i ve s ) donne : 

|»(K) | = 3 , 

|K(L)| = 9 

(sî on appel le D le c a r a c t è r e rationnel a s s o c i é à L, a lors I M I = 3 ) . 
P 

Comme ici J^(L/K) = it1 (L/K) , l 'application de la formule des c l a s s e s 

ambïges donne | Jf1 (L /K) | = 9 ; on a donc W(L-) = J^ (L/K). Comme ici 

Jt(L) est formé de c l a s s e s r e l a t i v e s , on peut c o n s i d é r e r H(L)/Hj (L) 

(a ins i que H(K)^) comme des Z ^ - m o d u l e s (par l'homomorphisme 

2 4 3 - j ) car i ls sont annulés par 1 + a et 1 ; or l ' image de 
3 (3) 

a _ 3 j ( a - 1 j par cet homomorphisme est invers ib l e dans Zg ; ainsi 

on retrouve l ' éga l i té Ji(L) = J^ (L) maïs - 3 ^ - 1 ^ n'annule pas le 

module Jf(L)/ j L ^ K }f(K) qui e s t d 'ordre 3. Ceci montre en part icul ier que 

l'on ne peut e s p é r e r une s i tuation analogue à c e l l e du théorème IV 1 où 
• 3 1 1 

l'on aurait "T"L^K(1 - e) annule tf(L) " / j"LyKtf(K) ~ e (e ayant une d é f i -

nition analogue mais relat ivement aux 3 -composantes ) ; autrement dit, 
f 9 

L / K dans l ' é c r i t u r e ^ ' = 9 A L a L / / K > l'idéal a L / K ( invariant dans L/K) 

n'est pas n é c e s s a i r e m e n t équivalent à un idéal de K étendu et peut fa ire 

intervenir "effect ivement" les idéaux ramif iés dans L / K . 

Q 
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