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INTRODUCTION

Nous nous proposons de rassembler ici les éléments de la
théorie classique des sommes de GAUSS sur les corps finis puis de dé-
Y

gager de cette étude des conséquences propres a éclairer certains pro-

biémes sur les classes d'idéaux des corps abéliens,

Le lecteur peut se convaincre du fait que les notions de
sommes de GAUSS plus générales que |'on peut définir, se raménent,
"essentiellement!, aux sommes de GAUSS sur les corps finis (se re-
porter par exemple a [10] et [14] pour cela) ; ceci justifie que nous
nous limitions a ce cas ; d'autant plus que nous avons en vue les appli-

cations aux classes d'idéaux des corps abéliens,

On sait que |la contribution essentielle dans le domaine des
sommes de GAUSS sur les corps finis est celle de STICKELBERGER
([16]) ; nous verrons d'ailleurs dans ce travail que la plupart des ré-
sultats importants (par exemple les relations de DAVENPORT-HASSE
[2]) découlent de ceux de STICKELBERGER, On peut méme dire que ces
résultats reposent sur ce qu'on appelle les "congruences de STICKEL -

BERGER/,

Les chapitres | et Il contiennent les résultats élémentaires

classiques sur les sommes de GAUSS sur les corps finis et hotamment
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les résultats de STICKELBERGER ; le chapitre lll est consacré 3 la
démonstration des relations de DAVENPORT-HASSE (th. 111 1), rela-
tions dont nous donnons ensuite une interprétation (th, Il 2) au moyen
de certaines quantités r(L) associées & tout corps abélien L et qui sont
en relation avec les "ARTIN root numbers!, L'introduction de ces hom-
bres t(L) apporte une simplification appréciable a la théorie ; de plus,
I'étude de leurs propriétés nous permet, dans le chapitre IV, de don-
ner (th. IV 1 ou th, 1V 11) une nouvelle forme plus forte du théoréme

de STICKELBERGER (sur l'annulation des classes d'idéaux des corps
abéliens) qui ne semble pas pouvoir se déduire de I'énoncé classique,
Des exemples numériques sont développés 3 titre d!'illustration des phé-

noménes étudiés,

Pour les trois premiers chapitres, nous avons utilisé

abondamment les rédactions de [2], [4], [11] (v, §3) et [14],

N'ayant pas abordé dans ce travail les résultats sur le
"module des relations!' et la notion de "Grdssencharaktere'!' concernant
les sommes de GAUSS, nous renvoyons le lecteur a [1 5]* (et & la biblio-
graphie qui y est incluse) qui est précisément consacrée a un exposé

systématique de ces deux questions,

* These que hous avons recue apreés la rédaction de ce travail et

gréce a V. ENNOLA que nous remercions,
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DEFINITIONS ET PROPRIETES ELLEMENTAIRES

DES SOMMES DE GAUSS

1) Définitions ([2], p. 152 ; [4], §1;[10], §2;[11], 1v, §3; [12]).

a) Définition a |'aide des corps finis, Soit p un nombre premier et

soit q = pn, n=1, On appelle k le corps fini Fq extension der.' On
appelle T la trace de k éle (c'est une applicatioan‘p-linéair*e surjec-

tive).

On désigne par X le groupe des caractéres de degré ! de
K* & valeurs dans €* ; comme K* est cyclique d'ordre g-1, % est cycli-
que d'ordre g-1 et on appelle ¢ un générateur de ¥, On prolonge les

éléments de % & k en posant ¢%(0) = 0, pour tout o € Z,

On choisit une fois pour toutes une racine primitive pe
de I'unité ¢ (par' exemple [ = exp(2i1~r/p)).
Définition 1 1, Pour tout a premier a p et pour tout § € ¥, on pose :

(@) = =3 wix) 2T™
Ta\p xek x g

Ceci est une somme de GAUSS relative au caractére ¢ ;
dans cette expression, a (premier A p) est défini modulo p et on confon-
dra le plus souvent a et sa classe modulo p. Lorsque a =1, on dit que
la somme de GAUSS est normée et on omet I'indice 1. On remarque que
si m est l'ordre de y§ alors 'ra(w) est un entier du corps @(pm) (on a évi-

demment m | g-1).
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b) Définitions et notations générales, Les notations adoptées ci-

dessous sont valables dans toute la suite, En principe, on a toujours

. . . n
dans le contexte un nombre premier p fixé et une puissance de p,q =p ,

n=1, Considérons le schéma suivant :
n_
Q' L Lt @l(ml_)——_—.—_—@l(p -1) @v(q'])
p-1
nL

(q-1 ), on désigne

Si L. est un sous—corps quelconque de Q
par L le corps de décomposition de p dans L par rapport & Q. On pose
L= LQ(p) ; comme pt q-1, les extensions L'/L et @(q_l )/l_ sont liné-
airement disjointes, On remarque que L' est le corps de décomposition
de p dans I'extension L!'/Q' ; pour éviter toute ambigufté, on pose

L'=1L.

On appelle AI_ et AI'_ les anneaux d'entiers de L et L', On
appelie YBL un idéal premier de L au-dessus de p dans L et ’DI'_ I'unique

idéal de L' au~dessus de 'pl_ (qui est totalement ramifié dans L.'/L),

On désigne par A le degré résiduel de p dans L/Q
(>‘I_ =[L : L7]) et on désigne par m_le conducteur de L (mL' g-1)., On

n
appelle enfin n_ la plus petite puissance de p telle que p L = 1 mod ml_

(on a donc n = [@(m'—') : @(m‘—)] et )\L_lnL_[n).

L

On pose G, = Gal(L/Q) et G| = Gal(L'/Q') ; on appelleH le

groupe Ga'(@'(q_l )/@(q-l )\2 Gal({@'/Q) et T le groupe Gal(@'(q-] )/00

(onarl~ G&(q-l ) X H).
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D'une fagon générale, on note e, €T, le symbole

@,(q—l)

d'ARTIN usuel (——-—-—

: >, (t, p(g=1)) =1, ainsi que, par abus, les

. s L L .
restrictions v ou (T de ces automorphismes aux sous~corps de

@,(q—] ).

On définit enfin ! = st, s'¢ Gal (LL'/K!) et

Y /K =Zs) s, s € Gal(L/K), pour tout

K, L, keLcalaY,

(g-1)

Dans lecas ol L =Q on simplifie quelques unes des

notations en posant hotamment :

A=A 0 ATTA (g)
D= 'D@(q_]) , Pr= !pa(q_” (fixés arbitrairement),
G= G@(q-—l) »  G'= Ga.;(q—l )

c) Interprétation arithmétique de la premiére définition,

Il est commode, pour une étude arithmétique des sommes de

GAUSS, d'interpréter k et ¥ de la fagon suivante :

On considére P! (idéal premier au-dessus de p dans Q'(q-l)

choisi une fois pour toutes), On a A!/B! ~ k ; B! étant fixé, on peut poser

k = Al/D!,

On sait que le groupe Wq 1 des racines (g-1 )€ de 1'unité
contenues dans A'! est canoniquement isomorphe a k*.

Définition 12, L'isomorphisme réciproque (qui identifie K aw ) dé-

q-1
finit (pour P! fixé) un générateur privilégié de ¥ dont on considére |'in-

verse dans ¥ noté ¢ : on a donc, en notant G I'image de u € A' dans k,
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o(u)= v~ mod B! pour tout u, ug B!, et p(E) = §_] pour tout &€ € W

q-1°
Remargue 11, Outre le signe - utilisé par certains auteurs (HASSE
notamment) dans la définition des sommes de GAUSS, il semble qu'il

-1 (x)gaT(X)

seraijt préférable de définir —ra(q;) par Ta("’) =3 ¢ selon

x €k

un principe fréquent : ceci éviterait d'avoir & utiliser pour ¢ I'inverse

de I'isomorphisme canonique,

2) Propriétés immédiates des sommes de GAUSS,

Proposition |1, On a les propriétés suivantes ((a, p) =1, ¢€ I) :

(i) 'rab(\lx) = \1:_1 (b) v_(4), pour tout b premier a p,

(i) 0) =1,
°a
Gin) T (y) v (v) = q, lorsque y #1, ol ¢_, désigne la

cohjugaison complexe,
(iv)  «_(v) 'ra(q:_l) = y(-1)q, lorsque ¢ # 1,

vV (P =

>
a Ta(‘l')’ pour tout r= 0,

démonstration

(i) onar, (W=-2 vxT™lp 460270

x€ k xX€E k

;en posant bx =y

dans k, on obtient

o ==2 s TV oy en v = o) ).
y€k y€k
(ii)onar_(1)=~% gaT(X) =1 -5 gaT(X) ; soit U le noyau de la
@ x€ k¥ x€ k
trace T qui est surjective ; on a donc, en décomposant k mod U :
r (1) =1 % (o +¢® .+ P
x€e U
(iii)D'aprés (i), on peut supposer a =1, On a
o
w0 o) = R M TV e ey TV

X € k¥ y € K¥ x, y€ k¥

m
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on pose z = Xy et on obtient

5 42TV Ly gy (Thviz-t)

’

y,z€ KX z€ K¥ yek*
pour z # 1, CT(y(Z_] N -1 (cf. démonstration de (ii))
yé k*
et pour z =1, cette expression vaut g-1 ;
&
=1
r(y) r(y) =-3 ¢(z) +q-1=1+q-1=gq
z€ K¥

z #1

(carZ‘ y(z) = 0, pour ¢ #1),
ze kKX

e

=1 aT(x)

-0, v T = 1_, () = ¢(-1) r_(¢)(d'aprés
x € K*
1 -1 7. ° .

) (-1) =_(¢) = ¢(-1) v_(¢) et la relation

(iv) On a —ra(w_])

]

(i)) d'ol 'ra(vb-
en résulte,

r r
(v) On a 'ra(drp ) == q;p (x) gaT(X) =-3 w(xp )¢ aT (x) ;
x € k¥ x€ KX
r
P est la puissance re de l'automorphisme de
r
FROBENIUS de k ; il suffit de poser y = xP , ¥ parcourant alors

or |l'application x-x

K* et comme T(y) = T(x), le résultat en découle,

Examinons maintenant l'action de I' sur |les sommes de
GAUSS. On rappelle que les éléments de T" sont notés e,
(t, p(g-1 )> =1 ; il faut remarquer que lorsque plg-1) n'est pas un con-
ducteur (cas p = 2 et cas oli q-1 = 2 mod 4) e, a un sens pour t pair
mais ['action de e, sur les nombres {(x) n'est pas nécessairement

'élévation & la puissance t ; c'est par contre le cas dés que l'on

choisit t impair (ce qui est toujours possibie).,

Proposition 12. Pour tout o €T, (b, p(qg-1 )> =1, on a
°b _ b b
'ra(q:) =y (b) t_(¢") (cette relation est encore vraie si e, est con-

sidéré comme élément de Gal(@'(m)/@), ol m est I'ordre de ¢, a condition
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de supposer b premier & pm), En particulier, si o, €G! (i.e. b=1 modp)
g
alors 'ra(q;) b _ ¢a(¢b) et si @, € H (i. e. b =1 mod(g-1 )) alors

=)
T (y) P = v~ ) T v,

démonstration.

On a, puisque b est supposé premier a p et a I'ordre de

g
o (p) b 5 yaPTH Tab(q;b) = y"P(b) Ta(\llb) (Prop. 11, (i)).
x€ KX
= -b ~b
Lorsqueb=1modp, ¢ (b)=y¢ (1) =1 et lorsque
b =1 mod(qg-1), ¢b = |, d'ol les cas particuliers de la proposition,
Corollaire 11, Soit € %, ¢ dlordre m|q-1, soit a, (a,p) =1 et soit d =
Ll . Alors 1 (q;)de @(m) et d est le plus petit entier positif ayant
(m, 5:%) 8
p-—

cette propriété,

-1

e
Soit g, €M ; alors 1_(y) b=y~ (b) r,(¢). Ona

Y -1
\y-l (b)d =~ ° T dip) (ol I'on a posé y = cp%n"‘ € avec (c, m) =1);

-1 -1
posonsg-j = A5 etm= Ad((b,d) =1, A= (m, g_—])> ; alors

w-] (b)d = bcgr;—]d = bc(p"1 o 1 mod P! ; dloli \1:_] (b)cl =1, quel que soit
gbe H, et 'ra(w)de Q(m). Inversement, si 'ra(w))‘eﬂl(m) c'est que

\y"] (b))‘ =1 pour tout b mod p, b =1 mod (g-1), soit bc%ﬁl A 21 mod P,
pour tout b ; ceci veut dire que c-clm_-l A = 0 mod (p-1) soit

c-q-n:—])\ = p(p-1) soit c As) =p Ad soit c 62 =ud; or (¢, d) =1 et

(s, d) =1, d'oli 2 =E&6_ d est multiple de d.

Remarque 12, On a le schéma d'inclusions suivant :

a Q(d) @(m) Q(m)

On sait que Gal(@‘m)/@(m)) est engendré par ° (puisque
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p’rm) ; il suffit donc de vérifier que p =1 mod d ; or si on pose
a=1 _ - - ;. _g-1_(g-1)d _ g-I
o7 = Ab et m=d, (5, d =1, on ap-l 5 — s d

.9_—_] A i =
(mé étant entier car (5, d) 1).

Corollaire 12. Soit € %, ¢ d'ordre m|g-1. Alors 'ra(w)EG'(m)
((a, p) = 1).

Soit 0 _¢ Gal(@'(m)/ﬂ'(m)), c=1modp, (c, mM)=1:o0na
o
T, (¥) € =" %) Ta(‘hc) = Ta(‘l'c) : or par hypothese c est congru modulo m

3 une puissance de p , donc -ra(q,c) = Ta(w) <Pr~op. 11, (v)).

Ce corollaire, assez important, montre notamment que les
sommes de GAUSS sont congrues a des rationnels modulo B!, rationnels

qui seront déterminés dans le chapitre II,

On peut alors déterminer un corps d'appartenance de

'ra(tlr) :
Corollaire 13, Soit d = r:_] , mordre de y ; onsait (Rem, 12) que
(m, B':T)

POV

)

d| p-1. Alors rra(q;) appartient au composé du corps @(m et de |'unique

sous-corps de Q' de degré d sur Q.

On utilise le corol., 11 dans Ilextension de KUMMER

qr{a-! )/@(q-l) dGQ(q-I)

: on a en particulier t_(y)
(g-1)

et rra(w) est dans |'ex-

(q-1)

tension de degré d sur Q contenue dans Q! ; d'ol le résultat

compte tenu du corol, 12,

x) (y)
T

Proposition 13, Pour tout ¥ et y€ X le quotient -T—X(WHL est un entier du

(g-1) . wly) t(y) _ _
corps Q . Sienoutreyy #1, alorson a ——Tx(—y—w-yi tg)k x (t) y (1 =t),
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démonstration,

Le cas ¢ =1 étant évident (cf. Prop. 11), on suppose
Wi A1 onarl) fy) =2 %0 #ly) T XY on pose x+y =z, zek
X, V€ k
T(z)
et vlx) 7(¢) =3 x(x) ¢(z-x) ¢ . Pour z = 0, la somme
x€ KX
z€k

5 x(x) ¢(~x) est nulle car xy # 1. Dans les cas z€ KX, on pose x = tz,
x€ k** _ T(z) _
te k', eton aalors tly) (y) = x(t) x(z) w(z(l —t)> c =
t,z€ K*
T o) o x () el1-b),

o oy (t) ¢(1=t) (z) ¢(2)
k*x ¢ ZZ)*xzwz ¢ te KX

te €K

(g-1)

Ceci démontre I!'intégralité de b 'r)xTvlf ), son appartenance a Q et la

relation proposée,
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CONGRUENCES ET RELATIONS DE STICKELBERGER

1) Congruences de STICKELBERGER, On désire établir une congru-

ence modulo B! relative aux sommes de GAUSS, Soit ¢ = ¢%,
0< ¢g<qg-1, Soitg = o, +a]p +o.. F cyn_]pﬁ"'l , 0< o; < p-1, Ilécriture
en base p de ¢ (les @, sont donc non tous égaux a p-1).

Définition 111, On pose s(y) = oy Fog et (somme des chiffres) et

v{e) =a ! ay! ... ;! (produit des factorielles des chiffres),

On a le résultat suivant ([16] ; of. [2], [4], [ l]) ol I'on

posen = [~1 :

Théoréme 111, Soit o tel que 0< y < g-1 ; alorsona:

1(%3%5-(1—7 modulo P!,
ﬂ_s o 'Y o

démonstration,

Le cas ¢ = 0 étant évident, on suppose ¢ = 1. On fait la
démonstration par récurrence sur I'entier s(¢), nombre qui est com-

pris entre 1 et n(p-1) - 1,

(i) sle) = 1. Nécessairement ¢ = pr, 0< r <n et dans ce cas
rle®) = (o) (Prop. I, (v)>. Or on a

() = =2 elx) C,T(x) =-3 elx) (gT(x) - 1) cary} o(x) =0 (p =1 sup~
xX€E k x€ k xXE K
Tx) _
pose q = 2 soit ¢ = 0 qui est écarté). On sait que ¢ —_ = T(x) modm,

c-1
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d'oli
=1
-T—(Q)-E—Z) w(x) T(x) modn= -7 w  T(w) mod rr;
™ ~
Xck (”6 w 1
q—
n-1
or Tlw) = w + o’ oot o mod P!,
n-1
d'ot‘JT—((g-)-E—E (1 +wp-] TR -]>E-—(q-l)El mod P!, Ceci
T we Wq_]

démontre le cas (i).

(i1) Supposons la propriété démontrée pour tout g = 1 tel que

s(B) < . Soit oy <q-1tel ques(e) =1 +12=2, Ona

a=ozo+arlp +...+an ]pn-], Ofozifp—l. Il existei, 0<i<n-1, tel

que o # 0; si i est choisi minimum, alors

_ i n-1 _ i N-1i
oz—cvip +...+ozn_1p —p(ozi+...+a ]p )etonaur*a
!
r(0%) = 7(©¥ ) avec o' = ap oot p -1- ' (Prop. 11) ; on peut donc
supposer quitte & remplacer o par ¢' que i =0 (i, e, oy > 0) (on a toujours

s(a") = s(a) et y(a'") = v(a)). Posons alors g = o~1, On ag=1 et I'écri-
n-1

ture en base p de g est bien g =0o, -1 +a1p +"'+°'n 1 P , dlol
s(g) = s(a) = 1 =2. Par hypothése de récurrence on a
B
(")
d P!,
=Tl mod

On a cpo’ = ch ¢ et en utilisant la proposition | 3 on peut

écrire _(ﬂ_)_'r_(ﬁ - olt) 0P (1 -1,
(%) tek

Calculons le membre de droite modulo B! ;

Il revient au méme de calculer mod B! :

0o ==7" -1 _ q-1-8 : =ag-1 -8 °
wewq—l w (1 -=w) . Soit v q B ;
_ -1 k
onagp=-3, w 7 (=1)7C @ mod P!
wEWq_l k=0
V
k k -
=-p ()°ct 7 o<~ mod 1,
k=0 Y gEW
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Or il y a une seule valeur de k (k =1), 0< k<, telle que

k~1=0modg-1; dloli p = CL (q-1) mod B!, o = = y mod B!
1 = - = 1
SOltp-—]+ao 1 aomod‘b.
B
Ceci prouve que ul );( ) est une P'-unité donc que
(")
l(%f;)—=—5%—7¢( %) est une P'-unité congrue a
s(g)+l sy g
” ™
1 1 1 1 1
= = mod ‘Dl.
—-1)1 1
y(8) Yo (ozo 1)....ozn_]. C v (o)
Ceci démontre le théoréme 111 ("congruences de Stickelberger!),

On en déduit une factorisatioh des sommes de GAUSS :

-1
Corollaire 111, Ona rl*)At =T | | '.p's([cyb]q"] )ab
ObE GW
ol O b=1modp, (b, q-1) =1, parcourt un systéme de représentants
de G' modulo le groupe de décomposition de p dans @'(q-] )/@' et ol
[ ]q-.l désigne la fonction résidu positif modulo q-1,

-1 -1
¢ v e

1
En effet, si B! b , V20, @ € G——, est jaP! b-con-

tribution & 'r(cpa)A', oh voit en conjuguant par g, que

b
o, 'b ab . v .

™) ~ A= 7(0%") A' a pour P'-contribution B'’, dloli v = s([ab]q 1)

dlapreés le résultat général, La factorisation s'obtient en considérant

les idéaux premiers distincts au-dessus de p et en remarquant que d'a-

prés la prop. 11 (iii) seuls ces idéaux sont & considérer,

Corollaire Il 2, Soit.Y le T'-module engendré par les sommes de GAUSS
'ra(wb), amodp, ¢€%:
(i) Sip#2, leZ-module de torsion de J est Wo_p s

(ii) sip =2, le Z-module de torsion est {i- l} ou est trivial,

\
En effet, si p# 2, q-1 est pair et comme D"c@(p(q“] )/,



t LZ t3 t-+1 t2+1 t3+t2 t3+t+1 t2+1 t3+t t2+t+1 t3+t2+t t3+t2+t+l t3+t2+l t3+l

~14-

il ne peut y avoir que de la p(q~1)=torsion, Vérifions qu'il n'y a pas
de p~torsion : Un élément de J peut stécrire

n,
4 ‘[—[- ‘T(Wi) ', ni€ Z, wiE %, gq'l =1 (en tenant compte de llaction de H

i n,
et de la proposition 11, (i)> sorsig=¢80] T(wi) ', soit e €H,
i

e # 1 (ce qui est possible car p # 2) ; alors

&

e, b ey n.e, n; n; q-1
¢ V== TTrly) " P=eTTy "OTT ) "=grg, g7 =13
! i i
ceci conduit a gb = ¢, ce qui est absurde lorsque p # 2,
Toute somme de GAUSS est congrue a un rationnel mod P!

b b b 1 1
et de plus, ona r_(y) ~ =¢ (b) r_(¢") pour e €T, or (w" (b)>p- =1;
ainsi tout élément de torsion debp est dans W i nécessairement (on

! c &), Dot (i),

vérifie enfin que Wp

Si p = 2, on vérifie que, pour des raisons de congruences
a des rationnels modulo B!, il n'y a pas de q~1=torsion, Mais ici

H = (1) et il peut y avoir a priori de la 2-torsion,

Donnons un exemple pour lequel =1¢&°: Soit q=16 (n = 4)
et considérons les sommes de GAUSS 'r(cp3) et 'r(cps). Comme

@[51 = @\[31 =Q, oh en déduit que T(cps) et 'r(cps) sont égales a ¥ 4, On

peut engendrer ":TG par t, racine du polynome irréductible sur

F,: x* X +1 ; on en déduit alors le tableau suivant, ol l'on a posé
.73 5

oft) =je( =1, g7 =1):

x |01

Trx|0j0 olijfo] o 1 1 o] 1 0 1 1 1 1
oo ele* 2] 1 | 2] ¢ | *| £?] g e | &t | €?
o> ()| oft N Nl IV IR G B T T N O B I AN
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D'ou 'r(cps) =4 et rr(cps) = +4, soit =1€¥,

2) Changement de corps k., Etant donné m diviseur de q-1, q = pn,

no

soit 1 un multiple de n :h =2n et soit E = pn ; alor‘sra-l est aussi

un multiple de m et on peut définir les sommes de GAUSS notées 7T a

partir du corps fini 4'q éléments K. Soit'p le caractére générateur de

'55 correspondant & K. On peut supposer que K =AAJ\'/‘5' ol |'idéal premier
)

s
P! de @,(q-l , qui permet de définir p, est au-dessus de I'idéal B' asso-~

q_l g-1
cié & ¢. On se propose de comparer fra(cp by et Tra(c; m b), (a,p) =1,

1 <b<m.
~ g _ n {(A-1)n
Onaq-1=pA(gq=-1)avecphr =1 +p +...+p .
Lemme ll1. Soient s et's les fonctions "sommes de chiffres! relatives

3 ~ - - 3
aneth et soient de méme v ety les fonctions "factorielles" relatives

netR:alors S(ha) = sla) et ¥(ha) =y, pour 0 = ¢ < g-1 .

[y

. n-1
SOlto'=a'o+01]p+...+cxn_1p ,oz<q-1,05ai§p-l;

alors A o est inférieur 3'g-1 et est égal &

n-1 n n+l1 2n-1
O/o+a-|p+..-+a’n_]p +dop +Q’]p +-.-+Q’n_]p +¢|o
+ aop()‘—] n +... + LA p)‘n-] qui est bien I'écriture en base p de Ao ;

d'ot S o) = 1 sla) et Y(n o) = vl
q-1 b
Tl ™
On sait que =—————— est une P'-unité et que

en

s
~ <~ m P
(5 ) ~ _
= 7 est une P'-unité ; or Sm_] b= S-n—q-]- b et d'aprés le lemme pré-
'g(gﬁ- b)
™

. -1 PR .
bien 0 < qm_ b< g-1). Commeb est quelconque, on en déduit en conjuguant
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"‘q_l g-1
. 42 ~ [ b _ b A
qgue, en idéaux dans Aa(m), on a ¢a<¢p >A(';;(m) = (Ta(w m )AC'Q m ) .

(o0

T
On est donc amené a considérer p = = ; d'aprés ce que l'on
‘g=1
~ [~ b
7o(377)
vient de voir, p est une unité,
N'Ei_.l q-1 A -1 A
Comme o _m_b(a) = (cp—m—b (a)\ = (cpsm—b(a)) , on peut supposer a = 1 pour
les caliculs,
-1 -1
o TP R
SoiteCGH;pC=‘°~ °p=°9 c
- R L
® (c) © (c)
o p
Or o (c)ew __, (car c = 1 mod p)
a&%ls % N
d'oli ¢ (c) =o (c) ; comme @ et o coincident sur Wp-l notam-
¢
(m)

C
ment, onapp ~=p pourtoute cH, et pcQ "

On a enfin p pa—l , ce qui fait que p est une racine de I'unité
de @(m). Montrons, par une congruence mod rifs", qu'elle est égale a 1
'r(cp%;r] b) 1 o [~
On a ] = mod B! puisque B!/B!
s (#b) v(Llb)
m . m
et de méme 12 T = mod B!, D'aprés le lemme I11 on a
T b ~ -1
AS (-m- ) v (A ﬂ—b)

V(asge) =y (o)t arou:

Proposition 111, Avec les notations précédentes, on a |'égalité,

- -1
';a<'5 ]b>.-.Ta(q,'qf'ﬂ'b)K ,0<b<m, (a, p)=1,
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Dans la pratique, il est donc suffisant d'étudier les sommes
de GAUSS d'un caractére d'ordre m relativement & q = pn, la plus peti-
te puissance de p congrue a 1 modulo m. Lorsque c'est le cas, nous di-

rons que les sommes de GAUSS sont réduites,

3) Relations de STICKELBERGER. Dt'aprés le corollaire II1 on peut

écrire (0 a<q-=-1):

-1
) A =T T 'b's([ab]q-‘ ) b

exbe G!
Quitte a conjuguer cette relation, on peut toujours supposer
que ¢ est de la forme S-n:—] (m'q-—l ). Dans ce cas T(cpa)E@'(m).
i b= 9=y, - o=t - a-! - (=t
Sib=1 mod mp alors =— b = —~ mod p(g-1) et s<[ = b]q_]) s( = >

-l n q-1 =1
dlol : 'r<cpq'"_> Al = [ | 'JS')‘S([_"“_ b]q-l)eb , ol )\ est le degré

(m)
résiduel de p dans @(q_] )/Q(m) ; dans le produit précédent, b parcourt

I'tensemble des entiers b, 1 <b<mp, (b, mp) =1, b=1 modp et “y n'est
(m)
Q!

b

b est défini modulo m et en fait on peut faire porter le produit sur les b,

autre que le symbole d'ARTIN ( > Comme Sr;—] b est défini modulo g-1,

1<b<m, (b, m) =1 puisqu'il n'y a qu'un seul idéal premier P! (m) 3Y-
Q

dessus de B (m)" Si eb appartient & une classe modulo le groupe de dé-
Q ;
composition de p dans @‘m)/ﬂ, alors b = cpr‘ mod m ;

p a1y o | n-1
S| mb Cl'odlha’lp"l-"'-l-a'n—l':> ’

g=1_r _ r r+l Nn-1 n n-1+vr_
alors m cp ozop +a]p +'”+°’n—l _Pp +o p t..to p =

r-1 r
-+ +,..+
% + Y+ p ozop o

Ceci prouve que s<[ﬂn:—] cpP] q—1> = s(gn:—] c>.

]p +ooo+a

n-1 Nn-1-r
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S

On peut donc écrire, en remarquant que h = }n (m) ou
Q
n est le degré résiduel de p dans Q(m)/@z :
@(m)
1 .9_‘:]_b =1
Frya s(Fre)ey
uCD L Rl T R
b~ "gq(m)
(en prenant les nombres b entre 1 et m),
Résumons ce résultat partiel dans un lemme
-1 -1
S  s(Fo)ey,
Lemme 112, Sim|qg-1, ona T(cp )Am = ' ‘B—(—m~) .
Q ch Gﬁ Q
m
A e be!
%ﬁ—l- m b=1 b *
Proposition 112, On a 'r((p ) A (m) = P , la sommation
Q Q(m)
étant étendue aux b, 1 <b=<m, (b,m) =1 et ) étant le degré résiduel de

démonstration

Démontrons d'abord le lemme suivant :

Lemme [13, Soit o tel que 0 < o < g-1, Alors on a

Ne

J J
- [Loz_ >, oll i: } désigne la partie entiére.

1
sl = (p-1) T (24
. q-
i=0
. n-1
En effet, S|a=ao+q}p+,..+an_1p , OSQESD-]
onag =[&] -p[-Ezletslo) =5 o, =a+(1-p) D 2]
J J J+ =6 e AN
P P j=0 i P
n-1 ]
=g+(-p)% [QP_] :
j=o0 ~ 9

n-1
oh écrit ¢ = o (p—l)(l-‘;—rj;l-...+p )
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=l ap! T apd
et s(a) =<p-1>§=2() a0 1)

J J
or on vérifie que [%E—]-] = [Q’ag—], pour 0< j< n-l, et le lemme en résulte,

On a alors en posant ¢ = Sr;_] et en réutilisant la formule du dé-

AD S(ozb)a;]
but du paragraphe : 'r(cpo’)nA| = qs' b 1<b<m, (mb)=1-
gm  Tglm T v

n-1 j j
-1_ p’b p'b -1 .
On aEs(ab)ab —Z).Z‘J (p-l) ( — - [ — ])ab (lemme 113) ; or
b b j=0
. j .
p"b—m[En-_]E] est le reste modulo m de p"b, ce reste parcourt donc pour

2 H jb
j fixé le méme ensemble que b, d'ol, en posant a = pr- m[P—nT-], on a

nel . .
o=l =67 o7 et mZ)s(ozb)c_] = (p-1)% ¢ Z)ac-]. Or ¢’ parcourt le
a pJ b b b i=0 P3 a p

groupe de décomposition de p dans @'(m)/@', d'ol
Ap-1)pae! |

m ! o a ! A ae N
Tl A m) = By (m) = (3 (m A ) &%= droli ta propo-

(m)

sition puisque t{e*)eQ@" .

Remarque 111, Dans la pratique, on construit des sommes de GAUSS

réduites ; dans ce cas A =1,
1My 1
Définition 112, Si m est un conducteur, |'élément S (m) =m L aeg,

Q a=1

de @[G (m)] s'appelle I'élément de STICKELBERGER relatif é@(m
Q
(E* signifie que la sommation porte sur les a, (a,m) = 1),

K

(m) _ m* =1
est de conducteur m, on pose S —ma§1 a(a> € @[GK].

Si Kc@

Remarque {12, Sim = 2d (d impair), m n'est pas un conducteur ; cepen- °
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2d
-1 . . .
dant I'élément correspondant E ac, existe (il permet de factori-

ser les sommes de GAUSS T(:p%-a- b)) mais il n'est pas rattaché au

corps @(m) =®(d). On peut d'ailleurs vérifier facilement (cf. [5], p. 40)
2d (d)
1 * -1 G -1 1
ez= 7 as. =(1 -(F—)"" s +5 v .
2d ’; a ( 2 ) gl{d) "2 @(d)/u

Corolliaire 113, On a, lorsque m est un conducteur :

9 \m i AMS (m)
) A <hm

Soit K une extension abélienne de @, de conducteur m; on

suppose que les sommes de GAUSS considérées ici sont réduites () =1),

On désigne par S (m) (resp. §K) I'image canonique de S (m) (resp. SK)
Q Q

dans Q[ G ( )] (resp. Q[G 1.

Lemme 14, Soit w'€ Z[G'K] et soit ¢ sa projection canonique dans
N .. 9)
Z[GK]. On suppose que () = SKw est & coefficients dans Z ; alors ‘BR- est
Sy w ' a-1
principal dans K : '.B—K =y ( m >
K m)
/K
mS -
On sait que (Corol, I13) 1‘( @(m) , dlod,

9:]_
Par VT e g e 7T ™) AR <P

_ Ll ma
soit (\)@—(-n;l-)/lz- ‘T(tp m»)mw>AR- =1‘>R , puisque '1"<(p

’

-] e e
-q-n—>m€@(m) en notant

o et 00 les projections canoniques de w et () dans Z[G ] Montrons que
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=1 —
o' = \)"‘(?n‘) T(tpgﬁ-)w'e_ﬁ. On a e'mea(m) et e'mAR = €p§9 puissance m®

d'idéal de K. Considérons alors @(m)(e')CQ'(m) ;@(m)(e')/@(m) est, d'aprés
ce qui précéde, une extension de KUMMER ramifiée au plus pour les divi-

(m)

seurs premiers de m, ce qui est impossible, sauf si g'€e@" ', Comme

=l ) _ _ —_
T(cp oy >e@. M) (corol. 12), alors 9'€ K!, d'oli o' eK'n@(m) =K.

Ce qui précéde conduit a I'énoncé classique du théoréme de

STICKELBERGER :

Théoréme 112, Soit K une extension abélienne de  de conducteur m,

Soit G¢ = Gal(K/Q) et soit S, la projection canonique de S (m) dans

K
Q[G,]- Alors I'idéal S| Z[G, ] NZ[G] de Z[G(] annule le groupe des

classes d'idéaux de K,

Pour les propriétés de S, se reporter a [5] (pp. 39-45).

K

Signalons pour terminer que FROHL ICH [3] a donné (au
moins dans le cas ol K est un corps cyclotomique) une nouvelle démons-~
tration du théoréme d'annulation précédent sans utiliser les sommes de

GAUSS (mais en se donnant néanmoins |'élément de STICKELBER GER

SK).
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RELATIONS DE DAVENPORT-HASSE

INTERPRETATION AU MOYEN DES (L),

1) Résultat général. Dans [2], DAVENPORT et HASSE ont montré qu'il

existait certaines relations non triviales entre les sommes de GAUSS, Le
résultat est le suivant (q = pn est une puissance de p fixée quelconque et %

est le groupe des caractéres del’F');) :

Théoréme 1111, Soit x € ¥ et soit y un élément d'ordre m|g-1 de %. Alors

m-1 ‘m=1

on a T—O[ Ta(llfu‘x) = Tma(Xm) .l_o’- Ta(‘l’p’)f pour tout a, (a,p) = 1.
W= W=

démonstration

Il suffit de démontrer le théoréme pour a = 1 (vérification
immédiate), e
l l T(lb‘p' X)
On pose p(m,x) == _ — , pour tout m|g-l et
'rm(x ) I-—O 'r(wj;p’)
b=

tout v €% ; ¢ est alors, dans le membre de droite un élément d'ordre m
de ¥ (on vérifie facilement que p(m,x) ne dépend que de m et 5 et hon du
choix de §). On va démontrer ensuite arithmétiquement que ,(m, y) = 1,

La démonstration nécessite quatre lemmes.

Lemme [I11. Les nombres p(m,y) ont les propriétés suivantes :
. -1
M olmyeatd"),
b b
(ii) Pour tout o, € G, (b,q=1) =1, plm,5) = =o(m,x"),

(-4
(1) plm,y) plm,y) =

=1,
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Soit e_cH (c=1 mod (g-1)). Alors

m=1 1
s | 4 My (e
=0

olm,y) €= —
T T Ty e
p=0

p(m, X) = p(m,x). Dol (i).

Sie €G! (b=1 mod p) alors

m-1

TT T(dt”b xb>

)’b u=0

- m-1
wnlx™) T o)

p(m, x , comme (b,q-1) = 1, (b,m) = 1 et ub

modulo m parcourt I'intervalle [0,m-17], d'ol

m-=1
Iy )

b b N
p(m,x) = me1 = p(m,x ), dtols (ii),
mb A
'rm<x > l I 'r(q; )
A=0
Démontrons enfin (iii) : toute somme de GAUSS a pour mo-
dule q sauf celle du caractére unité (égale a 1) ; si \yp‘x =1 pour un cer-

. Mo m
tain b (alors unique), c'est quey =y et alors 4 =1

(]
(T(\II °© x) ainsi que 'rm(xm) valent ]> et dans ce cas

e am=1
p(m, ) o(m,y) - . ﬂ-n:T = 1. Sinon on voit qu'aucun caractére (hormis
e, m
" pour 1 = 0) n'est égal a1 et 5(m,y) 5(m,y) = __Olr_n'fl =1,

Lemme 11 2, L es relations de DAVENPORT-HASSE sont vérifiées
(i.e. plm,y) =1, pour tout m|g-1 et tout y € %) si et seulement si on a

ole,x) =1 pour tout y € X et pour tout nombre premier p | a-1.

Etant donné p(m,y), y€ %, m|g-1, la démonstration se fait
par récurrence sur le nombre de diviseurs premiers (comptés avec leur

ordre de multiplicité) de m (le cas m =1 est trivial et le cas m= § est
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I'Thypothése : on suppose donc m = pm'), On a donhc p(m',x) = 1 pour tout

x € %.

En particulier p(m',xe) =1, ce qui se traduit (en remar-

quant qu'un caractére dl'ordre m! est \pe) par :

-1 1
f:or T(W\e X8> = ,,m,(xem'> 1"]:—01- T(\Ple> ; on a aussi par hypotheése,

ole, ‘P)\x) =1 et g(g, q;}‘) =1 ; ce qui se traduit, en posant y_ = ‘lfm' par :
ve 2y f= o ¥ ey e ol ¢
<¢' X> ! _T—et're(’l’ >= —
=0 (") p=0  r($")
‘o S
On en déduit I'égalité suivante (ol ,g* est inverse de 2 modulo p) :
oA TR
mi=1 g1 7 x (pg v" x) ] o mi] MO
=0 =0 () T =| -0 ()
m'-1 -1 mt-1 e_]
m!
soit T T T0 (0840 5) = o (™) T T T 7 (8 0P
= P‘—O e }\=0 p-__-o 2
On a ‘#f’, ‘#A = ‘l’m wHa . ; lorsque 0< |, < ¢-1 et 0< A <m'=1, m'y +)

parcourt |lintervalle [0, m'g-1], d'ol

m-=1

T—[ (q’ X T \) Soit
v=0 8 v=0 2
=1 (4 V) -m m m
-T—S(IL—:-)- =y (g) 'Tml()( ) = Tm(x ), ce qui est bien la relation de
v=0 rly

DAVENPORT -HASSE proposée,

Lemme I113, On a o(g,x) =1 pour tout y€ %, et tout g premier, g|qg-I-
Ceei se fait en deux étapes :
a) On montre d'abord un lemme qui donne une expression différente

de la congruence de STICKELBERGER :
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n-1

L.emme Il 4, Soit o = o +a,]p +"'+°’n-—lp , 0 < a/ifp—l, o < g-1,
1
Alors on a : —‘z—(—y = v (o) mod p.
o=Slag)
(-p) pP-1

Décomposons le produit ¢! selon les intervalles (éventuelie-

ment vides) suivants :

k-1

k
[l,ao], [ozo+1, oz°+ozlp],..., [ao+...+a/k__] p +1, agte. .t P Toeees

n-2

n-1
zp +]’ Olo+--.+0’n_] p ]

[a'o+' ..t ; le produit des termes du (k+! )e

Ne

intervalle, k> 1, a pour p-valuation (avec la convention que si I'intervalle

est vide, cette p-valuation est 0) :

k k-1
cwo+. .o +ozkp ao+. . +ozkp ozo‘l‘- .. +ozk_| P

[ e [ - ([ 4.

p

-1
+ [ = ]) = oyt P . Foy p" taytag Pt

k-2

k-2 k-3
dkp +.--+ak - <Q] +012p+...+0{k_] P +sz+013p+...+ozk_] P

oo top >

k-1 p_-1 .

— = — '

a/k(p +... +p+1) ) ST - Donc la p-valuation de ! est

L S S (p=1) et (" 1)) =

0.’] Olz p-—l o s Oln_] p_] _p_-|<a] p- .o Oln_] P - >"'

1
'p—_"T(oz—S(o/)>.

Déterminons maintenant pour tout k, 0 < k< n-1, les mul-

. k . k+1 .
tiples de p (non multiples de p~ ' ') de Ilintervalle [1,q] :
ce sont les nombres pk, Zpk, ceey Akpk (en omettant les multiples de pk+] )
N = & = n-1 -k . .
ol Ay [pk] oy T Pt P ; le produit correspondant

(i. e. de ces nombres divisés auparavant par pk) est égal a:

A
T ={t. 2 -0} {e) @e-Dh (g =P e (2 Pt )} x

i=1

iZ0(p)
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{(Ak-ﬂ p+l ) . (Ak+l p + ak>} (pour le dernier produit entre accolades,

. - . - - N=2~k
si @ = 0 le produit vaut 1) avec A, [ka_'_l] Upqy Foort oo
A
(ici k < n-1 ; pour k = n-1, M =@y et Ap = 0> ; soit - =
i£0(p)
( Ty . P .
(p-1 )!> ak! mod p ; or (p=1)! = -1 mod (p) et on obtient un résidu égal
n-1
: Z A
A , k+1
2 1 N ! k=
a(-1) ket o, ! mod p. D'ol ——“_-;(—55 yvla) (=1) a mod p ;
p P~
p n-1 ne2
or (-1} = =1 mod p etkz0 Mesl = 9 +o,z(p+1 )+, .. ta, (p "+ ..41) =
9’;’%2—), d'oli le lemme,
Corollaire lII11, On a, pour tout ¢y, 0< gy < g-1 :

o
ME 1 mod $|.

o
™

(%) __1 .
) ffet = dpe
n a en effe ﬁﬁs%a- o me B! soit

o !
rle) ——-Jh—-—y = 1 mod P'. Or on vérifie facilement que
TTS o Q—S{g_

-1

(-p) P

-1)*~'p -p
5T = (p-1)1 = =1 mod 1 soit o7 = 1 mod 7 et
m m
g-sig)

ns(a) (-p) ChL ﬂs(o’)+°’—s(°’) = n% mod -|-r°‘+] ; dloti le résultat,

b) Démontrons maintenant que (g, ) = 1.

Pour cela on va démontrer que pour tout idéal T de @(q-] )

au-dessus de p, on a o(g,5x) =1 mod B ; il en résultera que ,(g,x) est

premier Ap donc est une unité ; étant de module 1 ce sera une racine de

I'unité facilement identifiable,
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Quitte & conjuguer, d'aprés le lemme I 1, (ii), on peut

se limiter 4 démontrer que p(e,x) = 1 mod P pour tout x et pour un uni-

que P au-dessus de p dans a'a-t),

. S wl e
"2_][ T(\IFPJX) ﬁT’r(cp ) bt b>

Onap(e,x)—LL:o = &
3'1 S:I-b =1 .‘3"'_]
S BN
=

siy =@ , (b,m) =1, 1<b<m,

On transforme cette expression : si § ‘l"m, on pose

_ -1y, g1y, _a=l ) =3 Lozt
bg =Am+r O0<r<m et alors ==—b bg me(km""")“?\ 2 Tmg "

si g/m, m=gm! et onposeb =Ar'm! +r!, O<r!'<m! et

ﬂn:;_]b =%r'r';_3 (A 'm'+r?') =7\|9%1 +%n;1_} rl,

Dans le premier cas,

, g1 Iiwgfl“'Fﬁﬁgp) (

ole,x) = —'—9__—]; par changement d'indice de

sommation convenable) ;

-1 B
dans le second on a (g, ) R R T(CD ¢ m )
plerx/ = a1 }_ I .

Dans tous les cas, on peut donc écrire

— L +X
- g )
TK“T Jiﬂ_i_____ a < a-1 ier
7 vec 0 X< , X entier ; on remar-
a- e

P(e’X)=_]— z
Te< xe> w0 ¢(¢ ¢ M)

¢
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que aussi que {'on a Osﬂg—] p+x<g-l et O_<-9-E—] w<a-l .

On peut donc écrire, d'aprés le corollaire Il 1 :

-1 Ap,
Jq
At
ole,x) = L=0 - 5 modulo P!, avec
-1
r O] TET
k=0 "

A =9;£lu+xet8u=ﬂ:l“<x=%PSie+m’gl‘;_lr\' Sielm>.

: -1 A -B B!
ole,y) = [T (n H x5 ) mod B,
px X BT M
e o
g1 2-1 1
Onay) (A -B)-¢x=p (S'E'Pu"‘x —9—|_L>-e>< =0
p= w=0
(o)1 -1 B !
d'oli : ple,x) E—%—@( ' =y mod Pl

(9-_]|J, +><>! , pour 05 X <-9-E—]-.

Posons F(x) = -&;T'_

b _ exegtee) (et )y 2= (e + )1
Pourle,]—:—‘%)=eexa><] _%}T_Lg (SZ:]'M+X‘]>!=

-1
p-1 (L=p +x -1
< >= ‘ {g=1)y + &x ; or la relation x <9——] entrathe que

-+
u=0 (gx =p) p=0 Wt ex ¢
et (g-1) 2x ont méme p-participation ainsi = () = 1 mod
gx = p q=1ly - p-p P Flx=1] = p
et -E%(% = 1 mod p. On applique ceci & 5(g,x) et on obtient o (g,x)=1 mod P!,

On a donc démontré que la racine de i'unité (g, ) est congrue

41 modulo B'; comme elle est, pour p # 2, un élément de Wp :
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(cf. Corol, 112), il en résulte que ((p,x) =1. Pour p =2, on aa priori
ole,x) = Y 1. on utilise alors une congruence modulo ¢ : Soit £ une ra-
cine d'ordre p de ['unité et soitqr = E~1 ; comme e, 2" , & est impair et
on a pour tout x€ k, q;(x) = 1 mod-r; de plus— est premier a p donc on

peut écrire
T(x)

rlyPy) = =5 $P(x) x(x) 5 = -3 x(x) ;T(X) = ly) modr
x€ k x¢c k
rly )8
et +(y¥) = 1 modq-. D'ol ple,x) = mod g ;
v,
or 7(x)¢ = (-—Z} x (%) &T(X)>e =-n xfx) c.’,eT(x) = Te(xe) mod - .
xe k x€ k
Ainsi p(g,x) = 1 modr et nécessairement, on a p(g,x) =1.

Ceci achéve la démonstration des relations de DAVENPORT -~

HASSE sur les sommes de GAUSS.

Nous allons montrer dans le §2 suivant comment interpréter
d'une facon plus arithmétique, ces relations, en définissant certaines

quantités r(L) associées aux extensions abéliennes de Q.

2) Définition et propriétés de (L ). On suppose maintenant p # 2,

a) Définition de T<@(m)). Soit m premier & p un conducteur de corps

cyclotomique (i, e, si m est pair, alors m= 0 mod 4) et soit q = pn la plus
petite puissance de p congrue a 1 mod m, Soit ¥ le groupe des caractéeres

q-l
delF‘); . Soit Xo =@ I'unique élément d'ordre 2 de ¥ ; on a T(XO)EQ'.

B n
On a aussi (Prop. 111) q-(xo) = T<gp] ) , @ étant le générateur de %, cor-
respondant élFﬁ .
Définition 1111, Soit m un conducteur de corps cyclotomique, soit n le de-

gré résiduel de p dans @(m)/Q et soit q=p'. On pose :

(m)y _ (2)35—_] ﬂn:—] 95-—] -1
@) =e@ " rga (0 a0 )7,

m m
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la construction des sommes de GAUSS ci-dessus étant relative au corps

finilF _ .
q

Si I'on se reporte & I'exposé de [13] (chap. 11, Déf. 7,2)
ainsi qu'au travail original de HASSE ([9]), on constate que T(@(m)> est,

a une racine de I'unité prés, le "ARTIN root number! relatif au caractére

g-l
abélien ) m

(m)

est un élément de Q! qui se trou-

(m))

On constate que q-(@

ve en fait dans

@'(m) (corol. 12)

b) Définition de +(L). Soit L un corps abélien quelconque et soit

m
m_ son conducteur., Le corps L est égal 4 LNQ L .
(m

1
Définition 1112, On pose 1(L) = y (T(@ L )).

R

(m ) m, ]
Ceci est justifié car T(@ >€ G .
il en résulte alors que t(L)e L', On vérifie facilement que (L) cL
(m

(ceci ayant lieu pour T(Q >). On peut d'ailleurs préciser davantage en

utilisant le corollaire | 3,

1
On se propose d'étudier I'action de VI/R sur <(L) pour

tout sous-corps K de L., Pour cela on commence par étudier I'action de

I
Y /K"

)

Soient L et K, Kcl, quelconques, On appelle ml_(r*esp. mK

le conducteur de L {resp. K). On rappelie que (L) est construite a partir
n n
delF _ (g, =p Ly et que t(K) est construite a partir delF _ (q_ = p K)
ql_ L q K

n_ et N désighant les degrés résiduels de p dans Q et Q respec-

tivement. On a le schéma suivant :
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) (m

(m)  lm)
K————Lna K——'Q K

Comme Q'/Q est lindairement disjointe de toutes les exten—

sions du schéma ci-dessus, on peut écrire (en remarquant que

(ml_) . (ml_)

[a : L@ ]=n /3 ):

/ |
V'I_/K T(L)nL e \"L/K (V (m, ) ("(@ - )>> B

e ~/L
(m, ) (m, )
! L ' ' L
Vim ) (1@ )=V ) Y ) (my (1@ T))
a6 — /K a /K a ~/a
(m ) (m]) m ) (m)
oV () (mg (10 T))e@ T eara g Ena

a /o

(m ) ne/A

n /a
dlols v‘ (L) e v' r@ - )> K ’
L/K ( > "@(mK)/R ( @(mL)/Q(mK) ( , >

) (m )
: K@ K]=nK/7‘K‘

(m

puisque, de méme, [Q K

{m )
L)

)

par récurrence sur le hombre de diviseurs premiers (comptés avec leur

1
Nous allons faire le calcul de (m, ) (m.) (T(@
K

o -/

m_
ordre de multiplicité) de - .

K
Lemme Il 5, Soit q une puissance quelconque de p ;é 2 et soit m un divi-
seur quelconque de g-1 (on n'impose ni le fait que q soit la plus petite
puissance de p congrue a8 1 mod m, ni que m soit un conducteur), Alors

soit § un diviseur premier de m:



a-1 X
. .2 ' m g-1 m/ ¢
(i) sieg%m, y (m) (m/8)<T -1 (e )) _Xo () (xo) T o] (tp );
e'™/a 3 = e

.. . 2 !
(1) st 25m, v (m) ) (m/2) (Tq1 ™ ) =

-1 Q' -1
x8 (@) gy )" (r (ﬁn)) &)

- o -1
m m7e
Cas ol ezl m. On a alors (que m, m/¢ soient ou nhon des conducteurs) :

(m) '(m/e
Gal<@ /Q {1 l+—p e un, 1+(e ]) }

1 ! -
dlol, en posant y, =y (m)/ (m/e) et o = Sm_] pour simplifier :
Q

-1

v o1 (%) T To,(cpo’“ “hp p)> =Tt]f 'ra(cpo’cpw%lp) ;

w=0 w=0
m a-1

or ¢ e % ® ¢ - y (caractére d'ordre g de %) et

' (09 =Te:—]" pP o ='|'e——'][ boo . _ .

v o1, (e o Toz<¢ ® > = Tcx(‘l’ ® > puisque (p, ¢) 1, On uti
W "

lise alors la relation de DAVENPORT-HASSE (Th, IiI1) qui conduit a

' -1

g6 = (%) T T g 492

w=0

-1
Lemme 1116, On a | lTaWu)=Xg(e)ﬂonw-]'

w=0

1
Sig =2, ¥ = Xo et Ol 'rcv(xg) = Toz(]) T (xo) = Ty (Xo) H
u:

or on a bien Xj (2) =1,

2=t
2

-1
Si g#2, considérons | | vra(q:”) =1 ] (vro((wu)*ra(we-“)> =

n=0 W=

—



-33-

-1
5 2=l
| |¢“(.—1 Ja = q 2 car y est d'ordre impair (cf. Prop. 11, (iv)) et
=1
o1
y(=1) =1, or (Prop. 11, (iii) et prop. 12) To[(xo) Toz(xo) =q =
P P
xo (1) q-a(xo)z etq? = xo!=1) 2 fra(xo)e_] . Montrons alors que
22;‘ 92:1 9-2-‘-1-(1+p+...+pn'])
Xo(--l) =Xo(e):onaxo=¢, =g ,
soit xo(—l ) = (-1) ; or xo(e) =P mod p. On a donc

n n
Xo(g) = <£p—-> = (%) (symbole de LEGENDRE) ; or par réciprocité quadra-

p-1 g1 R R S 1
tiqueona(%>=<%>(-l)z 2 soit (.&) =(%> (—1)2 z2 -
p=l ¢=l,
(E—) (-1) 2 2 ; mais pn =1 mod g, dlou
xo(e) = (1) 2 = (=1
& 1 .
Donc g2 =y (o) 7 )*T =5 (@) r_x)*T .

' o)) =8 g~1 7 S (i
on adonc v (r_(6%)) =x¢ (&) 7 {x,)*™ 7, (6%, dlot (D).
Cas ol ezfm. On a alors (que m, m/p soient ou non des conducteurs) :

Ga'<®t(m)/@'(m/2)> ={a]+ m , 0<p<p-1, 1+p,%p £ 0 (e)} .
L
2

Soit p,* la valeur (unique) de , telle que 1 "'M* me p= 0 mod ?

m

ep=ve)-

(on pose 1 + p,*
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Te:_][ TOl(CPa(H“%p)) ﬁ;{’ To (cpa *b“)

o) = =0 = p=0 =

e o)

1
On a
v fra(cp

ol
-1 T @
¢ (¢) r ( )€ ] Jﬂ'-—g-——) (en utilisant une partie du calcul relatif au

Xo "o X0 . (cpo,ey>
o

@l g-1
cas (j)) = 4 (2) ( )3"] .IQBM ol = 2
Xo TQ’ Xo ( o p‘*p) b4 ‘l’ ®
TPV
m
,(-é-)
Introduisons le symbole d'ARTIN se = (@ 2 > qui a un sens
puisque ef%p. On ayg =1 mod _rg_p ; par conséquent
m m
AN @)
se=< > ):( : ) eGal(@ /@)
-1
l1-s 1
Etudions alors r ol ¢ ; on a (puisques. = s )
ae\? 2 Y

-1

s
ol &2 _  —aly aly I 3
Too (cp > ® () qu(cp > (d aprés la prop. 12, compte tenu du

fait que I'on a y premier & I'ordre de (pae).

9-1
? ¥ m *
Comme cpde = M ~ est d'ordre %’ @aev = CPa’“ e -gp) =% ‘1’“ P.
-1
s ¥ * *
1 h] Qe e = -a _p‘ p a’ p’ p = o p‘ p =
D'oli -rae<cp ) o “ly)y (-v)'rae(cp ¢ > Tapy (cp y >
-1
1- ol
@ 1P 2 _ e )

b

= dp, et at
'ro,(fp i >car ody = g mod p, e Tare((P ) Ta<¢01 ‘bu*p>

! - ’
d'ou y 'ra(cpa) = xf, (2) T (Xo)e ] 'ro[e(cpae) ¢ ce qui achéve la démons-

tration,



~35-

Remarque IIl11, Lorsque ezl m, on peut convenir du fait que

m
RESI
( 7 > = 0 (y compris dans le cas m = 4d, d impair et § = 2 oll, pour-

tant, le symbole d'ARTIN est défini). Examinons le cas particulier p = 2,
m = 4d, d impair afin d'éviter |'ambiguité ci-dessus dans les formules

(ce cas correspond au seul cas oli m et m/2 ne sont pas simultanément des

conducteurs) :
=1 -1
Ona, . (cﬁ?) _ k i (cp%E) _
@(4d)/®(d) %—d_l @(Zd)/@(d) ®(4d)/@(2d) %_al
g-1
’ 2d. .
v (Zd)/@(d)(Tg-_l(Xo) Tg:l(‘P ‘)> (d'apr‘es (l))
@ 4d 2d
-g:-l ]_(Q'(d) -]
= Tﬂ;‘_ (Xo) Tg__] (xo) (Tg—_l (Qp d,)) 2 (dvappés (”)> : or
4d 2d d
9__1
! 4d
T 1 (XO) = ‘xo(z) T -1 (‘x ) et (4d)/ (d) Tﬂ:]_ <Qo ) =
2d 4d Q Q

Q 4d 4d
(d) -1
g-1 : 1_<@_2._>
= (Xo(‘?') o1 (@ )TEL—_] (ko)™ ) car on vérifie directement que
d d
-1
S2
v o1{x ) =y (2) ¢ (v ) (ce résultat ne découle pas de la proposition 12
a=1o) © = xo(®) 11 g
d d

car 2 n'est pas premier 3 l'ordre de Xo)’
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Corollaire I11 2, On a dans tous les cas (avec la convention (ﬂ—> =0

si g|f, f étant un conducteur) et pour tout m qui est un conducteur :

a-t
. ! m -1
@) v (m) (m/e)<xo(2)'r-9:l_<cp ) Tt (o) ) =
e /e m m
-1 a (m/g) -1
(Xo(z) T ali (cpm 2) Tl (Xo)_l>] -< ) , si m/g est un
m7e 7
conducteur ;
_g:l
N 4d -1y _
(if) \’@(4d)/ﬁ(d) (Xo(z) T%-F] <<p > T%_F] xo) > -
g-1 O CIN
<Xo(2) Tg-1 (cp d > Tq-1 (xo)_] )1_( 2 > , sim= 4d, d impair,
d d
Le cas (ii) étant résolu, plagons-nous dans le cas (i), en posant

1
= 1ot o) O xg(@)®

(
7 w7

(Dans le cas p # 2, s, # 0 c'est laprop, 12 ; dans le cas ¢ = 2, s, # 0

5=Osise=0,5=lsinon.0na¢ )l-s

c'est le calcul direct évoqué a la fin de la Rem. IlI1),

On peut donc écrire :

g-1
VI@(m)/@(m/E)(Xo(z) Tgn-_-q_l (:p " > Tgn_-'-]_l (XO)_] > -
=1 -1
XO(Z)Q_S 'T_g__—]_ (Xo)é-e xo(e)e ’rﬂ___]_(Xo)e_] <T -1 (@m 8>>] -se
m m 7%7-9

~1 1

Xo(z)e-éxg(e)wﬂ__,(xo)é-l (xo(2) Tﬂ-‘]]'e (o™ e>T§1?12 (xo)-])]_se Xo(z)é-l

)
Xo(e) T -1

7
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1

(x0(2) %0 (@) (xo(2) 7 o)) ¢ . Oron a

=
w1 e

(Xo(z) Xo(e)>e—] =1 quel que soit ¢ ; d'oli le corollaire,

Revenons maintenant a 1'étude de l'laction de la norme sur

les +(L).

Soient K et L, KcL, deux extensions abéliennes de Q de

. K e
conducteurs mK et ml_ respectivement ; on pose qK =p et qL =p ; on

appelle P et les caractéres générateurs correspondant respectivement

qK_] ql_—]
N K _ 2 L _ 2
aqu etqu et oh pose Xo — PK et Xo =@ .
K L
|
1 n /A n /A W
Lemme 1117, On a VL /K (T(L)> (] +(K) L’ *K "L/K ol
! K! -1
= ] m{ =—
Wi =T T (-3 )7)-
elm_
efm
. . . . 1 n|_/>\|_
On avait établi la relation VL /K (L) =
N/ A
. . (mL) K/ K N .
v m.) YV (m ) (m.) (T(Q >> . On utilise le corollaire Ill 2;
a "/K a “/o
a a b b
s A 1 s 1 t
onecrlt:mL_=2 Pp eee Pg 81 «on &y
a © s
mK=2 Py ++. P, , S,t=0, aveca,> cizl , bjz 1,
P # p, hombres premiers impairs, pour i = 1,...,5,j=1,..., t; enfin

A>ax=0, A#1, a#£1,

c
Soit mt = 22 p]].. . pss ye-e &4 (m' est un conducteur) ;
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alors le corollaire 1112, (i), conduit & :

(m ) L a !
' m_ m L\ =1
a /a m! m!

a) lterration sur la puissance de 2 (si A > 0). Posons

C C

mt = 2° pll ce pss 8y +or &4 (m" est un conducteur) et distinguons
deux cas :
(i) A>a>0, alors on obtient (corol. 111 2, (i)) :
L —-——qL_] 1

! m! L\~

vV (mt m (xg @ g _y (o rq 1 (X =
Q(m)/u(m)< o q -1'\"L > q -1 0> )

m! m!
L i
m! L1

Xo (1q (o Jrq 1 o)™ -

mh mn
(i) A>0, a =0, alors on applique le cas (i) ci-dessus

C C
jusqu'a avoir atteint le nombre 4p]]. . pss 8yeee 2y puis on applique

le cas (ii) du corollaire IIl 2 : on obtient donc :
L at
1 m'! L,-1
hY) 1 m X (2)'1’ - o) T _ X ) =
Gl(m)(m)(o qu(I_ >qL1 o >
m! m!
f 1
q_ -1 ] -<@ (m )>_
L 2
(xo @ rq 1 (o ™ ) Tq - X‘J)_I>
9 L
m” m“
b) Iterration sur les ej (si t=1)., On applique le corollaire Iil 2,
(i) qui donne :
L ———q'*-]
1 m! Ly=1Yy _
v (m") (m, ) (Xo (Z)qu_—l (q:‘_ > 'rq'_-l xo) > -
e ‘/a

m" m!
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o U
= _ 1 - -
(X:(Z)TCIL-I (‘Pl_ mK)'qu..] (xlo—)_]> J=l ¢ en tenant
_n? m,

compte des restrictions successives des symboles d'ARTIN
11
—=—)
1 e L] e
Q 1 u -1
(—-—————e > yu=1,..., t, qui, par hypothése, ne sont jamais nuls,
u

D'oll ;: en tenant compte éventuellement du cas A > 0, a = 0, on obtient :

(m, ) L m

W
v m), m ) (107 )) = (o @ g Ly (o0 )rq L1 bio )
Q Q

m m

K K
o(m ) ]
" _ -
sveew! =TT (- (@5)).
elm
etmy
On a donc ql_-l = AI_/K (qK-l) et d'aprés la proposition 111, on a
ql__] qK_] / ql_-l
m m_ h /n ——
K K \L/ K >
pour (8,p) =1 ¢ r(o ) = oo ) et ro(o )=
q, -1
S /K
Ta(‘pK > . De plus, on a par définition
I-! q -1
(mK)> K M —I';—- -1
T<Q = %o (2)7q i (‘pK >Tq -1 (“’K > :
K K
M M
. Ky
On a, puisque x et <Xo> coihcident sur*II:p notamment,
(m, ) X W /e,
' m K m 5\ =1\ nKWL_/K
Vim ) o (m@ ) = (ko @1 e )rq ek ) ’
L K [ |
¢ ~/a “m m

K K
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q -1 G-l q -
mais —— = —m--AL_/K avec AI_/K = 1 mod p, donc I'indice - peut
K K K
&tre remplacé par dans l'expression précédente, On a donc obtenu :
K
(m, ) (m ) /n W'
' M M\ Y L/ .
Y (m ) (m ) (1@ T))=x(a ) /K, do
L K
@ /@ L]
: n /AL (”L“L) (M/"K) n /WL
vV L/K (T('—)) =V I/R (L) = 7(K)

1
n /Ay _ T(K)nL/}‘KWL/K

n 1
soit, par restriction de WI_/K , v E/R (L)

On obtient alors - L) = (K)W L/K ol est une racine
' VI/RT SL/K T » OV 5 /K
n /e N
de I'unité telle que 8 /k = 1. On remarque que B /K€ K (car

t — —_
v O/R w(L)e K' et r(K)e K') : de plus gL/Ker et d'aprés le corollaire 112,

on a gp-}] =1 et ceci montre que §|_/K€ K. On a donc démontré :
L/K

Théoréme 112, Soient L et K deux corps abéliens avec Kc L ; soient

m_ (resp. m, ) le conducteur de L. (resp. K), n_ (resp. nK) le degré ré-

K

(m ) (m )

siduel de p dans Q L (resp. @ K ), A (resp. )\K) le degré résiduel de

—_1 -1
p dans L (resp. K) et soit WlL/K = |l | <1 - <-'§—> ) . Alors il existe
gm ’
L

efmg
) - /A
une racine de ['unité g appartenant a K telle que ¢ =1 et
L/K L/K
gp"1 =1, vérifiant :
L/K

H W'
VIO/R (w(L-)> =B /K r(K) L/K .
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3) Un exemple humérique, Montrons sur un exemple que la racine de

unité gI_/K n'estpas triviale en général, Prenons p=7, pour L le corps

Q(B' 19) =@(57) et pour K le sous-~corps Q(3). On a le schéma suivant :
6 3
K=K = @(3) O L = @(57) Q(342)
2
1
Q @( 9)

Onam =57, m =3, =n =3;lecorps L est donc l'unique sous-
corps tel que [L : L] =3;o0onaenfin) =n =1et K=K,

On remarque que 19 est totalement décomposé dans K donc

NE)
19

ona( >=1, OnaWL/K=<I-<%£;—B>_]> ; on vérifie que

qK_]

Tq, -1 (:pK3 >E K =@(3) (cf. corol, 11); on a donc
-

3

3
’ ( ) — - =
\)E/R- L) == gl_/K tcl,
!
Nous allons déterminer g /K N calculant VIR <-r(l_)>

directement et en identifiant gI_/K (qui est d'ordre diviseur de p-1) par

]
une congruence modulo P . Soit ¢ le générateur habituel de ¥ d'ordre
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342=6x3x19, Ona (L) = er(@:(S?)) =xo(2) Tg(“’a) Ts(‘ps' 57>—I'

On constate que 'r6<cp6> € L (cf. corol. 13), On a ¢”6(5) =1,
= =1
yo(2) =1 et 6™ 57(6) = -1, donc +(L) = -1(¢%) (s> 7).

Déterminons Gal (L/K) (d'ordre 6) : on vérifie que

llimage &, , de g, , € Gal (@(57)/0(3)> dans Gal <@(57)/®(3))/<67 > est

génératrice : on a <@, 0> = {T y O 0’ F43 63] , 525 ) 622} et

V;:/R (L) = 'r<cp3' 57>-6 T<¢6> 'r<q060> T<¢258> T(cp]86> T<¢150> T<f9132>-

On a le tableau suivant :

o écriture en base 7 s(y) v (@) mod 7
171 3+3.7+ 3,49 9 =1
6 6 +0,7+0,49 6 -1
60 4 +1,7+1,49 6 3
258 6+1,7+ 5,49 12 ~1
186 4 + 5,7 + 3,49 12 ~3
150 3+0,7+3.49 6 1
132 6 +4,7 + 2,49 12 1

On utilise le th, 111 :

3.5 6 25 1 1 1

<T(w 7>>-6 2(6°) 706°%) 1©2®) (' %%) 1(0' °0) 1lo °2)
9 6 6 12 12 6 12
™ ™ ™ T k) T ™

\)I"'_—/R" <‘T(|—)> =

1 -6 1 1 1 1 1
- (y(l?l)) v(6) y(60) y(258) y(186) y(150) y(152)

= (=108 (<) (3™ (<1) (=37 (1) (1) = 3 mod B’
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!
Par conséquent gL/K =4 mod P soit EI_/K est racine de I'unité d'ordre 3

<§L_/K = cp(2)>. Cet ordre est le maxinum possible ici.

On constate alors qu'il est impossible de modifier ¢(L) par
une racine de I'unité de telle sorte que la norme obtenue soit égale a
1 ou -1 ; ceci montre bien que gl_/K n'est pas dlie 3 une "mauvaise ! défi-
nition de (L),
Remarque 1112, Si on remplace L =@(57) par L_] ol I_] est le sous~corps
intermédiaire entre K et L de degré 3 sur K, on peut aussi étudier gL]/K'

Or L, étant de conducteur 57, on a T(l_]) = vC/C (L), mais alors
1

i
— ;= q1L,) =y~ ;=v—,— (L) =y—,= (L) que I'on vient de calculer,
VC,/R TV TV /R VDT vC/R T4

Cet exemple nous servira aussi pour une illustration ultérieure d'un phé-~

noméne particulier (cf, Rem, IV4, chap. IV, §3).
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APPLICATION A L'ANNULATION DES CLASSES D'IDEAUX

DES CORPS ABELIENS

1) Elément de STICKELBERGER modifié (dans tout le chapitre, on sup -

pose p # 2).

Soit K un corps abélien de conducteur M«

. : (mK)
Nous allons étudier 1'élément S, = SK -3 [@

K ‘K] ve/q o
qui semble constituer, contrairement a SK, le "véritable!' élément de
STICKELBERGER (cf. [1], ol il est montré comment est obtenu S< a
I'aide des fonctions partielles), En ce qui hous concerne, nhous allons

montrer que §  est canoniquement associé au hombre 1(K) que nous avons

défini (chap. 111, §2, Déf, 1112),

Proposition IV1, Soit K un corps de conducteur Mo On a dans K la
factorisation :
m M SK .
(K) Ag =Bg , oum  =m (resp. ZmK) si m est pair

(resp. impair).

démonstration

M M S (m,)
. YK Q K
D'aprés le corollaire 113, ona r (:p ) A 0 =7
o , m, )
K K (m )
Q K
Q
q,. -1 (m )
avec g = K . On a donc par définition de -'_r-<@ K ) :
m
K
2m 2M S ()T K Y (my)
(m ) “K o K Q /Q

K _ .
@ ™) A@(mK> 5'3@(mK> )
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2mKS ( )
a © : K2 _ + "k
B par définition de S (m. ) et par le fait que T, (Xo) =Ip :
(m ) K K
K Q
Q

(m, )

crs K" =, .
la proposition en résulte en prenant les normes dans Q /K (si mK est
pair on peut alors diviser les exposants par 2, comme on le vérifie faci-

lement).

. . : Q)
Lemme IV1, (i) Soit weZ [GK] tel que n=0S, €2 [GK] ; alors *B.R est

) !
principal dans K (de fagon précise 15;2_'_ = r(K)® A avec K eK, o

désignant un relévement quelconque de 4 dans Z[Gl'('_’]).

1 )
(ii) soit ¢ Z[GK] et soit 4 sa projection canonique dans
1 - .
Z[GK] ; si v(K)® ¢ K, alors I'image SKU; de SK‘” dans @[GR] est dans

Z[ 6]

m m.,wS m. 0 .
Ona ¢(k) K Ag =D K K=‘.’p K , puissance (m_)¢ d'un

K

PN
Al

idéal de K ; le raisonnement fait dans le lemme 114 s'applique encore ici

sans modification avec M au lieu de M (mais M divise encore qK-i) :

! 1
_ 0 '
ona +(K)?® ¢K et ‘DR = ¢(K)® A en appelant 4 un reldvement quelconque

' -
de y dans Z[G K] ; dlots (i),

1 1 —_
— 0 _
Si 7(K)? ¢ K, on peut poser (K)¥ Ag = 'pR_ ,QEZ[GR],

dloti m §S, =m0 soit 3 S entier dans Z[GR—].
On est amené & déterminer U = {wE Z[GK], © S € Z[GK]} ;
on a alors SKZ[GK] N Z[GK] =2 S, . Notons de méme ([5], pp. 34-37)

U ={w€ Z[GK], 0 Sy € Z[GK]} et soit AK (resp. AK) le plus petit entier

positif non nul tel que ]\K SKE Z[GK] (resp. A Sk € Z[GK]).
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On obtient le résultat suivant :

Proposition IV2, (i) On a ﬂK = ( - (-g)-a,... ; AK), ol les entiers a,
(a, mK) = 1 parcourent un systéme complet de résidus mod Ms impairs;
(m,) .
(i) si [@ : K] est pair, alors U = Uy 3
(mK) .
(iii) si [a : K] est impair alors on a (AK> = (AK>
g )
pour tout 2 premier impair et (AK>2 = 2 si mK est impair ((AK>2 = l)

et <]\K>2 = (AK>2 = (mK>2 , Si My est pair,

démonstration

(m

. )
ona((5)-2)8k = ((3) -2)sc -3 [ ¢ K10 -2l s

or ((ﬁa>-a>SK est entier ([5], Lemme 116) et 1 —a est pair, d'ol une

inclusion pour (i). Si y¢ i{K y w =Y, X_e ; onpeut écrite
o€ G
. . . N e Ky
0 Sk —QEG x",(gy-ac)sl'< +rS,, olia_ impair est défini par <a¢, > =g et
K

olircZ;onadoncrS, ¢ Z[GKj, d'oli r = 0 mod A . D'ol (i).

L 'assertion (ii) est évidente ; pour I'assertion (iii), seul le

(m )

calcul de {AK> pour [@ K : K] impair et M pair reste & expliciter,
2

PA ! oL (my )
On pose me = m,, m, impair, A= 2, Posons HK = Gal (@

/K)

et soit o, =5 a (sommation sur les a, 1 <a< LY <a, mK> =1 et
a

-1
g, Hg = o pour tout e¢ GK).

: K]) o (cf. [5], Déf. 12),



m  (m)
Posons &o‘ = o, -<[@ : K], pour tout g€ G sona ([8], lemme 117)
. My (mK)
ongCoz]mOde,(C, mK)=l,d'ouacEca]——2—[@ :K]E
m (m ) m (m )
. K K K K", -
c(oz] +—2—-[@ K])——Z—[Q 1 K] =
My (mK)
c &] -—-—2—-[0 K] (1 —c)=c Zy.' mod m , car c est impair,
(™)
Or o, est impair : en effet, soit ko =K Nna ; ona
A !
[@(ZA) tk ] = [@(ZA)K : K] qui divise [Q(Z i K) : K] (impair) d'ol les
Pk K] :
!
inclusions Q cKcqQ et @ est somme d'un nombre impair
m
dlentiers a tels que a =1 mod ZA ; dloli o impair et &] imp air (car -2-5
- - - [] -~ . —_ A . =
est enhcore pair) ainsi que tous les aa , dlou (AK> =2 icl.

2

Remarque V1, On a donc montré que !l'on a /.\K = AK dans tous les cas
(m,)

sauf dans le cas ol [Q K™, K] et m

(AK>2 =2et (AK)Z =1.

K sont impairs, auquel cas, on a

2) Résultats sur 'annulation des 2-classes d'idéaux des extensions abé -

liennes imaginaires de Q.

Soit L un corps abélien distinct de Q, de conducteur m . Oon

appelle L le sous-corps réel maximal de L., Considérons (L) (relative~

ment & p # 2 quelconque),

l+g1

Lemme IV2, On a (L) =1, SiL est réel alors (L) = t

1. En

particulier, si L #@ est réel alors (L) = * 1,

Donnons d'abord un exemple de corps L imaginaire pour

lequel L est réel (donc (L) = 1) avec (L) = -1,
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(7)

Onprend L. =Q etp=13; comme 13 = -1 mod 7 on aura

=132 <n =z> soit :

24>

(L) = %o (2) Tz4(‘9 T24<Xo>-]'

On a xo(z) =0 =2 mod 13 ; or 84 =7 x 12 d'ol XO(Z) = 1 ainsi que

-1
wza(a)pour‘ tout entier a, On a donc (L) = T(CP24> T(X()) . Comme nL = 2

"'(Xo> =r ¢]6>2 (cp] relatif éIF]3>, donc T(Xo)e Q ; de méme on Vvérifie

(corol., 13) que ¢<¢p24>e@(7) <donc é@(7) =@_(,_7)>.

Pour voirsi ¢(L) = +1 ou -1, on utilise les congruences habituelles :
24 84\~1 (84) '
_ - dD . Onads=6+ 6,13 et
(L) T<Qp ) 'r(cp > .'!..(___“ 5z) Mmod B . On e

24 =11 +1,13; d'oli y(84) = (6!)25 -1 mod 13 et

v(24)=111=1 mod 13 et ceci démontre que i'on a bien r(L) = -1 (Remar-
quer que cette propriété ne provient ni du terme xo(z) Nni de la normalisa-

tion (1 ) adoptée, au moins pour cet exemple),
o

démonstration du lemme

(m, )
Ona'l'(@ L > =Xo(2)'r

-1 (m ) y(m )

q
oDaL=L Et'r(@ L)e@ I‘(cor*ol.lz);ona

™

(m ) 1+0¢ o
'r(@ L ) -1 qq"] =1 (car ¢ L et Xo sont distincts du caractére
1 +c'_]
unité) ; on a donc de méme (L) =1,
2m
b l—- o rd Pl P
Onar(L)eL!' et £(L) ¢ L supposé réel (cf. Déf. 111 1),

ZmL(] +a ]) 4mL

donc (L) T o=4(L) =1 et ¢(L) est une racine de l'unité ap-

partenant a L' et dlaprés le corollaire 112 sur la Z-torsion dans &, puis-

+

que L' = E@(p) (p#2), onar(L)==1,

H
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1 !
Corollaire IV1, Si L est imaginaire on a pour tout y € Z[GL] tel que

! 1
T(L)w € L , Vl_/l_.,. T(I_)w =+1,

Supposons maintenant L imaginaire,
Lemme IV 3. 1l existe T eQ[G ] défini modulo (1 +(E>>@[G ] tel que
—— * L -’ ~1 L4?

L i on peut prendre par exemple

Ne
r
i
_
]
P
vir
N SN’
N
....Io

. i m'—/* Ly~ M .
TL = E—- Z (3) (a-2—>. Enfin pour tout o € Z[GI_] tel que ‘”SI_

. . . . 2 W T L
soit entier, il existe un représentant TI_ de TL. » modulo < 1 +(_]>>@[GL]

P .(.D L__ - . 1AL .U.)
et verifiant TI_ (l —( )) S . L'élément TI_

appartenant a Z[G :

L]
est alors défini modulo (1 +(_E]>>Z[GL_].

On a par définition S

-m]_ E* ((E)z-] a + (m L—a>—] (mL-a)> (car si m,_est pair, —L£ ~ 0 mod 2
L

et si m est impair, TL n'est pas entier)

rd - ]
On peut écrire -Z-[Q

my /2 -1
: o (5) +&)

a=1
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et S = —(-L_1>)m; ]*

d'oli la valeur de 'i'l_.

Si maintenanton a ¢ S € Z[GL], alors

Q= i—l_ (1 - (—LT >>w est entier et on a Q(l + (-‘-‘T» = 0; or dans Z[GL]

ceci équivaut & ¢ (1 - (-%))Z[GL] soit g = <1 - (_%))T , Te Z[GL] ;
dlols ('i'l_w - T> (1 - (.-I__—]>> = 0 dans Q[GL] soit

-i-l_“’ -Te¢ (l + (:I_T»@[G[_] ; ainsi T est I'élément 'i'l“i cherché,

Soit alors w€ Z[G ] tel que é,_we Z[G, ] ; alors (lemme 1V 1)

' T ‘
B = (L)® A avec (- (w' relévement de y dans Z[GI'_]). On a

|
alors (corol, 1V1) /L (T(L)‘” ) = +1 et on peut appliquer le th éoréme 90
+

1 1 g
de HILBERT qui affirme qu'il existe 9 ¢ L tel que (L)*® =9 _l. on
w )
1 1
remarque que l'on peut prendre g =1+(L)% (si ~(L)® ;é - I) car
w
T-o_ 14+ o(L)® 1+ o (L)® L)' .
= = = ; ceci prouve
O w'e_; w'(l+e_;) w'e_; T ’ prouv
1 +.(L) (L) + (L)
a—— 1 -
aussi que § peut &tre pris dans L (si (L)Y # -1 et L non réel) ;
w
! -
si #(L)® =-1 avecL c L, on remarque que les calculs qui vont suivre

sont valables,

On a par ailleurs avec un choix convenable de TI‘_”

. » . ]_c
S, w (1—g )T® 1-¢ T o -1
(lemme 1V 3) ‘j}_L =P__ L 8 -1 A et (‘p_" e"] AE) = (1),
L L w L w
"rL_ o
B =9 AE aw , ou aw est un idéal invariant dans L./L.+ (qui est en fait

L w
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T o
dans L en toute généralité), Cette relation s'écrit aussi P L™ - 0 AI_ a ;
w w

on a donc prouvé :

Proposition IV 3, Soit L un corps abélien imaginaire de sous-corps réel
maximal Ly . SoitlH(L) le groupe des classes au sens ordinaire de L et
soitlH'o (L/L4) le sous-groupe delH(L) formé des classes des idéaux in-
variants dans L/L . . Alors pour tout ¢ Z[GL] tel que S| o€ Z[GL], tout

élément TV de Z[G ] (vérifiant T® (1 - (5)) =S

5 ) annule le groupe

I_(D
lH(l_)/iH? (/L.

On sait que S, %, est un idéal de Z[GL] et que tout élément
e S %, est de la forme (1 - (__%))T , TeZ[G ], défini modulo

(1 + (:IT]-))Z[GL] (d'aprés le lemme 1V 3), Par conséquent él_ §1|_ est de la

forme (l - (E))i}'_ oll éL_ est I'idéal de Z[GL] engendré par les éléments

T et par 1 + C‘._T) (11iaéal B est alors égal a {Te z[e, 1,

(- (5))esL i)

Définition IV1. On définit B comme le plus grand idéal de Z[G, ] défini
» . _ L_- s

par S| 8 =(1-(F))8.-

Corollaire IV 2. L'idéal §_ annulelH(L)AH? (L/L ).

Donnons un exemple montrant que I'idéal B,_n'est pas né-

. U S R Ly 2 .
cessairement |'idéal T % bien que l'onait T o (1 - (_] )) =S, ¥ :

. (5) . 1 3 2
SoitL =@ ; on aSI_ =m(—3-g+g + 3¢ >, avece = e, ,

(d'otl (_-_I:'-]-> = 02)‘ On a donc Tl_ = -;'—:)(3 +e) modulo (1 +g2).

On a alors 105, = (3+¢) (82-1) et (e-3S, =1 —e2, ce qui fait que

L
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I1idéal isL est I'idéal unité.

Soit T = ‘.I'I_ + Al +g2), AEQ[GL] ; calculors T(s-3):

1
ona T(e-3) =1 7o (-1 +10Aeg-~-30A) (1 +gz) ; comme A est défini modulo

1 -gz, on peut supposer A =u+ve, u,veQ et

Tle-3) =1+ (-1 +10v-30u+g (10u =30v)) (1 +62) ; une étude élémen-

taire montre alors que quels que soient u et v, T(e - 3) n'appartient jamais
a Z[GL].

On peut cependant remarquer que lorsque ij = (1)

. * b . L
(i.e. S, est dans Z[GL]) alors B, est engendré par 1 +<_—_T> et par un

L

e hd L - P4 -
représentant convenable de TI_ modulo (1 +(:T>)@[GL] qui se détermine en

el : L ‘
H " " (= y
pratique par la "division! de SI par 1 (_] ) dans Z[G| ] (nogs appelons

encore TL ce représentant pour simplifier),

Remarquons aussi que le fait d'adjoindre 1 +(_—_LT> aux géné-
rateurs de Sfil_ rend ce dernier unique sans modifier ies propriétés dlan-
nulation que nous considérons,

Remarque 1V 2, Compte tenu du fait que éL_ ﬂl_ = (1 -(l—‘T >> %L_ , on peut
déduire facilement de I'énoncé classique du théoréme de STICKELBERGER
que I'idéal %L_ annulelH(l_)/iH] (L/L_.,.)(OL‘JIH] (L/L,) désigne le sous-groupe

des classes de L invariantes dans I_/L_,_) ; mais d'aprés la suite exacte

classique (ol E( ) désigne le groupe des unités) :

1 eIH?(L/I__I_) >IH, (|_'/|_+) » E(L,) n NL_/I_ I_*/NL_/L EL) > 1,
+ +

on constate que le quotientH, (L_/L__l_)/fH?(L_/I__'_) n'est pas trivial en général
(puisque L est imaginaire, ce quotient dépend, essentiellement, du groupe
des unités totalement positives de L+). Il semble donc déja que le résultat

de la proposition IV 3 ne se déduise pas de celui du th, 112,
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Nous allons maintenant démontrer que le résultat précé-
dent (Prop. IV 3) peut staméliorer encore trés substantiellement ; de
fagon précise nous allons montrer que dans |'énoncé précédent on peut
remplacer H?(I_/I_+) par les classes réelles de L étendues &L , & une
modification prés que nous allons expliquer, Ces propriétés ne concer-
nant que les 2-classes d'idéaux au sens ordinaire, nous allons raisonner
avec les 2-groupes de SYL.OW des groupes de classes (ce que nous indi-

querons dans les notations en remplacgant la lettre IH par la lettre }), Ces

2-SYL OW seront alors considérés comme ZZ[GL]—- modules,

Soit donc L une extension abélienne imaginaire quelconque ;
soit M Itunique sous-extension de L telle que [I_ : M] = d soit impair et
[M: @] une puissance de 2, On sait que le 2-groupe des classes H(L) de L
est une somme directe de la forme

wL) =wL)enw) -

oll e = dans cette décomposition H(L)€ est canoniquement isomorphe

1
dvL/m?

a #(M) et n(l_)] -€ peut &tre vu comme le sous-groupe de }(L.) formé des

classes de norme 1 dans L/M. Nous allons voir que les classes provenant
de M (i. e. de la composante H(L)€) constituent une obstruction & la pro-

priété d'annulation de ﬁ(l_)/jL/L_ H(L+) que nous avons en vue, Donnons
+

un exemple humérique montrant cette obstruction :

Soit L =M =q(=15) (on a donc #(L)€ = #(L) ici) ; on vérifie

L

que SL = (_] )-I , soitT, =1 et B, = (1). Sip est un nombre premier tel

L

que P, (idéal premier au-dessus de p dans L) représente la classe d'ordre

T
2 de #(L), alors on peut écrire ‘pLL’ = eAl_ ¢, 0c L , g idéal ambige

+
dans L/Q ; or SpLL = pr étant non principal, g ne peut &tre un idéal ration-

nel et contient de fagon "non triviale! I'un des idéaux premiers ramifiés
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dans L./Q. Donc ici, T, n'annule pas H(l_)/jl_/L_+ u(l_+) = #(L),

Remarquons que cette situation (cas cyclique d'ordre une
puissance de 2) correspond & un cas particulier de la définition des in-
variants '"classes" (cf. [5], Déf, 118, p. 65-66) qui est suggéré par la
forme méme des résultats analytiques (cf. Th, 112, p. 31 de [5]); nous

y reviendrons a la fin de ce paragraphe,
On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme V1, Soit L une extension abélienne imaginaire quelconque et

soit AL le plus grand sous-groupe d'ordre impair de GL. ; on pose

™ S3s . Soient ¥(L), H(L__l_) les 2—-groupes de SYLOW des groupes
L' sea
L

des classes au sens ordinaire de L et L, et soit j I'Textension des
+ |_/l_+
P4 b Y - - » Pd h ' P - a
classes réelles de I_+ aL, Alors il existe un élément TL_ de ZZ[GL.] défini
modulo (l +(E ))Z [G ] par I'égalité s, (1 -€) = 'i" (I _<5)) et qui an-
~1 2L 7L L L -1,

lwe 1—~e
nule le module H(L) /] H(L ) .
L/L, 7+

démonstration

Si le conducteur de L est puissance d'un nombre premier, il
n'y a qu'un seul idéal premier ramifié dans L et il est principal, donc

IH?(I_/L__I_) IH(I_+) et notre théoréme se réduit a la proposition IV 3,

=]
L/L+
Supposons maintenant le conducteur de L divisible par au

moins deux nombres premiers distincts.

Lemme IV 4, Soit m un conducteur de corps cyclotomique, m > 1. Alors

)

. m m g 2 <z . .
I'extension Q( )/Q-(I- est non ramifiée pour les idéaux premiers si et seu~

lement si m est divisible par au moins deux diviseurs premiers di stincts,
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1l est bien connhu que sim = ek (¢ premier) alors

(m)/

Q Q est totalement ramifiée en p.

1l suffit donc de prouver que si m est divisible par au

est non rami-

moins deux diviseurs premiers distincts, alors @(m)/@_('_m)

1
fiée pour les idéaux : Soit p un diviseur premier de m et posons m = m/ek,

gk étant la plus grande puissance de @ divisant m, Par hypothése, on a

1 !
m >1 etm est un conducteur de corps cyclotomique, L.e corps d'inertie
1

(m)

(m)
+

qui est imaginaire ; par conséquent

(m) (m')

+ he peut contenir Q .

pour { dans @(m)/u est le corps Q

¢ est bien non ramifié dans Q(m)/@ puisque Q

Lemme IV 5, Soit m un multiple du conducteur du corps L., Alors onh a

1 -
Q '/L
Considérons le schéma suivant () > 1) :
d 5 (
m)
M L
] k [ ] x @
M. L
M.si Lin
) N.
i
M. L.
i i
) N.
[}
M, L.
I ]
. d -
M= M] l_l =

o
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Dans ce schéma les extensions L_ , MA » M, sont définies

A
(m)

par les conditions [@ : M}\] est impair, [M}\ : @] est puissance de 2,

M, = M}\ nL et I_>\ = LM)\ (d et § sont donc impairs),
Dans I'extension L_/L ., appelons {L./L.} 3
Al Vo=, 000, a1
une famille de sous-extensions de LX/Ll telles que :
(i) L'i/Li est non ramifiée pour les idéaux,
(ii) OnalL,clL;c..cl,cb,cbl,, c...cl_l_]ch,
(ii1) les extensions L)\,/LX-] yeons Li+l/L'i oo Lz/l_] ne

contiennent aueune sous-extension non ramifiée pour les idéaux,

On définit alors les extensions correspondantes dans

~

MK/M1 :M.etM., T=1,..., A~1, enposant M, = M, nL; et
Mi =M}\ nL_i , pouri=1,,,,, A -1, Il est clair que la famille

{M./M.}. _ a, dans M_ /M, , les propriétés analogues a (i),
=100, A =1 A

(ii) et (iii).

On sait que dans une extension E/F la norme de H(E)
concide avec #(F) si E/F ne contient aucune sous-extension de degré
puissance de 2 non ramifiée partout (i. e, pour les idéaux et les places a
I'infini). Si E/F est de degré une puissance de 2 et est non ramifiée par-
H(E) est le

tout, alors N ¥(E) est d'indice [E : F] dans }(F) et N

E/F E/F

sous-groupe de ¥(F) canoniquement associé & E/F par la théorie du

corps de classes,

On a ici u(ﬁi)e-“—‘\u(r&i) et ::;(Li)eg H(Mi). Désignhons par

~

N, (resp. N;) 1a norme dans Li/Li (resp. Li+1/|_i)’ i=1,..., A -1, Ona

done Gal (L/L.) = #(L)/N, #(C )= (L )9/N, ) )e (wiL ) =S/N i) ~°)
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et le premier termede la somme directe est isomorphe a
J.‘.(Mi)/Ni H(Mi) = Gal (Mi/Mi)’ par le corps de classes ; d'ol puisque

)l-e

Gal (:Qli/Mi)gean (I:i/Li n(l_ ”e/N u(l_ = (1) soit

1-e e

u(l_i) =N, H(Li)] ~~, Comme les normes de la forme Ni sont surjec-

)1-e_

1-e
= NLX/L )i(l_)‘) et comme de méme

tives, on aura ¥(L

n(l_x) =N (m)/ H(Q(m)>’ on en déduit ¥(L)' ~€ u(@(m)), d'ol
' L

(m)
r] \ a /L

le lemme,

1-e

1
Soit alors h une classe de (L) ; soit h une classe de

(m)

!
telle que N (m)/ h =h (lemme IV 5), On sait que I'on peut repré-
Q L

a

1
senter h par un idéal premier de degré résiduel 1 dans Q(m)/@ que l'on

peut choisir premier & m (cf. [11 1). Soit B (m) cet idéal ; alors posons

‘pl_ N (m ) ; il est clair que ’BL_ représente h et est totalement

/L @(m

décomposé dans L /Q.

Appelons A le plus grand sous—groupe d'ordre impair de

G (m) (on suppose p # (1) sinon le théoreme est trivial), Soit e}‘L Itidem—

a

potent de I'algébre semi-simple ZZ[A] associé & un caractére 2-adique
irréductible non trivial y, de A ; soit r' un caractére de degré 1 divisant

(g)

b . On sait que Z [A]e est isomorphe 3 !'anneau des entiers Z

(g)

corps cyclotomique 2-adique @ , g étant I'ordre du caractére r'! (I'iso-

morphisme étant réalisé par I'application c:eLL - r'(c) pour tout g ca).

Soit alors a un entier impair premier @ m tel que g,€4 et
tel que r'(ca) ;é 1 (ceci est possible puisque r! n'est pas le caractére unité),

On sait que g = S ) (ca—a)e ZZ{G (m)] (Prop. 1V 2) ; montrons que
Q

a!m
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(ga-a)ep, est inversible dans 7 [A]eu : il suffit pour cela d'étudier

(a) .

r"((ga—a)eu) = r'(g ) - -acz," ; posons g = r*'(qa), c'est une racine de

I'unité d'ordre non puissance de 2donc g -—a=g~-1 mod 2 est inversible

)

(g . . .
dans Z,°'. Soit weu Ilinverse de (wa-a)eLL , w€ zz[Aj ; on a donc

("a'a)‘”eu = epb , ce qui fait que I'on a les égalités suivantes dans
@z[G@(m)] :

)(Q ) =ne , soit
W

(m m

S
o™

) (ga-a)w eu = 0w eu , soit

Sn(m) ekL = 0w eM ; OF Qu eue Zz[G@(m)] ce qui prouve que

S (m) e est entier pour tout ;é 1, Par sommation et en remarquant que
Q &
] 2
e =1-E, E = = s,onas 1-E G . L1élément
% P ETTT Z, y(m (1 "EIEZLC ]
S (m) (1 —E) étant orthogonal a1 +g¢ - il en résulte qu'il existe
Q
* [ _ > ' - . e _-
T m)€Zo[G (] tel auesS (1-E)= (m) (1 —-¢_,) (on vérifie faci
Q Q Q
f 7 ! - T
lement que lfona T' = (m) (1 -E) mod (1 +e_,) @z[G (m)]’ T (m)
a Q Q
étant 1'élément défini dans le lemme IV 3), Il convient maintenant de suppo-

ser que m est le conducteur de L ; alors par projection de cette égalité

dans QZ[GLj, compte tenu du fait que 1 —=E a pour image | —-e , que

U)o

(m) @ Pour image SL , on a donc prouvé l'existence d'un élément
Q

|'__E Zz[GL_] tel que !rl'_<1 —(_%)) = él_(] - e). Montrons pour terminer que

e

TL a la propriété d'annulation cherchée,

(m)

En utilisant les arguments de la proposition IV 3 (dans @

et pour |'élément , = 1 —=E), on peut écrire :
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1
! @(m) (m) <
B =0A (m)ﬂ , DEQ , ¥ idéal invariant par{], g-]} ;
Q(m) Q
(m) ,_ (m) s . ,
comme Q /@+ est non ramifiée pour les idéaux, il en résulte que ¥
est I'étendu d'un idéal de @ﬁ_m) P,

D'apreés ce qui précéde et du fait que 1(L.) est ici égale

. ! (m) .
ay T Q on obtient par N :
ym ) L
T
L rd
P =B6A, a,, 6 =N @elL etg, =N 9, est |'étendu
L L+ Q(m)/L_ + @‘m)/l_ +

1 -

d'un idéal de L, . Commesp représente la classe h ¢ H(L) ~ € le théoreme

en résulte,

* .

- - |’ P4 ' ' - Y -
Remarque IV3, (i) En pratique, |'élément TL_ s'obtient & partir de SL

ca . : L
par "division" de SL(I -e) par 1 -(_]> dans ZZ[GL]’

(i) si él_ est entier, alors .SI_ = ‘i’L(l - (_%)),

TL_eZ[GL], et on peut prendre TI'_ = Tl_ ; c'est bien un élément annulant

1 -e,. 1 -e
WL iy WS

Montrons que ce résultat est d'une certaine maniere en
rapport avec une conjecture que nous avons formulée dans [5] (p. 69)

au sujet de l'annulation des classes d'idéaux,

Pour éviter toute confusion de notations awvec ce qui a
précédé dans la théorie des sommes de GAUSS, nous changeons certai-
nes des notations en usage dans [5] de la facon suivante : On appelle !
un caractére de degré 1 de Gal (Qa/(]) (ols @a est I'extension abél ienne
maximale de @ contenue dans une cl8ture algébrique ¢ de @) ; on appelle

p le caractére rationnel au-dessus de ! et on désigne par @ le carac-
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tére ¢ -adique au-dessus de ! (g nombre premier fixé) ; on sait qu'a ,
correspond |lextension cyclique K de degré g égal a l'ordre de o'
p p

On appeile enfin G , f le groupe Gal (K /Q) et le conducteur de K ,
p p P p

On suppose ici ¢ = 2 et  impair (i, e, K imaginaire),
p
On a défini dans [5] (Déf, 118) les invariants analytiques m¢(h) de la
(g )

fagon suivante (o& p'|¢ et ol ﬁp désigne I'idéal maximal de z, P ) :

Définition IV 2, On pose :

(1) 3 B](p' )Zz P = ﬁp , si gp n'est pas une puissance
de 2
(ii) EBl<p' )Zz P = b, , ST g est puissance de 2

avec Kp # @(4),

Gi)  mh =0sik =a™,
@ p
Ici B, (p =1 ) désigne le nombre de BERNOULL | généralisé associé au

caractdre o', On a donc 15 B, (p'-] ) = p'ﬁ'K )

Dans [6] (§11, 2, b, @) nous avons défini la notion de carac-
t&re modéré associé a un caractére, de la fagon suivante : on écrit
p! =r'y! (y! dlordre puissance de ¢ (g = 2 ici) et r! dlordre premier a3) ;
soient y le caractére §-adique au-dessus de r! et r le caractér e rationnel
au-dessus de r', alors les caractéres r', w, I sont appelés respective-
ment les caractéres modérés de degré 1, g-adique et rationnel associés

respectivement a 5', @ et p.

Avec ces notations et en appelant ¥ (K ) le sous-groupe
P

e
des classes relatives de §(K ) on a H¢ =3(K )P (la uw-composante de
P P m¢(h)

¥ (K )). La conjecture formulée dans [5] (p. 69) est que § annule
p p
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(g )
le Zz P —module ]:{¢ .

On a la suite :

Nk /K
- P P4
1 5 (K)o K ) — 5 dlK ) 5 1
Y p P+
qui est exacte ; en effet, la norme N est surjective car K /K
K /K o’ oy
P Py
est ramifiée pour les places a I'infini, Il en résulte que l'on a les suites
exactes :
e e
1 > ¥, » HK )Y 5 gk ) F 5
@ p b+
e
|u(k,) ¥
ce qui fait que |H | =———— ; le module H(K ) s'identifie a
P
PO *
P+
- -~ - P - ' -
I /K HK ) cH(K ) (ou ik /K désigne l'extension des classes dans
P+ P
P P+ P P+
K /K ) ; en effet jK /K est injectif ici ([5], Prop. 111, p. 28) car
p P+
Y P4
K /Q est cyclique,
Y
e e
Ainsi et (K ) H/j (K ) ¥ ont méme ordre mais
Hy et WK /JKp/Kp+u .

ne sont pas nécessairement isomorphes ; on a donc obtenu (le cas po=1

qui correspond & la p-composante ¥(K )€ de H(K ) étant contenu dans le
p p

(9 )

th, 1111 de [6]) et en considérant les modules ci-dessus comme des Zz P o

modules :

1
Théoréme IV1 , Pour tout caractére 2-adique ¢ impair de caractére mo-

m_(h)

e
déré associé y , p 7
Y

e
annule #(K ) */j HK ) *, olim,(h) est
P / Kp/Kp+ P+ ¢
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I'invariant analytique (Déf. IV 2) défini au moyen du demi nombre de

Vd Pl - Pl ] —]
i — 1
Bernoulli généralisé 5 B, (p )
Remarque IV4, Le résultat précédent ne permet pas d'affirmer que 1:(¢
)

m_(h
est annulé par ) 7 ; on peut cependant obtenir ce résultat conjectu-
p

ral dans des cas particuliers ; par exemple :

m_(h)
Corollaire IV3, Si la p~composante de ¥(K ) est triviale alors § @
P4 p
annufe § .
@

Ce corollaire améliore le th, 1il1 de [6] comme on peut

le voir en prenant pour K le corps @(29) : On vérifie que ¥(K ) est tri-
p

p
vial (ainsi le corollaire précédent s'applique pour les deux car--;ctér*es
2-adiques ¢ et @ divisant ;) ; mais les hypothéses du th, III1 de [6] ne
sont pas toutes vérifiées (il y a dans Kp+ des unités totalement positives
3 et |:ﬁa{ =1

(cf. [6], Rem. IV3)). Donnons maintenant deux exemples numériques

non triviales, ce qui fait d'ailleurs que l'on a |H¢| =2

pour illustrer les résultats précédents,
a) Exemple 1, Corps de degré 6 de conducteur 4 x 277,

On a le schéma suivant :

0@ L

01(277)

3

On rappelle les informations numériques suivantes : on a
IH(I_+)| =4 et la classe de I'idéal p, de L _au-dessus de 2 engendre

H(l_+) (171, [8], p. 96); 2 est ramifié dans I_/I_+ et est totalement décom—
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posé dans I_+/@ ; les seules unités totalement positives de L, sont les

carrés d'unités ([8], p. 96).

La formule des classes ambiges dans L_/L+ donne donc ici :

|3$1| =16 (cf. par exemple [6], §I).

Un calcul direct de él_ donne :

él_ = 4(1 =¢°) (g% +0) soit T = 4(e% +eq) (a engendrant Gal (L/®)> ;
le calcul des nombres de BERNOULL | correspondants montre immédiate~
ment que le nombre de 2-classes relatives 3§ de L est :

|#7| =16 (on a de fagon évidente ’*_’Hgé ici).

(3)
2

g » -j) i est isomorphe soit a 2;3)/(4) soit a 2(23)/(2) x 2(23)/(2).

En tant que Z. '-module (obtenu par |'homomorphisme

De méme ¥, peut &tre considéré comme un module sur
Zf23) (par I'homomorphisme g - j) et H, est isomorphe soit a 2;3)/(4)

soit a Z(za)/(Z) % Z(zs)/(Z).

Considérons I'idéal premier ‘]32 au~dessus de Po dans L.,
a2 . . 2 _ .
Comme p, A =P, , il en résulte que cl| (P,)" = cl (p,A )= JL/L+hO

N 1 . . . =
ol h est la classe cl (pz) d'ordre 2 ; ceci fait que h clL('pz) est

L

dl'ordre 4 (on sait que jL/L est injectif). Or h¢ H] d'olt nécessairement :
+

1, =223/ .

Appelons ng) et H_(Z) les classes ambiges et relatives de
. (2) _~(2) _ - S
L annulées par 2, On a u] =Y = H] Ny en effet, si hc¢ ]:1] n¥ alors
l -& 1 +e
h -1 _ h -1 2 1 et si he },lsz) alors he¢ H_(Z) et inversement ; on a

- - - 2 —(2)
dlailleurs ¥, N¥~ = JL/L+H(L+)). Il en résulte que le 2-rang de ¥
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est 2 c'est-a-dire que nécessairement :

-~ (3)
¥ =z, /(4.

Considérons maintenant le groupe ¥ H :on a
- ETIRE . _
|4, #7| =————— =64 ; d'ol ¥(L) =¥, . Ona alors

|%; n¥7|

u(l_)z = ulz (J:[")2 soit, d'aprés ce que I'on a dit ci-dessus sur les struc-

tures de ¥, et i, J:L(I_)2 = jl_/l_ ﬁ(l__l_). On a donc démontré que :
+

(i) le module ¥(L)/j H(L ) est d'exposant 2,
|_/|_+ +

(ii) le module ¥~ est d'exposant 4,
Ceci illustre le fait que l'on peut avoir un annulateur pour ¥ strictement

supérieur a celui de n(L)/jl_/l_ H(L+) (cf. Rem. IV 4), On remarque que
+

T=o  _1-e -2
dans cet exemple, on a H(L) =(¥7) =(§7)", ce qui fait que

l-¢g
H(L) -1 est d'exposant moitié de celui de 3§ . Il est de toute facon facile

de montrer que I'on a les inégalités suivantes (pour tout corps L imaginaire
cyclique sur Q) :

1 -6_; _ 1 - &1
Exp (H(L) )= Exp ((L)7) s 2Exp (ML) )

1 - 1 -
Exp (a(l_) 71 ) < Exp (H(L)/jl_/,_ n(|_+)) < 2 Exp (u(l_) °-1
+

)y

ol Exp désigne l'exposant d'un groupe.
b) Exemple 2. Corps de degré 6 de conducteur 3 x 277.

On a le schéma :
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@(277)

Ici 3 est inerte dans L /@ et ramifié dans /L. La

formule des classes ambiges dans L_/|_+ donne ici :

| ¥, | =4 ; on a donc ¥, z2(23)/(2).

Le calcul de 5 donne S = 4(1 - 02) (62 + 20 +1), ce qui
conduit & |#7| =16 et |¥(L)| = 64. Comme dans I'exemple 1, on a
H—mﬁ] = (ﬂ_)(Z) = H](Z) = jI_/L_ (H(L._'_)) ce qui fait que I'on a :
+

-~ ,(3)
H Z, /(4),

On sait que dans cet exemple on peut affirmer que

l-g
¥ = H(L) ol (cf. [6], §1lI, 2, ou voir directement que cette propriété
. . o . ¥* o1z '
provient du fait que HI JL/L_+H(I_+)). Soit alors h" un élément dlordre
h

1-¢
4 de ¥~ et soit he 3(L.) telle que K = -1 ; montrons que h est d'ordre
8 et engendre H¥(L) :

2(1 - e, )

Si on avait h4 =1, on aurait h = h')('2 qui serait
201 -g_)  2(1+a_,)
une classe réelle d'ordre 2 ; mais h =h puisque h =1,
2 1 +¢
dlot W =1 car h ~' est une classe réelle d'ordre 2 au plus, ce qui

est absurde, Donc h est d'ordre 8. Montrons que les groupes engendrés

. . Ly . . ., . a
ar h et h? ont une intersection réduite &1 : si h° = hbc alors
p ’

!
a=2kx, b=2ky, x,ye{l, 3, 5, 7}, 0< k=< 3. En posant h =h y’

. . la 1z '02 1 1
on peut écrire h ¥ = h ,ze{l, 3, 5, 7} et h = h = h ; donc h
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)

f

1
est ambige dans I_/Gz(3 donc nécessairement h =1, soit

a=b=0mod8, Donc h engendre }(L), On a u(L_)/jL/L u(l_+) qui est
+

d'exposant 4 ainsi que ¥ .

On rappelle que T = 4(gz+2§-+] ), donc I'exemple 2

L
- - hd - — - - '
illustre le fait que T|_ annule bien ¥ et n(L)/JL/L+ J:L(L_I_) mais n_i_annule

pas #(L) en entier., On remarque aussi sur cet exemple que H(L) L est

+

2
engendré par h = = pe”+20+1)

; or h4 est une classe d'ordre 2, ho ,

1 -5
telle que ho - € (J:l-)4 = (1) donc h0 est réelle et non triviale ; comme

2
1
hg t20+1 hg , ceci prouve que le th, IV1 (ou le th, IV1 ) ne peut &tre

amélioré en général,

!
Conclusion, On constate que le théoréme IVV1 peut constituer un point de
m_(h)
~ P

départ de I'étude de la conjecture "p annule H¢". Des résultats dans

cette direction, que nous venons d'obtenir, seront publiés ultérieurement,

3) Autres résultats sur I'annulation des classes d'idéaux des extensions

abéliennes imaginaires de Q.

Soit L une extension abélienne imaginaire de @ et soit K
un sous~corps de L tel que I_/K soit cyclique et pour lequel la projec-

1
tion canonique WI_/K de WL/K dans Z[GK] soit nulle (cas ol il existe

un nombre premier p§ divisant m,_ et non mK et totalement décomposé dans
K) ; si I'on veut que cette condition soit indépendante du choix de p, on
fait I'"hypothése suivante qui entraihe encore WI_/K = 0 : oh suppose

que ¢ est un hombre premier qui divise mL et non M et qui est totale-

1 1
ment décomposé dans K, On a alors (th, 11l 2) pour tout 4 ¢ Z[GL] tel
1 1

que 1(L)® et +(K)¥ soient dans L et K respectivement :

1 ' 1

v'C/R"('r(L)w ) = gE/K soit encore VL /K (T(L)w > = gl'_/K , gll_/K racine
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' WAL
de I'unité égale A la puissance (KL/XK)eme de g‘l‘_’_/K ; or gl—l; K
K

(m, )
est annulée par nl_/)‘L_ (qui est le degré résiduel de p dans @ L /I_)

ainsi que par p-1 (cf. th, 111 2).

Soit a un entier fixé impair premier a mL ; on sait que

a

ORI (GIDEY

((—'T-) - a) éL est dans Z[GL] et par conséquent (Iemme V1, (i))

= B_ dans L, On a
L
I_' I_|
(3 )-2 (5)-2_ a-a
VL /K (rr(l_) ) = =E =1, Supposons alors |'extension
L/K L/K
L/K cyclique et appliquons le théoreme 90 de HILBERT : il existe g ¢ L
!
(% )‘a o /=t .
tel que (L) =9 yolo /¢ est un générateur de Gal (L/K).

Puisque d'apres [ 5] (Th. 13, (iii)) on a aussi dans Z[GL],

NL/K (él_ ((%)-a)) = 0 (gréce a I'hypothese WL_/K = 0), on en déduit

que éL. ((%‘) -a> = (aL/K -1 )ﬁ—T_/K ol 'i'la_/Ke@[GL] est défini modulo

On a donc :

VIL/K®
I_ [ Y a
=)-a)$ e -1 o -1\ T
$(<a) ) Lo g L/K A =$( L/K ‘> L/K o
L L.
K-}
T1_/K
B = eAL_al_/K ol 9 /K est un idéal de L invariant dans L/K,
L

On a donc prouvé dans ce cas :

Proposition IV4, Soit L une extension abélienne imaginaire et soit K un
sous~corps imaginaire de L tel que L/K soit cyclique et tel qu'il existe

un diviseur premier § de m, ne divisant pas mK et totalement décomposé
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dans K, SoitH(L) le groupe des classes de L et soitlH?(L_/K) le
sous-groupe delH(L.) formé des classes des idéaux invariants dans

.a
L/K. Alors pour tout a, (a,m ) =1, a choisi impair, I'élément Tl_/K

e . L _:a
défini par SI_ ((-—5> -a) = TI_/K (al_/K -1 ) dans Z[GL], annule le mo-
dulelH(l_)/iH?(l_/K).
Remargque IV 5, Si él_ est entier, alors on peut prendre
s d I_ . *
T =((5)-2) T (TLezle )
Remarque IV6. On remarque dans I'énoncé de la proposition IV 4 que les

w uUtilisés tels que wé soit entier sont les (-I-_é-) - a de ﬂK et ]\K n'est pas

L
/'\K
cité : en effet on n'a pas nécessairement g =1 comme le montre
L/K
I'exemple du chap, 1il, §3 (Rem. 1112) : pour le corps Ly g /K sera
1

une racine de l'unité d'ordre 3, mais on vérifie facilement (calcul direct

ou utilisation de la Prop. 115 de [5]) que él_ est entier donc que
1

;\I_ = 1, On ne peut donc pas améliorer la proposition dans ce sens,
1

sauf peut-&tre dans des cas particuliers,

Donnhons maintenant un exemple numérique illustrant la

proposition précédente,

Soit L. le composé de @i‘?) avec le corps Q('-31) et soit

K=q('-31); on a m_=31x7etm, = 31, On vérifie que 7 est totale-

ment décomposé dans K, On obtient :

él_ =1 —az—c3+§5 = (gz—]> (63—]>, avec g = (|:3'>.

Si on prend a = 3, d'aprés la proposition IV4,

-'ra = ( ..3} ( 3.1 ) annule le modulelH(I_)/{Ho(L_/K) Plagons-nous
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auniveaudes 3-groupesde SYLOW, Un calcul direct (formule analy-

tique pour les classes relatives) donne :

lu()| =3,
[#(L)| =9
(si on appelle o le caractere rationnel associé a L, alors |):L l = 3).
P

Comme ici H?(L/K) =¥, (L/K), I'application de la formule des classes
ambiges donne IH] (L/K)| =9; on a donc #(L) = M, (L/K). Comme ici

H(L) est formé de classes relatives, on peut considérer u(L)/n] (L)

(ainsi que n(L)ﬁL/K H(K)) comme des Zg3)_modules (par I'homomorphisme

g - =) car ils sont annulés par 1 +¢;2+as4 et 1 +a3 ; or I'image de

(3)
3 3

on retrouve I'égalité H(L) = ¥ (L) mais (g-—3> <g3— l> n'annule pas le

(c -3) (33 -1 ) par cet homomorphisme est inversible dans 7 ainsi

module M(I_)/jL_/KH(K) qui est d'ordre 3, Ceci montre en particulier que

I'on ne peut espérer une situation analogue & celle du théoréme 1V 1 ol
., 28 1-e,. 1 ~e fes

t - -

I'on aurait TL/K(] e) annule ¥(L) /JL/KH(K) (e ayant une défi

nition analogue mais relativement aux 3-composantes) ; autrement dit,

+|_/K

dans I'écriture B
L

n'est pas nécessairement équivalent a un idéal de K étendu et peut faire

- 'I rd - -
0A /K lidéal a_ /¢ (invariant dans L/K)

intervenir "effectivement! les idéaux ramifiés dans L/K.
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