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APPLICATIONS DE LA THEORIE DE KUMMER 

A D E S PROBLEMES DIOPHANTIENS 

par 
Michel WALDSCHMIDT 

L e s méthodes a c t u e l l e s de détermination des points ent i ers sur 
une courbe de genre > 1 ramènent cet te r e c h e r c h e à un problème de 
transcendance : so i t au théorème de T h u e - S i e g e l - R o t h (méthode de 
S i e g e l ) , soit à une minoration de formes l inéa ires de logarithmes usue l s 
(méthode de Gel'fond - Baker) , so i t à une minoration de formes l inéa ires 
de logarithmes e l l ipt iques (méthode de Lang - M a s s e r ) . Ces deux d e r -
n i è r e s méthodes ut i l isent la théor ie de Kummer. 

§ 1 - Géométrie diophantienne 

So i t f ç Z [X , Y] un polynôme irréduct ible tel que la courbe 
f(x , y) = 0 ait un genre > 1 . En 1 929, C. L. S i e g e l a démontré qu'il n'y 
a qu'un nombre fini de points e n t i e r s (x , y) £ Z x Z sur une t e l l e courbe. 
S a démonstration ut i l i s e le théorème de T h u e - S i e g e l - Roth ; e l l e p e r -
met de majorer le nombre de so lut ions dans Z x Z de l'équation f (x , y) = 0 , 
mais ne permet pas de majorer l es so lut ions e l l e s - m ê m e s , c ' e s t - à - d i r e 
de majorer max ( | x | , | y | ) . E l l e n 'es t donc pas e f fec t ive . 

Avant de nous limiter au genre 1 , mentionnons la conjecture de 
Mordel I : sur une courbe de g e a r e > 2 , il n'y a qu'un nombre fini de 

points ratiofH°ref&. L'exemple de là courbe de Fermât x n + y n - 1 = 0 
pour n > 5 montre la d i f f icu l té de ce t te conjecture . 



S u r une courbe de genre 1 déf inie sur Q les points rationnels 
forment un groupe abélien de type fini (théorème de Mordell, g é n é r a l i s é 
par Weil aux v a r i é t é s abél iennes sur un corps de nombres) . Il n'y a 
pas pour l'instant d'algorithme général pour déterminer une base du 
groupe de Mordell - Weil (modulo la torsion) , mais la conjecture de 
Birch et Swinnerton - D y e r contient une majoration de la hauteur des 
points d'une base. 

La détermination e f fec t ive des points ent îers sur une courbe 
de genre 1 a été obtenue en 1 970 par Baker et Coates : sî f £ Z [X , Y ] 
est un polynôme irréductible sur le corps Q des nombres algébriques, 
tel que la courbe f (x , y) = 0 ait un genre égal à 1 , et si (x , y) £ Z x Z 
sat is fa i t f(x , y) = 0 , a lors 

1 0 
1 0 max { | x | , | y| } < exp exp exp {(2 H) } 

où n est le degré de f et H sa hauteur (maximum des valeurs absolues 
des c o e f f i c i e n t s ) . En utilisant une construction expl ic i te , due à 
J. Coates, d'une fonction rat ionnel le sur la courbe ayant des z é r o s et 
des pôles donnés ( l ' ex i s tence d'une te l le fonction étant a s s u r é e par le 
théorème de Riemann - Roch) , on s e ramène à une courbe 

2 3 , 2 y = ax + bx + ex + d , 

auquel ca s on d i spose d'une majoration plus fine, due à Baker (1968) : 

max j x | , | y| } < exp {(1 O6 H)1 ° } . 
2 3 

Dans le ca s plus part icul ier de la courbe y = x + k , (k £ Z , k ^ 0 ) , 
H. M. Stark (1973) a démontré 

max } | x | , | y | } < e x p ( c j k | 1 + e ) 

où C > 0 est effectivement calculable en fonction de e > 0 . e 
L e s démonstrations s e font en tro i s étapes. D'abord une méthode 

due à S i e g e l permet de ramener le problème à une équation au + a'u' = 1 , 
où les coe f f i c i ents a , a' sont dans un corps de nombres K, et les inconnues 
u , u ' sont des unités de K . Voici schématiquement comment procède S iege l : 
écr ivons 

y 2 = a ( x - e i ) ( x - e 2 ) ( x - e 3 ) , 



où e1 , ©2 » e 3 appartiennent à un corps de nombres Kj . En écrivant la 

décomposit ion en idéaux dans K̂  , on obtient pour i = 1 , 2 , 3 

, 2 x - e. = z . t. i \ i i 

où t̂  , t 2 , t^ appartiennent à un s o u s - e n s e m b l e fini connu d'un corps de 

nombres K 2 (extension f in ie de K j ) , et z1 , z 2 , z^ appartiennent à K 2 . 

D e s équations 

e. - e. = ( z . t. - z . t . V z . t. + z . t.^ , 1 < ï < j < 3 , 
I J V i l J j A I L J J / ' J - ' 

on déduit 

Z1 l1 " Z 2 l 2 = U3 

Z 2 l 2 - Z 3 *3 " Pi U1 

Z 3 *3 " Z1 = ^2 U 2 ' 

où P̂  , p £ ' P 3 appartiennent à un s o u s - e n s e m b l e fini connu de K^, et 

u1 , u 2 , Ug sont des unités de « 2 . En divisant par - p 3
 u 3 ' 'égal ité 

p1 Uj + p 2 u 2 + p 3 u 3 = 0 , on obtient l 'équation au + a'u' = 1 . 

La deuxième étape a é té d é c r i t e par Gel ' fond. Cons idérons 

un s y s t è m e fondamental , . . . , e p d'unités de K . On écr i t les incon-

nues u , u ' dans cet te b a s e : 
h. h h! h' 1 r „ . 1 r , i u - . . . e r £ , u' = e j . . . e p £ . 

On c o n s i d è r e un plongement de K dans (C tel que | u| soit le maximum des 
va l eurs abso lues des conjugués de u . S o i t H = max { | ĥ  | , . . . , | h p | j . En 

cons idérant le plongement logarithmique du groupe des unités de K et en 
écrivant que deux normes sur un e s p a c e de dimension f in ie sont équiva-
lentes , on obtfent une constante C1 = C1 (K) > 0 t e l l e que 

H < C ] log | u| . 

D e la propr ié té suivante de la détermination pr inc ipa le du logarithme : 

| log (1 + z ) | < | | z | pour | z | 



A, = H
K W ~ n max jl , \ a \ v } 

j J v 
(v décrivant les va l eurs abso lues de K et étant le degré local en v) 
n 'es t pas suf f i sante . 

La t ro i s i ème étape de la démonstration (minoration non tr iv ia le 
d'une forme l inéa ire de logarithmes) a été accompl ie par Baker en 1966 . 
S a minoration a é té ra f f inée par de nombreux auteurs . En c e qui c o n c e r -
ne la dépendance en B = max } | b1 | , . . . , | b n | } , le mei l leur résul tat 

p o s s i b l e a été obtenu par N. I. Feldman dès 1 968 : 
- c 3 

| b1 log a, + . . . + b n log a n | > E3 , 

où C 3 est un nombre posit i f qui peut ê t re exp l i c i t é en fonction de 

a v e c z = - 1 on déduit au 

- C " 1 H 
0 < | ( h 1 - h j ) l o g + . . . + ( h p - IV) log ^ + log Ç " - log ^ | < J^J e 1 

E c r i v o n s ce t te double inégal i té s o u s la forme 

0 < | b1 log + . . . + b n log a-J < C~ B , 

où b, , . . . , b n sont des en t i er s rat ionnels , a, , . . . , » n des é léments de 

K* (l'un d'eux étant - 1 , et son logarithme est i n) , B = max Q b, | , . . . , | b n | 

et C . ne dépend que de K , n , , . . . , a . Il suff i t que l'on minore la z i n 

forme l inéa irë de logarithmes par pour en déduire une majora-
tion de B (ce qui conduit à la f initude du nombre de so lut ions de l 'équa-
tion au + a'u' = 1 , et par vo ie de conséquence à la f initude du nombre 

21 3 2 
de so lut ions de l'équation ini t ia le y = ax + bx + ex + d) . 

Gel'fond savait minorer de manière e f f e c t i v e une forme l inéa ire 
en 2 logarithmes, mais pour n logarithmes il n'avait qu'une minoration 
non e f fec t ive , qui reposai t sur le théorème de Thue - S i e g e l - Roth . 
Notons que l ' inégal i té de L iouv i l l e 

1 n 
| b1 log + . . . + b n log or j > 2~ n ~ exp { - ^ s ^ | b. | log A.} 

où 
n 



log a, , log a et n . 

Une autre v o i e pour l 'étude d e s points e n t i e r s sur les courbes 
e l l ip t iques a é té d é c r i t e par S . Lang en 1 9 6 4 . E l l e c o n s i s t e à t rava i l l er 
d irectement s u r une fonction e l l ipt ique p (dans un modèle de W e i e r s t r a s s ) 
de manière analogue à c e que fa i sa i t Gel ' fond s u r le groupe mult ip l icat i f . 
Au lieu d 'u t i l i s er le théorème de Minkowski sur l e s uni tés , on écr i t l e s 
points dans une b a s e du groupe de Mordell - W e i l . On a r r i v e à une forme 
I inéa ïre 

A = b, u. + , . . + b u n 1 1 n n 
où bj , . . . , b n sont des e n t i e r s ra t ionne l s et l e s nombres p ( u j ) , . . . , P(un) 

sont a l g é b r i q u e s . En écr ivant que la fonct ion p a un pô le double à l ' o r i -
g i n e , et en ut i l isant la quadrat ic i té de la hauteur de Néron T a t e , on 
trouve une p é r i o d e UJ de p t e l l e que A1 = A - (JO v é r i f i e 

b 2 
O < | A ' | . 

—o(B2) 
II suf f î t de minorer |A | PAR pour c o n c l u r e . P o u r n = 2 une mino-
ration e f f e c t i v e a é té obtenue par N. I. Feldman en 1 9 6 8 . Pour n > 2 une 
minoration non e f f e c t i v e a é t é obtenue par J. Coates à part ir du théorème 
de T h u e - S i e g e l - R o t h (analogue e l l ipt ique d'un résul tat de Gel ' fond) . 
L ' i n é g a l i t é de L î o u v i l l e donne seu lement 

| A ' | > C - B 2 , 

où Cg e s t fac i lement c a l c u l a b l e en fonction de g 2 , g^ , P(u1 ) , . . . , P ( u
n ) 

et n . En 1 9 7 5 , D. W. M a s s e r a t ra i t é de manière e f f e c t i v e l e c a s n > 2 
en supposant que p admet des mult ipl icat ions c o m p l e x e s . (Le c a s où p 
n'a pas de multipl ication complexe n ' e s t toujours pas r é s o l u ; c ' e s t un 
des prob lèmes o u v e r t s l e s p lus importants de la t h é o r i e ) . La minora-
tion de Masser 

IA'I >c 6 ( e r B e 

a é té r a f f i n é e par Coates et Lang en 

C 7 
| A ' | > exp { - (log B) ' ) , 



g r â c e au théorème de Bashmakov, puis par A n d e r s o n : 

| A'| > exp f - C 8 ( e ) ( l o g B)( log log B ) n + 1 + e } . 

On e s p è r e a r r i v e r à 

|A' | > B " C 9 , 

c e qui s e r a i t le mei l l eur r é s u l t a t p o s s i b l e . 
P o u r appl iquer c e s minorat ions à la déterminat ion des points 

e n t i e r s s u r la c o u r b e e l l ipt ique , il faut conna î t re une b a s e du groupe 
de Mordell Weil . Une so lut ion c o n s i s t e à s u p p o s e r que la c o n j e c t u r e 
de B îrch et S w i n n e r t o n - D y e r e s t v é r i f i é e . Il faut e n s u i t e dans l e s 
minorat ions p r é c i s e r la dépendance en p(u^ ) , . . . , P ( u

n ) , mais a u s s i 

en g 2 et g^ . Cela a é té fait par H. G r o s c o t qui en déduit par exemple 
2 3 

que s i k e s t une p u i s s a n c e d'un nombre premier et y = x + k a v e c 
( x , y ) € Z x Z , a l o r s 

max | | x | , | y | } < exp {C g | k | * + ® } , 

c e qui a m é l i o r e dans c e c a s l ' énoncé de S t a r k , mais s u p p o s e v é r i f i é e 
la c o n j e c t u r e de B i r c h et S w i n n e r t o n - D y e r . D ' a u t r e s r é s u l t a t s dans 
c e t t e d i rec t ion ont é t é a n n o n c é s s a n s démonstrat ion par G. V. Chudnovsky. 

Il s e m b l e qu'à long terme, c e t t e méthode de Lang por te plus 
d ' e s p é r a n c e que la méthode de Gel ' fond. 

T o u t e s l e s démonstra t ions r é c e n t e s de minoration de formes 
l i n é a i r e s de logar i thmes ( u s u e l s ou e l l ip t iques ) font u s a g e de la théor i e 
de Kummer. L e s méthodes t r a n s c e n d a n t e s font in terven ir une fonct ion 
a u x i l i a i r e 

F ( z ) = , c £ ) 

pour le c a s mul t ip l i ca t i f , et 

F ( z ) - p(p(u} z ) , . . . , P ( u n z ) ) 

pour le c a s e l l ipt ique , où P £ Z [Xj >••• > X ] e s t un polynôme non nul à 

c o e f f i c i e n t s dans Z. L e s nombres Q,1 , . . . , a n ( r e s p . p(u1 ) , . . . , P ( u
n ) e t 

g 2 , g 3 j sont dans un c o r p s de nombres K . S a c h a n t que F n ' e s t pas la 

fonct ion nul le , on voudrait t rouver un point où e l l e ne s 'annule p a s . 



L' idée , due à J. Coates , c o n s i s t e à chercher c e point s o u s la forme 
\ / Z , où Z est un nombre premier suffisamment grand. Il suf f î t pour 
ce la de minorer le degré sur K du corps 

La méthode de Kummer usue l l e résout le c a s multiplicatifs 

Lemme 1 . So ient log , . . . , log des logarithmes Q - l inéairement 

indépendants de nombres a lgébr iques . Il e x i s t e un ent ier posit i f L q 

tel que si P £ Z [X1 , . . . , X ] es t un polynôme non nul de degré au 

plus L en X. , (1 < i < r) , a v e c L > L q , a l o r s pour tout nombre p r e -

mier z > L on a 

Dans le c a s el l ipt ique, on remplace la théor ie de Kummer par un 
théorème de Bashmakov ( g é n é r a l i s é par Ribet aux v a r i é t é s abél iennes) 
qui conduit au lemme suivant. 

Lemme 2. So ient p une fonction el l ipt ique de W e i e r s t r a s s d' invariants 
g , g_ a lgébr iques , k le corps des endomorphismes de p , et u, , . . . , u ^ v ' r 
des nombres complexes k - l i n é a i r e m e n t indépendants te l s que les nombres 
p(u.) so ient a lgébr iques (1 < j < r ) . Il e x i s t e un ent ier posit if L q tel que 

si P ç Z [X1 , . . . , X ] es t un polynôme non nul de degré au plus L en X . , 
2 

(1 < i < r) a v e c L > L q , a l o r s pour tout nombre premier Z a v e c Z > L 
on a 

respect ivement 



Grâce à une remarque de C a s s e l s , on peut ca lcu ler L q e f f e c t i -

vement en fonction de u ^ . , . , up , et auss i de g^ , g^ dans le cas de 

multiplication complexe. P o u r plus de déta i l s sur c e sujet , voir l ' ex -
posé du 27 Avril 1979 au séminaire de théor ie des nombres de Bordeaux. 

Dans le c a s multiplicatif , ce t te méthode est remplacée mainte-
nant par de nouveaux arguments qui font intervenir la théor ie de Kummer 
de manière di f férente . Dans la part ie pr inc ipa le de la démonstration, on 
suppose 

: K] = 2 n . 

(Les p r o c é d é s qu'on ut i l i s e a l o r s n'ont pas encore é té étendus au c a s 
e l l ipt ique) . Il r e s t e ensui te à montrer que ce t te hypothèse n'est pas 
r e s t r i c t i v e . Nous a l lons indiquer comment on y parvient. 

§ 2 - La d e s c e n t e f ina le dans le c a s multiplicatif 

Nous commençons par un résul tat s imple que nous p r é c i s e r o n s 
ensuite . 

Lemme 3. So ient K un corps de nombres , et £ ^ , . . . , des nombres 

complexes Q - l i n é a i r e m e n t indépendants t e l s que 
e i 

a . = e J ç K , (1 < j < r ) . 

Il e x i s t e des nombres complexes £ j , . . . , £ ^, qui engendrent le même 

Q - e s p a c e vec tor ie l que £j , . . . , , t e l s que 
= e J

 € K , (1 < j < r) , 

et te l s que pour tout nombre premier q pour lequel les rac ines q - iemes 
de l'unité sont dans K , on ait 

où 



Démonstrat ion . 

So i t M le Z - module engendré par £ r , et soit M' 
p 

l 'ensemble des £ Ç C te l s que e ' £ K et que £ , , . . . , soient 

Q-I inéairement dépendants. A l o r s M' est un Z - m o d u l e de type fini 
et s a n s t o r s i o n . S o i t une base de M'. So i t q un nombre 

premier tel que K contienne les rac ines q - iemes de l'unité. S u p -

posons que les nombres ( c ^ y ^ » (1 ^ j < r) engendrent une extension 
p ^ 

L de K de degré infér ieur à q . Nous a l lons en déduire une c o n t r a -
diction. 

D'après la théor ie de Kummer le degré de L sur K est égal à 

l ' indice de K * q dans r 1 K * q , où r ' es t le s o u s - g r o u p e de K * engendré 

P a r a] , • > - , o?p • Donc le groupe quotient r ' K * q / K * q a un ordre infé-

r ieur à q r , c e qui montre l ' e x i s t e n c e d 'ent iers rat ionnels pos i t i f s ou y 

nuls â  , . . . , a^ , avec 1 < max â . < q - 1 , et d'un élément ^ £ K , te l s 

que 
(ûfj ) 1 » • • • » («J.) r = Tiq. 

S o i t log ^ une détermination du logarithme de ^ ; il e x i s t e un entier 
rationnel a tel que o 

r 
E a = q log -n + 2 i n a 

j = 1 ° 
a 

So i t 2, = loô T| + 2 i rr A l o r s q £ £ M1, donc £ £ M1, et il e x i s t e des 

ent i ers b, . . . . . b dans Z te l s que i r 
e = b1 ej + . . . + b r ^ 

D e la re lat ion 
r 

j S , ( a i " b j q ) e j 
' - 0 

on déduit â . = b̂  q , (1 < j < r) , c e qui es t incompatible a v e c 

1 < max a. < q - 1 . 
J 



L'argument précédent revient à é c r i r e que r ' ^ = r1 fl K * 01 

et à ut i l i ser l ' i somorphisme 

r V ( r ' n K * q ) ~ ( r ' K * q ) / K * q 

avec le fait que r ' q es t d' indice q r dans r 1 . 

Pour ut i l i s er le lemme 3 , il faut cons tru ire explicitement une 
b a s e £ j , . . . , de M1. P o u r ce la so i t u l ' indice de M dans M'. Pour 

1 < s < r , soient k 1 , . . . , k des en t i er s rat ionnels t e l s que S , i S y s 
s 
s k z e u M' , 

j = 1 s ' J J 

avec k > 0 minimal (donc 1 < k < u) et 0 < k . < u - 1 , (1 < j < s - 1 ) s , S S, S S, J — ' 
On définit z\ , • • • , z' P a r 

s 
U { c = Î k c . , (1 < s < r ) . 

j 's . . S,J 

Montrons que z\ , - • • , z'r engendrent M1. Pour 1 < s < r , soit Mg le 

Z - module engendré par Z] , • • • , Zs , et M^ l 'ensemble des £ Ç (D te ls 

que e ^ ç K et que z , Z y , • • • , Zs so ient Q - l inéairement dépendants (ainsi 

M = , M1 = M^). Montrons que z\ ,. • • , 8g engendrent M^ . On r e m a r -

que que u Mg c Mg et on procède par r é c u r r e n c e sur s . Pour s = 1 , 

soi t z £ Mj ; a l o r s u j f M| ; on écr i t u £ = a z^ et on d i v i s e a par k̂  ^ . 

Comme k̂  j a é té chois i minimal , on obtient a = k̂  ^ b , b £ Z, et 

Z = b . Quand on sai t que z\ , • . • , £g _ ] e n 9 e n d r e n t M^ _ 1 , 

(2 < s < r ) , on chois i t z £ M^ , on écr i t u Z ~ Z1 + . . . + a g , on 

d i v i s e a par k , on obtient a = k b , b £ Z, d'où s K s , s ' s s , s s ' s ^ ' 

u U - b ) £ M - , et £ - b £ M* . , c e qui permet de conclure . \ S S / S I s s S — I 
Comme M e M1, l e s e s p a c e s v e c t o r i e l s engendrés sur Q par 

> • • • > Zr d'une part et £ j , . . . , d'autre part ont même dimension 

(donc co î ï ic ïdent) , et Z] , . • • , Z^ sont donc Q - l inéairement indépendants. 



(II es t avantageux de t rava i l l er additivement avec les logarithmes plutôt 
que multiplicativement, à c a u s e de la tors ion de K * ) . 

On peut a l o r s p r é c i s e r le lemme 3 . 

Lemme 4 . On reprend les notations du lemme 3 . So ient D = [K : Q] , et 
Vj < V2 < . . . < V des nombres r é e l s t e l s que 

V s > max {log H K ( a s ) , | « s | } , (1 < s < r ) . 

A l o r s 

max {log H K , U g | } < V/j + . . . + V s , 0 < s < r ) . 

D e plus, il e x i s t e des ent i ers rat ionne ls m . , (1 < s < r , 0 < j < s ) , 
s > J 

avec mg q > 0 , t e l s que 

s 
m e = S m ; «! , d < S < r ) , 

» j = 1 
et 

max I m . | < (9 s D 2 ) S s !: max (1 , V S ) , (1 < s < r ) . 
0 < j < s S ' J S 

P a r conséquent , quand on veut minorer une forme l inéa ire de 
logarithmes 

A = b1 log q?! + . . . + bp log a r 

où log CÏJ , . . . , log <*r sont Q - l inéairement indépendants, on l 'écr i t 

ou 

A = bj log o?) + • • . + t / log a 

r 
b! = 2 b m . / m , 

J s = j S S ' J S ' ° 

et \fôy > • • • > Vô^ engendrent une extens ion de Q , . . . , de degré 2r 
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