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INTRODUCTION 
2 

Dans ce qui suit , on étudie cer ta ins pavements de |R par des i sométriques 

de d i sques topologiques appe lés tu i les appartenant à une famil le & en général 

f inie . Au §2 on rappe l l e la notion de c y c l e d'une tuile ou d'un sommet du p a v e -

ment. On définit la notion de "cycle". On introduit la notion d'équi l ibrage 

(str ict ou non) sur l es tu i les et sur les sommets d'un tel pavement. On rappel le 

la notion de contribution d ' E u l e r - L e b e s g u e d'une tuile ou d'un sommet ce qui 

permet de c o n s i d é r e r l es pavements faiblement équi l ibrés . On montre qu'il y 

a une h i é r a r c h i e entre l es d i v e r s e s not ions d 'équi l ibrage et au §3 comment une 

notion de dualité permet de p a s s e r des pavements équi l ibrés sur l es tui les aux 

pavements équ i l ibrés sur l es sommets et inversement. L e s pavements isohédraux 

resp . isogonaux sont s tr ic tement équi l ibrés sur les tu i les resp . sur les sommets. 

On sait que dans c e s derei iers cas , s e u l s sont p o s s i b l e s les 1 1 c y c l e s de Laves 

auxquels correspondent 10 "cyc les" . Le» §4 montre «que 11 "cyc les" sont e f f e c t i v e -

ment p o s s i b l e s pour les pavements faiblement équi l ibrés et l e s 10 "cyc les" p r é -

cédents pour les pavements équi l ibrés . On a étudié auss i au §5 les pavements 

équi l ibrés sur les c ô t é s dont les pavements isotoxaux sont des c a s part i cu l i ers . 

On trouve 3 "cyc le s" p o s s i b l e s pour un pavement faiblement équi l ibré sur les 

c ô t é s et 5 c y c l e s pour un pavement s tr ic tement équi l ibré. Au §6 on exhibe les 

exemples n é c e s s a i r e s . Finalement au §7 on étudie l es pavements équiva lencés . 

Certa ins ré su l ta t s ont é té annoncés aux journées d'Oberwolfach "Diskrete 

Geometrie" ( 1 0 - 1 6 / 0 7 / 1 9 7 7 ) . 



1 - GENERALITES 

Un pavement de R e s t une f a m i l l e s = (T.) . d 'ouverts appelés tui les 
J JfcJ 

te l s que 

(i) T . est un disque topologique ouvert 

(T. es t un compact de Jordan appelé tui le fermée) ; 

(ii) R 2 = U T ; 
j € J J 

(iii) pour j dist inct de j' dans J , T̂ . et T . , sont dis jo ints . 
— — 2 Ton a a l o r s T. n T . , c f n T . n f f T . . et u T. couvre R à un ensemble de J J1 J J1 j £ J J 

mesure nul le p r è s ] . 

S i ft est une famil le t e l l e que toute tui le de Z est isométrique ( l ' i sométr ie est 

notée =) à un élément de & on dît que Z provient de ft. 

Pour K = (K.)jç | on suppose toujours que pour i dist inct de î< dans I on a 

K . 2 K . . ; a l o r s V j € J q ! i T . = K . . , r 11 ' •> j | 

On dit que le pavement es t ord ina ire quand quels que soient j , j ' dans J 

T. n T p est connexe (pour j ^ j' c e peut ê t r e 0 , un s ingleton ou un arc , appelé 

côté de Z , commun à fr T. et fr T^,). 

On ne c o n s i d è r e que des pavements ord ina ire s . 

On suppose en général v é r i f i é e la condition 

(#-) L e s tu i les de ft sont uniformément bornées et t e l l e s que leurs c e r c l e s 

in scr i t s ont un rayon borné inférieurement par un nombre s tr ictement posit i f . 

[(*) évidemment v é r i f i é e quand R fini contient h é léments (on dit a l o r s que Z 

est h-morphique) s e r t notamment à appliquer la formule po lyédra le d'Euler 

va lable dans ce c a s (cf. [ 2 ] , [ 4 ] ) ; e l l e entrafhe auss i que quand J est infini 

il es t dénombrable] . 

On appel le sommet s de Z tout point commun à au moins tro is tui les f ermées 

d i s t inc tes et va l ence v(s) de ce sommet le nombre de tu i les f e r m é e s auquel 

s appartient entrafne que v(s) est fini^. 

On dit qu'une tui le T d e ï a une va l ence v(T) = £ et est un 0 - g o n e quand f r T 

contient £ sommets ( le pavement étant ord ina ire on a v(T) > 3 et (*) entraîhe 



que v(T) es t f in i ) . v(T) es t auss i le nombre de c ô t é s d i s t incts por té s par fr T . 

Deux tui les d i s t inc te s sont di tes adjacentes quand l eurs adhérences sont non 

d i s jo intes et s tr ictement adjacentes quand l eurs adhérences ont un côté commun. 

Deux sommets d i s t incts sont dits adjacents quand i ls appartiennent à une même 

tuile f ermée et s tr ictement adjacents si c e sont les ex trémités d'un côté. Deux 

c ô t é s d i s t incts sont dits adjacents s ' i l s appartiennent à une même tuile fermée 

ou s ' i l s ont une extrémité commune et s tr ictement adjacents s ' i l s appartiennent 

à une même tuile f ermée et ont une extrémité commune. 

So i t X = (T.) . . . L ' ensemble des sommets d e s : auss i appe lés noeuds est noté 
J Je J 

Nfc) , l 'ensemble des c ô t é s L f e ) . So i t 

Y = { ï , L t e ) f N f e ) } , 0 = { L f e ) , N f e ) } , 

U Y , resp . (j © est appelé complexe de 3;, resp . graphe de 3; et noté comp X resp. 

gr X. Dans Y (ou®) tout élément de X , resp . L f c ) , resp . Nfc) est dit de dimen-

s ion 2 , resp . 1 , resp . 0 . Pour u , V dans comp 3; on dît que u es t une f a c e de V 

quand u c V , une f a c e s t r i c t e quand u ^ V . On a a l o r s respect ivement 

dim u < dim V et dim u < dim V . L ' i n t e r s e c t i o n de deux é léments non disjoints de 

comp 3; est dans comp X. So ient 3; ,3;' deux pavements', on dît que leurs complexes 

a s s o c i é s sont i somorphes et on écr i t comp 3; p» comp 3:' s ' i l e x i s t e une bijection 

entre comp ï et comp 3;' qui, e l l e , comme sa biject ion inverse , c o n s e r v e les d i -

mensions et l ' inclus ion (une t e l l e biject ion c o n s e r v e les notions d'adjacence in-

troduites) . Dans ce c a s on dit auss i que 3; et 3;' sont i somorphes et on écri t 

Remarque : On peut d ire que gr3: et gr3;' sont i somorphes et é c r i r e gr3;?s g r ï ' 

s ' i l e x i s t e une biject ion entre gr3: et gr3;' qui, e l le; comme s a biject ion inverse , 

c o n s e r v e lessxjlmerrsienss et ï 'mchjeîon. Oiripeutavoir gr3: « gr3:' et comp3; f/L comps:1 . 

S i l'union de cp tu i les f e r m é e s de X e s t simplement connexe et forme x , 
cp 

Lfe ) c Lte) dés igne l 'ensemble des c ô t é s de X s i t u é s sur la f ront i ère de c e s 

cp tu i les et Nfë ) c Nte) l ' ensemble des sommets de 2 s i t u é s sur Lfë ) . T cp cp 

Pour Y - { ï , L fe ) , Nfe )} , © = {Lfe ) , Nfe )} 
cp Cp cp c p ' cp 1 cp c p ' 



U Y et u® respect ivement notés comp X et gr ï sont le complexe de X et le cp çp cp 9 cp 
graphe de X . gr X e s t le 1 - s q u e l e t t e du 2 - c o m p l e x e fini comp X . D é p l u s cp cp cp 
lorsque (*) est v é r i f i é on a la formule d'Euter. 

c p - S + N = 1 où S , resp . N , es t le nombre d'éléments de Lfcr ) , resp. cp 

Nfe ) . On peut d ire auss i que gr X es t le 1 - s q u e l e t t e du 2 -complexe infini d é -

nombrable comp x . 

2 - CONTRIBUTIONS D ' E U L E R - L E B E S G U E D E S T U I L E S ET D E S SOMMETS ; 

"CYCLES" DE DELONE 

S o i t un sommet s de v a l e n c e v(s) de X. S i s ç T où T est une tuile de 3;, 

on dit que s e s t un sommet de T . L 'ensemble des deux c ô t é s str ictement adja-

cents s i t u é s sur f r T ayant même extrémité s es t l 'angle de 3; en s contenu dans T . 

En s il y a v(s) ang les d i s t incts et T contient v(T) ang les ayant un sommet sur 

f r T . 

S i a est un tel angle, on appel le contribution (d 'Eu ler -Lebesgue ) de a 

(cf. [ 9 ] et [1 0 ] p. 54) la quantité 

c(a) = l / v ( s ) + 1 / v ( T ) - 1 / 2 

La contribution de T est c(T) = °iot) 
a a un sommet 

sur fr T 

= 1 - v ( T ) / 2 + £ l / v ( s ) 
s est un sommet 

de T 

La contribution de s es t c (s ) = £) C(Q') 
a a pour s o m -

met s 

- v ( s ) / 2 + S 1 / V ( T ) 

T a pour s o m -
met s 

On dît que X e s t fortement équi l ibré si quel que so i t a , c(a) = 0 , 

faiblement équi l ibré sur l es tu i les resp . sur l es sommets s i quel que so i t T , 

c(T) = 0 , resp . quel que so i t s , c (s) = 0 . 

So i t s 1 , . . . , s
v ( -p) ' e s sommets d e s : s i t u é s sur T numérotés suivant l 'ordre 

2 
induit sur fr T par une orientat ion de R . Pour 1 < k < v(T) so i t a, = v(s. ) ; 

So i t s 

k' ' 
défini modulo l es permutations c i r c u l a i r e s et le renversement 

es t appelé c y c l e de T . La c l a s s e de c e c y c l e modulo toutes les permutations 



est appe lée "cycle" de T. 

S o i t Tj , . . . , l e s tui les de X ayant pour sommet s numérotées dans l 'ordre 
2 

induit par une orientat ion de |R sur un c e r c l e de centre s . 

Pour 1 < k < v(s) soit p^ = v d ^ ) ; (p1 , . . . , P v ( s ) j défini modulo l es permutations 

c i r c u l a i r e s et le renversement es t le c y c l e de s . La c l a s s e de ce c y c l e modulo 

toutes l e s permutations est le "cycle" de s . Un c y c l e tel que (4, 3, 4, 3, 3) s ' é c r i t 

en abrégé (4. 3. 4. 3 2 ) et son "cycle" (4 2 . 3 3 ) etc. . . 

Quand X& si ej : ï e s t une biject ion qui comme c o n s e r v e l es dimen-

s i o n s et l ' inclusion, le c y c l e d'une tui le ou d'un sommet es t c o n s e r v é par «y et 

- 1 

par a 

On dit que X es t équiIibré resp . s tr ic tement équi l ibré sur l es tui les resp. sur 

les sommets si le "cycle" resp . le c y c l e de chaque tui le resp . chaque sommet 

de X est le même. 
Propos i t ion 2. 1 

Pour les tui les ou pour les sommets, un pavement str ictement équi l ibré est équi-

l ibré et un pavement équi l ibré es t faiblement équi l ibré. 

Preuve . La première implication r é s u l t e de la définition. Quant à la deuxième, 

on remarque, pour les tui les , par exemple, que par définition c(T) ne dépend 

pas de la tuile c o n s i d é r é e . La formule d'Euler montre a l o r s que c(T) = 0 . 

[ P o u r l'union simplement connexe x~~ de cp tu i les f ermées d e ï , la contribution L 

est c(X~) = c(T) ; s i c(T) ^ 0 , ce t te contribution tend v e r s l'infini avec çp 
* T£X «P 

c e qui e s t exclu par la formule d ' E u l e r ] . 

Remarque. S i la contribution de chaque angle es t constante, e l l e est nulle. 

Propos i t ion 2. 2 

L e s pavements fortement équi l ibrés sont ceux pour l e sque l s le couple (v ( s ) , v(T)j 

es t le même pour toutes les tu i les et tous les sommets et est un des 3 couples 

( 6 . 3 ) . ( 4 , 4 ) , (3 ,6) . 



Preuve . c(a) = 0 équivaut à l / v ( T ) + l / v ( s ) = 1 / 2 c e qui donne pour (v (s ) , v(T)J 

l'une des 3 so lut ions indiquées. De plus, il est immédiat que deux sommets s t r i c -

tement adjacents ont même va lence . Que de te l s pavements existent est donné 

par l 'exemple des pavements monomorphiques bien connus pavant le plan à l'aide 

de tr iangles équi latéraux pour (6 ,3) de c a r r é s pour (4 ,4) et d 'hexagones r é g u -

I i ers pour (3, 6). 

Propos i t ion 2. 3 

L e "cycle" d'un sommet ou d'une tui le d'un pavement faiblement équi l ibré est 

un des 1 1 "cyc les" de Delone 

( 3 6 ) , (6. 3 4 ) , (42 . 3 3 ) , ( 1 2 . 4 . 3 2 ) , (62 . 3 2 ) , (6. 4 2 . 3) , ( 4 4 ) , (1 2 2 . 3) , ( 1 2 . 6 . 4 ) , 

(8 2 . 4) , (6 3 ) . 

Preuve . Pour les tu i les , on a d'abord à r é s o u d r e l'équation diophantienne 

v(T) 
Z) 1 / a . = v ( T ) / 2 - 1 (1) 

i = 1 ' 

Comme a. > 3 on a immédiatement v(T) < 6 et on trouve pour (1 ) à une permuta-

tion p r è s 16 so lut ions d i s t inc tes , l e s 1 1 "cycles": indiqués et les 5 so lut ions 

(24. 8. 3) , (1 8. 9. 3) , (42. 7. 3) , (20. 5. 4) et (1 0. 5. 5). 

Or l'élimination de c e s "cyc les" pour les pavements s tr ictement équi l ibrés faite 

par Delone [ 2 ] vaut pour les pavements faiblement équi l ibrés . Pour les som-

mets, on a à r é s o u d r e l'équation diophantienne 

v(s) 
£ 1 /p . = v ( s ) / 2 - 1 (2) 

i = 1 

qui, évidemment, a l e s mêmes 16 so lut ions que (1). L e s 5 so lut ions c i - d e s s u s 

indiquées sont également e x c l u e s comme on peut le v é r i f i e r directement ou en 

s e servant des cons idérat ions de dualité du §3. L e s 1 1 "cyc les" indiqués sont 
2 

effect ivement p o s s i b l e s . P o u r les 10 "cyclesM dis t incts de ( 1 2 . 4 . 3 ) on a des 

r é a l i s a t i o n s par des pavements s tr ictement équi l ibrés . Pour le "cycle" 
2 (1 2. 4. 3 ) des exemples sont donnés au §6. 



3 - DUALITE 

On vient de voir que pour les pavements faiblement équi l ibrés il y a p a r a l -

lé l i sme entre les r é s u l t a t s pour l e s tu i les et pour les sommets. Cela est rendu 

immédiat par la notion de dualité. 

So i t X = (T.). . un pavement. A ï on a s s o c i e des duaux topologiques comme 
J J € «J 

y 

il suit . A chaque j £ J on a s s o c i e ŝ . £ T^ et à chaque côté commun aux tui les 

f e r m é e s totalement adjacentes T. et T . . un point Z... £ I dist inct des extrémités 
J J ' ^ JJ1 JJ1 

y 

de I , . sv es t joint aux d i f férents z ... p o s s i b l e s par des a r c s de Jordan contenus 
JJ' J JJ' 

AL AL AL AL 
dans T . te l s que seul sv soit commun à c e s a r c s , sv et s . , sont joints par Lv.. 

J J J J ' JJ ' 
. y y 

qui est l'union des 2 a r c s de Jordan joignant à sT et sT,. 

So i t L* - { L * , } , Nf* = f s * } , ©*" = {L* , N*} u®* c o n s i d é r é dans |R2 es t l'union 
AL AL 2 

des d ivers sT et des d i v e r s L „ , ; il définit un f i let de |R ; les mai l les de ce filet» 

c ' e s t - à - d i r e les part i e s simplement connexes o u v e r t e s que c e f i let détermine, 
2 

constituent une famil le de tu i les formant pavement de |R te l l e qu'à chaque élément 

de N(l£) correspond biunivoquement une de e e s tui les . L e pavement ainsi obtenu 
y 

est appelé dual topologique de X et noté X . 

Propos i t ion 3. 1 

(a) x est un dual topologique de a * ; 

(b) L e c y c l e d'un sommet de (resp. x) est le c y c l e de la tui le d e ^ (resp. 

qui le contient ; 

(c) X s s i 2* &X'* . Corol la i re 
vy 

(a) La contribution d ' E u l e r - L e b e s g u e d'un sommet d e s ; (resp. x) est éga le à 

cel le de la tui le de X (resp . X ) qui le contient, 

(p) S i X es t s tr ictement équi l ibré , équi l ibré ou faiblement équi l ibré sur les 
AL 

tui les resp . sur les sommets, g l ' es t sur l es sommets resp . sur l es tui les 

(y) S i les tu i les resp . l e s sommets d e s : ont la même va lence Z les sommets resp. 

les tu i les de Z* ont auss i la va lence l . 



Prouvons ici (c). Pour ce fa ire , rappelons quelques notions concernant les 

complexes de la topologie a lgébrique. 

S o it pour p ent ier T , T_ _ j , . . . , "T̂  , des ensembles dis jo ints {pouvant 

P 
ê tre v ides) d'é léments non v ides . Un élément çp de (j T. es t dit de dimension q 

i = 0 ' 

s ' i l appartient à T (0 < q % p) ; c e t t e dimension est notée dim cp . 

P 
g = U T. = u Y pour Y = {T , . . . , T } est appelé p -complexe (abstrait) si 

i = 0 1 ° P 

(a) l ' in tersec t ion non vide de deux é léments de g est dans g 
2 

(b) pour (u , V) £ S , u ^ V implique dim u < dim V . 

Pour ® = {T T } , U ® est appelé (p - 1 ) - sque l e t t e de g et noté (g . . p ™ O 

C'es t un (p - 1 ) - complexe quand g est un p-complexe . 

Deux complexes g et g' sont dits i somorphes ( £ « & ' ) s ' i l e x i s t e une bijection de 

g sur g» qui, e l l e , comme sa biject ion inverse , c o n s e r v e les dimensions et l ' in-

c lusion. g » g1 entraîne g ^ « S' j mais on peut avoir g ^ S ' j avec g g ' . 
y y v 

2 p -complexes g et g sont dits duaux s ' i l e x i s t e une biject ion g g (cp cp ) 

t e l l e que 
y 

(i) dim cp + dim çp = p 

(ii) cp c Y s s i Y* c cp* . 
AL. AL 

A v e c c e s déf ini t ions , s ' i l e x i s t e des duaux à g et g' on a g g' s s i g » g' . 

P a r contre , on peut avoir g 1 « g' j et g $6 g ' . 

La dualité que nous avons c o n s i d é r é e sur les pavements a s s o c i e comp X et 
y , 

comp 2; de la façon suivante : à une tuile T . on a s s o c i e ŝ . , à un sommet s^ 

la tuile T* qui contient s. et au côté I joignant les sommets s. et s. . k k JJ k k' 
le côté L* , in tersect ion des tu i les T*ket T * . JJ ' k k' 

On v é r i f i e faci lement que ce t te dual 

abs tra i te et par su i te on a bien (c). 

JJ1 

On v é r i f i e faci lement que ce t te dualité p o s s è d e les propr ié té s de la dualité 



CYCLES DE L A V E S 

Propos i t ion 4. 1 

L e c y c l e d'un sommet ou d'une tuile d'un pavement s tr ictement équi l ibré es t un 

des 1 1 c y c l e s de L a v e s 

( 3 6 ) , (6. 3 4 ) , ( 4 2 . 3 3 ) , ( 4 . 3 . 4 . 3 2 ) , ( 6 . 3 . 6 . 3 ) , ( 6 . 4 . 3 . 4 ) , (44) , (1 2 2 . 3) , ( 1 2 . 6 . 4 ) , 

( 8 2 . 4 ) , (6 3 ) . 

Preuve . A c a u s e de la dualité, on ne c o n s i d è r e que le cas des tui les . D e s 

11 "cyc les" de De lone p o s s i b l e s , le "cycle" (1 2. 4. 3 ) s ' é l imine comme par 

exemple dans [ 2 ] , L e s 10 "cyc le s" r e s t a n t s donnent lieu aux 11 c y c l e s indiqués, 
2 3 2 2 3 deux ( 4 . 3 ) et ( 4 . 3 . 4 . 3 ) correspondant au "cycle" (4 . 3 ) et les c y c l e s 

p o p 

(6 . 3 ) , ( 6 . 4 . 3 ) étant e x c l u s (cf. par exemple [ 2 ] ) . L e s 11 p o s s i b i l i t é s existent . 

L e nom "cyc le de L a v e s " vient de [ 8 ] ; pour les sommets, on dit parfo i s c y c l e s 

archimédiens . 
Propos i t ion 4. 2 

L e "cycle" d'un sommet ou d'une tui le d'un pavement équi l ibré es t un des 1 0 

"cycles" . 

( 3 6 ) , ( 6 . 3 4 ) , ( 4 2 . 3 3 ) , ( 6 J . 3 2 ) , (6. 4 2 . 3) , (44) , ( 1 2 2 . 3 ) , ( 1 2 . 6 . 4 ) , (82 . 4) , ( 6 3 ) . 

P r e u v e . On c o n s i d è r e le cas des tu i les . L e "cycle" étant un des 1 1 "cyc les" de 

Delone , on doit é l iminer ( 1 2 . 4 . 3 ). Cela s e fait par l es cons idérat ions suivantes 

qui ut i l isent simultanément l es f i g u r e s 1 et 2. 
2 

(a) So i t I une tuile de c y c l e (1 2. 4. 3 ) et n la tuile adjacente à I suivant le côté 
2 

(1 2, 3) (Fig. 1 ). On suppose le pavement équi l ibré ; s i II avait pour c y c l e (1 2. 4. 3 ) , 

la tuile HT adjacente aux tu i les I et U aurait t ro i s sommets consécut i f s de v a l e n -
2 

ce 3 . Comme c ' e s t exclu , H a pour c y c l e (1 2. 3. 4. 3) et m pour c y c l e (1 2. 4. 3 ). 

A l o r s ETadjacent à I et HE a pour c y c l e (1 2. 3. 4. 3) et 3Zadjacent à I suivant le 
o 

côté (1 2, 4) comme c y c l e (1 2. 4. 3 ). La tuile^ZE adjacente à IE?et3Z"a pour c y c l e 

(1 2. 3. 4. 3) et T7TT adjacent à ET et 3ZE p o s s è d e deux sommets de val ence 1 2. Ce 

c a s étant exclu, il ne peut e x i s t e r dans un pavement équi l ibré sur les tui les de 



F i g u r e 1 

m ' 

> 3 

« I 

.12 

n 

12 

F i g u r e 2> 



c y c l e (1 2. 4. 3 2 ) . 

(p) So i t I' une tui le de c y c l e (1 2. 3. 4. 3) d'un pavement équi l ibré sur les tui les . 

Cons idérons la tui le H' adjacente à T' suivant le côté (12 ,3) (Fïg. 2). 

S i H' avait comme c y c l e (1 2. 3. 4. 3) , la tuile IH' adjacente à I' et H' aurait deux 

sommets de va l ence 4. C'est exc lu et donc H' a pour c y c l e (1 2. 4. 3 ) ; or d 'après 

(a) un pavement équi l ibré sur l es tu i les ne peut contenir une t e l l e tuile. 

Propos i t ion 4. 3 

S i un pavement es t équi l ibré à la fo i s sur l es tu i les et sur les sommets, il est 

fortement équi l ibré. 

Preuve . L e "cycle" d'une tuile es t un des 10 "cyc les" de la Propos i t ion 4 . 2 . 

Or s i c e "cycle" est un des 7 "cyc les" (6. 3 4 ) , (4 2 . 3 3 ) , (6 2 . 3 2 ) , (6. 4 2 . 3) , 
2 2 (12 . 3) , (1 2. 6. 4) ou (8 . 4) la v a l e n c e d'un sommet n'étant pas indépendante de 

ce sommet, le pavement n 'es t pas équi l ibré sur les sommets. L e "cycle" d'une 
6 4 3 

tuile est donc (3 ) , (4 ) ou (6 ) auquel c a s le "cycle" d'un sommet est r e s p e c t i v e -
3 4 6 

ment (6 ) , (4 ) ou (3 ) : on re trouve les pavements fortement équi l ibrés . 

S o i t S l z ) le groupe de s y m é t r i e s de X. On dit que X est îsohédral resp . isogonal 

s i v i s - à - v i s d e S f e ) les tui les resp . l e s sommets sont dans la même c l a s s e de 

trans i t ïv i té (cf. [ 4 ] et [ 5 ] ) . Propos i t ion 4. 4 

Un pavement isohédral resp . isogonal es t s tr ictement équi l ibré sur les tui les 

resp . sur l es sommets. 

Preuve . So i t q £ S f e ) envoyant la tuile T de c y c l e (a^ , . . . , a^) sur la tuile T' de 

c y c l e (aj , . . . , a^) et s . re sp . s.' le sommet de T resp . T ' de va lence a. resp. 

a.'. S i X es t îsohédral pour un certa in j avec 1 < j < n on a s.' = 5 s . et aj = a . . 

L ' o r d r e sur fr T ' induit par un o r d r e donné sur fr T est so i t le même soit 

l 'ordre opposé d'un o r d r e quelconque chois i sur fr T ' ; il en ré su l t e que les 



c y c l e s de T et T ' sont l e s mêmes. L o r s q u e 3: e s t i sogonal , la preuve s e fait 

de façon analogue. 
00 

Remarque. On peut é c r i r e 3; = (j T . où T . contient l e s tu i l e s de v a l e n c e i et 
1 = 3 

0 0 

N = u N. où N. contient l e s sommets de v a l e n c e i . On dit que 3; e s t h-noeudique 
i = 3 

s ' i l y a seulement h v a l e n c e s d i s t i n c t e s de noeuds , h - tu î l ique s ' i l y a seulement 

h v a l e n c e s d i s t i n c t e s de tu i l e s . On peut d i r e que 3; e s t valencement équi l ibré 

r e s p . s tr i c tement équ i l ibré s u r l e s tu i l es r e s p . l e s sommets s i deux tu i l es 

re sp . deux sommets de même v a l e n c e ont même "cyc le" r e s p . même cyc l e . L e s 

2 notions p r é c é d e n t e s sont duales . On peut c o n s i d é r e r a u s s i la notion suivante . 

Un pavement e s t i sométrîquement équ i l ibré sur l e s tu i l es r e s p . s tr ic tement 

équiI ibré quand deux tu i les i sométr iques ont même "cyc le" resp . même cyc le . Il 

ne s emble pas y avo ir de notion duale. 

D i s o n s qu'un pavement X es t h - i s o h é d r a l r e s p . h - i s o g o n a l quand re lat ivement à 

S(3:) l e s tu i l es r e s p . l e s sommets forment h c l a s s e s de trans i t iv i t é . 

Un pavement h - i s o h é d r a l e s t h-morphique ; un pavement h - i s o g o n a l est 

h-noeudique . D e plus , on a la 

P r o p o s i t i o n 4. 5 

Un pavement h - i s o h é d r a l r e s p . h - i s o g o n a l es t valencement s tr i c tement équi l ibré 

s u r l e s tu i l e s r e s p . l e s sommets . 

P r e u v e . P o u r l e s tu i les , c e l l e de la propos i t ion 4 . 4 marche in ex tenso en 

prenant T et T ' dans une même c l a s s e de t rans i t i v i t é ; pour les sommets , on 

fait de façon analogue. 

5 - PAVEMENTS EQUILIBRES S U R L E S C O T E S 

On introduit la contribution d ' E u l e r - L e b e s g u e d'un c ô t é de 3; comme il 

suit : s i c e c ô t é L^ ^ e s t commun aux tu i l e s T^ et T^ et a pour ex trémi té s 

s^ et s^ , sa contribution c(L 1 2 ) vaut 1 / V ( s 3 ) + 1 / v ( s ^ ) + 1 / v ( T 1 ) + 1 / V ( T 2 ) - 1 . 

On a s s o c i e a u s s i à L . « le symbole < v ( s , ) , v ( s A ) ; v(T. ) , v(T_) > . 



Ce symbole pr i s modulo l es permutations sur les deux premiers termes et sur 

l es deux d e r n i e r s es t appelé c y c l e du cô té ; c e symbole pr i s modulo toutes l es 

permutations es t appelé "cycle" . L e symbole < m, n ; p, q > s ' é c r i t < m. n ; p. q > , 
2 

m. n par exemple étant a b r é g é en m pour m = n . L e "cycle" a s s o c i é s ' é cr i t 

< m. n. p. q > avec des abrév iat ions immédiates à l 'a ide des p u i s s a n c e s quand 

cer ta ins termes sont égaux. 

S i le c y c l e d'un côté ne dépend pas du côté cons idéré , on dit que le pavement est 

s tr ictement équi l ibré sur l es c ô t é s ; s i c ' e s t le "cycle" qui n'en dépend pas 

qu'il est équi l ibré (sur l es côtés ) . S i la contribution d'un côté est constante, 

e l l e es t nul le et on dît que le pavement es t faiblement équi l ibré sur les côtés . 

Un pavement équi l ibré sur l e s c ô t é s es t auss i faiblement équil ibré. 

Il est immédiat que si un côté L ^ , de S a pour symbole < m. n ; p. q > le côté 
JZ. AL. 

L „ , du dual 3; a pour symbole < p. q ; m. n > . On en déduit que si un pavement 

3; es t faiblement équi l ibré resp . équi l ibré resp . s tr ictement équi l ibré sur les 

co t e s , il en es t de même de Z . 
Propos i t ion 5. 1 

L e "cycle" d'un côté d'un pavement faiblement équi l ibré sur l es c ô t é s es t un 

des 3 "cycfees" < 3 2 . 6 2 > , < 3. 4 2 . 6 > ou < 4 4 > . 

P r e u v e . S i c e "cycle" est < m. n. p. q > on peut supposer q > p > n > m > 3 . De 

plus, c e "cycle" v é r i f i e l 'équation diophantienne 1/m + 1 / n + 1 /p + 1 /q = 1 , 

équation qui, avec les condit ions imposées , admet seulement les 4 "solutions" 

< 3 2 . 4. 1 2 > , < 3 2 . 6 2 > , < 3. 4 2 . ' 6 > et < 4 4 > . R e s t e à él iminer le "cycle" 
2 2 < 3 . 4. 1 2 > . Or, s i un côté d'un pavement a pour "cycle" < 3 . 4. 1 2 > on 

2 
peut supposer , à la dual i té p r è s , que le c y c l e a s s o c i é es t soit < 4. 1 2 ; 3 > 

so i t < 3. 1 2 ; 3. 4 > . On él imine s u c c e s s i v e m e n t les deux c a s en s e servant 

des f i g u r e s 3 et 4. 



F i g u r e 3 F i g u r e 4 

(a) ï a un côté de c y c l e < 4. 1 2 ; 3 > (Fig. 3). So i t ^c? ce côté, w étant de va lence 

1 2 et a de va lence 4 . D é s i g n o n s par I et H les deux 3 - g o n e s du pavement de 

côté wct, (uâp noté I et wap' noté H . p a pour va lence 3 , 4 , 6 ou 1 2 . S î p a pour 

va lence 1 2 , ^ a pour c y c l e < 1 2 ; 3. x > et si p a pour va lence 6 , pour cyc l e 

< 6. 1 2 ; 3. x > ; c e s deux c a s étant exc lus , p a pour va l ence 3 ou 4 . De même 
^ ^ 2 P 1 a pour va lence 3 ou 4 . S î p a pour va l ence 4 , <*p a pour c y c l e < 4 ; 3. x > 

c e qui n 'es t p o s s i b l e que pour x = 1 2 et s i p a pour v a l e n c e 3 , Q?P a pour c y c l e 

< 3. 4 ; 3. x > c e qui n é c e s s i t e x = 6 . Donc la tuile m adjacente à I suivant 

cTp* a pour va lence 6 ou 1 2. De même la tui le HZ"adjacente à U suivant ^p^ a 

pour va lence 6 ou 1 2 . Or, HT et HZ sont adjacents suivant cvs qui a pour cyc l e 
2 2 

< 4. y ; 6 > , < 4. y ; 6. 1 2 > ou < 4. y ; 1 2 > : c ' e s t exc lu dans un pavement 

faiblement équi l ibré sur l es cô té s . 

(p) Z a un côté de c y c l e < 3. 1 2 ; 3. 4 > (Fîg. 4). So i t ^ c e côté , a ' étant de va len-

ce 3 et uj de va lence 1 2. So i t aa'co ' e 3 - g o n e d e ï admettant comme côté Jj^ noté auss i 



I>. a a pour va lence 3, 4, 6 ou 1 2 ; s i a a pour va l ence 1 2 , ^ 3 pour c y c l e 
2 „ 

< 1 2 ; 3. x > ; s i a a pour va l ence 6 , maa pour c y c l e < 6. 1 2 ; 3. x > ; s i a a 

pour va lence 3 , acv' a pour c y c l e (3 ; 3. x) ; c e s trois c a s étant exc lus , a a 

pour va lence 4 . A l o r s si H' es t la tui le de Z adjacente à I' suivant J J , U' a 

pour va lence 3 (la va lence de IL' es t 3, 4, 6 ou 12 ; s i c ' e s t 1 2, ^ a pour 

c y c l e < 4. 1 2 ; 3. 1 2 > , s i c ' e s t 6 comme c y c l e < 4. 1 2 ; 3. 6 > et s i c ' e s t 4 

pour c y c l e < 4. 1 2 ; 3. 4 > et c e s 3 c a s sont exc lus) . 

Maintenant en remplaçant I1 par I , II' par H et a' par p on retrouve une des 

s i tuat ions é tudiées en (a) ( ce l l e où p a pour va l ence 3). 

Remarque. Pour atte indre le résul tat précédent en ce qui concerne les pave -

ments équi l ibrés sur l es cô té s , on peut donner une preuve plus simple. 
Propos i t i on 5. 2 

L e c y c l e d'un côté d'un pavement s tr ic tement équi l ibré sur l e s cô té s est un 

des 5 c y c l e s < 3 2 ; 6 2 > , < 3. 6 ; 4 2 > , < 4 2 ; 3. 6 > , < 4 2 ; 4 2 > ou < 6 2 ; 3 2 > . 

Preuve . GrQnbaum et Shephard dans [ 6 ] ont c o n s i d é r é le c a s des pavements % 

isotoxaux c ' e s t - à - d i r e celui où S ( j ) agit transit ivement sur les c ô t é s et établi 

le résul tat dans ce cas . On voit faci lement qu'un pavement isotoxal est s t r i c t e -

ment équi l ibré sur l e s c ô t é s et la preuve donnée par G - S vaut pour c e s d e r -

n i e r s . Notons que la Propos i t ion 5. 2 établit la Propos i t ion 5. 1 dans le c a s 

part icu l i er des pavements s tr ictement équi l ibrés sur l e s cô tés . On sait qu'il 

e x i s t e des pavements s tr ic tement équi l ibrés sur les cô té s admettant comme 

c y c l e un des cinq c y c l e s précédent s (cf. [ 6 ] ) . 

6 - QUELQUES EXEMPLES 

I - Pavements faiblement équi l ibrés sur les tui les (ou sur les sommets) 

non équi l ibrés . 

(a) Nous avons indiqué au §2 qu'on pouvait trouver dans ce c a s le "cycle" 
o 

( 1 2 . 4 . 3 ). Dans la f igure 5, l 'exemple (a) donne un c a s où une tui le au moins 

a pour c y c l e (1 2. 4. 3 ) , l 'exemple (b) celui où une infinité dénombrable de 

tui les ont pour c y c l e (1 2. 3. 4. 3) ((b) est obtenu en pavant le plan par un r é -
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seau de c a r r é s chacun étant décomposé comme la f i gure l'indique), a* et b* 
M. 

de la f igure 6 sont les pavements duaux. a par exemple provient du pavement 

archimédien du plan obtenu à l 'aide de dodécagones , d'hexagones et de c a r r é s en 

remplaçant un au moins des hexagones par 6 t r iang les . 
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(p) Dans la f igure 5, (c) es t un exemple faiblement équi l ibré sur les tui les où 
6 4 

le c y c l e es t soit (3 ) soit (6. 3 ) et (d) un exemple d'un c a s où le c y c l e d'une 

tuile es t soit (36) so i t (4 2 . 3 3 ) . Dans la f i gure 6, (c*) et (d*) sont les exemples 

duaux. En util isant une superpos i t ion de (c) et (d) (ou de (c*) et (d*)) on o b -

tient un pavement faiblement équi l ibré sur l e s tui les (ou sur l es sommets) où le 
6 4 2 3 c y c l e es t soit (3 ) so i t ( 6 . 3 ) so i t ( 4 . 3 ). On peut montrer par contre qu'il n'est 

pas p o s s i b l e de trouver un pavement faiblement équi l ibré où le "cycle" non 
4 2 3 unique so i t seulement un des "cyc l e s" ( 6 . 3 ) ou (4 . 3 ). 

(y) On trouve auss i des exemples donnés par S te inhaus [1 3 ] . S a f igure 85 

est c e l l e d'un pavement faiblement équi l ibré où le c y c l e est soît (6. 4. 3. 4) 
2 3 

so i t ( 4 . 3 ) ; sa f igure 86 c e l l e d'un pavement où le c y c l e es t soit (6. 4. 3. 4) 

so i t (4. 3. 4. 3 2 ) ; (a*) coïïncide a v e c sa f igure 87 et sa f i gure 88 est c e l l e d'un 

pavement faiblement équi l ibré où le c y c l e est soit (1 2. 4. 3 ) soit (1 2. 3. 4. 3) 

so i t (1 2 2 . 3). 

11 - Pavements équi l ibrés sur les tu i les (ou sur les sommets) non s t r i c t e -

ment équil ibrés . 
Vu la Propos i t ion 4. 2 on n'a à c o n s i d é r e r que le c a s où le "cycle" est un des 

2 3 2 2 2 3 "cyc les" ( 4 . 3 ), ( 6 . 3 ) ou (6. 4 . 3) car dans le c a s des 7 autres "cyc les" 

p o s s i b l e s le pavement s ' i l es t équi l ibré es t s tr ictement équi l ibré. 

11 1 - "cyc le (4 2 . 3 3 ) . 

On connaft pour les tu i les des exemples monomorphiques où la s e u l e tuile est 

un pentagone convexe . En effet le type 7 de Kerschner [ 7 ] et le type 9 de Rice 

( [1 ] , [1 1 ] , [1 2] ) de pentagones c o n v e x e s 
A A /S A 

type 7 : 2B + C = 2 T T , 2 D + A = 2 T T , a = b = c = d 
A A A 

type 9 : 2D + C = 2rr , 2 E + B = 2TT , a = b = c = d 
A 

[On note ABCDE un pentagone de c ô t é s a, b, c , d, e, l e s c ô t é s de A étant a et b 

etc. . . ] (Les types 7 et 9 sont dans la f igure 7). 

conduisent a de t e l s pavements qu'on note auss i 7 et 9. 7 et 9 désignent les 

pavements duaux. Dans la f igure 8 on a donné d i v e r s e s représenta t ions de c e s 



IL, (4*3*) 
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Figure 7 



duaux. Notons qu'on a 7 w 9 et 7* w 9 * . Dans l e s f i g u r e s 7 et 8 quand le c y c l e 
2 3 2 es t ( 4 . 3 ) une tui le e s t m a r q u é e * et un sommet • quand le c y c l e es t ( 4 . 3 . 4 . 3 ) 

une tui le ou un sommet es t marqué o . 

n1 (42.35; 
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Il est p o s s i b l e de trouver une infinité de pavements non isomorphes ne contenant 

ni l 'exemple de la f igure 8 ni l 'exemple de la f i gure 89 de [ 1 3 ] et contenant une 

infinité de sommets • et une infinité de sommets o . On pourrait s e proposer de 
2 3 

trouver tous l es pavements de "cycle" (4 . 3 ) . On p e n s e qu'il y a unicité pour 

les s tr ictement équi l ibrés de c y c l e • ou o . 
Il 2 - "cycle" (6 2 . 3 2 ) et 11 3 "cycle" (6. 4 2 . 3 ) . 

n2 (ô!34; 
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Dans la f igure 9 , 

(e) pour les tui les , (e*) pour les sommets donne un exemple où le c y c l e 
2 2 

est soit ( 6 . 3 ) m a r q u é * pour les tui les et • pour les sommets soit (6. 3. 6. 3) 

marqué o ; 
y (f) pour les tu i les , (f ) pour les sommets donne un exemple où le c y c l e es t 

2 

soit ( 6 . 4 . 3 ) m a r q u é * pour les tui les et • pour les sommets soit ( 6 . 4 . 3 . 4 ) 

marqué o . 

Montrons sommairement qu'existent des pavements équi l ibrés sur les sommets 

de "cycle" ( 6 . 4 . 3 ) ayant 1211 sommets • et une infinité de sommets o . C o n s i -

dérons le pavement s tr ictement équi l ibré bien connu où chaque sommet a pour 

c y c l e o dans sa représenta t ion r é g u l i è r e (pavement du plan à l 'aide de 6 - g o n e s , 

de 4 - g o n e s et de 3 - g o n e s r é g u l i e r s ) . Dans ce pavement un hexagone est entouré 

de 12 v o i s i n s et forme a v e c eux un dodécagone régul ier . S i on fait une rotation 

de 30° autour du centre de l 'hexagone de la part ie du pavement intér ieure au 

dodécagone, on obtient un pavement contenant 1 2 sommets • , l e s autres étant o . 

En faisant l 'opération précédente sur n dodécagones dis jo ints , on obtient le 

résultat . On peut montrer auss i qu'il e x i s t e une infinité de pavements non i s o -

morphes ayant une infinité de sommets • et une infinité de sommets o . P a r contre, 

il n ' e x i s t e pas de pavements ayant un nombre fini de sommets o . On peut mon-

trer auss i qu'il e x i s t e une infinité de pavements non équi l ibrés de "cycle" 

2 2 

( 6 . 3 ) possédant une infinité de c y c l e s • et une infinité de c y c l e s o ; par contre 

il n ' e x i s t e pas de te l s pavements ayant un nombre fini de c y c l e s o . 

III - Pavements faiblement équi l ibrés sur l es cô té s 

III a Donnons d'abord quelques exemples de pavements faiblement équi l ibrés 

sur les c ô t é s non équi l ibrés . C 'es t le c a s dans la f igure 1 0 de a où le c y c l e 

d'un côté est < 4 2 ; 4 2 ) > , < 4. 6 ; 3. 4) > ou < 6 2 ; 3 2 > et de son dual a* où le 

c y c l e d'un côté es t < 4 2 ; 4 2 > , < 3. 4 ; 4. 6 > ou < 3 2 ; 6 2 > . 
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III b Donnons maintenant des exemples de pavements équi l ibrés sur l es cô té s 
4 

non str ictement équi l ibrés . Comme si le "cycle" d'un côté es t < 4 > dans un 

pavement équi l ibré c e pavement l 'est s tr ictement on a seulement à cons idérer 
2 2 2 

le c a s où le c y c l e de ce pavement est < 3 . 6 > ou < 3. 4 . 6 > . Dans la f igure 1 0 

b et son dual b fournissent des exemples où le c y c l e d'un côté est tantôt 

< 3 2 ; 6 2 > tantôt < 3. 6 ; 3. 6 > tantôt < 6 2 ; 3 2 > . 
* 2 c es t un exemple de pavement équi l ibré où le c y c l e d'un cô té est soit < 4 ; 3 . 6 > 

2 * 2 soit < 3. 4 ; 4. 6 > soit < 3. 6 ; 4 > et c un exemple où c e c y c l e es t soit < 3. 6 ; 4 > 
2 

soit < 4. 6 ; 3. 4 > soit < 4 ; 3. 6 > . 

7 - PAVEMENTS EQUIVALENCES 

On a la 

Propos i t ion 7. 1 

S i un pavement est équiva lencé (sur les tui les ou sur l es sommets) la va lence g 

v é r i f i e 3 < g < 6 . 

Preuve . A c a u s e de la dualité, on peut s e limiter au c a s des tui les . S i ï a toutes 

s e s tui les de va l ence g et s i 2 e s t l'union simplement connexe de cp tui les de z 

o n a c p - S + N = 1 (cf. §1 ). 

Quand cp -»eo, S/cp g/2 (un côté appartient à 2 tui les et chaque tuile a g côtés ) . 

D e plus N -> +oo et Iim N/cp < g/3 (un sommet appartient à au moins 3 tui les f e r -

mées d i s t inctes ) . On a donc llm (cp - S + N)/cp < 1 - g/2 + g/3 d'où 0 < 1 - g/6 

et g < 6. 

Remarques. 

1. Pour les tui les au moins la Propos i t i on 7. 1 est connue depuis longtemps. 

Dans [ 8 ] L a v e s a donné une preuve qui semble fausse . 

2. M. Gardner ( [ 3 ] p. 249^) a donné l 'exemple d'une famil le infinie de 7 - g o n e s 

convexes formant pavement provenant de l'Op Art. Cela ne contredit pas la 

Propos i t ion 7. 1 qui es t va lable s o u s l 'hypothèse (*) . Or dans l 'exemple p r é -

cédent, la famil le infinie d'heptagones ne v é r i f i e pas (*-). Notons que l 'exemple de 

Gardner es t déjà dans [ 1 3 ] (cf. p. 77). 



2 
3. Il e x i s t e des empilements de |R formé de t r a n s l a t é s d'un polygone convexe 

d'un nombre arb i t ra i re k > 6 de c ô t é s et de dens i t é auss i proche de 1 que l'on 

veut [on ra i sonne par r é c u r r e n c e : s i la propr ié té est v é r i f i é e pour un polygone 

de k cô té s , on décompose c e polygone en un polygone de k +1 c ô t é s et un t r i -

angle ayant pour sommet un des sommets du polygone primitif , tr iangle dont 

on peut prendre la s u r f a c e auss i pet i te que l'on veut ; la r é c u r r e n c e démarre 

à partir du pavement du plan par des hexagones r é g u l i e r s ] . 

J e t iens à r e m e r c i e r ici R. Chaleat de l 'a ide technique qu'il m'a apportée. 
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