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Cet a r t i c l e est un complément des t iné , principalement, à la 
démonstration dé ta i l l ée d'un résul tat , que nous avons seulement cité 
dans [ 4 ] (th. 5. 1) concernant des invariants du type invariants "lambda" 
d'Iwasawa, et a u s s i , à c e l l e de formules de translat ion sur c e s inva-
r iants (cf. [ 4 ] , § 5) , qui résul tent de la théor ie des fonct ions L p-adiques 
( [ ^ o ] J [ 3 ] ) , formules qui ont é té données indépendamment par Kida 
( [ 6 ] , [ 7 ] ) , à partir de la théor ie des g e n r e s . 

Pour la commodité du lecteur, nous redonnons l es déf ini t ions 
e s s e n t i e l l e s et réexpl iquons l es principaux arguments. 

Dans la su i t e p es t un nombre premier f ixé . 
S o i t K un corps abél ien sur Q ; s i K est rée l , nous convenons 

d ' a s s o c i e r à K le groupe fini *S(K) qui est le Z^-module de tors ion de la 

p -ex tens ion abél ienne p - r a m i f i é e maximale de K (cf. [ 4 ] , § 1) ; s i K est 
imaginaire, nous convenons d ' a s s o c i e r à K le groupe 9£(K) des p - c l a s s e s 
d'idéaux ord ina ire s r e l a t i v e s de K . 

Rappelons l es notations déjà u t i l i s é e s dans [ 3 ] et [ 4 ] : on pose 
q = p (resp . q = 4) s i p ^ 2 (resp . p = 2) , et on c o n s i d è r e le c a r a c t è r e de 
Teîchmul ler 9 défini comme l'unique c a r a c t è r e de Dir ichle t modulo q tel 

que a 8 " ' ( a ) = 1 mod q , pour tout a premier à p . On dés igne par 

0{jo = U Q ^ j"Q : Q] = pn^ |a Z - e x t e n s i o n cyclotomique de Q , par 
n > 0 n n P 

K^ = U K n ( k = K Q n ) c e l l e de K , et par ( y n ) n > Q une famil le de 



c a r a c t è n e s de Q^, où Yn e s t d 'ordre p n et où + 1 = Y n . S o i t l|f un 

c a r a c t è r e abé l ien de degré 1 ; on é c r i t ^ = typ ( t p d 'ordre p u i s s a n c e 

de p , d 'ordre premier à p J . D e façon g é n é r a l e , on appel le K^ le 

corps f ixe par le noyau de ty , on appe l l e f^ le conducteur de f , et on 

d é s i g n e par Z ( f ) l 'anneau des v a l e u r s de \(l sur Z . S i un c o r p s abél ien 
P P 

K est donné, on appel le ( r e s p . ^ ' ^K ) l ' ensemble des c a r a c t è r e s 

(resp . des c a r a c t è r e s pa ir s , impairs) de K . On d é s i g n e par le p -
rs 

groupe des r a c i n e s de l'unité contenues dans K (si d es t un ent ier posi t i f , 
© / 

est le groupe des r a c i n e s d de l 'uni té) . Enfin on é c r i t pour d ire 

que a/(3 es t une unité p-adique . 
1. Déf in i t ions et p r o p r i é t é s des invariants A ( K ) , X ( K ) . 

Rappel des formules analyt iques . 

On a, pour un c o r p s abél ien quelconque K , des formules analyt iques 
p -ad iques pour exprimer | ( K ) | ( r e s p . lorsque K es t rée l 
( resp . imaginaire) qui reposent s u r les formules analyt iques p-adiques 
du nombre de c l a s s e s : 

n (K) 1 
(1.1) |"£(K)| « p ïï x L ( 1 , a ) , a parcourant l ' ensemble des 

a / ' P 

c a r a c t è r e s de Dir i ch le t primit i fs pa i r s / 1 de K , et où 
n (K) 

p = [K n û w : Q] (cf. [ i ] , Appendix I , lemme 8 ; voir auss i 

[ 4 ] , th. 2. 1). 
m_(K) „ , , 

( 1 .2 ) | 3 6 ( K ) | « p ° n _ - B l ( p - ) , où p parcourt l ' ensemble des 
P m (K) 

c a r a c t è r e s de Dir i ch le t primit i fs impairs de K , et où p est 
la p -part ic ipat ion de Q(K) W(K) (^Q(K) = 1 ou 2 est l ' indice des unités , 
W(K) est l 'ordre de ji ) (cf. [ 5 ] , l , § 5 ) . 

Dans le s econd c a s (K imaginaire) , le nombre de Bernoul l i 

B^ (p es t c o n s i d é r é comme primitif , or on a les formules bien connues 

(où 8 ° e s t le c a r a c t è r e de Dir i ch le t unité modulo q) : 



4 B , e° p- ') - i Lp(o , e r ') e , I B, (9° S - ') - (l - r '(P)) I B, (p" ') . 

On a donc la poss ib i l i t é d'exprimer ^ B^ ^ à l 'aide de la valeur en 0 

d'une fonction L , uniquement lorsque (3(p) ^ 1 ; dans ce c a s on a : 
P 

- j B1 ' ) = ( l - ' ( p ) ) - ' \ L p ( ° > 6 0 ' e n conséquence on a : 

( 1 .3 ) - ~ B1 ' ) = ^ L p ( ° , 6 P " ' ) s i p d iv i s e le conducteur du c a r a c -

t è r e primitif impair |3 . 

Rappels sur les invariants (cf. [ 3 ] , prop. V 2 ) . 

So i t l)/ un c a r a c t è r e pair ; cons idérons l es c a r a c t è r e s 

pour tout n > 0 ; dans c e c a s on sait que la valuation de L ( s , v n 

c a l c u l é e dans Zp(^YniJlJ J e s t , pour n a s s e z grand, une constante 

qui ne dépend que de \|i , et non du choix des Yn ou de s € Zp (ceci r e p o s e 

sur le résul tat fondamental de F e r r e r o - W a s h i n g t o n ) . 

Formules d'Iwasawa. 

Cons idérons l e s s chémas suivants : 

c a s rée l c a s imaginaire 



On peut, dans la Z^-extens ion cyclotomique du corps K , é c r i r e 

les formules "re la t ives" su ivantes (pour n a s s e z grand) en termes de 
fonct ions L p-ad iques (cf. 1 . 1 , et 1 . 2 a s s o c i é e à 1 . 3 ) : 

(i) K est réel (cf. [ 4 ] , prop. 4 . 1 ) . 

| F ( K J J I n (kc J - n ( K , , , S ^ 1 \ n + V 1 _ oV n +1/ o \ n/ rr 1 . . \ O n a 7 p p I I — L U , o ? , , ) . o u iqo/ . . \ i 2 p n ' n +1/ ' I t K W 1 n + 1 
c*n + ^ parcourt l ' ensemble des c a r a c t è r e s de « n + ^ qui ne sont pas c a r a c -
t è r e s de K . On a n (K , , ) = p n + l et n (K ) = p n ; ensui te on voit que 

n ON n + V o^ n' ' 

a n + ] est de la forme y^ + ^ f , a € ( z / p n + ^ z ) * , ty parcourant un sys tème 
/ ^ exact de représentant s de P Q » noté . On obtient a lors 

n i L p ( l , Y ^ ) , a Ç ( z / p P z ) * , * € f d'où, s i . - o n 

l t l K n + 1jl A (K) 
p o s e 7 r = p , pour n a s s e z grand A (K) = A ( K ) est indépendant 

\Z k / 1 n 
n 

de n ( e t du choix des y J et on a : 

(1 .4 ) A ( K ) = 1 + 

c e qui donne une démonstration analytique de la formule d'Iwasawa, pour la 
famil le % dans KTO : 

( 1 .5 ) |*S(K ) | = p A ( K ) n + c pour tout n a s s e z grand, c constante, 

(ii) K est imaginaire. 
On introduit les s o u s - c o r p s r é e l s maximaux K* des corps K n . 

| 9 C ( K , ) | m I K x 1 ) - m ( K < . , . N ^ 1 v n + V ' ^ on n + 1/ o \ n/ -p-r 1 ( D - \ \ 
l i K j r 

où Pn + j parcourt l ' ensemble des c a r a c t è r e s impairs de + j qui ne sont 

pas c a r a c t è r e s de K . n 
Etudions la d i f f é r e n c e m (K , , ) - m (.K ) : n + 1/ o N n/ 



II y a deux c a s : ou bien n c K , ou bien (j, <f- K . Dans le 
C] Q 

premier cas , KM contient U Q((J, ^ , dans le second c a s , Kw ne 
n > 0 qp 

contient pas de r a c i n e s de l'unité d 'ordre une p u i s s a n c e de p autres que 1 
(resp. +1) dans le c a s p ^ 2 (resp . p = 2 ) . 

Dans le premier cas , on remarque que pour n a s s e z grand on a 

H <= K donc en fait n c: K n , „ £ K , d'où : w ( K ) = q p n + 1 , 
qp qp 

W(KJ = q P
n . 

Dans le second c a s , on a w ( | < n + 1) = w ( l < n ) pour tout n a s s e z 
grand. 

Il nous r e s t e à vo ir le comportement de l ' indice des unités de K n 

à K n + 1 (uniquement lorsque p = 2 ) . On ut i l i s e pour ce la le c r i t è r e donné 

par H a s s e ( [ 5 ] , III , § 22 , S a t z 1 5) : 
S o i t L une extens ion abél ienne imaginaire de Q ; on suppose 

M- C L , (J- . ^ L j o n p o s e L1 = , ) et on appel le L , + et L + les 
2 2 2 

s o u s - c o r p s r é e l s maximaux de L 1 et L (Ceci es t résumé par les schémas 
c i - a p r è s ) : 

Q( . r + 1 

Q 

/ 
L ' = L ( ^ r + l ) 

i + 

|G» r ) 

L + / 2 

• ( O 

Q 

l + W — l ' = l U 

L 
/ 

i + 

L 
+ / 

c a s r > 2 c a s r = 1 

On a a l o r s Q(l_) = 2 s i et seulement s i l 'extens ion de Kummer l _ , + / l _ + 

est de type unité ( i . e. s ' i l e x i s t e une unité € € L + t e l l e que L 1 + = L+(V~Ê") 

Appliquons cec i au c a s où L = K ou K n n + T 



a ) C a s où <= K m . 

On a le schéma suivant (compte tenu du fait qu'ici , pour n a s s e z 
grand, L = K contient p, et non n . , et que 

n 4 . 2 n 4. 2 n 

L ' = L ( ^ 2 n + l ) = K n + l ) : 

Il est bien connu que Q , , = Q (Vn ) , où TT engendre l'idéal n + 1 n \ ' n / ' n 3 

premier p a u - d e s s u s de 2 dans Q ; on a donc K + , , = K+(Vtt—) . Comme ^ r n n ' n +1 n \ v n/ 
pour n a s s e z grand 2 es t ramif ié dans j / K * , e t n o n ramifié dans 

K /Q (LA. ) , il en r é s u l t e que l ' indice de ramif icat ion de 2 dans K+ /Q est rt n v 4 / ' n' n 
1 ou 2 et es t constant pour n a s s e z grand. On a K ^ V ^ ) = K * ( V e

n ) > 
I 2 e unité de K , si et seulement s i n = e u , u € K + , autrement dit n n ' n n n ' n n ' 

on a Q( K ) = 2 s i et seulement si l ' idéal (TT ) de K + es t le c a r r é d'un \ n / V n/ n 
idéal principal de K* ( c e qui implique 2 ramif ié dans K*/Q n ; si pour un 

ent ier n, , 2 es t non ramif ié dans K + /Q , ce t te propr ié té s e c o n s e r v e 1 ' n 1 ' n 1 ' 

pour tout n ^ nj , et pour tout n a s s e z grand, Q.(l<n) = i ) . 

Montrons que Q.(Kn) = 1 entrafhe + ^ = 1 (pour n a s s e z grand 

et en supposant K*/Q n rami f i ée en 2 ) . En effet , Q ^ K ^ = 1 équivaut à 

(rr j = q2 dans K + , q idéal non principal de K + ; s i on suppose \ n/ n n ' n n ' 

Q ( K n + l ) = 2 ' o n a d a n s K n + 1 : ("n + l ) = q n +1 a v e c ce t t e fo i s qn + ] 



princïpal , et comme il y a ramification de 2 dans K + , / K + il en résu l t e ' J n +1 ' n 
que N , , q , , = q es t principal , c e qui es t absurde ; d'où l ' a s s e r -

K , / K n + 1 n 
n +1 ' n 

tion. Donc à part ir d'un certa in rang Q^K ) es t constant, 

p) Cas où K^. 
Dans c e c a s on a . ^ K pour tout n ; on a le schéma suivant : 

K ( M , . , ) = L 1 

n v 4 / n 

L e c r i t è r e de H a s s e r e p o s e donc sur l 'étude des extens ions 
L , + / K + 

y\ ' Y n ' n 
S o i t a € K + tel que K = K+(\fâ) ; a l o r s pour tout n on a 

K = K+(V"â) , d'où L1 + = K +(ty- a ) . S i pour un entier n, on a - a - e u2 , n n n n 1 n̂  n̂  ' 



£ unité de K + , u (E K + , a l o r s L I + / K + e s t de type unité pour tout n1 n̂  ' n1 n1 ' n ' n K 

n ^ n̂  , et dans c e c a s Q^K n ) = 2 pour tout n > rip II en r é s u l t e bien 

que Q^K ) e s t e n c o r e constant pour n a s s e z grand. 

On a donc ^ ' ~ P 9 ^ n b B1 ( p « I i ) » o ù P<K> = 1 o u 0 

I ^ W Pn + 1 
s e l o n que |< contient ou non , a v e c S , , c a r a c t è r e impair de K . 00 q ' ' n +1 K n + 1 
non c a r a c t è r e de K . Un tel c a r a c t è r e es t e n c o r e de la forme v a ty ' , n n ' 

/ n \ ^ — a £ (Z/p Z J , l|/' parcourant l ' ensemble , noté , des c a r a c t è r e s 
ru /f\j 

impairs de Y^ dés ignant comme précédemment un s y s t è m e exact de 

r e p r é s e n t a n t s de Q Q ) '> ' e r é su l ta t ne dépend pas du choix de Y^ 

car Y n « es t const i tué de c a r a c t è r e s pa i r s . 
00 

Comme Pn + j a un conducteur d i v i s i b l e par p , on a d 'après 1 . 3 : 

4 B l ( P n l l ) = ï L p ( ° > 6 P n l l ) 4 L p ( ° ' Y n a e * ' " 0 • S i 1 P ° s e d'une 

façon g é n é r a l e f = G ty 1 ~ ' , c e c i définit une involution, notée 771, de l ' e n s e m -

ble des c a r a c t è r e s a b é l i e n s impairs dans celui d e s c a r a c t è r e s pa i r s . L o r s q u e 

ty1 parcourt Y^ , ty parcourt î or un tel ensemble n ' e s t pas , en généra l , 
/v 

de la forme Y^ pour un c o r p s rée l L . 

O N A A L O R S ^ I F - P P ™ T T K J O . V » , B 6 ( Z / P " Z ) * , 
I X ( K J | B , * 2 p X n 

^ V K
n + l ) l A n ( K ) 

i)f € t d'où, en posant -, r = p , pour tout n a s s e z grand 

An(K) = ~ ( K ) es t indépendant de n , et on a : 

(1. 6) Â(K) = p (K) + S X(\|t) , i|t € 7n( Y j ) , et où p(K) = 1 ou 0 s e l o n que K 
l|( K 

contient ou non (i . 
q 

Ceci donne une démonstrat ion analyt ique de la formule d'Iwasawa 
proprement dite : 

( 1 . 7 ) + pour tout n a s s e z grand, c constante . 



Un c a s part icu l ier . 

Supposons |j. c K ; a l o r s l es groupes Y* = Y et s e c o r n e s -q 

pondent biject ivement par 7!\, et il en r é s u l t e faci lement que Mon peut cho i s i r 

'K w* 'K+ ~~ " ^ K / = V " 
Y., et de t e l l e s o r t e que fll^Y^y = ; il s ' en suit que dans ce c a s on a : 

A ( K + ) = 1 + S, (d 'après 1 . 4 ) , 
€ Y K + 

7V(K) = 1 + S X(I|J) (d 'après 1 . 6 , compte tenu du fait 
* € V 

que p ( K ) = 1 par hypothèse) ; d'où : 

( 1 . 8 ) S i |I C K , a l o r s A ( K + ) = A ( K ) . 

On voit auss i que le c a s général es t inadéquat pour comparer A et X ; 
cec i provient du fait que % r e s p e c t e les c a r a c t è r e s p-adiques et non les corps . 
Ceci ju s t i f i e l 'étude que nous a l lons f a i r e plus loin (§ 3) , et qui c o n s i s t e non 
plus à u t i l i s er A(K) ( r e s p . "Â(K)) dans le cas réel (resp . imaginaire) mais 
des invariants A(0) ( r e s p . 

qui sont des termes convenables de A(K) 
( r e s p . ~ (K)) , dépendant des c a r a c t è r e s p -ad iques abé l i ens pa irs (resp . 
impairs) , et non plus des c o r p s . 

Auparavant nous a l lons donner quelques formules sur c e s invariants 
montrant qu'il suff i t de les connaftre pour les corps K de degré premier à p 
sur Q . 

2. Trans lat ion des invariants A et A par extens ion de degré pu i s sance de p . 

S o i t M/L une extens ion de degré p u i s s a n c e de p (avec M et L 
abé l i ens , r é e l s ou imaginaires s imultanément) . On s e propose de comparer 
A(M) et A(L) ( r e s p . ~(M) et ~(l_)) s i M et L sont r é e l s (resp . imaginaires ) . 
On remarque qu'il y a, dans le c a s imaginaire, à dist inguer le c a s p / 2 du 
c a s p = 2. 

On ramène ce t te étude à la s i tuation suivante ( o ù K/û (resp. k/Q) 
est de degré p u i s s a n c e de p (resp . premier à p) , où L = K k , et où l'on pose 

n 
P ° = [K n c ^ . - Q ] ) 



oo K 

K n Q„ 

Q k 

K no. 00 

Q 

L + — L 

k + k 

K 

"oo K" 

K nQ 
00 

Q 

L 

L + 

c a s rée l c a s imaginaire c a s imaginaire 
(p = 2 ) 

(i) Cas r é e l . 

D ' a p r è s 1 . 4 on a A(L) = 1 + E \(i|f) , ty € Y. . S i on é c r i t Y = Y x Y. 

a l o r s YL « ' Ï X YK convient . On a d ' a p r è s [ 3 ] , prop. V 3 : 

^(^p ^o) = ^ (^o) + S ' , a sommation es t r e l a t i v e aux p r e m i e r s E ^ p , 
£ 

Z | f^ , étant une r a c i n e de l'unité d 'ordre p u i s s a n c e de p ; on 

rappel le que n(8 ) es t défini par Z 9~ 1 (Z) = 1 + q p " ^ ' u , (u , p) = 1. S i 

£ I f , , n é c e s s a i r e m e n t on a £ = 1 mod p , d'où : la condition s u r 6 il/""1 (Z) 1 w o 
V 

équivaut à \|/ {Z) = 1 (i. e. Z totalement décomposé dans K , cr k ) . o 

On a A ( L ) = 1 + S 

P 

[K : Q ] 

M • J + r P n ( e ) ) 
* p . * o ' e 

= 1 +• S ) + S S p n ( € ) , l|i € Y,. , i|i € Y. 
n o « V * « p K ° k 

p To Y p ' T o 

p o s o n s a(g) = | {f € YK x Y k , Z | f^ , = 1 H et remarquons que 

A(k) = 1 + S , t o f ï k ; a l o r s : 
To 

A (L) = 1 + I î l l S l ( A ( k ) - i ) + S p n ( € ) a ( « ) . P o u r c a l c u l e r a(«) , so i t d(£) 
n o V ' ^ p P 

le d e g r é sur Q du c o r p s de décomposi t ion k(£) de Z dans k ; so i t e
L y k ( 6 ) 



[ ' indice de ramification de Z dans L / k . A l o r s on a tQ(S) = 1 s i et 

seulement si ' e t ^ ^ s ' e t s e u ' e m e n t s ' tp es t c a r a c t è r e 

du corps d ' inert ie pour £ dans K/Q. Il en r é s u l t e immédiatement que 

_ [K : Q ] e L / k ( € j ^ 1 

r 
P 

a(g) = LrN ' " J ^ d(g) , d ' o ù : 
o L / k 

T l e (6 ) 1 
<2- » - ' " [ L n o , k ' B J ( A , k > " ' + V k ' e ) d U > p n < { ) ) ' 

S i M est une extens ion abél ienne r é e l l e de Q , de degré pu i s sance 
de p sur L , on obtient, par combinaison des formules 2. 1 obtenues pour 
L et M, la formule suivante (en remarquant que le corps k es t commun 
à L et M) : 

I l : k ] e M / L ( e ) ' ' , . . . n(e) 
r ^ 0 o o : 0 ] e ^ p M/k d ( { , P 

où ejy|/[_(0)> s o n t ' e s indices de ramification de Z dans 

M/L et M / k , où d(£) e s t le degré sur Q du corps de décomposition 
de Z dans k . 

Remarque. S i M/L est non ramif iée en dehors de p , a l o r s on obtient 

A(M) - 1 = J-M P QM ; L~P| Q ^ (A(L) - 1) ; donc en général ( i . e. lorsque 

[M 0 QÇÇ, : L FL Q J = [M : L ] ) , on obtient A(M) = A(L). Il n 'es t d 'a i l l eurs pas 

d i f f i c i l e d'établ ir , à partir de la formule 2 . 2 , que la condition n é c e s s a i r e et 
su f f i sante pour que A(M) = A(L) es t que [M FL Q^ : L D Q ] = [M : L ] et que 
M/L so î t non ramif iée en dehors de p . 

(îî) Cas imaginaire ( p ^ 2 ) . 

D 'après 1 . 6 on a Â(L) = p (L) + E \ ( f ) , parcourant rf^") , soi t 

Â(L) = p (L) + E x ( e f ' " 1 ) , t|f' parcourant On a 
y' ' 

* r = ( v x O " = v * Y" d ° n c 

Â(L) = p(L) + E ^ ( e t ' ' 1 t ' ' , ) = p ( L ) + E ( \ ( e r " 1 ) + s p n U ) ) , . . . . . . . ^ p o / | . , . o p 
yp ' Yo p ' o 



€ Y,, , tli1 € Y. , et où la dern ière sommation est étendue aux premiers ¥p K ' Yo k ' 
Z ^ p te ls que Z \ f . , , 9 ( e ~ 1 ty' ) (£) = (€) soit une racine de l'unité d'ordre 

V o o 
puissance de p , soit = 1. On obtient a lors 

Â(L) = p(L) + l i i i - i l S \ ( e r " 1 ) + s P n ( € ) a ( e ) , avec 
n o r z^ p p o ' 

a (Z) = | H ' € YK X Z I f . , , \|M(£) = 1 } | . Comme, d'après 1 . 6 , 
P 

I ( k ) - p ( k ) + 2 ^ Ê î J , il vient 
^o 
[K : Q] f-r/,\ ^ N (Z) Â(L) = p(L) + LrN ' j (Â(k) - p(k)) + S p ' u c / a (£) . L e calcul de a(Z) est 

" N ' l ï P o P 
s imi la ire à celui fait dans (i) , à cec i près que si k(£) est rée l , a lors aucun 

c a r a c t è r e de k(6) n'est impair et que s i k(€) est imaginaire, il y a ^ ^ 
c a r a c t è r e s impairs de la forme D'où : 

n(Z+ 
/ + \ 

(2 .3) I ( L ) - p(L) = r, k . ^ n ( À ( k ) - p(k) + E V k ^ y " 1 d ^ , 
[ L N Q - ' Q ] I V P V k ( « ) 

où la sommation est étendue aux premiers Z+ décomposés dans 

k / k + ( p ^ 2 ) . 

Comme pour le cas des invariants A , on obtient une formule de 
translation d'un corps L à un corps abélien M de degré puis sance de p 
sur L (p ^ 2) : 

( 2 . 4 ) Â ( M ) - P ( M ) • [ M N ^ J ^ N A J FR«-> - P L > 

l"l ; k l eM/l ( { + [ l : k l _ f M / u l l l l l d ( V } n ( c + ) ) 

où la sommation est étendue aux premiers Z+^ p décomposés dans 

k / k + ( p ^ 2 ) . 

Ces formules ont été données par Kida ( [ 6 ] , [ 7 ] ) , dans le cadre 
des "C. M-fields" , en appliquant la théorie des g e n r e s convenablement. 



( i i i ) C a s i m a g i n a i r e (p = 2 ) . 

On a toujours X(L) = p(L) + S x (9 ty'"1), où f parcourt Y.~ ; 
l|j ' 

comme ici les c a r a c t è r e s t|M sont pa irs , on a Y. = ( Y,. x Y. j = Y., x Y. , o K ' L V K k/ K k ' 

d'où A(L) - p(L) = 2 \ ( e I ' " 1 ) , t n i " , f ' € Y . Ici le c a r a c -, , \ z o / z k o K 
2 ' o 

t ère 9 f i - ' n e peut plus ê t re décomposé comme dans le c a s (ii) ; on 
A» O 

- 1 - 1 - 1 - 1 é c r i t que 9 est le produit des c a r a c t è r e s pa irs 9 ^ et ^ : 

x ( e 1 1) = x( + T, , sommation sur les Z ^ 2 te l s que 
Z 

€ I f , , , 9 ilM (Z) est une rac ine de l'unité d 'ordre p u i s s a n c e de 2, soit 
»2 o 

f ' ( { ) = l . On a Â(L) = p(L) + S E 2 n U ) a(Z) , où 
v p , r Q 

a(C) = | H ' € Y" x YR , Z | f^, , ^ U ) = 1 } | . L e s c a r a c t è r e s sont au 

nombre de d(£) ; les c a r a c t è r e s sont impairs et doivent ê tre non c a r a c -

t è r e s du corps d ' inert ie pour Z dans K/Q donc il n' intervient que les p r e -

miers Z pour l e sque l s le c o r p s d ' inert ie en question est imaginaire. S i 

e s t l ' indice de ramif icat ion de Z dans L + / k > a l o r s la quantité 

e. , . U ) - 1 e+ ,AZ) - 1 e, , J Z ) - 1 \ / k y < 1 ' ~ L / k " L /k v 
2 L rz\— - . vaut L tT\— (resp. 1) s i le corps d' inert ie 

e L / k e+/|ç(€) e L / k 

de Z dans L / k est rée l (resp . imaginaire) c e qui donne bien le nombre de 
c a r a c t è r e s ^ c h e r c h é s , relat ivement au calcul de a (£) . 

On remarque que E x ( f ~ 1 ) n 'es t pas r e l i é à X(k) (en effet k est 
Él ° 

o 

rée l ) ; cons idérons pour ce la Â ( k ( n 4 ) ) = 1 + X (e V ~ ') , 

sachant que Y~/ \ = {9 i|M , G YR} ; on obtient k ( n 4 ) ) = 1 + 2 x ( ^ ) , 

et f inalement : 

v - - - r o 

(2.5) I(L) - p(L) - 2 [ L
[ L n ^ 0 ] ( - ( « ( O ) ( 2 V L ^ i e > ' 

e,+ /,.(« ) - 1 L / , k ) d ( e ) 2 " « » ) , 



et la formule de translat ion : 

^ K M ) - P ( M ) ~ 2 [ M N [
Q

M J : L ] N Q J ( " < L > - + [ J N ^ Q ] 

e M / L U ) " 1 6 M + / L + ( € ) 1 V , f r l ? n ( g ) N 
V2 e " . (Z ) e ' ÀZ) ) d U ) 2 )' 

M / L M + / L + 

3. L e s invariants A(0),"Â(0). 

C'es t la notion de 0 - o b j e t s déve loppée dans [ 2 ] qui va nous conduire 
à la définit ion de c e s invariants . 

Rappels sur les modules ^ ( 0 ) et 3g(0). 

Si tj/ e s t un c a r a c t è r e abél ien, on appel le 0 (resp . V) le c a r a c t è r e 
p-adique a u - d e s s u s de ty ( r e s p . . 

Cons idérons le schéma suivant : 

K, H K . 

K 

- K . 

On peut c o n s i d é r e r îp comme c a r a c t è r e du groupe H = Gai (K , /K^ , , 
? v 

il e x i s t e a l o r s un idempotent e„„ = , 1 , E W T"1) T qui est dans Z TH] . 
I H | t € h

 V 7 p 

S o i t v^ = E s^ , Sq parcourant Gai ( K f / K ) . 

S o i t t un générateur de Gai l̂ K̂  

- p u - - - v V 

; on p o s e : 

( 3 . 1 ) A = T T ( t - a ( t ) ) € Z [ G a i ( K ^ / q ) ] 
CK | 0 

On définit a l o r s : 

( 3 . 2 ) %(0) = { T € ' S ( K ^ ) , T A - 1 } , s i 0 es t pair. 



V 6 

D'après [ 2 ] , § I , on a auss i *£(0) = (TÇ ^ ( k ^ ) , T ^ = 1 } Cp. 

De même dans le ca s impair on p o s e : 

(3. 3) % (0) = {h € X ( k ^ ) , h A = 1 } , s i 0 est impair. 
V 6 

Comme précédemment on a auss i $C(0) = jh K, , h Y = 1 . 

Il ré su l t e de ce s déf init ions et propr ié tés que %{$) et %{&) sont 
des modules sur l'anneau Z (\|i) (par uti l isation de l'application 

Z [Gai ( k ^ / q ) ] -» Zp(i|/) qui à t a s s o c i e f ( t ) , dont le noyau est précisément 

l'idéal engendré par A ) . 

A l 'heure actue l le on ne connaît pas de formules analytiques pour 
exprimer |*£(0)| , | ^ ( 0 ) | , en termes de fonctions L p (on a des express ions 

conjecturales : cf. [ 2 ] ,§111 et [ 4 ] , § 3 . 5. 3 ) . Cependant les nombres 

TT | ^ ( 0 ) | , TT 136(0)1 , où 0 parcourt l 'ensemble des c a r a c t è r e s p-adiques 
0 0 
divisant un c a r a c t è r e rationnel X, peuvent s ' in terpréter comme ordres de 
modules %(X), $£(X) convenables , qui admettent une te l le formule (dans le 
cas de voir [ 4 ] , Th. 3. 1 , et dans celui de % voir [ 2 ] , Th. Il 2) ; 
rappelons c e s formules : 

n (X) , 
(3 .4 ) \Z(X)\ ~ p TT t L (1 , a) , dans le ca s où X est un carac tère 

a | X Z p 

rationnel pair, où n ( x ) = 1 ou 0 se lon que X est c a r a c t è r e de Q o 
ou non. 

m (X) 1 / 
(3 .5) |9&(X)|?«p n B.( J, dans le ca s où X est un caractère 

P I X 2 

rationnel impair, où ni (X) est ainsi défini : 

s i p m (X) = 1 ou 0 se lon que K est ou non égal à un corps O X 
cyclotomique de la forme ) , n > 1 ; 

P 
si p = 2, m (9) = 2, et dans les autres cas , m (X) = 1 ou 0 se lon o o 
que l 'ordre des c a r a c t è r e s p | x est une puissance de 2 ou non. 

Par un raisonnement analogue à celui du § 1 on voit que si X^ est 

le c a r a c t è r e rationnel a u - d e s s u s de y ^ , a l or s pour n a s s e z grand 

i r ( x j | ( r e s p . est constant et ne dépend que du carac tère rat ion-



nel X a u - d e s s u s de i|/ (nous l a i s s o n s au lecteur le so in d ' é c r i r e les 
formules exp l i c i t e s rel iant c e s o r d r e s aux invariants X ; on pourrait 
déf inir ainsi des invariants A(x) ( r e s p . qui permettraient de 
décomposer les invariants A(K) ( r e s p . X ( K ) ) par rapport aux c a r a c -
t è r e s abé l i ens ra t ionne l s ) . 

Outre ce la , on voit que les nombres ( r e s p . | $ ê ( 0 n 

sont bornés pour n a s s e z grand ( 0 désignant n'importe quel c a r a c t è r e 

p-adique divisant X^J . Nous u t i l i s erons ce fait plus loin (cf. 4 . 1 ) . 

A partir de cec i nous avons démontré dans [ 4 ] que était 

constant pour n a s s e z grand, c e qui définit l ' invariant A(0) par l 'égal i té : 

( 3 .6 ) | *C(0 n ) l = pour tout n a s s e z grand. 

On peut, par une méthode analogue, prouver que, dans le c a s 
impair on a a u s s i : 

( 3 .7 ) ) | = , pour tout n a s s e z grand. 

Nous ne le f e r o n s pas ici car le théorème que nous avons en vue 
c i - a p r è s l 'entrafhera tr ivialement. 

4. Comparaison des modules ( 0 ) et 3^(0 ) . 

Déf in i t ions et ré su l ta t s pré l imina ires . 

Cons idérons un c a r a c t è r e pair quelconque \|i f ixé , et un entier n 
a s s e z grand. On appel le g l 'ordre de \|) . On c o n s i d è r e les c a r a c t è r e s 

Yn f et 6 v " ' t " ' ) et on appe l le «P, 0 , 0 , 0 n , 0 n les c a r a c t è r e s 

p -ad iques a u - d e s s u s de I|I , 9 I|I~ ' , T, 9 F~ 1 , YN1» , 9 Y~ ' ' r e s p e c t i -

vement. Pour s impl i f i er , on p o s e K = K , (qui es t r é e l ) , K = K , 1 
'n 9 Y" V n T 

(qui es t imaginaire) , et L = K K . Il est c l a i r que L contient n puisque 

9 est un c a r a c t è r e de L ; on a auss i L = K ((i ) = K (fi ) . Enfin on appel le 

K 1 , K' et L1 l es uniques s o u s - c o r p s d' indice p de K , K et L r e s p e c t i v e -
ment. Pour s impl i f ier c e r t a i n s c a l c u l s , nous poserons parfo i s r^' = <2'(izi

n) , 
et 

On a les schémas su ivants : 



K 

K1 
K 

L' 

K' 

K 

K 1 

K 

L 

L' 

•au 

c a s JëJL2 c a s p = 2 

So i en t G , G^ , G^ les groupes de Galo i s de L_/Q , K/Q et K/Q ; 

soit H le plus grand s o u s - g r o u p e de G d 'ordre premier à p . On appel le 

s un générateur de Gal ( l_ / l_ ' ) , o ^ la conjugaison complexe, t un g é n é r a -

teur de G.. et t un générateur de G^ . 
K K 

On définit l ' involution suivante ( [ 8 ] , [ 9 ] ) : 

W : Z [ G ] 
PL J 

S a a o CT 

z [ G ] 
PL J 

S aCT 0(c) a " 1 , 
a 

P i P - , 
On p o s e v = S s ; a l o r s îïï(v) = E s car comme L1 contient 

i = 1 i = 1 
|j, , on a 0(s) = 1 ; d'où îlt(v) = v . 

Cons idérons Cp comme c a r a c t è r e de H et posons e» = —•— E Cp( cr" 
* !H| ct€H 

Pour on a îllfe ) — E 9(a)cp(a" 1)cr~ 1 — E c p f c T 1 ) ^ e ^ 
V | H | a€H |H| c€H V 

(îp es t encore un c a r a c t è r e de H) . Pour p = 2, on a 

— E v ( c ~ ] ) c ~ ] , car 6(a) = 1 (ici [û(m-a) : Q ] = 2 f donc 
IHI ct<EH 

-(p 
| n | u ^ n 

û(p,A) est f ixé par H) ; d'où %(e ) = e où cp* est le c a r a c t è r e 2 -ad ique 4 / cp/ çp* 

a u - d e s s u s de ty ' . 



On rappe l l e que d ' a p r è s 3 . 2 et 3 . 3 on peut é c r i r e : 

% ( 0 n ) - {T€ t ( K ) , TV = T1 " 6 c p = 1 } = {T€ T A = U , 

OÙ A = n ( t - a ( t ) ) , 

* ' 0 n 1 - e -
3 * ( ? n ) = i h € ^ ( K ) , h V = h " 6 î P = 1 } = | h € 9 ê ( R ) , h A = l } , 

où Â = ïï ( ï - f 3 ( t ) ) ( cas p -F 2 ) , 
* l < n 1 - e * 
^ ( 0 n ) = | h € ^ ( f ( K ) , h v = h * = 1 } = { h € # ( K ) f h A = l } , 

où A es t inchangé ( c a s p = 2 : en e f fe t , ici le c a r a c t è r e de K es t 
- 1 - 1 - 1 - 1 

I1 = 6 Yn ^ pour lequel le c a r a c t è r e a s s o c i é est i|f c o n t r a i r e -

ment au c a s p ^ 2 où c e c a r a c t è r e es t 9 . 

On u t i l i s e r a c e qui p r é c è d e s o u s la forme su ivante : 

= {TÉ W ) , ^ = 1, pour tout <fl€ ( v , 1 - eçp)] , 

% ( 0 n ) = Ih € 3fi(R), hœ = 1 , pour tout «E € w ( v , 1 - e j } , 

sachant que ?Iî(v , 1 - e^) a é t é c a l c u l é plus haut : ?ïï(v , 1 - e ) = (v , 1 - e - ) 

( r e s p . ( v , 1 - e „ ) ) si p ^ 2 (resp . p = 2 ) . cp 
Comme dans [ 4 ] , § 1 , appelons K la p - e x t e n s i o n abét ienne p - r a m i f i é e 

maximale de K ; ^ ( K ) es t par déf ini t ion le G-module Gai ( K / K ^ ) . S o i t N le 

s o u s - c o r p s de K f ixe par *£(K) , et so i t M = N L ; on a 

Gai ( N / K ^ ) ; en vertu de 3 . 2 il en r é s u l t e que 

- : % (K) 

Démontrons maintenant : 

(4. 1 ) L e s g r o u p e s Gai ( n / K ^ ) ~ <£'(K)/<£(K)A et sont d 'exposants 

d i v i s e u r s de p . 

S o i t P n l ' idéal maximal de Z ( y ^ ) ; a l o r s t ( K ) / ^ " ( K ) A , qui es t 

annulé par A , e s t i somorphe à un Zp(v n ty ) -module de la forme 
i 

9 " A TT Z ( v * ) / P a ' - L a formule 3. 4 montre que l ' o r d r e de * £ ( K ) / r ( K ) . « pN n ' n n 1 > 0 

es t borné s u r n ; par conséquent comme ^ p ( Y n t ) / P n e s t d 'ordre p ^ ^ 



(indépendant de n) , l e s a^ sont uniformément bornés sur n et î par une 

constante a ; d'où l'annulation par p d'un tel module pour tout n a s s e z 
grand. 

La démonstration est identique pour » à part ir de 3. 5 . 

On a l es schémas généraux suivants : 

cas p ^ 2 cas p = 2 

Nous a l lons u t i l i s er une méthode de type "Spiege lungssatz" de 
Leopoldt ( [ 8 ] ) , a v e c des techniques v o i s i n e s de c e l l e s déve loppées dans [ 9 ] , 



SoîtKT* le radica l , dans L ^ , de l ' ex tens ion de Kummer (d 'expo-

sant d i v i s e u r de p) M/L^ (i. e. { w € L ^ , L ^ / w ) c M}) .On p o s e 
rsj _ 

^ o o ~ ^> e t ° n a p p e l l e w l e s é l éments de . P l u s généra lement 

on p o s e L = I - V l E : VT e s t une part i e de L . 

On a le résu l ta t suivant : 

( 4 . 2 ) On a L H l_£ = m-l L P . 

Il suff i t de montrer l ' inc lus ion L 0 L p l _ p , l 'autre résul tant 

du fait que u. c: |_P car L contient p. , donc I contient U (J. . S i L 00 q ' 00 
p n S 0 q p 

x € L H L P , et s i x £ L P , a l o r s L_(Vx)/ L e s t kummerienne et es t contenue 

dans L m , donc l_(V~w) e s * de l a forme L_(VÇ") , C € M-l , so i t x = Q a p , a € L . 

( 4 . 3 ) Tout é lément w € a un représentant dans L (resp . un r e p r é s e n -

tant totalement pos i t i f dans K) dans le c a s ( resp . p = 2 ) . Enfin 

VTçq e s t un G-module annulé par , 1 - e ^ . 

On a Gai (K/K) — Z © ?T(K) ; il su f f i t donc de c o n s i d é r e r un corps K ' p o 

f ixe par la composante i somorphe à : K q / K et K M / K sont l inéairement d i s -

jo in tes et K = K q K^ ; de même, comme L / K et K/K sont l inéairement d i s -

jo in tes (car [ L : K ] e s t premier à p pour p ^ 2 , et pour p = 2 , [l_ : K ] = 2 

mais K e s t r é e l l e tandis que L es t imag ina ire ) , K L / L et L „ / l _ sont l i n é -O 
airement d i s jo in te s . Il e x i s t e donc une ex tens ion M de L contenue dans K L o o 
t e l l e que M I = M : comme M /l_ e s t a u s s i une ex tens ion de Kummer ( e x p o -o 00 o 
sant d i v i s e u r de p) , le résu l ta t es t immédiat. Dans le c a s p = 2 on peut 
trouver N c K t e l l e que N = N : dans c e c a s , N / K es t e n c o r e kum-o o o oo » ' o 
mer ienne (exposant d i v i s e u r de 2) et le résu l ta t en d é c o u l e (remarquons qu'un 

A 

tel r eprésentant dans K es t n é c e s s a i r e m e n t totalement pos i t i f puisque K est 
totalement r é e l ) . 

P a r hypothèse Gai ( n / K ^ J e s t annulé par l ' idéal ( v , 1 - e^) , donc 

Gai ( M / L m ) e s t annulé par c e même idéal et, par ut i l i sat ion de la " S p i e g e -

lungsre lat ion" de Leopoldt ( [ 8 ] , § 3 ; cf. [ 9 ] , Prop . 3. 3) , on en déduit que 
Hl(v, 1 - e^) annule UT^. 



Démonstrat ion du résul tat principal (th. 5. 1 de [ 4 ] ) . 

Pour poursuivre , nous devons dis t inguer les c a s p et p = 2. 

S i n est un corps , <3̂  d é s i g n e son anneau d 'ent i ers ; on appel le 

p- idéal de fi tout produit d'idéaux premiers de n a u - d e s s u s de p . 

Cas p 2. On va c o n s t r u i r e une application de dans VX 

S o i t h € % ; on a h p = 1 , donc si a € h , ûP = a O ^ . a € K . On p o s e rx 
ru r<u cp ~ n 
w = a dans L M . S i b 6 h , b = a cO^ , c 6 K , so i t , en posant bK = bOp^ , 

b = a c P e , e unité de K , et w est auss i défini par ("a e ) ^ Or K est 
imaginaire et cycl ique ; d 'après [ 5 ] , § 25 , S a t z 24 , on peut é c r i r e S = e^ Ç , 

C unité réel le de K , C £ . On a e T = 1 car îp es t impair, et C = 1. o ' K o 7 o 
L'applicat ion est donc bien déf inie . 

e-— 
r^j ro CD ^ ^ 

Calcul du noyau. S u p p o s o n s que w = a = 1 ; soit e un représentant mod p 

de e^ dans Z|"G] , a l o r s a e = u P , u £ L ^ , et d 'après 4. 2 , a e = £ bP , 

C 6 | i L , b £ L . On a donc dans L : aepC>L = bpC>L , soi t aeC>L = bC>L ; 

comme [L : K ] est premier à p , cec i entraîhe h = 1. 
~ ~eêp ~ ^ — — 

Image. Montrons que w = a £ VT^ ; comme a £ K , on peut supposer w Ç K 

(par exemple w = a e ) . S o i t T € Gai (L/K) ; par définit ion de K , on a 

Y T Y (T) = 1 , soit ; (T) = 1. Calculons T E.-R : on a E,7r = —-— Z Î P ( A ~ 1 ) A , n p o o t y i. . i - _ \ / ' H a 6 G 
donc T e— = —•— S CP(CT~1)TCT — S cp(TCT~ 1 ) a ; Q r cp = S 9 \ T 1 , 

| H | ct€ G | H | ct€ G | cp ° 

d'où cp(TCT~1) = ( G 2 ( T C - 1 ) = 6 ( T ) e ( C T - 1 ) S ^ ( c r * 1 ) = e(T)cp(a 
$ cp ty cp 

o o 

jzf - r , 

— "X" D 

et T e ^ = 9 ( T ) e ^ . Il r é s u l t e de cec i que dans K / K l' image de w v é r i f i e 

(W K * = « * P , pour tout T £ Gai (L/K) : cec i es t le c r i t è r e c l a s s i q u e 

de décomposit ion qui montre que F q = L(\[vv) es t décomposée sur K par une 
e p — extens ion cyc l ique E de K te l l e que E L = F . Comme w = a dans K , 

o o o K ' la théor ie é l émenta ire de Kummer montre que F q / L , donc E q / K , est 



p-namif iée , donc E = E K es t contenue dans K . Vér i f i ons qu'e l le est o 
contenue dans N ; pour ce la il suf f i t de prouver que F = F q L^ est contenue 

dans M. Ceci revient à montrer que Gai (^F/L^J est annulé par ( v ^ - e ^ J , 

so î t que <w> est annulé par L'annulation par 1 - e^ est évidente 

~ / ~ ~ecp\ , ~ v v e5p 
par construct ion de w (̂ w = a j . On étudié ensui te w = a : comme 

e -V) \J — - — V D V — CO r\_» 

h = 1 , on a a = c<3^ , c € K , et a = c K e , e unité de K ; donc w = e ^ = 1 

comme on l'a déjà prouvé plus haut. 

S u r j e c t î v i t é . S o i t w1 € H/^ r e p r é s e n t é par un élément w1 € L tel que 

F = l(VW^) c M ; so i t V' = S T , T parcourant Gai (L/K) , a l o r s e^V1 = d e - , 

où d = [L : K ] , et comme d est premier à p , on peut remplacer w^ par 
d —"X- ^ . 

w = N^yp^ w^ , d i n v e r s e de d mod p , et w est un représentant de W| L 

dans K . P a r la théor ie de Kummer, on a wO^ = £IP? dans L , où P est un 

p- îdéal de L ; comme w € K et que (d , p) = 1 , il en ré su l t e immédiatement 
wO.-r = a p p dans K , avec un p- idéal p de K , On traduit le fait que w est K 

v , 1 - e ^ j : on a w = 1 soit w € L ^ fl L , donc, d 'après 

4. 2 , wV = £ a P , £ € ja , C d 'ordre p u i s s a n c e de p , a £ L ; comme w G K , 

on peut supposer , quitte à ut i l i ser N |_yf< > £ € ^ et a G K . Montrons que 

a p € K ' . 

S i £ € K ' c ' e s t terminé. S u p p o s o n s le contra ire ; on a n é c e s s a i r e -
ment u, c k 1 d'où K = L et K ' = L 1 . Comme une p u i s s a n c e non tr iv ia le de £ 

P 
est dans L 1 , L / L ' es t une extens ion de Kummer par une rac ine de l'unité 
(en part icu l ier L / L 1 est p -rami f i ée ) : cec i entraftne que L1 et L sont de la 

forme et k(|i, n + 1) respect ivement , où k = K . . On a donc £ P € L 1 , 
p" Pn o 

2 2 
donc a P € L ' ; on a a S = Ç a , a v e c §P = 1 , mais comme n est a s s e z grand, 

§ est f i xe par s , c e qui donne a s = a , X ^ 0 , soi t (en faisant X = p) 

§ P = 1 , d'où a p € L ' . 



Donc dans tous l es cas , a p Ç K et Q Ç K '. 

La relat ion wOj^ = ûP p dans K donne, par N = , : 

w V f c i = ( N c ) p N p ; on a donc a p O - , = (N û )p N p . K rS 

S i on a a / K 1 , comme a p Ç K 1 , on a un élément de Kummer pour 
l 'extens ion K/K ' (qui es t n é c e s s a i r e m e n t de Kummer), et la décomposit ion 

en idéaux ( c i - d e s s u s ) de a p dans K ' montre que K/K 1 est p - r a m i f i é e ; on 
est donc à nouveau dans le c a s où K ' = k(|j, , K = k(|x ; on a donc 

P p" 

une relat ion de la forme a = £ b , £ € i-ip ,̂ CP € (J^ t, et b € K ' , d'où 

a p 0 ^ i = b P 0 £ i , soît (N a) p N p = (bO^- i ) P dans K ' , c e qui fait que 

N p = q' p dans K ' , où q 1 est un p- îdéa l de K 

S i a € K 1 , on a directement N p = q ' p dans K ' . 

Comme l 'extens ion K/K ' es t totalement ramif iée en p , il en résu l t e 

que p es t de la forme q p pour un p- idéa l q de K , et = b p dans K . On 

• cp ~ v é r i f i é faci lement que la c l a s s e h de b es t t e l l e que h Ç JÇ et redonne w 
par l 'application étudiée . 

rsj . 

On a donc obtenu l ' i somorphisme de G-modules U ^ , 0 * ^ ; il en ré su l t e 

que les G - s t r u c t u r e s de fâ et T ( K ) / ^ ( K ) A sont r e l i é e s par la " S p i e g e l u n g s -
relat ion". 

(ii) Cas p = 2. On peut é c a r t e r proviso irement le c a s où i|i = 1 : 

en ef fet , dans ce c a s , Yn ^ et sont des c a r a c t è r e s d 'ordre 

p u i s s a n c e de 2, donc 0 et 0 sont rat ionnels , et dans c e c a s les o r d r e s de ' n n 
T et % sont donnés par l es formules analyt iques 3. 4 et 3. 5 : 

| t | - 2 6 n ^ L 2 ( l ) Y ^ a ) , a € ( z / 2 n z ) * , ô = 1 ou 0 s e lon 
a 

que \|( est c a r a c t è r e de Q^ ou non, 

W ~ 2 Ï Ï ^ L 2 ( o , Y ^ a ) , a € ( z / 2 n z ) * . 

1 ô D'où = 2 ~ | X | , c e qui établit le théorème dans ce cas . 



S u p p o s o n s maintenant i|i / 1 : o n a / 1 et e „ 9^1, o * cp* 

Cet te hypothèse permet de prouver que : 
( 4 . 4 ) P o u r tout s o u s - c o r p s n de L , l 'appl icat ion canonique 

e * 6 * 
( F I * / F I * 2 ) ^ > ( L * ) * e s t inject ive . 

1 - e 
•X- / -X- 2 CP -X- 2 ~ ~ S o i t a £ fi tel que l^afi J = fi , et tel que a = 1 dans L ^ ; 

d 'après 4. 2 on a a = £ v , Ç € n , v € L . On a a = C v , en appelant ici 

e un représentant mod une p u i s s a n c e de 2 convenab le de e dans Z[G] . 
cp* 

•X- / /* e e 2 e Comme cp f- 1, on v é r i f i e que Q = 1 . On a donc a = v € fi. S o i t 

T € Gai (L/f i ) ; a l o r s on a, puisque a e fi, 1 = v 2 e ^ T ~ 1 * , so i t v e^T ~ = ± 1. 

( i e 2 ( t - 1 ) , , e 2 , e 2 * 2 * 2 Comme ( — ï y = 1 , on a v = 1 ; donc v € fi, et on a a fi = f i , 
•X- 2 so i t a Ç fi 

Ici, Gai ( m / L ^ ) e s t annulé par l ' idéal ( l + s j - e ^ ] , donc, par la 

" S p i e g e l u n g s r e l a t i o n " , VT es t annulé par l ' idéal ( l + s , 1 - e ) . 

S o i t <Jd' le s o u s - m o d u l e de fâ formé d e s c l a s s e s d e s idéaux a de K 
t e l s que N a so i t , dans K 1 , principal au s e n s r e s t r e i n t ( n d é s i g n e toujours 
N * R / R , ) ; on v é r i f i e que la déf ini t ion es t bien indépendante du choix de l' idéal a . 

S o i t l/*= | w € fl k ) 6 , = a 2 dans K-} . On a donc la re la t ion 

1 - e * 
f ep 77*2 l^wK J = K 

On a le résu l ta t suivant : 

1 +CT 
( 4 . 5 ) P o u r tout w C R K , w = a + » a

+ Ç K ' , a + » 0 . 
oo 2 i 

= a 2 , a
+ Ç K 

En effet , on peut t rouver ( d ' a p r è s 4. 3) w € K représentant w 

Wq » o) ; donc d 'après 4. 2, il e x i s t e u € L , Ç € , t e l s que w = w o £ u 2 , 
1+CToo 2( 1+CTOO\2 2 1+CTo° 

et par l + o ^ on obtient w = Wq^U j = a , en posant a = Wq u G K . , 2 , 
On a a >> 0 de façon é v i d e n t e ; de plus w € K , donc a € K . S i 

a ^ K 1 , on a une ex tens ion de Kummer de degré 2,K = K'(a) , et n é c e s s a i r e -



ment, a S = - a , ce qui est absurde car on a a 5S> 0 . Donc a = a + € K ' , 
d'où l 'assert ion . 

A un tel w € NÏ* a s s o c i o n s la c l a s s e de a : cet te application est 
déf inie de dans le groupe des c l a s s e s de K annulées par 2 et 1 - e . 

<P* 
El le induit g r â c e à 4. 4 une application f de KT ^ UT/Vf n K * 2 dans le groupe 
des c l a s s e s de K annulées par 2 et 1 - e . 

cp* 

Noyau de f . S i a = , a € K , w = e a 2 , e unité de K , donc w = "e ; 

comme K/Q est cycl ique imaginaire, e = £ 6 ' , Ç€ , S ' unité de K 1 , 

et w = S' ; comme L00(V~Ê~') c M par hypothèse, il ex i s te Wq € K , Wq » 0 , 

tel que k ( J v T ) C N q et k(\[~vT)loo = L ^ V ë 7 ) (cf. 4. 3) , donc e 'w~ 1 = u 2 , 
— 1 2 

u € Lm , et, d 'après 4. 4, appl iqué à Q = K , on a e 'w = b , b € K , 

d'où S ' » 0 . 
So i t a lor s U (resp. U+ ) le groupe des unités (resp. des unités 

e * . . ~ /v, / + , 2 \ CP 
totalement pos i t ives) de K ; a lors w = e' € (̂ U / U J . Inversement, 

e * 

si "e' € ( u + / U 2 ) ^ , il es t c la ir que K ^ V ë 7 ) est contenue dans K ; e l l e 

^ | 1 + S ro Cp ro est contenue dans N car o n a e = e = 1 et S =1 par hypothèse. 
Donc e ' € !\JiT. 

Image de f . S i w , on a w0j^ = a 2 , et, d'après 4. 5, w °° = a 2 , 

a + » 0 dans K1 ; d'où par N : N w ^ , = ( a
+ < > K f ) 2 = ( ^ a ) 2 > s o i t N o = a

+ 0 K > 

et la c l a s s e h de a est un élément dont la norme est , dans K 1 , principale 
1 - e 

? 1 + s cp au s e n s restre int . On a bien h 6 , car h = 1 et h = 1 de façon 
évidente. 

ro 

Véri f ions maintenant que le choix du s o u s - e n s e m b l e W n'est pas 
res tr ic t i f pour notre problème : 

(4 .6 ) O n a S r = i > . 

Il faut montrer que tout élément w de yX a un représentant w' tel qu 



2 
w' 6 K , w1 = o dans K . 

P r e n o n s w dans K , w » 0 (cf. 4. 3) et posons w = w e : on a o ' o K o ' 
1 "f* s 2 par hypothèse w = b , b € L ^ , et d 'après 4 . 4 , on peut supposer b € K1 

— ( / Ni1 + a<» s 1 + S / 2 Il faut trouver un représentant dans K : on a 1 w / b ) = w / b = 1 , 
1 ~ a o o s , 2 donc w / b = c , c Ç L , P o s o n s w1 = w / c ; a l o r s 

CToos a o o s . 2 c r s o s
 S 2 / 2 . 2 - 1 . 2 2 / 2 . 2 , 2 , , w' = w / c = w w / c b = w b w / c b = w / c = w' ; donc 

w' t 0 K . Etudions maintenant la décomposi t ion en idéaux de w'Or^. oo 

On a L^Vw'J / l - eo Qui e s t 2 - r a m i f i é e ; par conséquent , comme L ^ / l 

es t 2 - r a m i f i é e , L^V w ' ) / L es t auss i 2 - r a m i f i é e . Enfin L = , donc 

L / K est 2 - r a m i f i é e et K(\TWt)/K est 2 - r a m i f i é e . D'où W'<3^ = a 2 p , où p 

est un 2 - i d é a l de R ; (N w')C>Ki = (N <j)2 N p , or , comme w' € U ^ fl K , on a, 

— 1 + a oo 2 i d ' a p r è s 4. 5, N w' = w' = b + > b + > : > 0 > b + € K '. On a donc 

b^OK i = (N a) N p , et N p es t de la forme q 1 , où q' es t un 2 - i d é a l de K1 

comme K/K 1 e s t totalement rami f i ée en 2 , il e s t n é c e s s a i r e que p soi t le 
c a r r é d'un 2 - i d é a l de K , et on a prouvé 4. 6 . 

On a donc, à c e s tade , la su i t e exac te : 

6 * f 
(4.7) 1 > ( u + / U 2 ) * 

Il e s t maintenant n é c e s s a i r e de r e l i e r % et : On a la su i te 
exac te su ivante (où S es t l 'homomorphisme s ignature dans K1 ; S est un 
homomorphisme de G-modules s i l'on définit sur S(K') l 'opérat ion de G 

par d S ( F F ) = S(aC T) pour tout cr 6 G ) : 
e * a 

( 4 . 8 ) 1 » H > ( S ( K ' ) / S ( U ) ) > 1 . 

S o i t h Ç. % ; si a € h , comme h es t une c l a s s e re la t ive , on a 
N o = a O i a 6 K ' ; à h on a s s o c i e S (a ) mod S ( u ) : s i b r e p r é s e n t e auss i K 
h , on a N b = b a K , , b € K1 ; en écr ivant b = a c O ^ , c € K , on a 

bO.. | = a 0 i N c 0 . . i , so i t b = a N c T| f] € U , d'où S(b) = S (a ) S{r\) car r\ K K 



N c » 0 : c e c i déf inî t bien l'appl icat îon n o t é e g . 

On a h € Ker g s î et seu lement s î S ( a ) € S (U) , so î t S ( a ) = S ( e ) , 
e € U , et a = e a + , a + € K ' , a + » 0 ; on a donc N a = a 0- , = a + (3 K i , 

et h € X ' . 
e * 

L' image de g e s t bîen contenue dans ( s ( K ' ) / S ( U ) ) ^ comme on le 
v é r i f i e immédiatement. 

P o u r démontrer la s u r j e c t i v î t é de g , on u t i l i s e le c o r p s de c l a s s e s : 
n*j —_ 

S o i t K1 ( r e sp . K) la 2 - e x t e n s î o n abé l i enne , non r a m i f i é e pour les idéaux 
_ ~ _ — _ 

p r e m i e r s , maximale, de K1 ( r e s p . K) ; on a KFK c K , et comme K / K ' es t 
~ — f— r a m i f i é e en 2 , on a K fl K = K 1 . On a Gai [ K / K j i somorphe au 2 - g r o u p e 

des c l a s s e s de K , et Gai ( k ' / K 1 ) i somorphe au 2 - g r o u p e des c l a s s e s au 
rsj 

s e n s r e s t r e i n t de K*. La r e s t r i c t i o n Gai ( K / K ) > Gai ( K ' / K ' ) c o r r e s p o n d , 
dans c e s i somorph i smes , à la norme N pour l e s g r o u p e s de c l a s s e s ; donc 
c e t t e norme e s t s u r j e c t i v e : pour un idéal principal au s e n s o r d i n a i r e 
aO^i de K 1 , il e x i s t e a idéal de K tel que N a engendre , dans K 1 , la 

c l a s s e au s e n s r e s t r e i n t de aO^i : N a = a+aC>K i , a + » 0 , a + Ç K 1 . 

. . cp , cp „ S u p p o s o n s que S ( a ) = 1 , et c o n s i d é r o n s h , ou h e s t la 

6 * — — cp , , — e ( \e c l a s s e de û dans K : on a N h qui e s t r e p r e s e n t e e par N û = \^a+aj O^i 

6 * donc s ( a + a ) e = S ( a ) , et il r e s t e à v é r i f i e r que h ^ ç f â , donc en fait que 
1 + s — h = 1 ; or on a N h = 1 , d'où l ' a s s e r t i o n . 

6 * 6 * 

Il r e s t e e n s u i t e à v é r i f i e r que ( u + A J 2 ) ' et ( s ( K ' ) / S ( U ) ) V ont 
même o r d r e . S o i t G' = G a l ( K ' / Q ) ; on peut ident i f i er S (K' ) et I F ^ G 1 ] par 

l ' a p p l i c a t i o n : K ' * / K ' * 2 - * I F 0 [ G ' ] d é f i n i e par o K 1 * 2 £ sgn (a°)<J~ 1 

^ a 

(CT parcourant G 1 , et sgn étant la fonct ion s i g n e notée addi t ivement) , on a 
a l o r s L'isomorphisme de G - m o d u l e s : S (K' ) — IF2 [G '] ; il en r é s u l t e 

e * 

S ( K ' ) ^ =" IF2 [ G ' ] e On a la s u i t e e x a c t e : 

U + / U 2 ) V „ ( u / u 2 ) V _ £ ^ s ( u ) V , , 



e * 
qui montre que l'on es t ramené à prouver que ( u / u 2 ) ^ et I F 0 [ G ' ] e 

z îp* 

ont même o r d r e . En généra l U / U et I F 2 [ G ' ] ne sont pas des G-modules 

i somorphes (bien que de même o r d r e ) et il faut p r o c é d e r autrement pour 

comparer leur ^ - c o m p o s a n t e . S o i t U = ® z ( u / { l l j ) , et so i t ~ Z 2 

s u r lequel G o p è r e tr iv ia lement ; a l o r s le théorème de D ir i ch l e t s u r l e s 
uni tés entra fne que l'on a l ' i somorph i sme de G - m o d u l e s : 
» 2 « z U < © % J - Q 2 [ G ' ] . 

Ai 

Comme V, = © m , cp1 parcourant l ' ensemble des c a r a c t è r e s 
cp' ^ 1 e.. 

2 - a d i q u e s i r r é d u c t i b l e s de k = K. , on en déduit Q2 ® V. CP' =* Q2 [G ' ] e , , 
o 

pour cp i ^ 1. Appe lons e n c o r e H le p lus grand s o u s - g r o u p e de G1 d 'ordre 

impair, et s o i t T = G a l { K ' / k ) ; on a Q 2 [ G ' ] ^ Q 2 [ H ] [ T ] et dans cet i s o m o r -

phisme on a Q^tG 1 ] e^, ^ 0""0 ejpi) » e n cons idérant e^, comme élément 

de Qg ['""'] ! o r etpi e s t u n c o r P s d e d e g r é cp1 ( 1 ) s u r Q^, par conséquent 

Q 2 [ G , ] e t p , e s t un Q 2 ~ e s p a c e v e c t o r i e l de dimension | r | cp'(1). Il en r é s u l t e 

e e 
que V. e s t de Z 2 - d i m e n s i o n | r | CP'(1) , donc que ( u / u 2 ) ^ e s t de 

I F 2 - d ï m e n s i o n | r | cp'(1) ; appliqué à CP' = cp* ^ 1 c e c i donne le résu l ta t car 

IF„ [G 1 ] e ( iF- [ H ] e ) [ r ] a a u s s i pour 1F - d i m e n s i o n le nombre | T | cp*(1). 
z cp* z cp z 

e e 
On a donc \%\ = | ( s ( K ' ) / S ( U ) ) V * | |JC'| - I ( u + / u 2 ) * * *| -

r\j 

\VTJ / I lmf | > | It^J ; on a donc obtenu u n i v e r s e l l e m e n t l e s inéga l i t é s 

(même lorsque l|i = 1) : 
| t ( , 0 j | — \ 0 n J I > pour tout (j) pair , et tout n a s s e z grand. 

S o i t X le c a r a c t è r e rat ionnel a u - d e s s u s de \|i : comme ici 9 es t o o ' 
a a f 1 — 1\a 1 d ' o r d r e 2 , l e s sommes S ï Y f f et E s V0 Y f ) ^ , i l n D o , i . n n p J o ' 

3 o o a U Xo 
a parcourant ( z / p n z ) * , sont l e s deux c a r a c t è r e s r a t i o n n e l s X et "Xn 

a s s o c i é s à K et K r e s p e c t i v e m e n t . Donc les e n s e m b l e s {0^ | Xn} et 

{ | "x j s e c o r r e s p o n d e n t b i jec t ivement , c e qui donne, en fa isant le produit 



des inégal i tés précédentes : T T I ^ V ^ ' ) ! — T̂ l<té(0' ) | so i t 
0 ' I X N 0 ' I V n 1 n n 1 *n 

| T ( x J | • ° n remarque que K étant cycl ique sur 0 , K ne peut 

contenir ^ , d'où en utilisant 3 . 4 et 3 . 5 pour les c a r a c t è r e s Xn et "x , 

on obtient v p ( | T ( x n ) | ) = v p ( TT £ h î O ' O p 0 ) ' « v p O * W I ) " 

v ( T T Jr L o ( o . V a F 9 F Y " ) . L e s valuations de chacun des seconds membres 
p \ ,, 2 2^ ' n Tp o / / a ' 

c i - d e s s u s sont é g a l e s (pour n a s s e z grand) , et il en résu l t e les éga l i t é s 

En coro l la ire , ceci conduit à la surject ion de l'application f dans la 
su i te exacte 4. 7, d'où la sui te exacte : 

e * 
(4. 9) 1 • ( u + / U 2 ) * » » » 1 ( P ° u r V* ^ 0 • 

On a donc obtenu le résultat suivant (cité dans [ 4 ] , th. 5. 1) : 

(4. 10) Soient f un c a r a c t è r e abélien pair, 9 le c a r a c t è r e de TeichmUller, 

Y^ un c a r a c t è r e d'ordre p n de Q^ pour chaque n > 0 , 0 n ( r e s p . 0 n 

le c a r a c t è r e p-adique a u - d e s s u s de y ^ ( r e s p . 9 t""'). Alors 

pour tout n a s s e z grand, on a !<té(0n) | = sauf dans le cas 

part icul ier où p = 2 , \|l est un carac tère d'ordre puissance de 2 
non c a r a c t è r e de auquel ca s 

Il r é su l t e en part icul ier du th. 4. 2 de [ 4 ] que est constant 

pour n a s s e z grand et ne dépend que du c a r a c t è r e p-adique 0 a u - d e s s u s de 

9 1 ; ceci définit un invariant T(0) , par l<fé(0n)l = invariant qui 

est égal à A(0) (sauf dans le ca s part icul ier mentionné, où ~(0) = A(0) + 1). 

Ceci entrafhe une préc i s ion sur une conjecture d'Iwasawa que nous 
avons étudiée dans [ 4 ] (A(0) = \ (0 ) pour 0 non c a r a c t è r e de Q ) , et dont 

nous avons montré qu'el le s e ramenait au cas des c a r a c t è r e s 0 i s s u s de 
c a r a c t è r e s ty d'ordre premier à p : en effet , un cas trivial d'exactitude de 
la conjecture est celui où le c a r a c t è r e p-adique 0 est rationnel (dans ce cas 
0^ est aussi rationnel, et on applique la formule 3 .4 ) ; le théorème c i - d e s s u s 



entrafhe que la conjecture A(0) = \ ( 0 ) ^0 non c a r a c t è r e de Q^J es t vra ie 

dès que l'un au moins des c a r a c t è r e s 0 ou 0 es t rationnel (dans le second 
cas , 0 n e s t auss i rationnel et on u t i l i s e cet te fo i s la formule 3 . 5 ) . P a r 

exemple, le c a s le plus s imple d'application e f f e c t i v e de ce résul tat est le 
suivant : p = 5 , et 0 ou 0 es t un c a r a c t è r e 5 -ad ique i s su d'un c a r a c t è r e 
d 'ordre 4 . 

Compléments sur le c a s p = 2 : le c a s ty = 1. 

Nous avons comparé analytiquement les o r d r e s de et lorsque 

\|l = 1 ( î . e. cp = 5P* = l ) . Nous a l lons ici adapter à c e c a s les méthodes p r é -

cédentes pour é tabl ir des re la t ions a lgébr iques analogues , et notamment pour 

interpréter le facteur 2. 

Nous supposons \|| (d 'ordre p u i s s a n c e de 2) non c a r a c t è r e de Q^ 
(s inon on a X = fâ = (1)) . 

Ici UTqq = ^ j / l - o o es t annulé par 1 + s . On a toujours le fait que tout 
r j ~ 

élément w de Uf^ a un représentant Wq dans K totalement posi t i f , et le fait 
. 1 H~ S 2 que pour tout w G 1ÛL fl K , w = a , a G K1 , a » 0 . On peut p r é c i s e r OO "R "T* T 

ici 4 . 2 de la façon suivante : comme l|f ^ 1 , on a Q^ fl K c: k ' ; soit r minimum 

2 r 

tel que i|i so i t c a r a c t è r e de Q^ (r ^ 1 ) , on a Q^ n K = Qn _ et on a 
i y n — r u. = u c L . S o i t a l o r s C, une rac ine de l'unité d 'ordre 4 . 2 

2
n - r 1 

engendre |x ) , et soit w ] = 1 ( l - Ç ^ 2 . On a = 2 - 1 + qui 

est donc, dans Q , une uniformisante en 2 totalement pos i t ive . S o i t ' n - r ' 
a € L 0 L 2 ; a l o r s a = Q u 2 , Ç € [xL , u € L , et £ = (X € Z) soit 

2 / - I U / , , \ 2 \ 2 . .. 6 2 c . a = u = w1 J (J - u , c e qui s ' é c r i t encore a = Wj v , v € L , 

6 = 0 ou 1 . 

— ô 2 S u p p o s o n s maintenant que a € K , a l o r s txw^ = v G K ; s i v ^ K , 

L = K(v) es t kummerïenne, et comme L = K (V- l) , il vient v 2 = - a 2 , a € K , 
ô 2 et, dans tous les c a s , a = ± w1 a , a € K . 



On a le même raisonnement en remplaçant K par K : 

( 4 . 1 1 ) K fl L 2 = 1 , Wj) K 2 et K fl L 2 - < - 1 , w , ) K 2 . 

On d é s i g n e e n c o r e par le s o u s - g r o u p e de fé formé des c l a s s e s 
d e s idéaux 0 de K t e l s que NG so i t principal au s e n s r e s t r e i n t dans K 1 , 

et par M j w € \jÛ^ fl K , = û2 dans k | . On c o n s e r v e l e s notat ions du 

§ 4 , ( i i ) ; en p a r t i c u l i e r f e s t l 'appl iéat ion de VT dans qui à w a s s o c i e 
la c l a s s e de a dans K , g e s t l 'appl icat ion qui à w € iiT a s s o c i e w dans U/^. 

On peut maintenant é tud ier f et g . 

2 2 Noyau de f . S i = û , a v e c 0 = a(>— , a 6 K , a l o r s w = a e , s unité 
— . r^i r^i 

de K (donc e € U ) . S o i t Wq € K un représentant totalement posi t i f de w = s ; 
~ - 1 2 _ 1 , 6 2 on a e = w so î t e w € K fl L,^ so i t , d 'après 4. 11, e w = I w, b , b € K , o o 00 ' o v 1 ' ' 

6 = 0 ou 1 ; c e c i implique + € € U + et w = e a 2 € { ± l} U + R 2 . Il es t c la i r 
que c e c i e s t bien le noyau. 

o 
Noyau de g . D ' a p r è s 4 . 1 1 , c ' e s t ( - I j W ^ K . 

Image de g . S o i t w Ê î ^ r e p r é s e n t é par w » 0 de K . On a w1 + S € K1 fl L 2 , 

donc, d ' a p r è s 4. 1 1 , w1 + s = w^ a 2 , a € K (on a le s i g n e + car on a w1 + s » 0 ) , 

6 = 0 ou 1. S î a ^ K 1 , comme a 6 K 1 , K = K ' ( a ) s e r a i t kummerienne. Mon-

trons qu'el le s e r a i t 2 - r a m ï f i é e : dans K1 o n a ( a 2 ) ( > K , = (N w ŵ " I ; or 

l ' ex tens ion K( \ /~W) e s t 2 - r a m i f i é e par hypothèse ( L 0 0 ( \ F W ) / L 0 0 l ' e s t par d é f i -

nit ion, et l - ^ / K est a u s s i 2 - r a m ï f i é e ) , donc wO^, = û2 p , dans K , où p est 

un 
K 

2 2 - i d é a l de K , so i t Nw<>K , = ( n aj N p ; c e c i conduit bien à K / K ' 

2 - r a m i f i é e , c e qui e s t exc lu . Donc a Ç K1 et w 1 + S = w^ a 2 , a € K*. 

S u p p o s o n s 6 = 1 ; a l o r s on peut é c r i r e N ( w a " ' ) = vv̂  dans K/K 1 , 

so i t , dans l _ / l _ ' , N ( w a ~ 1 ) = - G j O - Gj)2 ; comme 1 - Ç,] G L 1 il vient 

N ( w a " ' ( l - C ^ " 1 V-ï") = C1 dans I _ / L ' . Montrons que pour n a s s e z grand 

ne peut ê t r e norme dans l_/ l_' en calculant le symbole de Hi lbert (au , Çj) j , 

où tu et t sont a ins i dé f in i s : au es t un é lément du radical de L / L 1 



'un ( L = L'(VÛT) , U) € L 1 ) ; L e s t un idéal premier de L 1 a u - d e s s u s d'i 
nombre premier £ ^ 2 totalement ramif ié dans K/Qn ( c e qui e x i s t e p u i s -
que K/Q est cyc l ique et non contenue dans Q^,) . 

On sa i t que (JUO^I e s t d i v i s i b l e par une p u i s s a n c e impaire de l ; 

il en r é s u l t e que = ~ 0 / 2
} où k e s t le degré rés idue l de £ dans 

L ' / Q . P o s o n s £ 0~ V ) = 1 + 4. 2 n ^ u , u i m p a i r ; le degré ré s idue l de £ dans 

L'/Q es t donc égal à ce lu i de £ dans q(j i ) /Q , so i t k = 2 n ~ r ~ n ^ ) 

4 . 2 n " r 

£ k - 1 4 2
n ( Ê ) + n - r - n ( * ) u n - r (n toujours supposé a s s e z g r a n d ) , d'où — - — = —! = 2 . 2 u 

f £ k - 1V2 et Ç^ / ' = - 1 , d'où le fait que ne peut ê t r e norme. On a donc n é c e s -
1 H" s 2 sa i rement 6 = 0 , so i t w = a , a € K ' . 

/ \ 1 + s / \ ' + s l - u ^ s f 00 / \/y\ w 00 

On a donc y—J = J = 1 , donc — = c a v e c c t L ; 

z N s s - 1 2 2 / w \ 00 w w a w w . . . , — , a l o r s j = ^ a—g 2 — 2 — = ~~2 C'UI 6 ° o n c d31"15 K . L e r e p r e s e n -
c 00 c a c c 

tant w' ="̂ 2" d® w e s t dans Vf : en e f fe t , w' € fl K . R e s t e à v é r i f i e r que 
c 

W'OJ^ es t c a r r é d'un idéal . On a K(V~W')/K qui es t 2 - r a m i f i é e (L0 0(Vw^)/L0 0 

l ' e s t par hypothèse , et L ^ / R est a u s s i 2 - r a m i f i é e ) , donc w'Oj^ = û 2 p 

(p 2 - i d é a l de K) ; d'où w' 1 + S <>K, = (N o ) 2 N p ; or w' € 1(/"0 K entrafne 
1 "f" s 2 w1 = a , a € K' , donc N p e s t un c a r r é de 2 - î d é a l dans K1 ; comme T ~r 

2 — 

K/K 1 e s t r a m i f i é e en 2 , c e c i entra îne p = q dans K . 

On a montré la s u r j e c t i v i t é de g pour n a s s e z grand. 

On a donc l e s s u i t e s e x a c t e s : ! „ l + ^ u + R 2 

1 — < - 1 , W l> K 2 > UT—-=U yj^ » 1, 

qui conduisent aux s u i v a n t e s : 

i — • u
+ / u 2 — > u r / { ± i j R 2 — U x * 

1 » < W l > / { i i } R 2 n <Wl> > i i T / \ t ij R 2 — ^ — > i . 



Sî w1 € | ± 1} K 2 , w1 = t a 2 , a £ K ; nécessa irement on a a € K 

sinon on aurait K = K'(V^ w^j , ce qui est absurde ; donc ŵ  = b 2 , b £ 

Wj » 0 conduit au s igne +) . Comme w^ n'est pas un carré dans Qn , 

K* 

Q (b) est une extension quadratique de Q contenue dans K1 : étant n - r n - r ' 
2 - r a m i f i é e sur Q et cycl ique sur Q , e l l e ne peut ê tre que Q , , , n - r ' ' ^ n + 1 - r ' 

ce qui est absurde. Donc { i 1} K fl (w^) = <w1 ) . D'où la sui te exacte : 

1 > < W 1 ) / < W ? > H ) T / { ± 1} R 2 u r , — > 1. 1 ' ~ / l - " - ~oo 
rr2\ .+ . ,2 

rvj 
On a donc \ t \ = I 1lM = 

UT: | ± 1 j K ) U + : l / j | lmf 
001 2 2 

On a toujours les su i te s exactes : 

1 » ' » W > S K ' / S U > 1 , 

1 » U + / U 2 > U / U 2 » S U » 1 , 

et l 'égalité ( S K ' : S U ) = ( U + : U 2 ) , d'où : 

( u + : u 2 ) | 3 é ' | | # | 
| X | -, r—= —-, r-. L e résultat analytique du § 4 entraîhe 

2 ' : Imf) 2[3€ ' : Imf) 
a lors Imf =34 ' dès que n est a s s e z grand. 

Interprétation arithmétique du coef f ic ient 2 dans | = 2\% \ . On démontre 
facilement que les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) f ( w j ) = 1 (i. e. dans l ' écr i ture w1 = p 2 , p 2 - idéa l de K , 

p est pr inc ipa l ) . 

(ii) l ' indice des unités Q(L') est égal à 2 : 

En effet , comme 2 est ramifié dans K / K 1 , on a bien w1 = p , 

où p est un 2 - idéa l de K : cec i jus t i f i e le fait que w^ £ vT ; si on suppose 

F ^ W J J = 1 , c ' e s t que p est principal dans K : on a p = TT0J^ , TT £ K , et 
.2 „ « 77 » ^ , 2 _ ... - 1 r „ -w = TT e , e unité de K (donc e £ U) ; comme RR = W] e~ ' € K , TT € K 

sinon K/K1 s era i t 2 - r a m i f i é e ; donc Ŵ  = S TT , TT 6 K 1 . Il en résu l te que 
— 1 / 2 dans L1 on peut é c r i r e ( j - Ç̂ J = c TT , soi t , de façon évidente, puis-



2 
que - 1 est un c a r r é : e = y , y € L' ; Y est donc une unité de L 1 , et s i 

on suppose Q(l_') = 1 , il e x i s t e § G i , f) G U , te l s que y = l ^ soit 
2 2 2 

e = C] î , so i t i € K1 , ce qui es t absurde car Ç̂  est un générateur 

de n i , et Ç] f 2 es t toujours d 'ordre 4 . 2 n ~ P . D'où Q(L') = 2 . 
Inversement, s i Q(L') = 2 , a l o r s il e x i s t e une unité y de L 1 , et 

2 2 X § G |j. t , t e l s que y ^ i ^ i U et § y ^ u • P o s o n s e = ç y ; on a ^ = ^ avec 

X impair s inon e s e r a i t un c a r r é dans L 1 et il en résu l t era i t s = i 
2 

T| € U , soit encore r\ = Ç' y , g' G n i , c e qui n 'est pas. On a donc e = Ç^ a , 
2 2 a unité de L , et cec i conduit à e = w^ u dans L 1 so i t à e = i w^ v , v G K 1 , 

et Wj es t , a for t ior i , le c a r r é d'un idéal principal de K . 

Cons idérons a l o r s l e s deux éventua l i t é s : 
2 

(i) Wj Op̂  = p , p non principal dans K . On a donc la c l a s s e de p 

qui c o n t r i b u e s % ' tandis que w^ ne donne aucune contribution correspondante 
v ry ~ a G puisque w^ = 1. 

2 
(ii) Wj = p , p principal dans K. Dans ce c a s on sai t que 

Q ( l ' ) = 2 , et, d 'après les c a l c u l s c i - d e s s u s , il e x i s t e une unité e G U + \ U 2 

qui e s t , dans L 1 , de la forme l a 2 , donc c a r r é dans L M . Donc, a lors que 
+ 2 

normalement U / U contribue toujours non trivialement à , ici il y a un 
défaut de contribution r e p r é s e n t é par ce t te unité de U + qui devient un c a r r é 
dans L ^ . 

Conclusion. 

L e s r é s u l t a t s obtenus dans le c a s p = 2 ( f non c a r a c t è r e de 

montrent quels sont l e s é l éments à introduire pour étudier les groupes ^é(R) 
et *£(K) en termes de théor ie d'Iwasawa, par comparaison a v e c le c a s p ^ 2 
bien connu. Rappelons à cet effet l e s s u i t e s e x a c t e s de G-modules et re la t ions 
obtenues (Sp indique que les G - s t r u c t u r e s sont r e l i é e s par la " S p i e g e l u n g s -

relat ïon" ): 



(i) Cas p 4 2 : 

1 > Z — Z (K) Z ( K ) A • 1 , 

Z(K)/Z(K)A 

1 — > ur(x — > % — » i . 

(ii) C a s p = 2 . cp. CP* ^ 1 : 

1 >Z » -C(K) Z(K)a » 1, 

z i k ) / z ( k ) a îr^, 
e * 

1 • ( u + / u 2 ) * » î t > » 1, 

e * 
1 » ( S K ' / S U ) * • 1, 

1 > ( u + / u 2 ) 6 ^ • ( u / u 2 ) ^ * • ( s u ) e ^ • 1. 

(ï i i) C a s p = 2, CP = ÇP*" = 1 : 

1 » ^ ( k ) A • 1, 

- r ( K ) / r ( K ) A ïïr^, 

1 » <w 1 >/<w 2 > > vT/\±\\k2 > > 1, 

1 ». U + / U 2 • U^/{± 1 } k 2 — > & ' > 1, 

1 > 2tf' >3£ > s k ' / S U > 1, 

1 > u + / u 2 u / u 2 » S U > 1. 
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