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DES CORPS ABELIENS

par Georges GRAS

(Besangon, E,R, A, au C,N,R. S, n°070654)

Cet article est un complément destiné, principalement, 3 la
démonstration détaillée d'un résultat, que nhous avons seulement cité
dans [4] (th.5.1) concernant des invariants du type invariants "lambda"
d'lwasawa, et aussi, a celle de formules de transiation sur ces inva-
riants (cf. [4] ,§5), qui résultent de la théorie des fonctions L. p-adiques
([10],[3]), formules qui ont été données indépendamment par Kida
([6],[7]), a partir de la théorie des genres,

Pour la commodité du lecteur, nous redonnons les définitions
essentielles et réexpliquons les principaux arguments,

Dans la suite p est un nombre premier fixé,

Soit K un corps abélien sur @ ; si K est réel, nous convenons

d'associer & K le groupe fini G(K) qui est le Zp—module de torsion de la

p-extension abélienne p~ramifiée maximale de K (cf. [4],§1); si K est
imaginaire, nous convenons d'associer & K le groupe #(K) des p-classes
d'idéaux ordinaires relatives de K,

Rappelons les notations déji utilisées dans [3] et [4] : on pose
qg=p(resp, q=4)sip#2 (resp, p=2), et on considere le caractére de

Teichmiiller 8 défini comme [tunique caractére de Dirichlet modulo q tel

que ae—](a) = 1 mod q, pour tout a premier a p. On désigne par
Q, = Uu @ ([@ :Q] = pn> la Z_-extension cyclotomique de @, par
n=0 " n P
0 (e -, () -
Koo K, <Kn K@n cellede K, etpar \y_) - o une famille de



p

N+l =Yne Soit ¥ un

caractéres de Q_, ou Y, est d'ordre pn et ol ¥
caractére abélien de degré 1; on écrit | = Wp \l!o (ﬂlp d'ordre puissance

de p, \UO d'ordre premier a p) . De facon générale, on appelle KW le
corps fixe par le noyau de {, on appelle f‘V le conducteur de ¥, et on
désigne par Zp(lb) I'anneau des valeurs de { sur Zp. Si un corps abélien
K est donné, on appelle ‘i’K (resp. ‘1’;, w;) I'ensemble des caractéres
(resp. des caractéres pairs, impairs) de K, On désigne par % le p-
groupe des racines de ['unité contenues dans K (si d est un entier positif,
My est le groupe des racines d® de 1'unitéd)., Enfin on écrit a~ B pour dire

que o/B est une unité p-adique,

Définitions et propriétés des invariants A(K), K (K).

Rappel des formules analytiques,

On a, pour un corps abélien quelconque K, des formules analytiques
p-adiques pour exprimer |B(K)| <resp. |96(K)|> lorsque K est réel
(resp. imaginaire) qui reposent sur les formules analytiques p-adiques
du nombre de classes :

n (K)
(.1 1T (K)| ~p © H] ]5 |_p (1,0), o parcourant I'ensemble des
o
caractéres de Dirichlet primitifs pairs 74 1 de K, et ol
no(K) . . \
p = [K na, : Q] (cf. [1], Appendix |, lemme 8 ; voir aussi
[4], th.2.1).

mO(K) . o
(1.2) |#(K)| ~p i -3 B]<B ) , ol B parcourt I'ensemble des
B

m _(K)
caractéres de Dirichlet primitifs impairs de K, et ol p est

la p-participation de Q(K)W(K) (Q(K) =1o0u2 est I'indice des unités,
W(K) est I'ordre de p‘K> (cf. [5:! ,1,§5).

Dans le second cas (K imaginaire), le nombre de Bernoulli
-] - P - ag -
B] (B est considéré comme primitif, or on a les formules bien connues

(ol 8° est le caractere de Dirichlet unité modulo q):



-3 5,(e°87) =%Lp(0’e 57!) et 38, (e%7) = (1-57'm) 18, (67).

On a donc la possibilité d'exprimer ]5 Bl (B-]> a ['aide de la valeur en 0

d'une fonction Lp, uniquement lorsque B(p) 75 1; dans ce cas on a :
[

-5 B, (B_]> = <I - B-](p))-] %Lp(O , 0 B-]> ; en conséquence on a :

1 -1 1 -1 . -
(1.3) -3 B] (B ) =7 Lp(o,e B ) si p divise le conducteur du carac-~

tére primitif impair B,

Rappels sur les invariants A{(y) (cf. [3],prop. V2),.

Soit § un caractére pair ; considérons les caractéres ynw,
pour tout n = 0 ; dans ce cas on sait que la valuation de ;—I_p<s ,yn\lx)
(calculée dans Zp<ynw>> est, pour n assez grand, une constante A(Yy)
qui ne dépend que de Y, et non du choix des Y, ou de s € Zp (ceci repose

sur le résultat fondamental de Ferrero~-Washington).

Formules d'lwasawa,

Considérons les schémas suivants :

K
/ K?O Ko-: / '°°
: N+l : +  — n+i
- / . Kn+]
i Kl Qn"']/ ' _— Kn
+
Qn / N @' / Kn I
n , K
Kﬂﬂw 00
l l
Q @

cas imaginaire

cas réel



On peut, dans la Zp—extension cyclotomique du corps K, écrire

les formules "relatives!' suivantes (pour n assez grand) en termes de

fonctions L. p-adiques (cf, 1,1, et 1,2 associée a1,3):

(i) K est réel (cf. [4], prop. 4.1).
|Z'<Kn+]>l - pno<Kn+I> = no<Kn> M
ICZ:’<Kn>I an+1

A parcourt I'ensemble des caractéres de Kn+l qui ne sont pas carac-~

n+1

2 Lol @) o
On a 2|_p l,ozn_H , ou

. _ - h. . .
téeres de Kn. On a no<Kn+]> =p et no<Kn> p ; ensuite on voit que

o est de la forme Ya y, ac <Z/pn+]Z)* , I parcourant un systéme
n+l n+1
exact de représentants de YK/‘PK ﬂ@w, notée YK’ On obtient alors

MN 1 _'.,_ (1,‘Y: ¢>, ac <Z/pnz>*’ wer‘FK, d'ol, si l'on

T« )l s 2P
Ty )l 200

poSe ————————— = p , pour n assez grand An(K) = A(K) est indépendant
(k)]
de n (et du choix des 'Yn) et on a:
(1.4) AK)=1+ Z_, AV,
Le ‘l’K

ce qui donne une démonstration analytique de la formule d'lwasawa, pour la

famille T dans K_ :

(1.5) ‘Z<Kn>‘ = pA(K)n+c pour tout n assez grand, c constante,

(ii) K est imaginaire,

. . P . +
On introduit les sous~corps réels maximaux Krl des corps Kn'

I%<5n+l>| ~ pmo(Kn+l> -mo<Kn> m 15 (B-I )
|%<Kn>‘ Bn+] 2 “I\N"h+1/2

parcourt l'ensemble des caractéres impairs de K

On a

ou Bn+l N+ qui ne sont

pas caractéres de Kn’

Etudions la différence mo<Kn+l) - mo<Kn> :



1l y a deux cas : ou bien qu K_, ou bien uq¢ K. Dans le

00 ?

premier cas, K, contient U @(u n>’ dans le second cas, K ne
n=0 ap

contient pas de racines de |'unité d'ordre une puissance de p autres que 1
(resp, 1) dans le cas p # 2 (resp. p =2).

Dans le premier cas, on remarque que pour n assez grand on a

X N n+1
c c 1 . =
b g K, doncen fait p SK_, b n+l¢Kn’d°u'W<Kn+l> ap ,
ap qp
n

w(k, ) =ap".

Dans le second cas, on a W<Kn+l> = W<Kn> pour tout n assez
grand,

Il nous reste 3 voir le comportement de ['indice des unités de Kn
a Kﬁ_'_1 (uniquement lorsque p =2), On utilise pour cela le critére donné

par Hasse ([5],111,§22,Satz 15) :

Soit L. une extension abélienne imaginaire de @ ; on suppose

CL, w ¢I_;onposel_'=l_<u
zr' 2r+1 5

sous=corps réels maximaux de L.' et L (Ceci est résumé par les schémas

(b > et on appelle I_'+ et |_+ les

r+1

ci-apres) :
(e ) — =L
2r‘+l / 2r‘+1> Q<u4> |_+<p4>-—_ e I_<p,4>
2 L't 2 J/
2 L' 2

Q(uzr) ——L-"-——/ZL a |_+ /2 3

Q

cas r = 2 cas r =1

On a alors Q(L) =2 si et seulement si |'extension de Kummer |_'+/L_+
est de type unité <i. e. s'il existe une unité € € LT telle que L L+(V-E)> .

Appliquons ceci au cas ol L = Kn ou Kn+l‘



—6—

a) Cas ou u4C Ky

On a le schéma suivant (compte tenu du fait qu'ici, pour n assez

grand, L =K _ contient et non W , et que
n 4,2” 4'zn+1
L' = L(u ) =K ) :
4, 2n+1 n+1
- !
y®n+1<“4> Kn+1 =L
| 5
+
n+1 ‘ Kn+1 2
2 Qn<p,4> K, =L
2
/ A
+
@n Kn
1l est bien connu que @n+l =Qn<V1-rn> , ol m_ engendre |'idéal
. + 4+
premier pn au-dessus de 2 dans On ; on a donc Kn+l = Kn<\/nn> . Comme

pour h assez grand 2 est ramifié dans K: I/Kn , et non ramifié dans
2 Y .ps . +
1 !
Kn/Qn<p.4> , il en résulte que I'indice de ramification de 2 dans Kn/Qn est

1 ou 2 et est constant pour n assez grand., On a K:<Vﬂn> = K:<\/€n> ,

€ _unité de K+, si et seulement si m_ =¢€ w2 , u_€ KF autrement dit
n n n n n n n
on a Q(Kn> =2 si et seulement si 1'idéal <1'rn> de K; est le carré d'un

idéal principal de K: <ce qui implique 2 ramifié dans K:/@n ; si pour un

entier n;, 2 est non ramifié dans K: /@n , cette propriété se conserve
1 1

pour tout n = Ny, et pour tout n assez grand, Q(Kn> = l),
Montrons que Q(Kn> =1 entrame Q<Kn+l> =1 (pour n assez grand
et en supposant K:/@n ramifiée en 2), En effet, Q<Kn> =1 équivaut 3
_ 2 + . iz . +, _.
(nn) = qn dans Kn’ qn idéal non principal de Kn ; Si on suppose

= a2 .
<ﬂn+l> = q avec cette fois qn

+
Q<Kn +l> =2, on adans Kn A+

+1° +1



principal, et comme il y a ramification de 2 dans K:_l_]/K: il en résulte

que N
+ +
Kn+l/Kr\

q q_ est principal, ce qui est absurde ; d'ol I'asser-

n+1 - n
tion, Donc a partir d'un certain rang Q<Kn> est constant,

B) Cas ou u4¢ Ky

Dans ce cas onh a g & Kn pour tout n ; on a le schéma suivant :

®n+ l<“‘4> K:+1<“‘4> - Kn+l<p‘4> = L,:,.;.]
2
2 ;;/// Lo A
/ ’
@n+1 ' K:\-+l ' Kn+l <= n+]>
Qn<“4) K:<“4>_ Kn<“4> - LI"‘\
2 /
/L;]_'- ~
un K: K, <= I_n>
Q

Le critére de Hasse repose donc sur |'étude des extensions

1+, +
L, /Kn.

Soit @€ KT tel que K = k*([@) ; alors pour tout n on a

+ N 1+ + . . 2
— ' - — -— =
Kn Kn(\/oz) , dlou I_n Kn(\/ a). Si pour un entier n, ona -ao en] un] ,



€ unité de K' , u_ € K+ , alors l_'+/K+ est de type unité pour tout
Ny n, n, ny n n

n=n et dans ce cas Q(Kn> = 2 pour tout n = ny. Il en résulte bien

‘I ’

que Q(Kn> est encore constant pour n assez grand,

1% <Kn+1>| o(K) 1 -1
~ M 8B , ol p(K)=1o0uo0
% (k)] i Brer (i) ot >

caractére impair de Kn

On a donc

selon que Ko contient ou non uq, avec B

n+1 +1

non caractére de Kn’ Un tel caractére est encore de la forme yi w',
* L~
ac (Z/pn Z) , V' parcourant I'ensemble, noté ¥, des caracteres

impairs de ‘FK <YK désignant comme précédemment un systéme exact de

~

Vd \l{ . rd P4 -
représentants de K/YK q @oo> ; le résultat ne dépend pas du choix de YK

car Y est constitué de caractéres pairs,

KNG,

Comme Bn+l a un conducteur divisible par p, on a d'aprés 1,3 :
1 (-1)__1_ -1\ _1 —a g, 11 o \
-3 B] Bn+l =3 I_p<0,6 Bn+l> =3 Lp(O,‘yn G ) Si I'on pose d'une
fagon générale § = © \b'-], ceci définit une involution, notée 7, de I'ensem-
ble des caractéres abéliens impairs dans celui des caractéres pairs, Lorsque
¢' parcourt ¥~ , U parcourt 772<le> ; or un tel ensemble ntest pas, en général,

v

de la forme YL pour un corps réel L,

3 (<, 41)! _ oK)

On a alors —m————————

1% ()| " b

£ ()l Tl
—_————— = p , pour tout n assez grand
% (., )|

7, (K) =T(K) est indépendant de n, eton a:

s (o,vp ), be(z/0"2)%,

UBS 772(‘\1’1‘2) , dloli, en posant

(1.6) T(K) =p(K)+ZTAlY), VvE Wz(r‘I;';), et oll p(K) =10u 0 selon que K_
v

contient ou non uq.

Ceci donne une démonstration anaiytique de la formule d'lwasawa

proprement dite :

(1.7) |?€<Kn>| pA(K)n+C, pour tout n assez grand, c constante,



Un cas particulier,

+
C . = -
Supposons uq K ; alors les groupes YK YK"‘ et ‘FK se corres

pondent bijectivement par 7, et il en résulte facilement que |'on peut choisir

?12 et ?K"' de telle sorte que 772("1’;) =r‘I’JK+ ; il s'en suit que dans ce cas on a :
A<K+> =1+ 2, () (d'apres 1. 4),
Ve YK_,_
T(K) =1+ I, A (y) (d'apreés 1, 6, compte tenu du fait
Ve +
que p(K) =1 par hypothé&se) ; d'ol :

(1.8) Siu SK, alors a(k¥) =TiK).,

On voit aussi que le cas général est inadéquat pour comparer A et 4 ;
ceci provient du fait que 7 respecte les caractéres p-adiques et non les corps.
Ceci justifie 1'étude que nous allons faire plus loin (§ 3), et qui consiste non
plus & utiliser A(K) <r*esp. I(K)> dans le cas réel (resp, imaginaire) mais
des invariants A(g) (resp. K(¢)> , qui sont des termes convenables de A(K)
(resp. K(K)) , dépendant des caractéres p-adiques abéliens pairs (resp.
impairs), et non plus des corps.

Auparavant nous allons donner quelques formules sur ces invariants
montrant qulil suffit de les connaftre pour les corps K de degré premier & p

sur Q,

2. Translation des invariants A et s par extension de degré puissance de p.

Soit M/l_ une extension de degré puissance de p (avec M et L
abéliens, réels ou imaginaires simultanément), On se propose de comparer
A(M) et A(L) <r*esp. (M) et K(L)) si M et L sont réels (resp. imaginaires),
On remarque qu'il y a, dans le cas imaginaire, a distinguer le cas p 752 du
cas p =2,

On raméne cette étude a la situation suivante <ot1 K/Q (resp. k/Q)
est de degré puissance de p (resp. premier & p), ol L =Kk, et ol I'on pose

"o
p =[Kﬂ@w:@]>:
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K— L % K —Lt—L A -
O Kkt Lt
KNa KNG \
K NQ
Q@ — k Q kt—k (l .
cas réel cas imaginaire cas imaginaire
(p #2) (p=2)

(i) Cas réel,

1 b= = ¥ i A i =
D'aprés 1.4 on a A(L) l+§)\(¢), § € YL. Si on écrit Yl_ YKx‘l’k,
alors f‘l’ll_ =’¥K X Yk convient, On a d'aprés [3] , prop, V3:

X(‘JJ { > = 1<w ) +3 pn(E) , ol la sommation est relative aux premiers ¢ 74 P,
p’o o )

2 | fW , © \JJ;] (2) étant une racine de I'unité d'ordre puissance de p ; on
p

rappelle que n(2) est défini par 8 g () =1+ qpn(Z)

u, (u,p) =1, Si

e | flV , nécessairement ona £ = 1 mod p, d'ol : la condition sur ngl ()

p
équivaut a tIJO(Z) =1 (i, e, ¢ totalement décomposé dans K‘JJ C k).

(o}
1+ wp? wO(x(q;o) = on(2))

On a A(L)

[K:@] n(2) v .
]+_—-l’-1:.— 1? K<\|J°>+w Zw ? p ’ lljpe YK’ 11105 Yk’
P o p’’o

posons a(2) =|{y ¢ YK x¥, 2 | pr, \110(2) =1}| et remarquons que

AMk) =1+ % A(wo> , wo € ‘l’k ; alors
¥

o

+ [k Q]
pn

le degré sur @ du corps de décomposition k(2) de £ dans k ; soit e

AlL) =1 (A(k) - l) + = pn(E) a(2). Pour calculer a(2), soit d(2)

o L#p

()
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I'indice de ramification de ¢ dans L./k. Alors on a wo(e) =1sji et

seulement si \1!06 Yk(e) , et Z’rfw si et seulement si wp est caractere

p
du corps d'inertie pour £ dans K/Q . 1l en résulte immédiatement que
e (e) -1
a(2) [Kn@] L/k O d(e), dlol:
o °L/k
p

. (2)
1) AL -1 ekl (a0 s e 5 TR T ) @),

[Lne,:Q] edp  SL/kll

Si M est une extension abélienne réelle de @, de degré puissance
de p sur L, onh obtient, par combinaison des formules 2, 1 obtenues pour
L et M, la formule suivante (en remarquant que le corps k est commun
aL etM):

(2.2)  AM) -1 =13 néM t]n ] (atL) -

L k] MI_(e) '
[LNa,: Qje#p L2

a(2) pn(2)>,

+

ol e (e), eM/k(e) sont les indices de ramification de £ dans

M/L
M/L et M/k, ol d(2) est le degré sur @ du corps de décomposition
de ¢ dans k.

Remarque, Si M/L. est non ramifiée en dehors de p, alors on obtient

_ M:L]
“[MnNe :LNa]

IMne, :Lna . ]=[m: L_:|> , on obtient A(M) = A(L). Il n'est d'ailleurs pas

A(M) ~1 <A(L.) - l> ; donc en général <i. e. lorsque

difficile d'établir, a partir de la formule 2,2, que la condition nécessaire et
suffisante pour que A(M) = A(L) est que [MNQ_: L ﬂﬂw] =[M:L] et que

M/L soit non ramifiée en dehors de p.

(ii) cas imaginaire (p # 2).

D'aprés 1.6 ona A(L) =p(L) +Z A (¥), ¥ parcourant ?7z<"\k'J|:> , Soit
]

L) =p(L) + = 7\<6 UJ'-]> , U' parcourant "\l;‘: On a

wl
?L_ = (TF’K X ‘Pk>- =r‘\1’JK x ‘l":, donc
T = -t =1y _ -1 n(g)
R(L) = p(L) + . ACE T R %z,w' (r(ey™") + Zp )
p’'o

’

o
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WE) € YK , ‘l’(') € Y, etol la dernidre sommation est étendue aux premiers

¢ # p tels que 2 | fll“ , 9(9-] wg)(e) = W"D(B) soit une racine de I'unité dlordre
o)

puissance de p, soit wg(e) =1, On obtient alors

ML) =olL) + -[-57‘9;] z x(e %") v+ 5 0

a(g), avec
o ¥ L#p

p

a(e) = |fyrey, x ¥, Zlfw;), vi(e) =1

. Comme, d'aprés 1,6,

(k) =plk) + Z K(G W(';]>, W"DE Y;, il vient

Vo
L) =pl(L) + -[—K—FE;] <'1T(k) - p(k)> + T pn(?.) a(2). Le calcul de a(2) est
o e#p
p
similaire a celui fait dans (i), a ceci prés que si k(2) est réel, alors aucun
caractére de k(2) n'est impair et que si k() est imaginaire, il y a g-é-z—)-

caractéres impairs de la forme lIJc'). D'ol :

+
(2.3) (L) - plL) = L : k] (x(k) _olk) + = el_/k<e > =1 a(e®) pn<2+>>

B [L nQc>o : Q] 8+7£p el_/k<2+> 2

1

ol la sommation est étendue aux premiers et décomposés dans
+
k/k" (p # 2).

Comme pour le cas des invariants A, onh obtient une formule de
translation d'un corps L & un corps abélien M de degré puissance de p

sur L (p#2):

2.4) TM) - p(M) =77 n%:o:: II__]n@m] Fw) - o)

T k]

= ﬂQoo:Q] .

+

+
s () =1 o) (o))
+ 2
+;£p eM/k<2 >
oll la sommation est étendue aux premiers 2+7£ p décomposés dans

k/k" (p #2).

Ces formules ont été données par Kida ([6],[7]), dans le cadre

des '"C, M-fields'', en appliquant la théorie des genres convenablement,
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(iii) Cas imaginaire {(p =2).

On a toujours KAL) = p(L) + wz| )\<6 Lb'_]) , ol y' parcourt ’\}: ;

nJ

comme ici les caractéres ! sont pairs, on a ‘Pl: <‘F x ¥ > = ‘i’K-x L

diotr T(L) = plL) = T A(G ',l!é— ]> w € r‘I’J , 11!(" € ‘i’k. Ici le carac~
\Ué ’ W(')

tere 6 lll'_] \]J'"1 ne peut plus &tre décomposé comme dans le cas (ii) ; on
2 o ]

écrit que © ‘JJ'—] w'-] est le produit des caractéres pairs 6 L SR
2 o 2 o

K(e Wé-] ﬂic',-]> = X( Wé-]> +3 z”(e), sommation sur les ¢ # 2 tels que

2

el W' , © w (2) est une racine de I'unité d'ordre puissance de 2, soit
pr(2) =1, ona (L) =p(L)+ = X(il!' ) + T Zn(e) a(g), ob

o 1 1 #

+ w ,w p
p

a(e) = |{yre Yg x Yk, g | f‘l’é , w(')(Z) =1}|. Les caractéres W(') sont au
nombre de d(¢) ; les caractéres \Lté sont impairs et doivent &tre non carac-~

teres du corps d'inertie pour £ dans K/Q donc il n'intervient que les pre-

miers £ pour lesquels le corps dl'inertie en question est imaginaire, Si

(2) est I'indice de ramification de & dans L*/k, alors la quantité

|_/|<
e (¢) -1 () -1 e () -1
L/k |_/|< L/k . . .
2 - vaut (resp. 1) si le corps d'inertie
oLkt S oL /kt®)

de £ dans |_/k est réel (resp. imaginaire) ce qui donne bien le nombre de

caractéres W' cherchés, relativement au calcul de a(2),

On remarque que % X(\b' ]> n'est pas relié a f(k) (en effet k est
\l;l

réel) ; considérons pour cela I<k<p4>> =1+ \;;Z" )\<9 wn-1> . e Yk-(u4> ’
sachant que Yk_(“z;) = {6 \11'0, ll!é € ‘i’k} ; on obtient 'K<k<p,4>> 1+ f’ 7\<\p|>,
et finalement :

(¢) -1

£

(2.5) AL) -plL) = Z[L['?w@k] Q] <K<k<“4>> -1+ eiz <2 Lef/k

e+ (2) -1
- ——Z———> d(e) z”(e)),
el /(0
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et la formule de translation :

[M:L.]
2[MNQ, : L numj

[L_:k] 5
[L ﬂQr.vo:Q:I 2#2

e, (8) =1 € 4, 4181
(2 M ML o) de)2n(®)).

°m/L +

(2.6) 1(M) - p(M) = <7\(|_) - p(L) +

(2) e
MY/

3, Les invariants A(8) ,A(2).

Clest la notion de g-objets développée dans [2] qui va nous conduire

a la définition de ces invariants,

Rappels sur les modules B (g) et H(g).

Si § est un caractére abélien, on appelle ¢ (resp. ¥) le caractére

p-adique au-dessus de { <resp. 'L]Jo> .

Considérons le schéma suivant :

H

K K
Yy |‘~V

K
P ’“‘p
Q K,

On peut considérer ¥ comme caractére du groupe H = Gal <K¢/Kll! > ;
p

il existe alors un idempotent ecp =—-]—— z <P< 'r-]> T qui est dans 7 [H] .
IH| T€EH P
Soit vy = Szw sy, Sy Parcourant Gal(Kw/Kwp>.

Soit t un générateur de Gal <K¢/@> ; on pose :

(3.1) A= aT|T¢ <t - a(t)> €7 [cal (Kw/@>].

On définit alors :

(3.2) Tlg) = {r¢ Z<K¢>’ TA=1}, si ¢ est pair,
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Dtapres [2],§1, on a aussi Glg) = {r¢€ Z(K‘u), RS
De méme dans le cas impair on pose :
(3.3) K (g)= iheyﬁ(KW), W™ =1}, si ¢ est impair.
e

Comme précédemment on a aussi ¥ (g) = {h € %(K\b> , h ¥ =

Il résulte de ces définitions et propriétés que % (#) et K (4) sont

des modules sur l'anneau Zp(tl;) (par utilisation de |'application
Zp[Gal <KW/@>] - Zp(w) qui & t associe {(t), dont le noyau est précisément

I'idéal engendré par A).

A I'heure actuelle on ne connaft pas de formules analytiques pour

exprimer |Z(2)|, |#(8)|, en termes de fonctions L_p (on a des expressions

conjecturales : cf. [2],§ 111 et [4],§3.5.3). Cependant les nombres

TITe)], T3 (8], ol # parcourt I'ensemble des caractéres p-adiques
@ @

divisant un caractére rationnel X, peuvent s'interpréter comme ordres de
modules % (X), J(X) convenables, qui admettent une telle formule (dans le
cas de T voir [4],Th. 3.1, et dans celui de ¢ voir [2], Th, 112) ;
rappelons ces formules :

n (x)
° I L (1,a), dans le cas ol X est un caracteére
p b b

ol x 2

rationnel pair, ol no(x) =1 o0u 0 selon que X est caractére de Qw

(3.4) [T ~p

ou non,

mo(X) 1 -1
(3.5) [#X)| ~p I 7 BI(B >, dans le cas olu X est un caractére
X

rationnel impair, ol mo(X) est ainsi défini :

si p#2, mO(X) =1 o0u 0 selon que K, est ou hon é€gal & un corps

X
cyclotomique de la forme @<u n> , h=1;
si p=2, mo(e) =2, et dans les autres cas, mo(X) =10u 0 selon

que l'ordre des caractéres B l X est une puissance de 2 ou hon,

Par un raisonnement analogue a celui du §1 on voit que si Xn est
le caractére rationnel au~dessus de 'ynty , alors pour n assez grand

‘Z<Xn>‘ (resp. lgﬁ (Xn>|> est constant et ne dépend que du caractére ration-
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nel X au-dessus de { (nous laissons au lecteur le soin d'écrire les
formules explicites reliant ces ordres aux invariants A ; on pourrait
définir ainsi des invariants A(X) (r*esp. '/T(X)> qui permettraient de
décomposer les invariants A(K) <r*esp. 2(K)) par rapport aux carac-
téres abéliens rationnels),

Outre cela, on voit que les nombres lz<¢n>| <resp. |%<¢n>|>

sont bornés pour h assez grand <¢n désignant n'importe quel caractére

p-adique divisant Xn> . Nous utiliserons ce fait plus loin (cf. 4.1).

A partir de ceci nous avons démontré dans [4] que ]‘Z,’(;zsn)] était
constant pour n assez grand, ce qui définit I'invariant A(g) par 1'égalité :

(3.6) lt(sén)] = pA(¢) pour tout n assez grand,

On peut, par une méthode analogue, prouver que, dans le cas

impair on a aussi :

’

(3.7) % <¢n>| = pA(¢) pour tout n assez grand,

Nous ne le ferons pas ici car le théoréme que nous avons en vue

ci~aprés |'entraitnera trivialement,

Comparaison des modules ‘E(gﬁn) et %<5n>

Définitions et résultats préliminaires,

Considérons un caractére pair quelconque | fixé, et un entier n
assez grand, On appelle g ll'ordre de \IJO. On considére les caractéres

v, U et Gy;] \U-], et on appelle , ®, g, 3, @

-1
fe) ’

é no En les caractéres

p-adiques au-dessus de wo’ ey v, © w_] , ynw , © v;] 111_] respecti-

vement, Pour simplifier, on pose K = KY ¢ (qui est réel), K =K -1 -1
n Oy, ¥
n

(qui est imaginaire), et L = KK. Il est clair que L contient uq puisque

6 est un caractére de L ; on a aussi LL =K (uq) = R(uq> . Enfin on appelle
K', K' et L' les uniques sous—corps d'indice p de K, K et L respective-

ment, Pour simplifier certains calculs, nous poserons parfois Z= Z(sén) ,

ot ®=2(3).

On a les schémas suivants :
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K L 2
/ K L
K' h L /R /Z 2
/ K' L
Rl
_0<up>

cas 2 cas =2

Soient G, G, G les groupes de Galois de L/Q, K/Q et K/Q ;

K
soit H le plus grand sous-~groupe de G d'ordre premier a p, On appelle

s un générateur de Gal(L/L'), o la conjugaison complexe, t un généra-

teur de GK et t un générateur de GR'

On définit I'involution suivante ([8], [9]) :

i Zp[G] —— Zp[G]

Ta o— Ta 6(c) c_l.

c c
P P _;
Onpose v= % s ;alors Mv)= = s ' car comme L' contient
i=1 i=1
bhy» Ona B(s) =1; dlolt M(v) =v,
. z - ] -]
Considérons @ comme caractére de H et posons ecp = — CP<0 )cr,
IH| ceH
Pour p#2, on a ‘Iﬂ(ecp> - 5 6(c)w<c-l>c-] -1 5 5<c-l)f= g
|H| ceH IH| oeH
(¥ est encore un caractére de H), Pour p=2, ona
‘IK(e > S z CP<0—1>0~], car 6(c) =1 (ici [@(u ) :Q@] =2, donc
® 4 !
|H| ceH
@<|.L ) est fixé par H) ; d'ou ‘Iﬂ(e ) = e ol CP* est le caractére 2-adique
4 ! ©® Cp*

au-dessus de \IJ;].
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On rappelle que d'apreés 3,2 et 3, 3 on peut écrire :

‘C<¢n>=§TEZ(K), ™ =1 cp=1}={'r€'C'(K), TA=1},
ot A= Tl <t—a(t)>,
ol o, ]
- _—
(En)={h€?€(K), W=h  Peil={he®®), W =1},
ol A = H_ (T-B(’E)) (cas p #2),
Bl7

#(3,) = he @), v¥=n  © =1} =fheX®), n* =1,
ol A est inchangé (cas p =2 : en effet, ici le caractére de K est
-1 =1 _=1 -1
I = b= ! 1& i -—
] S Yn wz Wo pour lequel le caractére wo associé est wo contraire

ment au cas p 75 2 ol ce caractére est 0 ‘1’;1) .

On utilisera ce qui précéde sous la forme suivante :

‘E(;ﬁn) ={re TK), *®
#(5,,) = he &), n°

sachant que ‘ZR<\),I - ecp) a été calculé plus haut : ?T((v,l =&y = (\) ,1 = ec—p>

(r'esp. (\),l —ecp*>> si p#2 (resp. p =2),

1, pour tout w€ (v,l 'ecp>} )

1, pour tout W€ W(v,l _ecp>} )

Comme dans [4] , §1, appelons K la p-extension abélienne p-ramifiée

maximale de K ;“C(K) est par définition le G-module Gal (R/Koo>. Soit N le
sous—corps de K fixé par ‘Z;(K)A, et soit M=NL ; on a
Gal (N/Koo> o ‘C(K)/‘C(K)A ; en vertu de 3,2 il en résulte que
- . A
12(8,)1 = (T :T0N).
Démontrons maintenant : x
o~ A =
(4.1) Les groupes Gal (N/Kc>° ~TK)/TCIK) et JE g.) sont d'exposants

diviseurs de p,

Soit Pn I'idéal maximal de Zp<vn¢> ; alors ‘Z;(K)/Z'(K)A, qui est

annulé par A, est isomorphe a un Zp(vnw>-module de la forme

i llw > 0. La formule 3, 4 montre que I'ordre de Z(K)/Z(K)A

(1)

est borné sur n ; par conséquent comme Zp(yn\p>/Pn est dl'ordre p
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. i . . .
(indépendant de n), les a_ sont uniformément bornés sur n et i par une

constante a ; d'ol l'annulation par p d'un tel module pour tout n assez

grand,
L_a démonstration est identique pour '}C<5n> , a partir de 3.5,

On a les schémas généraux suivants :

C C
/ 2 /
[~ ]

8
8
8

—_—
als,) |

K

— a - a(y,)

cas 2 cas =2

Nous allons utiliser une méthode de type "Spiegelungssatz" de

Leopoldt ([8]) , avec des techniques voisines de celles développées dans [9] .
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Soit'uj:)o le radical, dans L__, de I'extension de Kummer (d'expo~

00!

p
sant diviseur de p) M/L (i. e, fwe Lo s L°°<\IW> c M}),On pose

W, = W;O/Lopo, et on appelle W les éléments de W_. Plus généralement

on pose L = I_oo/l_g : W, est une partie de L.

On a le résultat suivant :

P _ p
(4.2) Ona L NLg=p L.

Il suffit de montrer linclusion L N I_SJC by I_p, tautre résultant

du fait que }.LLC l_g car L contient uq, donc L contient g oo Si
nN=0 qp

p
x€ LN '—2: et si xZ LP, alors I_<\/';<'>/L_ est kummerienne et est contenue

p

p
dans L_,, donc I.(\/W) est de la forme L.(\[f) , C€p , soit x=¢ aP, aeL,

o0 ?
(4.3) Tout élément w € ﬁoo a un représentant dans L (resp, un représen-
tant totalement positif dans K) dans le cas p 75 2 (resp, p =2). Enfin

~J

W, est un G-module annulé par ‘Iﬂ(v , 1 = ecp) .

On a Gal (R/K) > Zp ® ‘C(K) ; il suffit donc de considérer un corps Ko
fixe par la composante isomorphe a Zp : KO/K et KOO/K sont lindairement dis-
Jjointes et K = Ko K, ; de méme, comme L/K et R/K sont linéairement dis-

jointes (car [I_ : K:| est premier & p pour p742, et pour p =2, \:l_ : K] =2

mais K est réelle tandis que L est imaginaire), KOI_/I_ et L,/L sont liné-
airement disjointes, |l existe donc une extension Mo de L contenue dans Kol_
telle que Mo L, =M; comme Mo/l_ est aussi une extension de Kummer (expo-

sant diviseur de p), le résultat est immédiat, Dans le cas p =2 on peut

trouver No c Ko telle que No K = N ; dans ce cas, NO/K est encore kum-

merienne (exposant diviseur de 2) et le résultat en découle (remarquons qu'un
tel représentant dans K est nécessairement totalement positif puisque K est

totalement réel),
Par hypothése Gal <N/K°°> est annulé par ['idéal <v,l - ecp) , donc
Gal <M/I_°°> est annulé par ce méme idéal et, par utilisation de la "Spiege-

lungsrelation! de Leopoldt ([8],§ 3 ; cf. [9],Prop. 3.3), on en déduit que

~S

‘m<v,l - ecp> annule W7, .
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Démonstration du résultat principal (th, 5,1 de [4]) .

Pour poursuivre, nous devons distinguer les cas p 75 2 et p=2,

Si Q est un corps, GQ désigne son anneau d'entiers ; on appelle

p~idéal de Q0 tout produit d'idéaux premiers de ) au-dessus de p.

(i) Cas p #2. On va construire une application de ¥ dans 17}’00 :

Soit heH ; on a hP =1, donc si ag h, ap=aGR, a€ K, On pose

~ Ne$ o~ J—

w = a dans L. Si be h, b= acOR-, c € K, soit, en posant bP =bGR’
e

b=acPe , € unité de K, et w est aussi défini par (a e> CP. Or K est

imaginaire et cyclique ; dlaprés [5],§25,Satz 24, on peut écrire € = € c,

e~
ey 2 # v ~ Cp_
€, unité réelle de K, (€ bg. Ona e ==

T car @ est impair, et ( =T,
L 'application est donc bien définie,

=
~y

Calcul du noyau, Supposons que w =2 7= er; soit e un représentant mod p

de ez dans Z[G], alors a=uP, ue L_, et dlapres 4.2, a€=(bP,

®
¢ € ) b€ L, On a donc dans L : aepol_ =bPo

oo

L soit deOL = bGL )

comme [LL : K] est premier & p, ceci entraie h =1,

es . _ -
Image. Montrons que w = a cpe ’u)’m ; comme a € K, on peut supposer we€ K

(par exemple w = ae> . Soit 1€ Gal(L/K) ; par définition de K, on a

Yn, WP'WO(T) =1, soit Wo('r) =1. Calculons Teg:ona e$=|—'1|—| cEZGt.p c-1>0,
donc Tex=—— I 5<c—l>'rc=——]— z $<Tc-l>c;or~ o= = ew;',

® IH| cea |H| c€eG wolcp

d'ol 5(70—]> = (6 ¢02| o \U;]> <'rc-]> = 6(T)6<c_l>w ZI . \b;](c']> = G(T)5<c-l> ,

o

’ . - _* . ’ o
et 're5= B(r) eq—o. Il résulte de ceci que dans K*/K P I'image de w vérifie

<w R* p>T-e(T) = R*p, pour tout T€ Gal(L/K) : ceci est le critere classique

p
de décomposition qui montre que Fo = I_(\/.vv> est décomposée sur K par une
extension cyclique Eo de K telle que EOL = Fo. Comme WOR = a®P dans K )

la théorie élémentaire de Kummer montre que FO/L , donc EO/K , est
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p-ramifiée, donc E = E0 Ky €st contenue dans K, Vérifions qutelle est
contenue dans N ; pour cela il suffit de prouver que F = Fo l_co est contenue
dans M, Ceci revient a montrer que Gal (F/L_oo> est annulé par <\) , 1 "ecp> ,

soit que {w) est annulé par (\) , 1 -e-) . L'annulation par 1-eg est évidente

P
par construction de w <w =a ) On étudie ensuite w = a : comme
v v = v p ‘oz = ~y
h”=1, ona a =cOR,c€K,eta =c €, € unité de K; donc w’' =¢ =

comme on l'a déja prouvé plus haut,

(ad

Surjectivité, Soit W] € W, représenté par un élément w, € L tel que

P . _ -
F,= L(Vw]> CM_; soit v! =T T, T parcourant Gal (L/K), alors ec-ﬁ\)' = dea,
IT
ol d= L K], et comme d est premier & p, on peut remplacer w, par

=%
— -— L, >*%
L/R w? s d* inverse de d mod p, et w est un représentant de Wi L™ P

dans K. Par la théorie de Kummer, on a WOL = 4PP dans L, ou P estun

w =N

p-idéal de L ; comme w€ K et que (d,p) =1, il en résulte immédiatement
wOz = aPp dans K, avec un p-idéal p de K. On traduit le fait que w est
annulé par I'idéal <\) ’]‘ec'p'> tona w” =T soit w’e Lfo NnL, donc, dlaprés
4,2, w’ = ¢ ap, Ce B s ¢ d'ordre puissance dep, a€ L ; comme w€ K,
on peut supposer, quitte & utiliser NL/R’ €€ Wi et a€ K, Montrons que
aPe K'.

Si ¢ € K' clest terminé, Supposons le contraire ; on a nécessaire-~

ment p,p CK'do K=L et K'=L"', Comme une puissance non triviale de {

est dans L', L/L' est une extension de Kummer par une racine de |'unité

(en particulier L/L' est p-ramifiée) : ceci entrahe que L' et L sont de la

. . _ p 1
forme k(p,pn> et k(upn_'_]) respectivement, ou k = Kq; . Onadonc " €L,

o
2 s 2
donc aP eL' ;ona a =8a, avec §p =1, mais comme n est assez grand,
s>‘ X
E est fixe par s, ce qui donne a~ =& a, N\ = 0, soit (en faisant » = p)

EP =1, diot aPe L',
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Donc dans tous les cas, aP € K', et (e K",

i — = P K == —g—
La relation WGK a” p dans K donne, par N =N /R
WvOR 1 =(Na)PNyp; on adonc apG—K = Ne)PNp.

Siona a¢ K', comme aP € K', on a un élément de Kummer pour
ltextension K/K ' (qui est nécessairement de Kummer), et la décomposition

P montre que K/K ' est p-ramifiée ; on

=k<u n>’ R=k<u I,H_]>;onadonc
P P

en idéaux (ci-dessus) de a" dans

RI
est donc & nouveau dans le cas ol K '
une relation de la forme a=(b, (€ big s ¢P e Wg1, et be K", dlol
apOR 1 = prRl, soit (N a)p Np = <b0R|>p dans K ', ce qui fait que

Np = q'p dans R', oli q' est un p-idéal de K '.
Si a€ K', on adirectement Np = q'P dans K'.

Comme I'extension K/K ' est totalement ramifiée en p , il en résulte

que p est de la forme qp pour un p~idéal q de R, et WGR- = bP dans K. On

D

vérifie facilement que la classe h de b est telle que h 7 € }{ et redonne w

par l'application étudiée,

On a donc obtenu I'isomorphisme de G~modules 'Ww*?ﬁ ; il en résulte

que les G-structures de ¥ et T(K)/Z(K)A sont reliées par la "Spiegelungs-

relation!!,

(ii) Cas _p =2, On peut écarter provisoirement le cas ol wo =1:

-1

en effet, dans ce cas, vnw et ev;'w sont des caractéres d'ordre

puissance de 2, donc ¢n et En sont rationnels, et dans ce cas les ordres de

C et K sont donnés par les formules analytiques 3,4 et 3,5 :
| T | Nzéﬂ ;—I_z<l,'\(::t|1a>, ac€ <Z/2nZ>*, 8 =10u 0 selon
a
que | est caractére de Q_ ou non,
1 a a n >->e
|gc|Nz1;[5Lz<o,y ), ae (z/2"2)%.

n

D'ol ¥ = 1= 0 |'C |, ce qui établit le théoréme dans ce cas,
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Supposons maintenant # l:ona e,#1 et e 75 1.
o ® cp*

Cette hypothése permet de prouver que :

(4.4) Pour tout sous=-corps 0 de L, I'application canonique
e e
* ~ *
(Q*/Q*2> ¢, <L_:i> ? est injective,
l-e 5
Soit a € Q* tel que (a 0*2) ? = Q*z, et tel que a=7 dans t:;
d'aprés 4,2 on a a =gv2, Ce b, VEL. Ona a®=¢®\? €. en appelant ici
e un représentant mod une puissance de 2 convenable de e 5 dans z[G].
¢
Comme o # 1, on vérifie que €€ =1, On adonc a° = V2 € € Q. Soit
T € Gal(L/Q) ; alors on a, puisque a€ Q, 1= V2 e(-r-l)’ soit v&{T=1 i1,
2 2 2
Comme <_]>e =1, on a v (r=1) = 1; donc ve €0, eton a a® Q*Z = Q*z,
soit a ¢ 0*2.

Ici, Gal (M/l_oo> est annulé par |'idéal <1+s :]‘ecp> , donc, par la

lSpiegelungsrelation! Woo est annulé par I'idéal <1 +s,l~-e *> .
%
Soit X' le sous-module de J formé des classes des idéaux a4 de K
tels que Na soit, dans K' , brincipal au sens restreint <N désigne toujours

NR/R |> ; on vérifie que la définition est bien indépendante du choix de I'idéala.

Soit W= fwe (W; ﬂR)e, WOR = a2 dans K}. on a donc la relation

l1-e€ x

(wR*2> ® =R*z.

On a le résultat sujvant :

_ lso,
(4.5) Pour tout WEWOODK, w = a a €K', a >0,

En effet, on peut trouver (d'apres 4, 3) Wo € K représentant w

<w0>> 0) ; donc d'aprés 4,2, il existe ue L, € W, _, tels que w = wog uz,
1 _ l+c°°~ 2( I+c°°>z_ _ t+o
et par 1+0, on obtient w = w_\u =a , en posant a = wou € K,
1+0, 2
On a a>> 0 de facon évidente ; deplus w € K', donc a“ € K', Si

ag K', on a une extension de Kummer de degré 2,K =K'(a), et nécessaire-
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ment, as=—a, ce qui est absurde car on a a>> 0, Donc a=a+€ K',

d'ou ll'assertion,

A un tel w € % associons la classe de a : cette application est

définie de W dans le groupe des classes de K annulées par 2 et 1-~e x°
¢

Elle induit gréce a 4,4 une application f de W = W/Wﬂ R*z dans le groupe

des classes de K annulées par 2 et l-e %
¢

Novau de f, Si a =aGR, a€ K, w=€a2, € unité de R, donc W='E;

comme K/Q@ est cyclique imaginaire, € =€e!, (€ ug, € unité de K',

et w=_¢! ; comme Lm<\/—€;> C M par hypothése, il existe Wy €K, Wy >0,
= -1_ 2

tel que K(\/wo> < No et K(\/ wo>|_°°— Lw(\/€'> (cf. 4.3), donc e'wo =u,

u€ L, et, d'aprés 4,4, appliqué & 0 =K, on a e'w;] = bz, be K,

dlol €1>> 0,

Soit alors U (resp. uh) 1e groupe des unités (resp. des unités

e

~ o~ *

totalement positives) de K'; alors w =€'€ <u+/u2) ® . Inversement,

€ x
si €1€ (u+/u2> ® , il est clair que KOO<VF> est contenue dans K ; elle

~il+s 2 o Nul—eCP* ~
est contenue dans N carona ¢' =e'“=Tete =1 par hypothese,
Donc €' € W,
2 1+o,, o

Image de f. Si wEwM, on a WOR =a”, et, dlaprés 4,5, w =a,,

e oo Ny = (0,007 = (V)P son W -
a, >> 0 dans K ,doupar*N.NwGK, a_'_GK: Na )% soit Na a+GK"

et la classe h de a est un élément dont la norme est, dans K', principale
1-e

x
s=leth @

1+

au sens restreint, On a bien heé ¥ ', car h = 1 de facgon

évidente,

~y
Vérifions maintenant que le choix du sous~-ensemble W n'est pas

restrictif pour notre probléme :

(4.6) Ona W=W_.

(=]

~ ~
Il faut montrer que tout élément w de |, a un représentant w' tel que
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w' € K, W'OR = o2 dans K,

Prenons w_ dans K, w_>>0 (cf. 4.3) et posons w = Wg ; on a

1+s 2

par hypothése w =b", be L et d'aprés 4, 4, on peut supposer b€ K',

o0 ?

>1+cr°°s

[ faut trouver un représentant dans K : on a <w/b = w' +s/b2 =1,

1-0s
2
donc w/b =c , CE L. Posons w'=w/c" ; alors

oS o_s 20_sS .
wt S aw /c ® =wsw2/cz b2 = w™ ! b2 wz/c2 b2=w/cz=w';donc

w! € W:o N K. Etudions maintenant la décomposition en idéaux de W'O‘R.

On a l._oo< \/w'>/l_°° qui est 2-ramifiée ; par conséquent, comme L_/L
est 2-ramifiée, |_<\/w'>/l_ est aussi 2-ramifiée, Enfin L =R<u4>, donc
L/K est 2-ramifié K(Vw')/K 2 ifié ol !By = a2 ¥

- iée et wl)/K est 2-ramifiée, D'ol w z=9"p, ol p

est un 2~idéal de K ; (N who, 1 = (Na)2Np , or, comme w!€ W NK, on a,
— 1+0,, 5 \
dtaprés 4, 5,Nw! = w! =b+, b+>>0, b+€K . On a donc

biGK' = (Na)zﬁp , et Np est de la forme q'z, ol q' est un 2~idéal de K';

comme K/K' est totalement ramifiée en 2, il est nécessaire que p soit le

carré d'un 2-idéal de K, et on a prouvé 4, 6,

On.a donc, a ce stade, la suite exacte :
e
* ~ f
@7 1— () ® — W e,

=]

Il est maintenant nécessaire de relier ¥ et ' : On a la suijte
exacte suivante (ob S est I'homomorphisme signature dans K' ; S est un
homomorphisme de G~-modules si lI'on définit sur s(k') l'opération de G
par ¢ S(a) = S(ozc> pour tout ¢ € G) :

¥

| g ¢
(4.8) 1 7 i (sk/sw) ——— 1.

Soit h€} ; si 6 € h, comme h est une classe relative, on a

Na= aGK, , a€ K'; & h on associe S(a) mod S(U) : si b représente aussi

h, onaNb=bGK., bé K'; en écrivant b=acGR, c€ K, ona

bOK, = aGK'ﬁcGKl, soit b=aNcm, A€ U, dol S(b) = S(a)S(n) car
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Nc>> 0 : ceci définit bien I'application notée g.

On a h € Kerg si et seulement si S(a) € S(U), soit S(a) = S(e),
. _
eeu, et a=ea,, a+€K , @8, >>0 ;onadonc Na=aGK|=a+OK|,
et hedt',
e

*
L'image de g est bien contenue dans <S(K')/S(u)>

¢

comme on le

vérifie immédiatement,

Pour démontrer la surjectivité de g, on utilise le corps de classes :

s

~ ——
Soit K' (resp, K) la 2~extension abélienne, non ramifiée pour les idéaux

premiers, maximale, de K' (resp, K); ona K'K<S K, et comme K/K' est
ramifiée en 2, on a K'NK =K', on a Gal <-IZ/I2> isomorphe au 2-groupe

des classes de K, et Gal (K '/ '> isomorphe au 2-groupe des classes au

sens restreint de K', La restriction Gal (R/R) — Gal (K '/K'> correspond,
dans ces isomorphismes, & la norme N pour les groupes de classes ; donc

cette norme est surjective : pour un idéal principal au sens ordinaire

aOKl de K', il existe ¢ idéal de K tel que Na engendre, dans K', la
. vt !
classe au sens restreint de aOKu : Na=a+aGK|, a+>>0, a+€ K",
]_ecp* ecp*
Supposons que Sf(a) =1, et considérons h , ol h estla

e

*
classe de 4 dans K : on a Nh ? qui est représentée par Na€ = <a+a>eGK|,

e
e . S A CP* .
donc S<a+a> = S(a), et il reste & vérifier que h €} , donc en fait que

h“‘s =1; 0orona Nh = 1, dlou I'assertion,

e e
* *

Il reste ensuite & vérifier que <u+/u2> P et <S(K')/S(u)> ® ont
méme ordre, Soit G' = Gal(K'/Q) ; on peut identifier S(K') et le[G'] par
napplication : K'¥/k'¥2 5 |F,[G'] définie par ak™2 » 5 sgn(o”)o™

o
(¢ parcourant G', et sgn étant la fonction signe notée additivement), on a
alors I'isomorphisme de G-modules : S(K') = IF, [G']; il en résulte
ecp*
S(K') >1IF [G']e . On a la suite exacte :
2 Cp*
ecp* S © *

1 — (ut/?) ° (uu?) * —= s(u) ® —
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€ x

qui montre que l'on est ramené a prouver que (u/u2> ® et le [G'] e o
¢

ont m&me ordre, En général u/L,I2 et IF, [G'] ne sont pas des G-modules
isomorphes (bien que de méme ordre) et il faut procéder autrement pour
comparer leur cP*-composante. Soit Y = Zz ®Z<u/{t1 }) , et soit 'L(o & Zz

sur lequel G opére trivialement ; alors le théoréme de Dirichlet sur les

unités entrafne que I'on a I'isomorphisme de G~modules :
~ !
e, ®Zz<u@ uo) a,[c'].

S
Comme U= & Y ? , ®' parcourant I'ensemble des caractéres
1
P #£1 o
2-adiques irréductibles de k = K‘U , on en déduit Qz ®U T =q, [c']e
o

Sl

pour ! 75 1. Appelons encore H le plus grand sous—-groupe de G' dlordre

impair, et soit I' = Gal (K'/k) ; on a Q, [c'] ~Q, [H][I'] et dans cet isomor-
phisme on a @, ('] i ™ <@2 [H] ecp'> [T], en considérant €pi comme élément
de 02 [H]; or @z [H] eg €St un corps de degré ©1(1) sur Q,, par conséquent

@z[G'] eg est un @,-espace vectoriel de dimension |T| e&r(1), 11 en résulte

)etp' est de

e
1
que Y ?' est de Zz-dimension || ®r(1), donc que (u/uz

IFz-dimension Il"] ©1(1) ; appliqué a @' = cP* # 1 ceci donne le résultat car

IF, [c'] etp* =~ (IF2 [H] etp*> [I'] a aussi pour IF,~dimension le nombre IT| 9% (),
C ¥ € *
on adonc |%| = (s /sw) 11| = [(ut/?) @ 1% =

'?:va }K,'l |lmf| = |’17f ‘ ; on a donc obtenu universellement les inégalités
l 00 o0 ’

(mé&me lorsque 1110 =1):

]Z(gsn)] < (K (5n>| , pour tout y pair, et tout n assez grand.,

Soit xo le caractére rationnel au-dessus de wo ; comme ici O est

diordre 2, les sommes & T  yo 42y etxn I <6 yo! ¢-1>a ¢! ,
n'p o n 'p o
av, | *o a ¥, 1%

a parcourant (Z/pn Z>*, sont les deux caractéres rationnels X, et Yn

associés &4 K et K respectivement, Donc les ensembles {¢'[] l Xn} et

r'1 lT('n} se correspondent bijectivement, ce qui donne, en faisant le produit

{2
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des inégalités précédentes : T "Z<¢r'1>‘ < _ ﬂ_ |%<5;\>l soit
sl | X, a1 1%

. On remarque que K étant cyclique sur Q , K ne peut

1T ) = 1%(x)

contenir Mg s d'ol en utilisant 3,4 et 3,5 pour les caractéres xn et Yn ,

" on obtient vp(l‘C(Xn>|> = Vp<aﬂw ;—L2<1,V: W: ‘i’o>>, et vp<|3€<7n>|> =

'’ 7o

Vv ( 1 L (0 'Ya ll!a ] >> Les valuations de chacun des seconds membres
P s Y 2 2\"?'n'p o
’

o

ci-dessus sont égales (pour n assez grand), et il en résulte les égalités
l'?:(szsn)l = |5€<¢n)| .

En corollaire, ceci conduit a la surjection de I'application f dans la
suite exacte 4,7, d'ol la suite exacte :

e o N

(4.9) 1— (UT/U2) ® — W, — ¥ i (pour ©* #1),

o

On a donc obtenu le résultat suivant (cité dans [4],th,5,1) :

(4.10) Soient ¥ un caractére abélien pair, 6 le caractére de Teichmlller,
Yn un caractére d'ordre pn de @oo pour chaque n = 0, ¢n <r-esp. 5n>
le caractére p—-adique au-dessus de ynw (Pesp. B Yl:l w-]> . Alors
pour tout n assez grand, on a l?@(BnN = |7 (¢n>| sauf dans le cas
particulier ol p =2, { est un caractére d'ordre puissance de 2
non caractére de @ , auquel cas |%<¢7n>| =2 |‘Z<¢n>| .

1l résulte en particulier du th, 4,2 de [4] que l;‘C <¢7n>] est constant
pour nh assez grand et ne dépend que du caractére p-adique # au-dessus de
pA(¢)

, invariant qui

8 ’1’-] : ceci définit un invariant L(g), par "K’<¢n>t =

est égal & A(g) (sauf dans le cas particulier mentionné, ol K(g) = A(g) + 1),

Ceci entrathe une précision sur une conjecture d'lwasawa que nous

avons étudiée dans [4] <A(¢) = A(#¢) pour g non caractére de ®m> , et dont

nous avonhs montré qu'elle se ramenait au cas des caractéres ¢ issus de
caractéres | d'ordre premier a p : en effet, un cas trivial d'exactitude de
la conjecture est celui ol le caractére p-adique ¢ est rationnel (dans ce cas

¢n est aussi rationnel, et on applique la formule 3, 4) ; le théoréme ci-dessus
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entrate que la conjecture A(g) = A(g) <¢ non caractére de @oo> est vraie

deés que I'lun au moins des caractéres g ou g est rationnel (dans le second

cas, Bn est aussi rationnel et on utilise cette fois la formule 3. 5). Par

exemple, le cas le plus simple d'application effective de ce résultat est le
suivant : p =5, et g ou # est un caractére 5-adique issu d'un caractére

d'ordre 4,

Compléments sur le cas p =2 : le cas wo =1,

Nous avons comparé analytiquement les ordres de ¢ et J lorsque

',1:0 =1 (i. e. 9= CP* = 1). Nous allons ici adapter & ce cas les méthodes pré-~

cédentes pour établir des relations algébriques analogues, et notamment pour

interpréter le facteur 2,

Nous supposons { (d'ordre puissance de 2) non caractére de Qoo

(sinon ona T="H-= (l)>,

Ici Wy, = U/:O/I_?° est annulé par 1+s, On a toujours le fait que tout

~J

élément w de U

w @ un représentant w, dans K totalement positif, et le fait

T+s _ 2 4 € K', a_>>0. On peut préciser

que pour tout w € W:oﬂR, =a,, a,

ici 4.2 de la fagon suivante : comme { 75 1,onaQ NKCc K'; soit r minimum

r
2 ) _

tel que { soit caractére de @oc (r=1),0na@ NK _Qn-r' et on a

r

b = cL'. Soitalors ¢, une racine de I'unité d'ordre 4,2""

b
4,2"""

. -1 2 -1 .
(Cl engendre p,L> , et soit wy = -g1 <1-Q1> . On a Wy = 2 - (Q] +g]) qui
est donc, dans Qn-r*’ une uniformisante en 2 totalement positive, Soit

aELﬂLi;alors cv=gu2, E€p , uelL, et§=g:‘ (A € Z) soit

o= g? u2 = (-w;]y‘ (l - g])”‘ uz, ce qui s'écrit encore a = w? v2 , VE L,

§=0 outl,

Supposons maintenant que o € K, alors aw]_ L v2 €EK;si vk,

L = K(v) est kummerienne, et comme L = K(\/-l) , il vient v2 = -az, ac K,

2

et, dans tous les cas, oz=iw]6a , a€ K,

’
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On a le méme raisonnement en remplagant K par K :

2 2 - .2 =2
(4.11) KLY =4=1,w) K" et KNLy =<=1,w)>K",

On désigne encore par ' le sous—groupe de ¥ formé des classes
des idéaux ¢ de K tels que N ¢ soit principal au sens restreint dans K',

2

et par W= {we Ufm nNK, WOR = ¢“ dans K}. On conserve les notations du

§ 4,(ii) ; en particulier f est I'application de W dans %' qui & w associe

~Y

la classe de @ dans R, g est l'application qui a w € W associe w dans -u/‘oo,

On peut maintenant étudier f et g,

Novau de f. Si WGR =az, avec @ =aOR, a€ K, alors w=a2€, € unité

de K (donc € € U), Soit w, € K un représentant totalement positif de w = € ;

onar5=wo soit €W-o-]€ Kﬂl_i soit, d'aprés 4,11, € w;]=:".\w]6 bz, b€ K,

§=0 oul ; ceci implique X ¢€¢ ut et w=e aZE {il}u"'Kz. Il est clair

que ceci est bien le noyau,

Noyvau de g. D'aprés 4,11, clest <-1, w]> Rz.

Image de g. Soit w € W, représenté par w>>0 de K, On a w]+s€ K' ﬂl_fo,

2 1+s

donc, d'aprés 4,11, w1 *s o wl6 a

2

, a€ K (on alesigne+carona w >>0),

s§=0oul, Si ag K', comme a° € K', K =K' (a) serait kummerienne, Mon-
. epa 2 . 1 Z _ -6> .
trons qu'elle serait 2-ramifiée : dans K' on a <a >OK' = (Nw 2 OK' ; or
I'extension K<\/_v7> est 2-ramifiée par hypothése (I_oo(\/_w_)/l_oo I"est par défi-
nition, et L_ /K est aussi 2—r~amifiée> , donc WOK = azp , dans K, ol p est

un 2-idéal de K, soit NwG, = <N d)z Np ; ceci conduit bien & K/K'

2-ramifiée, ce qui est exclu, Donc a€ K' et w TS < wl6 az, a€K',
Supposons 5 =1 ; alors on peut écrire N(wa—]> = w, dans K/K',

. 1 -1\ _ 2 1oap s
soit, dans L/L ", N(wa >— -§]<1 - g]> ; comme 1 -C,€L" il vient
N(w a"]<1 - g]>'] V-—l) = {, dans L/L', Montrons que pour n assez grand
Q] ne peut &tre norme dans I_/L' en calculant le symbole de Hilbert (w , g]> [

ot w et | sont ainsi définis : w est un élément du radical de L /L'
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(I_ = L‘(V—U—J> , w€ L') ; | est un idéal premier de L' au~dessus d'un
nombre premier £ 75 2 totalement ramifié dans K/Qn-r‘ (ce qui existe puis=~

que K/@ est cyclique et hon contenue dans 00°> .
On sait que wGL, est divisible par une puissance impaire de | ;

k
il en résulte que (w, = €<e -0/2, ol k est le degré résiduel de £ dans
r =1/ 1 1

L'/G. Posons £ 6-](2) =1+ 4.2n(e)u, u impair ; le degré résiduel de ¢ dans
L'/Q@ est donc égal & celui de £ dans 0<u )/@, soit k = 2" =r-n(e)
4,20
k n{2) +n-r-n(2)
(n toujours supposé assez grand), d'ol £ 2— 1. %2 5 2=2,2"""y

k
et g]<2 - ]>/2 = -1, d'ol le fait que l;] ne peut &tre norme, On a donc héces-

sairement & =0, soit w]+s=a2, a€ K',
T+o_s T+s l-o_s
=]
On a donc (lv-> =<ﬂ> =1,doncﬂ=c ® avec c€ L ;
a a a

w o0 ® w® wla? w2 w =
alors <7> =55 s 5 o = qui est donc dans K, Le représen-

C c S c a c
tant w! =—V-V2- de w est dans U': en effet, w'¢ 'w:o NK. Reste a vérifier que

c
w'G—K— est carré d'un idéal, On a R(V_w—'>/lz qui est 2-~ramifiée (I_OO<V—VT'>/I_°°
I'est par hypothése, et L_&/R est aussi 2—ramifiée> , donc w'G—K- = azp
(p 2-idéal de K) ; d'od whl+s G 1 = (N a>2-N.p s or w'€ WNK entrame
w' T+s _ af_, a+€ K' , donc Np est un carré de 2-idéal dans K' ; comme
K/K' est ramifiée en 2, ceci entrate p = qz dans K.

On a montré la surjectivité de g pour n assez grand,

On a donc les suites exactes :

- f
| — {£1}utR2 s W —s K

qui conduisent aux suivantes :

| s U —— WY E 1R — s

1 —— Cw/{E 1R 0w — W7 RE— W, — 1.
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€ {i‘l}RZ, w =:’.'a2, a€ K ; nécessairementona a€ K'

1 1
sinon on aurait K = K'( t Wl) , Ce qui est absurde ; donc w, = b2, beK'

Siw

(w] >> 0 conhduit au signe +> . Comme Wi n'est pas un carré dans Qn—r* ,

n—r(b) est une extension quadratique de @n-r* contenue dans K'; étant

2-ramifiée sur On et cyclique sur @, elle ne peut étre que Q

-r nN+l=pr?

ce qui est absurde, Donc {1} K2 n (w]> = <w]2> . Dol la suite exacte :

1 — (W) /W) —— W/ {1} RE 2 W — 1,
o (W dRE) (Ut u?) [ime]
On a donc |Z|=1U)’°o|= ) = 2 .
On a toujours les suites exactes :
1 1! 3 » sK'/sUu — 1,

| — ut/u? — u/d?

— su— 1,
et I'égalité (SK' : su>=<u+:u2>, dlol: :
(W P) %'l %l

2(%' : lmf> —z(zc ' Imf>

alors Imf =%"' dés que n est assez grand,

. Le résultat analytique du § 4 entraine

121 =

Interprétation arithmétique du coefficient 2 dans || =2|%|. On démontre

facilement que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f<w]> =1 (i. e, dans I'écriture W, OR = pz, p 2~idéal de K,

p est principal).

(ii) I'indice des unités Q(L') est égal & 2 :

En effet, comme 2 est ramifié dans K/K', on a bien w, OR = pz,

ol p est un 2-idéal de K : ceci justifie le fait que Wi € zf; si oh suppose

f(w]> =1, cl'est que p est principal dans K:onap=nlG=, € K, et

w]=1'r2€, € unité de K (donc € € U) ; comme T'Tz=W] e-]EK', meEK'

sinon R/K' serait 2-ramifiée ; donc wy; =€ 'n'z, me K'. Il en résulte que

dans L' on peut écrire —1;1-]<1 - €]>2 =¢ 1'[’2, soit, de fagon évidente, puis-
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que ~1 est un carré : € = g] 'Yz, Y € L' ; ¥ est donc une unité de l_', et si

on suppose Q(L') =1, il existe § € TR neE U, tels que ¥ = EN soit

€ = g] gz ’ﬁz’ soit l;] §2 € K' , ce qui est absurde car g] est un générateur

Nepr

de p 1, et L, §2 est toujours dlordre 4,2 . Dot QL") =2,

Inversement, si Q(L') =2, alors il existe une unité v de L', et
S p'L_" tels que 'Yf ul_uu et gyzE U, Posons € = §y2 yona g = {;])‘ avec

A impair sinon € serait un carré dans L' et il en résulterait € = T ’nz
H

mE€ U, soit encore m=¢gly, E'c MLl, ce qui h'est pas, On a donc € = g] uz,

w, > dans L' soitae=2%w vz, veK',

a unité de L, et ceci conduit a ¢ .

1

et Wy OR est, a fortiori, le carré d'un idéal principal de K.

Considérons alors les deux éventualités :
. 2 e . —

(i) w, G_K' = p“, p non principal dans K. On a donc la classe de p

qui contribue a %' tandis que w] ne donnhe aucune contribution correspondante

nJ

a T puisque W] =1,

(i) w, OR = pz, p principal dans K. Dans ce cas on sait que

QlL') = 2, et, d'aprés les calculs ci-dessus, il existe une unité € € LJI-I-\L,I2

qui est, dans L', de la forme §oz2, donc carré dans L. Donc, alors que
normalement L.I"'/L,I2 contribue toujours non trivialement & ¢, ici il y a un
défaut de contribution représenté par cette unité de UT qui devient un carré

dans L.

Conclusion,
Les résultats obtenus dans le cas p =2 <\b non caractére de @oo)

montrent quels sont les éléments & introduire pour étudier les groupes J(K)
et T (K) en termes de théorie d'Ilwasawa, par comparaison avec le cas p 75 2

bien connu, Rappelons a cet effet les suites exactes de G-modules et relations

obtenues (Sp indique que les G-structures sont reliées par la '"Spiegelungs-

relation! )
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(i) cas p#2:

A -
1 > T —— T (K) — TR — 1,

S ~
TR/ TRA — T,

~

1 > W, ¥ > 1,

(ii) cas p =2, CP,CP*#I:

1 T ,”C(K)—L'C(K)A——-»l,

S s
TR/ TRD —— 7.,

e

] ———> (u+/u2> Cp*_-__) 17);0 %I > 1,
e
1 — 3 > e<SK'/su> q’*——-ﬂ,

€ * Co¥ ¥
i — (Ut?) ® — (W) ® — (su) ® — 1,

(iii) Cas p=2, ®=0% =1

1 — Tik) =2 TRA — 1,
TR/ TR 2 T,
1 — <w]>/<w?> —ﬁﬂ}‘/{il}ﬁz———-—e 'l%;o-——e 1,

2

| —— uT/u? —— WY1} R ' — 1,

1 -~ 7€' ¥4 sK'/su — 1,

| — ut/u? — P —— su— 1,
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