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MODULES D'ENTIERS D'UNE EXTENSION

ABELIENNE SUR SON ORDRE MAXIMAL

Probiéme étudié .

Soit K/Q une extension abélienne de groupe G , OK I'anneau
des entiers de K , M I'ordre maximal { unique ) de @[G ] et SK le
plus grand M-module inclus dans OK . On montre que CN)K est iso -
morphe a T ,

Ce résultat se situe dans |'étude plus générale du probléme sui-
vant : étant donné une extension galoisienne K/k sauvagement ramifiée,
de groupe de Galois G , OK est un Z [G ]-module non localement |i -
bre . On cherche a lui associer un module focalement libre .

Si on choisit un ordre maximal M de k [G ] ou de @[G ] on peut consi-
dérer le M-module localement libre SK M défini comme le plus grand
M-module inclus dans OK et étudier sa structure ,

M.J. Taylor obtient ainsi certains résultats pour une extension K/k de

Kummer ou pour certains groupes G ( [T1] , [TZJ ) .

Rappel des théorémes de |L_éopoldt et Jacobinski ., Résolution du cas

K/Q modéré .

1°) Notations :
On désigne par @(n) le corps des racines de |'unité d'ordre n et

(n) (n)

par Z Itanneau des entiers de Q@ .
On note C le groupe des caractéres absolument irréductibles d'un grou-
pe abélien C et pour tout ¥ € C, on note _)_( le Q-caractére irréducti -

ble de C associéa X ; on a
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X = L X%
o€ gal ( 6™/a)

ol n est l'ordre de ¥ .
Si = X oo % est une somme de caractéres X; € C, deux
a deux distincts on pose :

1 =1— T o(ghg

® Jc| g€c
]cp est un idempotent de C[C ]. En particulier pour % € é , IX et 1_
X
sont des idempotents primitifs de C[C ] et Q[C ] respectivement.

2°) Théoréme de Léopoldt ( [L]) .

a) Définition des caractéres de ramification de I'extension abé -~

lienne K/Q , de groupe G .
Soit ¥ Gé , fX le conducteur du corps fixe de Ker ¥ ., lLes ca -

ractéres de ramification ¢ de K/Q sont les sommes des X € G apparte-

nant & une méme classe d'équivalence de é pour la relation :

X ~ X' si et seulement si pour tout p premier tel que p2 divise fX ou

f les p-composantes f(Xp) ()5) de fX et fX'

i sont égales .
1l est clair que chaque caractére de ramification ¢ est rationnel

et f
et Léopoldt montre que ¢ est induit par un Q- caractére irréductible ¥
d'un sous-groupe H¢ de G .,

Rappelons la définition de H¢ :

soit G' (p) le jeme groupe de ramification supérieure de I'idéal Pde K

au-dessus de p ; si K est un corps tel que c! (2) = GZ(Z) , on a

H¢ = [l G'(p) quel que soit ¢ , Sinon on a soit H¢ = ] G] (p) ,
p p

soit H, = GZ(Z) I 6! (p) selon que ¢ correspond & la classe d'un

¢ p#2

caractére Y tel que f(xz) divise 22 ou tel que 23 divise f(XZ) .
LLa description exacte de la correspondance entre les carac -

téres de ramification et les Q- caractéres irréductibles des groupes

ik (p) et GZ(Z) ;] G! (p) ne sera pas utilisée ultérieurement,
P pF2
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Pour la suite on utilise la propriété suivante :
Si ¢ est le caractére de ramification de I'extension K/Q , associé au
caractére X € G, il existe un sous-groupe H de G tel que :

¢=lhd}c_;|-\]l- avec | = Res (wEI:!)

H X
¢ est alors la somme de tous les caractéres ¥' € G tels que ResH X! = wa
pour les Q-~conjugués dta de § ., On remarque que Ker § € Ker ¥ ,
I'ordre de § divise donc |lordre de ¥ et l¢ =1_ .

¥

b) Théoréme de Léopoldt .

Soit OK I'anneau des entiers de K ,
1) Soit O l'ordre de Q[G ] associé a O (ensemble des \ € Q[G]
tels que >‘OK C:OK) alors O est libre sur O .

2) 0O=@o Z[G] l¢ ( 1a somme porte sur l'ensemble des caractéres
$

de ramification ¢ de K).

Remarques :

1) Si I'extension K/Q est modérée , on a Il G! (p) = {1} et
o=12z[c]. i

2) Si K/Q est totalement ramifiée ( et alors nécessairement cyclique)

ona Il G] (p) = G et les caractéres de ramification de K coincident avec

p
les Q-caractéres irréductibles de G ; O est égal a ['ordre maximal T

de alc] (m=oz[cli_).
X X

c) Corollaire 1 .

Soit TKEO telque O, =0, T

K K K *
Soit OK le plus grand M-module inclus dans OK et O le plus grand

idéal de M inclus dans O ; alors

~ ~~

O, =0T, et o=0|2[cli_ nzlc]i_
(5T o Buglzien 0zl ]

X
ot X décrit I'ensemble des Q- caractéres irréductibles de G et -\17_ est
X
le Q- caractére irréductible du sous-groupe H¢ de G ( associé a la

classe de ramification ¢ de ¥ ) tel que ResH X = -\IJ-__ .
¢ X



Démonstration :

O étant un M-module avec M= @ Z (] 1_, ona:

X X
0= 01_
X X
onzlcgli_= (_@ZEG] 1__)ﬂZ[G]1_=Z[G]1_ nzicli_ .
X ] ] X v_ X
X
En effet, pour Y ZV_ona 1_.1_=0 et 1_ . 1_ = 1_ .
X X v v_ooX X
X
On en déduit que O NZ[G] 1_ estun Z[G].1_ ~module et donc que
X X
o1_=2[cl1_ nzlcl1_ .
X v_ X
X

A e

pour chaque G- caractére irréductible X de G , I!idéal

5. 1I_=2[6G]1_ NZ[G]1_ estun idéal principal de I'anneau Z[G] 1_

X v_ X X
X

( anneau isomorphe a |'anneau Z(n) des entiers de @(n) , pour n ordre

de x) .

On voit que ce résultat est trivial si O = M (car‘ z(Gc] 1_ = Z(c] 1_ >
V_ X
X

c'est-a-dire dans le cas olt K/Q est totalement ramifié .

Dans I'autre cas extr&me ol I'extension K/Q est modérée (O =Z [G])

le résultat est un cas particulier du théoréme de Jacobinski et on verra

que le cas général se raméne aussi au théoréme de Jacobinski .

3°) Théoréme de Jacobinski ( [J]) .

Soient ® un groupe fini d'ordre n ( non nécessairement abélien ),
O un anneau de Dedekind , k son corps de fraction ( on suppose que la
caractéristique de k ne divise pas n ), T un ordre maximal de k [ ]

contenant A =0[ @], soit A=k[®] . Onnote :
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[SJI:A]g= {x €EA; xMc A}

[E)'Jl:A]d={x€A;fmx ch}
[Mm: A ]g , (resp, [M: A ]d ) est le conducteur a gauche ( resp. a
droite ) de M dans A , c'est le plus grand M-module & droite ( resp. a
gauche ) inclus dans A .

Soit A=©@ Ai , la décomposition de A en composantes simples ,
i

Soient K, le centre de A, , n? = [Ai:Ki] , O, la cldture intégrale

de O dans K, ;ona m= @ Emi avec imi ordre maximal de O, dans A,
i

Théoréme de Jacobinski : Ona [M: A ]g =[M: A ]d =2 % SD}']
i i

ol §)i est la différente de ﬁjli relativement & O

(x®) co} .

(@i-l - {x €A ;T ALK

red

Remarque : Si @ est abélien , Ai /k est une extension abélienne et
[M:7A]1=2 1|6
i

. 97
i
ol D, est la différente de |'extension Ai/k .

Corollaire 2 .

Si I'extension K/Q est modérée , alors O est isomorphe & M ,

En effet on a d'apreés le théoréme de Jacobinski

o = [m;z[e]]=§>|GI®:'

X X

ol 58_-_] est la différente de I'extension cyclotomique Q[G] 1_/@ , iSO =
X X

morphe & @(n)/@ ( si n est I'ordre de ¥ ) . On sait bien que 55_-_1 est
X

un idéal principal :

v - (LT a-c))

X p/n

( ol Cp est une racine primitive peme de 1) .
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Etude de O, 1_ dans _le cas général .,
X

Dans la suite on note ( sans |'indice &) , H le sous-groupe de G , et
§ le Q- caractére irréductible de H , associés & X ( par le corollaire 1)

et tels que

¢ = Res  x et 0.1 =z[cli_nz[cli_
X v X

1°) Réduction au cas ol X est un caractére fidéle de G .

Soit KX le corps fixe de Ker ¥ , Go le groupe de Galois de KX/@,
s la surjection canonique ( restriction ) de G sur G, et %o le caractére

de G_ déduit de x ( % °8 = X ) . Alors X, est fidéle . On note :

Lh
=hEKer‘}g

° | Ker x|

On sait alors que s définit un isomorphisme de Q[G]. e, sur Q [Go ].

Cet isomorphisme envoie MM, e, sur 1'ordre maximal fmo de @[Go] .

Onal =1 .e €M e .Ll'imagepar s de Z[G]1 estZ[G_]1
- - o o v o <
X X X Xo

(avecZ (Gli_ =12z [GOJ 1_ = (M i n est Iordre de x) .
Xo

Notons OK l'tanneau des entiers de KX et Oo ilordre de @[Go ] asso -

X
Soit S
* K
X X

cié 3 O et Oo les plus grands fmo-modules inclus res -

K

pectivement dans OK et Oo .
X
Lemme 1 .,

1) O.,e =0

K* 7o K
X
2) Les structures de O, 1_ comme Z [G] 1_ - module et de Oy 1
X X Xo
comme Z [Go] 1_ - module sont les mémes .

Xo



Démonstration :

1) D'aprés J. Cougnard - séminaire de Besancon .
M étant maximal et e, un idempotent de @[G] on a :
m = fmeo(-DﬁJl(]-eo)

~

dlod pour le M-module O, : O e/ ®OK( 1- eo) .

K
OK‘eo est donc le plus grand ‘.Ul.eo module inclus dans OK .
O est aussi un M, e  module inclus dans O donc dans O, .
K o K K
X - o X
On en déduit OK C OK e, -
X
OK eo est inclus dans OK donc dans OK et dans K .eo = TPK/KX K=K
= . ] -
donc dans O|’< OK N KX ; clest un iUl.eo module donc un Emo moduie .
X
Par définition de OK on a donc OK e, c OK .
X X
D'ou : OK' e, = OK .
X
2) Soient T € O, et T EOK tels que O, = O, TK et
X X
P ] & i a = A
OK 0o TK . On a d'apreées le corollaire 1, OK @) TK et
X X
O =0 T dlots
K o K
X X
Oo'TKX=O' eo‘TK=O'eo‘(eoTK) =s(Oeo). (eoTK)
Or\ e T = E K = @ G . T *
o K |Ker X | X o KX
Il existe donc a_ € @[Go] tel que eo'TK =a,. TK .
X
D'ol
O, =s(Oe )a_ et O_.1 =s(o.1 ><a 1 >°‘s<01 )30.1 .
o o' o o -~ - o — - -
Xo X Xo X X
Dans la suite , pour I'étudede O 1_=2[G)1_NZI[Gl1_, comme

X X ]



module sur Z [G] 1_ on suppose que ¥ est un caractére fidéle de G
X

( et donc que G est cyclique ) .

2°) Réduction au cas G = H.S ( produit direct ) avec card G sans

facteurs carrés ,

Lemme 2 ,

Soit C un groupe cyclique dlordre m = mom' avecm = I/T P
p/m

(p premier ) , Soit ¥ € C un caractére fidéle et Co ['unique sous -
groupe de C d'ordre mg - Soit Xo la restriction de ¥ a Co . Alors

Indg X =% et 1 =1 €alc_ ]
0 — — o
o X X

avec X dlordre m, sans facteurs carrés ,

Démonstration :

On peut calculer directement les valeurs de ")_( et de Indg -)_(o
o

et constater |'égalité ,

On peut -aussi remarquer que d'aprés la formule de réciprocité de Fro-

. C - - .
benius < (x', IndS Xg y = (Resc X'y Xg )> , le caractére
o o
Indg ')_(o est la somme de tous les ¥' € ¢ , prolongeant les conjugués
o

de Xo dans éo (.)_(o est la somme des Q conjugués de xo) X étant

fidéle , est d'ordre card C =m ; Xo ©St aussi fidéle et dlordre

. ) i _
Card Co =m_ . X, admet cp(mo) conjugués qui sont les Xo ((l,mo) = 1),

o
i i moj
Chaque Xo admet m'! prolongements a C qui sont les X . X ( pour

1<jsm') ; m, a été choisi de telle sorte que m = m! m et m. ad -

. m_j
.. . N i o
mette mémes diviseurs premiers que m ., Les caractéres sont
P

donc dlordre m et llon a m! Cp(mo) =w(m) , Le caractére lndg &o
o



est donc la somme des ®(m) conjugués de X et est égal a ')_( <d'o&

Remargque : Co est |le plus petit sous—-grouye de C tel que Indg (Resc x)
o o

reste Q-irréductible ,

Lemme 3 ,

Soit G un groupe cyclique d'ordre n = non' (avec No = ;[ p
p/n

H un sous-groupe de G d'ordrem = mom' (avec mg = }I p ) . Soit ¥
p/m

un caractére fidéle de G et | = ResH X . Soit Ho le sous-groupe de G
n
dlordre m, et S le sous-groupe de G d'ordre "o =m—° ; soit Xo la res-
o

triction de % a Go = Ho .S ( produit direct ) et tI/o la restriction de xo

aH . Alors , Z [Gl1_NzZ[G]1_ esti'idéal de Z[G] 1_ engendré
X v X

par Z[GOJI_ ﬂZ[GOJI .

X v

o

Démonstration :

G est cyclique et ¥ fideéle dlordre n = non' . Le groupe H est
donc cyclique et | est fidéle d'ordre m = mom' . On a donc d'aprés le

lemme 2 1_ = 1_ et 1_ =1_ .
Vs [ Xo X
Par ailleurs on peut écrire :

@[G]=@[eo] % [ ]z[c;] ,
[o]

en définissant le produit tensoriel de x € Q [Go ] pary €Z[G] comme
le produit x.,y dans Q[G] .

Comme Z[G] estun Z [Go ] -module tibre ( de base un systéme
de représentants de G/Go ) , on en déduit que pour tout sous - Z [GO 1-

module VV de O[Go] , on peut identifier V ®Z [Go] Z[(G] au sous-

module V.Z[G] de Q[G] et on sait que I'on a pour des sous-modules
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V] et \V, de @[GOJ :

(V]®Z[G°JZ[G]>0<V2®Z[G°]Z[G]>= (V' nV2)®Z[Go]Z[G]

D'oli en considérant V, = z [G J1_ et V, =12 [Go] 1_
Y

[(Z[Go]']&) Zlc, yziel [n[(zte,1. 1 )®Z[GOJZ[G]]

=[Z[eo].1_ nzie, J.1_ ] z[e 12(c]
X

=

clest-a-dire :

zlcli_nzleli_=|zlc li1_nzlc Ji_ |.z[c] .
nzted1_ - [206,01_nzie, 11 ]

3°) Réduction au théoréme de Jacobinski .

Lemme 4 ,

Soit G un groupe cyclique dlordre n sans facteurs carrés , X

un caractére fidéle de G ; soit H un sous-groupe de G dl'ordre m, S
le sous-groupe de G d'ordre :—1- . Soient | et N les restrictions de ¥

aHetS . Alors :

z[cli_nziGcli_ = [ZES] nzfs) 1_] CZH]1_
X v n v
et Z[G]1_NZ[G]1_ estunidéal principal de I'anneau Z [G] 1_ .
X v X

Démonstration :

L'ordre n de G étant sans facteurs carrés on a G=H,S (pro-
duit direct ) d'ol xX=V¢.m et 1_ = 1_.1_.
X boom
On peut alors écrire :

afel = alsle, zH]1_
v

en définissant le produit tensoriel & partir du produit dans Q[G ] et
puisque Z [H] 1 est un Z-module libre ( isomorphe a Z(m) ) on peut

écrire comme dans la démonstration du lemme 3 :
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[s] Hl1_ = [s]. . [H] = ]
zisT1_e 2lnl1 (zls 1?]> (zH ]W> zled1_

Zlsle,zH]1_=12z[sl.zH]l1_=2[c]1_
v v v

<Z[S]1—®ZZ[H]I$>H<Z[S]®ZZ[HJ]W> =
n
=<Z[S]1_ﬂZ[S]>®ZZ[H]1_d;
n

d'oll :

zicli_nzlel_=(z[sli_nzlsd).zH)1_ .
X ] n ¥

D'aprés le théoréme de Jacobinski ( corollaire 2 ) on sait que

Z[s1)1_NZ[s] estunidéal principal de I'anneau Z[S ]1_ . On en
n n

déduit que Z[GJ1_NZ[G ] 1_ estun idéal principalde Z[G ] 1_
X v X
4°) Théoréme .
Soit K/Q une extension abélienne de groupe G .,
Soit M I'ordre maximal de Z dans Q[G ] . Alors le plus grand M-

module O, . inclus dans l'anneau OK des entiers de K est isomorphe

K
am,

Démonstration :

C'est une conséquence immédiate des lemmes 1, 3, 4 ,

( corollaire 1)

(1) On a vu que 8K=[%Z[GJI_OZ[G]I_:\ - Ty

¥ X

(2) Pour un caractére % de G fixé , dlordre n on a vu que

zlcli_nzleli_=zle J1_ nzlc J1_ ( temme 1)
v X X

o o
ol Go = Gal (K_/Q) avec K_ corps fixe de Ker ¥ ( G0 cyclique d'or-
X X dren)
Xo caractére de G correspondant & ¥ ( Xo fidele )

¢o caractére de ramification de I'extension KX/@ correspondant
G ax

= ° 7 = o
H sous-groupe de Go tel que ¢, = Ind H lJlo avec \110 Res

HXo'
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(3) Sin=n_n' avec n_ = I p etsi cardH = m_m!
o o
p/n
(avec m_ = Il p > onawvu (lemmes 3 et4) que
p/card H
zlc 11_ Nz(G l1_ estltidéalde Z[G ]1_ engendré par
wo Xo Xo
"o
Z2[s]1_NZ[s] ol S est le sous-groupe de G, dlordre rg =
n o
et N= ResS Xo .

(4) Enfin d'aprés le théoréme de Jacobinski ( corollaire 2 ), on a

Z[S]l_ﬂZ[S]=cardS.®:] =< 11 (l—Cp)) (avec Qpracine

n n p/ry
T eme -1 cppz .
primitive p de 1 dans @[GOJ 1_ et 3P ' codifférente de |'extension
X n
° (r)
o

cyclotomique Q@[S ] 1_/Q - isomorphe & @
n

/a) .

On peut remarquer que dans "o n'interviennent que les nombres pre -

miers p modérément ramifiés dans |'extension KX/@ .
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