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M O D U L E S D ' E N T I E R S D ' U N E E X T E N S I O N 

A B E L I E N N E S U R S O N O R D R E M A X I M A L 

Problème étudié . 

S o i t K/Q une extens ion abél ienne de groupe G , O ^ l'anneau 

des e n t i e r s de K , 1 l 'ordre maximal ( unique ) de Q [G ] et O ^ le 
rsj 

plus grand Ki-module inclus dans O k . On montre que O ^ est i so -

morphe à 30î . 

Ce résul tat s e s i tue dans l'étude plus g é n é r a l e du problème s u i -

vant : étant donné une extens ion ga lo i s i enne K / k sauvagement ramif iée , 

de groupe de Galois G , O k e s t un Z [G ] - m o d u l e non localement Ii -

bre . On c h e r c h e à lui a s s o c i e r un module localement l ibre . 

S i on chois i t un o r d r e maximal M de k [G ] ou de Q [G ] on peut c o n s i -

dérer le TO-module localement l ibre O^, ^ , défini comme le plus grand 

SDÎ-module inclus dans O ^ et étudier sa s t ruc ture . 

M. J . Taylor obtient ainsi cer ta ins résu l ta t s pour une extens ion K/k de 

Kummer ou pour cer ta ins groupes G ( [T^ D , [ T g ] ) . 

I. - Rappel des théorèmes de Léopoldt et Jacobinski . Réso lut ion du c a s 

K/Q modéré . 

1 Notations : 
(n) On dés igne par Q le corps des r a c i n e s de l'unité d'ordre n et 

II . , n(n) par Z l'anneau des en t i er s de Q 
A 

On note C le groupe des c a r a c t è r e s absolument i rréduct ib les d'un grou-
A — 

pe abél ien C et pour tout \ € C , on note x ' e Q - c a r a c t è r e irréducti -

ble de C a s s o c i é à x > o n a 



1 ( n ) , ^ a 6 gai ( Q / Q ) 

où n es t l 'ordre de x • 
A 

Si (p = X-j + ••• + "X̂  e s t u n e somme de c a r a c t è r e s Xj € C , deux 

à deux d is t incts on pose : 
! - - L - Z c p I g - M g 

|C | g € C 
A 

I e s t un idempotent de C [C ] . En part icul ier pour x € C , 1 et 1 
P̂ X ^ 

sont des idempotents primitifs de C [C ] et Q [C ] re spec t ivement . 

2°) Théorème de Léopoldt ( [L ] ) . 

a) Déf init ion des c a r a c t è r e s de ramif icat ion de l 'extens ion abé -

lienne K/Q , de groupe G . 
A 

S o i t x €<3 , f le conducteur du corps f i xe de Ker x • Les ca -
X 

r a c t è r e s de ramif icat ion <t> de K/Q sont les sommes des x € G apparte -
A 

nant à une même c l a s s e d 'équiva lence de G pour la re lat ion : 
2 

X ~ X1 s ' e t seulement s i pour tout p premier tel que p d iv i se f ou 
X 

f , les p -composantes fjj^ et f ^ de f et f . sont é g a l e s . 
X X. X. X X 

Il es t c la ir que chaque c a r a c t è r e de ramif icat ion $ es t rationnel 

et Léopoldt m o n t r e que $ es t induit par un Q - c a r a c t è r e irréduct ible i(r 

d'un s o u s - g r o u p e H^ de G . 

Rappelons la définit ion de H^ : 

so i t G1 (p) le i e m e groupe de ramif icat ion s u p é r i e u r e de l'idéal f d e K 
1 2 a u - d e s s u s de p ; s i K es t un corps tel que G (2) = G (2 ) , on a 

H^ = Il G1 (p) quel que so i t $ . S inon on a so i t H^ = II G1 (p) , 
P P 

2 1 soi t H. = G (2) II G (p) s e l o n que • correspond à la c l a s s e d'un 
* p 7̂ 2 

(2) 2 3 (2) c a r a c t è r e x t e ' 0 u e f d i v i s e 2 ou tel que 2 d i v i s e f 
X X 

La descr ipt ion exac te de la correspondance entre les carac -

t è r e s de ramif icat ion et les Q - c a r a c t è r e s i rréduct ib les des groupes 
1 2 1 II G (p) et G (2) II G (p) ne s e r a pas u t i l i s ée ultér ieurement. 

P P ^ 2 



Pour la su i te on u t i l i s e la proprié té suivante : 

S i 4> e s t le c a r a c t è r e de ramif icat ion de l 'extens ion K/Q , a s s o c i é au 
A 

c a r a c t è r e x ^ G > il e x i s t e un s o u s - g r o u p e H de G tel que : 

* = Ind® J avec t = R e s H x ( \|r € H ) 

$ e s t a l o r s la somme de tous les c a r a c t è r e s x' ^ G tels que R e s ^ x' = t 

pour les Q - c o n j u g u é s i)ra de t|; . On remarque que Ker >|r c Ker x > 

l 'ordre de i|f d iv i s e donc l 'ordre de x e t = • • i|f 

b ) Théorème de Léopoldt . 

S o i t O l ' a n n e a u des en t i er s de K . 

1) So î t O l 'ordre de Q [G ] a s s o c i é à O k (ensemble des \ € Q [ G ] 

te l s que À O K c O ^ ) a l o r s O ^ es t l ibre sur O . 

2) O = © Z [ G ] 1 . ( l a somme porte sur l 'ensemble des c a r a c t è r e s 
0» • 

de ramif icat ion $ de K) . 

Remarques : 
1) S i l 'extens ion K/Q es t modérée , on a n G1 (p) = [1 } et P 
O = Z [ G ] . 

2) S i K/Q es t totalement ramif iée ( et a l o r s néces sa i rement cycl ique) 

on a n G1 (p) = G et les c a r a c t è r e s de ramif icat ion de K coïncident avec 
P 

les Q - c a r a c t è r e s i rréduct ib les de G ; O e s t égal à l 'ordre maximal 3K 

de Q [ G ] ( Tl = © Z [ G ] l _ ) . 
X X 

c ) C o r o l l a i r e 1 . 

S o i t T K € O k tel que O = O . T K . 

S o i t O ^ le plus grand ^ - m o d u l e inclus dans O ^ et O le plus grand 

idéal de ïï? inclus dans O ; a l o r s 

O, = 0 T et 0 = © r Z [ G ] l n Z [ G ] l | 
K K x L I L x J 

X 
où x décr i t l 'ensemble des Q - c a r a c t è r e s i rréduct ib les de G et e s t 

. X 
le Q - c a r a c t è r e i rréduct ib le du s o u s - g r o u p e H. de G ( a s s o c i é à la 

c l a s s e de ramif icat ion + de x ) t e ' <lue R e s i _ i X = f • 
* X 



Démonstrat ion : 

O étant un module a v e c ® = © Z [ G ] , on a 
X X 

O = © O 1_ 
X X 

o n z [ G ] I _ = ( © z [ G ] I _ J n z [ G ] I _ = z [ G ] I _ n z [G ] I _ . 
X T T X T _ X 

X 

En ef fe t , pour ]F ^ on a 1_ . 1_ = 0 et 1 . 1 = 1 . 
x x t <L x x 

X 

On en déduit que O fl Z [ G ] 1_ e s t un Z [ G ] . î _ - m o d u l e et donc que : 
X X 

o I _ = z [ G ] I _ n z [ G ] I _ . 
x x 

x 

Montrer que O ^ e s t i somorphe à 301 , e s t donc équivalent à montrer que 

pour chaque Q - c a r a c t è r e i r r é d u c t i b l e X de G , l ' idéal 
/v 
O. 1_ = Z [ G ] 1_ n Z [ G ] 1_ e s t un idéal pr inc ipal de l 'anneau Z [ G ] 1_ 

X X X 
X 

( anneau i somorphe à l 'anneau Z ^ des e n t i e r s de , pour n o r d r e 

de x ) • 

On voit que c e r é s u l t a t e s t tr iv ia l s i O = 2K (car Z [ G ] 1_ = Z [ G ] 1_ 
X 

X 

c ' e s t - à - d i r e dans le c a s où K/Q e s t totalement rami f i é . 

Dans l 'autre c a s e x t r ê m e où l ' ex t ens ion K/Q e s t m o d é r é e ( O = Z [ G ] ) 

le r é s u l t a t e s t un c a s p a r t i c u l i e r du théorème de Jacobinski et on v e r r a 

que le c a s généra l s e ramène a u s s i au théorème de Jacobinski . 

3°) T h é o r è m e de Jacobinski ( [ j ] ) . 

S o i e n t © un groupe fini d ' o r d r e n ( non n é c e s s a i r e m e n t abé l i en ), 

O un anneau de Dedekind , k s o n c o r p s de f r a c t i o n ( on s u p p o s e que la 

c a r a c t é r i s t i q u e de k ne d i v i s e pas n ) , SOI un o r d r e maximal de k [ ® ] 

contenant A = O [ @ ] , s o i t A = k [ @ ] . On note : 



[aj?: A ] g = { x € A ; x3Jl c A } 

A ] d » { x 6 A ; f f l x CA } 

[ 331 : A ] , ( r e s p . [ 331 : A ] . ) e s t le conducteur à gauche ( r e s p . à 
9 Q 

droite ) de 33Î dans A , c ' e s t le plus grand 331-module à droite ( r e s p . à 

gauche ) inclus dans A . 
So i t A = © A. , la décomposit ion de A en composantes s imples . 

i 
2 So ient K. le centre de A . , n . = [ A. : K. ] , O. la c lô ture intégrale i i ' i i i ' i 3 

de O dans K. ; on a 331 = © 331. a v e c 33!. o r d r e maximal de O. dans A . i ' . i i i i 

Théorème de Jacobinski : On a [331: A ] = [ 331 : A ] . = I — 3)71 
g d n. i 3 i i 

où S), e s t la d i f férente de 331. relat ivement à O i i 
S 7 1 - { x € A . ; T , ( x ® . ) c o } . 

• l , r A . /K 1 J 

r 

Remarque : S i © e s t abél ien , A . / k es t une extens ion abél ienne et 

[ 331: A ] = I | © | . S T 1 

i 

où S . e s t la d i f férente de l ' extens ion A. /k . i i 

Coro l la i re 2 . 

S i l 'extens ion K/Q es t modérée , a l o r s O e s t isomorphe à 3Jt . 

En ef fet on a d 'après le théorème de Jacobinski 

O = [331: Z [ G ] ] = © | G | S)"1 

X X 

où e s t la d i f férente de l 'extens ion cyclotomique Q [ G ] 1 _ / Q , i s o -
X X 

(n) — 1 morphe à Q / Q ( s i n e s t l 'ordre de x ) . On sa i t bien que ST est 
X 

un idéal principal : 

®-i = ( i n ( i - c ) ) 
— v n / P ' X P/n 

( où Cp e s t une rac ine primitive p e m e de 1 ) . 



Etude de O . 1_ dans le c a s général . 
X 

Dans la su i t e on note ( s a n s l ' indice x ) > H le s o u s - g r o u p e de G , et 

i|f le Q - c a r a c t è r e i rréduct ib le de H , a s s o c i é s à x ( Par l e c o r o l l a i r e 1) 

et te l s que 
/•w 

f = R e s u x et O . 1 = Z [ G ] 1 H Z [ G ] 1_ 
H X t X 

1 °) Réduction au c a s où x e s t un c a r a c t è r e f idè l e de G . 

S o i t K le corps f i xe de Ker X > G le groupe de Galois de K / Q , 
X ® X 

s la sur jec t ion canonique ( r e s t r i c t i o n ) de G sur Gq et y^ le c a r a c t è r e 

de Gq déduit de X ( Xq °-S = X ) • Alors XO e s t f idè le . On note : 

Z h 
e = h 6 Ker X 

° ! Ker x I 

On sa i t a l o r s que s définit un isomorphisme de Q [ G ] . e Q sur Q [Gq ] . 

Cet isomorphisme envoie 3K. e sur l 'ordre maximal 9JI de Q [ G ] . o o o 
On a 1 = 1 . e € 331. e . L' image par s de Z [ G ] 1 e s t Z [G ] 1 — - o o — o — X X X X Q 

( a v e c Z [ G ] 1_ « Z [G ] 1_ ot s i n e s t l 'ordre de X ) • 
X X Q 

Notons O , , l'anneau des e n t i e r s de K et O l 'ordre de Q [G ] a s s o -K X ° ° X 
r-/ /v 

c i é à O , , . S o i t O . . et O les plus grands - m o d u l e s inclus r e s -K K o o 
X X 

pectivement dans O ^ et O q . 

Lemme 1 . 

5 K ' e o = ° K 
X 

2) L e s s t r u c t u r e s de 0 . 1 comme Z [ G ] 1 — module et de O . 1 
X X ° x c 

comme Z [G ] 1_ - module sont les mêmes . 



Démonstrat ion : 
t) D 'après J. Cougnard - s émina ire de Besançon . 

étant maximal et eQ un idempotent de Q [ G ] on a : 

33Î = SER e © 5Dl( 1 - e ) o o /ŝ  rs /"•«-' 
d'où pour le 3K-module O k : O k e Q © O k ( 1 - eQ ) . 
/v 

. e e s t donc le plus grand 2J}.e module inclus dans O^ . 
K O O r\ 

O.. e s t auss i un SOl.e module inclus dans O.. donc dans O.. . K O K., K X X /•o-» rsj 

On en déduit O.. c O,. e K K O 
X 

O.. e e s t inclus dans O,, donc dans O.. et dans K . e = Tr . . /.. K = K K o K K o K / K ^ x 

donc dans 01 X = O,. fl K ; c ' e s t un K . e module donc un 3JÎ - m o d u l e . K^ K x o o 
/•v/ /v 

P a r définit ion de O on a donc O k eQ c O k 
X X 

rsj f s j 

D ' o ù : 0 K . e o = 0 K 
X 

2) So ient T K € O k et T K € O k t e l s que O ^ = O . T ^ et 
X X 

rsj /->»/ 

O.. = O T . . . On a d 'après le c o r o l l a i r e 1 , O^ = O T ^ et K O r\ rS. r\ 
X X 

° K = 5 o T K d ' ° ù : 

X X 

° o ' T K = 5 ' e o - T K = 5 - e o - ( e o T K ) = s ( 5 e o ) ' ( e o T K » 
X 

T r K / K ( V 
O F T = 1 € K = Q [ G 1 . T „ 

° K | Ker X I X ° K X 

Il e x i s t e donc aQ € Q [ G q ] tel que e Q . T K = aQ . T K 
X 

D'où : 
/•S/ / rsj \ / 
O = s ( O e ) a et O . 1 = s ( o . 1 ) ( o o o o — v a Q l _ j O 1_ J ~ O . 1 _ . 

X Q X X D X X 

Dans la su i t e , pour l'étude de O 1 _ = Z [ G ] 1 _ 0 Z [ G ] l _ , comme 
X X t 



module sur Z [ G ] 1_ on suppose que X es t un c a r a c t è r e f idè le de G 
X 

( et donc que G e s t cyc l ique ) . 

2°) Réduction au c a s G = H . S ( produit d irect ) avec card G sans 

fac teurs c a r r é s . 

Lemme 2 . 

S o i t C un groupe cyc l ique d 'ordre m = rnom' a v e c mQ = II p 
p/m 

A 
( p premier ) . S o i t x ^ C un c a r a c t è r e f idè l e et C q l'unique sous -

groupe de C d'ordre m . S o i t x 'a r e s t r i c t i o n de x à C . Alors o o o 
l n d C * o = * e t 1 - = € Q [ C o ] 

0 X X 0 

a v e c x d 'ordre m s a n s fac teurs c a r r é s . o o 

Démonstration : 
— C — On peut ca l cu ler directement les v a l e u r s de x e t de l n d _ x U o o 

et constater l 'égal i té . 

On peut auss i remarquer que d 'après la formule de r é c i p r o c i t é de F r o -

benius ( < x' , , n d c ^o ^ = ^ R e s C X1 , X 0 ) ) , ' e c a r a c t è r e 
o o 

C — A 
l n d _ x e s t ' a somme de tous les x ' € C , prolongeant les conjugués U o o 

A — 

de x o dans C q ( x o e s t la somme des Q conjugués de XQ ) X étant 

f idè l e , es t d 'ordre card C = m ; XQ
 e s t auss i f idè l e et d 'ordre 

Card C q = mQ . XQ admet cp(mQ) conjugués qui sont les Xq ((Î, = 

m j 
Chaque x o admet m' prolongements à C qui sont les x . X ( pour 

1 ^ j ^ m ' ) : m a é té chois i de tel le s o r t e que m = m' m et m ad -1 o o o 
. m j | Q « 

mette mêmes d i v i s e u r s premiers que m . L e s c a r a c t è r e s x X sont 
Q 

donc d 'ordre m et l'on a m1 cp( m_ ) = cp( m ) . Le c a r a c t è r e Ind _ x_ O w O o 



es t donc la somme des cp(m ) conjugués de x et e s t égal à x ( d'où 

1 _ = 1 _ 
X X, 

, c Remarque : CQ e s t le plus petit sous -groupe de C tel que l n d c (^Res c x 
o o 

r e s t e Q - i r r é d u c t i b l e . 

Lemme 3 . 

S o i t G un groupe cyc l ique d 'ordre n = n n' (avec n = II p 
° p /n 

H un s o u s - g r o u p e de G d 'ordre m = m 0 m ' avec mQ = II p J . So i t x 
p/m 

un c a r a c t è r e f idè le de G et f = R e s , , X • S o i t H le s o u s - g r o u p e de G M O n 
d'ordre m et S le s o u s - g r o u p e de G d'ordre r : so i t x la r e s -o o m ' o o 

trict ion de x à G = H . S ( produit d irect ) et f la r e s t r i c t i o n de x o o o o 
à Hq . A lors , Z [ G ] 1_ H Z [ G ] 1_ e s t l'idéal de Z [ G ] 1_ engendré 

X f X 

par Z [G ] 1_ H Z [ G 3 1_ . 
*o *o 

Démonstrat ion : 

G es t cyc l ique et x f idè le d 'ordre n = n Q n ' . Le groupe H est 

donc cyc l ique et t e s t f idè le d 'ordre m = m 0 m ' . On a donc d'après le 

lemme 2 1_ = 1_ et 1_ = 1_ 
•o * X o X 

P a r a i l l eurs on peut é c r i r e : 

A [ G ] = Q [ G O ] ® z £G ] Z [ G ] , 

en déf in i ssant le produit t ensor ie l de x € Q [G ] par y € Z [ G ] comme 

le produit x . y dans Q [ G ] . 

Comme Z [ G ] e s t un Z [G q ] - m o d u l e l ibre ( de base un sys tème 

de représen tant s de G/Gq ) , on en déduit que pour tout s o u s - Z [GQ J-

module V de Q [ GQ ] , on peut identi f ier V <S>̂  j Z [ G ] au s o u s -

module V . Z [ G ] de Q [ G ] et on sa i t que l'on a pour des sous -modules 



V , et V_ de Q[G ] : 1 2 O 

V 1 ® Z [ G ] Z [ G ] ^ L V 2 ® Z [ G = N V 2 ) 0 Z [ G ] Z [ G ] 

D'où en cons idérant V t = Z [G ] 1 et V 0 = Z [G ] 1 
1 ° X ° 1 

; ( Z [ G O ] . I _ ) ® Z [ G ] Z [ G ] ] N [ ( Z [ G O ] . T ) « Z [ G ] Z [ G ] ] = 
O y O 

z fe ] . i n z [ G ] . 1 O O TT 
x i 

>Z [G ] Z [ G ] 

c ' e s t - à - d i r e : 

[ G ] I _ n z [ G ] I _ = Z [ G ] I _ n z [ G ] I _ . Z [ G ] . 
x f x t 

3°) Réduction au théorème de Jacobinski . 

Lemme 4 . 

S o i t G un groupe cyc l ique d 'ordre n sans fac teurs c a r r é s , x 

un c a r a c t è r e f idè l e de G ; so i t H un s o u s - g r o u p e de G d'ordre m , S 

le s o u s - g r o u p e de G d'ordre . So i en t f et T| les r e s t r i c t i o n s de x 

à H et S . A lors : 

z C G ] I _ n Z [ G ] I _ = [ Z [ s ] n Z [ s ] I _ ] . Z [ H ] 1 _ 
x t " n t 

et Z [ G ] 1_ n Z [ G ] 1_ e s t un idéal principal de l'anneau Z [ G ] 1_ . 
X t X 

Démonstration : 

L 'ordre n de G étant s a n s fac teurs c a r r é s on a G = H . S ( p r o -

duit d irect ) d'où X = t . 'H et 1_ = 1_ . 1_ . 
X t ri 

On peut a l o r s é c r i r e : 

Q [ G ] = Q [ S ] Z [ H ] 1 Z ? 

en déf in i s sant le produit t ensor ie l à partir du produit dans Q [G ] et 
(m) puisque Z [ H ] 1 es t un Z - m o d u l e l ibre ( i somorphe à Z ) on peut 

? 
é c r i r e comme dans la démonstration du lemme 3 : 



Z [ S ] 1 _ <8>j Z [ H ] 1_ = ( Z [ S ] . 1_ ) . ( z [ H ] 1 _ ) = Z [ G ] 1 _ 
"H T ^ T X 

Z [ S ] Z [ H ] 1 = Z [ S ] . Z [ H ] 1 = Z [G ] 1_ 
L f f i|r 

( z [ S ] 1_ ®7 Z [H ] ) n ( z [ S ] ® z 2 [H ] 1_ 
n t t 

= ( z [ s ] i _ n z [ s ] ) ® z z [ H ] i _ 

ri t 

d'où : 

Z [ G ] 1 _ n z [ G ] ! _ = ( z [ S ] n z [ S ] ) . Z [H ] 1_ . 
x f n t 

D'après le théorème de Jacobinski ( c o r o l l a i r e 2 ) on sa i t que 

Z [ S ] 1_ fl Z [ S ] e s t un idéal principal de l'anneau Z [ S ] 1_ . On en 
ri ri 

déduit que Z [G ] 1_ D Z [G ] 1_ es t un idéal principal de Z [ G ] 1_ 
X ? X 

4°) Théorème . 

S o i t K/Q une extens ion abél ienne de groupe G . 

S o i t Kl l 'ordre maximal de Z dans Q [G ] . A lors le plus grand 2ÏÏ -
ru 

module O ^ inclus dans l'anneau O^ des e n t i e r s de K e s t isomorphe 

à TO . 

Démonstrat ion : 

C 'es t une conséquence immédiate des lemmes 1 , 3 , 4 . 

(1) On a vu que O ^ = © Z [ G ] 1 _ n Z [ G ] 1_ 
X • X 

. T ^ ( c o r o l l a i r e 1 ) 

(2) Pour un c a r a c t è r e x de G f ixé , d 'ordre n on a vu que 

Z [G ] 1_ n Z [G ] 1_ Ot z [G ] 1_ n Z [G ] 1_ ( lemme 1 ) 
t X ° t a X Q 

où G = Gai (K /Q ) a v e c K c o r p s f ixe de Ker x ( G cycl ique d'or-
° X X ° dre n ) 

XQ c a r a c t è r e de G q correspondant à x ( X Q f idè le ) 
4> c a r a c t è r e de ramif icat ion de l 'extens ion K /Q correspondant 

° G X à X 
Q — O H s o u s - g r o u p e de tel que = Ind i|r a v e c t|r = R e s . , X^ . o ° N o o M O 



(3) S i n = n n' avec n = II p et s i card H = m m' o o / K o p /n 

avec m = II p ) on a vu ( lemmes 3 et 4 ) que 
p / c a r d H 

Z [G q ] 1_ Dl [Gq ] 1_ e s t l ' idéal de Z [G q ] 1_ engendré par 

n 
Z [ S ] 1_ fl Z [ S ] où S e s t le s o u s - g r o u p e de G d'ordre r 

11 ° ° m o 

et T) = R e s _ X O O 

(4) Enfin d 'après le théorème de Jacobinski ( c o r o l l a i r e 2 ) , on a 

Z [ S ] 1_ H Z [ S ] = card S . S " 1 = ( II ( 1 - Ç ) ) ( a v e c C rac ine 
•H 11 p / r Q

 P p 

e m p _ -i — 1 
primitive p de J dans Q [G J 1_ et cod i f f érente de l 'extension 

0 ? ) (r o ) 
cyclotomique Q [ S ] 1 _ / Q - isomorphe à Q 
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On peut remarquer que dans r Q n' interviennent que les nombres p r e -

miers p modérément ramif iés dans l 'extens ion K /Q . x. 
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