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Introduction :

Soit K/@ une extension cyclique de degré 4 de @ ; soit A I'anneau des en-
tiers de K ; A estdit est monogéne s'il admet une Z-base d'entiers de la
forme 1, ¥, 82, «93. Nous donnons des conditions hécessaires et suffisan-
tes pour que A soit monogéne ; hous montrons qu'il n'y a que deux tels
corps imaginaires monogénes et nous déterminons tous les corps K réels
monogeénes de conducteur f= 4000 (il y en a 12 sur 1536, soit 0,78 %) ;
nous étudions la monogénéité des corps K dont le sous-corps quadratique
est Q(\5). La monogénéité des corps cycliques de degré 4 a été étudiée
indépendamment par T. Nakahara ([ 3] et [ 4]) et nous retrouvons certains

de ses résultats.

1 - Rappels et notations :

Soit K/@ une extension cyclique de degré 4, soit G={0) =Gal (K/Q),
et soit k le sous-corps quadratique de K, Soient f le conducteur de K,
m celui de k ; alors f est de la forme mg, g€ N*, et le discriminant de
K est égal & m f2. On rappelle que si m est impair, alors g est soit im-
pair, soit égal a 4 g' ou 8 g!, g' impair, et que si m est pair, alors

m=8m! et g=2g', m!'etg! impairs.

Soit X l'un des deux caractéres de Dirichlet associés a K (caractére
*
de Gal (O(f)/@> =~ (Z/fZ> , dont le noyau est Gal <ﬂ(f )/K>) ;onax(-1)=%1

et le corps K est réel si et seulement si X (-1) =+1,

D'aprés les résultats de [ 2], rappelés dans [ 1], p. 2 et 3 dans le

cas réel, K est caractérisé par |la donnée du triplet (f, lal, Ibl), ol

V-H+a

2 .

m=a2+b2, b =0(2); on a alors K =08(y), ou W=\/x(—l)g\rﬁf




Tout élément 4 de K s'écrit de maniére unique :

ott,z,x,y €0, et $€ A si et seulement si

*

_t+zVm+2xy+2y ¥
9 = i R
t, z, x, y€Z et vérifient les conditions supplémentaires suivantes :

— + -
(i) si m est impair : t = z(2) , %E gx (2) et t—zizgy(z),

1L

(0)

1l
1]

(ii) si m estpair : t=0(4) et =z = 0(2).

2 - Conditions nécessaires et suffisantes de monogénéité :

Théoréme 1 : Soit K/0 une extension cyclique de degré 4, de conducteur
f=mg, oum= a2 + bz, = 0(2), est le conducteur du sous-corps quadra-
tique de K. L'anneau A des entiers de K admet une Z-base 1, 9, «‘}2, '93

si et seulement s'il existe x, y, z € 7 tels que :

) b(xz—y2>+2axy=f2

2
m[ 22 - x(=1) g(x2+y?2)] ~4g%2 =% 6.

Démonstration :

Soit 4 un entier de K tel que 1, 8, «92, «93 soit une Z-base d'en-

tiers de K ; alors nécessairement A(84) = m f2 = m3 gz.
c
+ + +
Soit § = t+z\m Z:W 2y ¥ ; en appliquant les formules de H. Hasse

(voir [ 1] p. 4, pour le cas réel), on obtient :

2 3
(«‘}—60 ) («90—«90 X(-1)gV{m que nous notons a g\m,

> - b(xz—y2)+2axy
2

2

2
2 2, 2 2 2 2
o\ _Imz°-%x(-1f(x*+y%)] -mg°[b(x“-y“°) +2axy]
etNK/@(s_e ) = =

2 2
mEZZ—X(—I)g(XZ‘*‘yz)] —gztb(xz—y2)+2axy]
16 !

=m

noté mpB.

1
Donc A(§)% =aB ng_I;‘l_ ; il est donc nécessaire d'avoir a8 =21 1 ; mais on
vérifie facilement que I'hypothése § entier de K entraine a,B € Z ; donc

a=%Y1 et B=1%1, dol les relations (1).



Réciproquement, s'il existe x, y, z solutions de (1), alors pour

g
+ + +
tout t€Z, 9 = t+z|m 22‘3 2yV¥ vérifie A(m‘})=mf2;il est facile de

vérifier, en utilisant les conditions (0), que I'on peut choisir t € Z de

telle sorte que 9 soit un entier de K.

Remarque 1 : Pour certaines familles de f impairs, en exprimant les en-
2
(o] g N
tiers de K sur labase 1, 8, 87, 87 | ol 8 =Tr (.), T. Nakahara
ﬂ(f)/K f

obtient dans [ 4] des conditions analogues & celles du Théoréme 1.

Proposition 1 : Une condition nécessaire pour que K admette une Z-base

d'entiers 1, 9, \92, '83 est qu'il existe c € Z tel que :

(2) 92f4=mc2.

Démonstration :

D'aprés (1), m divise 4(ng 4) ; si m est impair, m divise g2 Ty,
si m est pair, alorson a g=2g!, g' impair, donc g2 T4=01(8) et
m(=8m!') divise ng 4, 1l résulte de (1) qu'il existe c € Z tel que

ngl& = mcz.

Conséquence : Si g est fixé, il nlexiste q'un nombre fini de corps K qui
3

admettent une base d'entiers 1, ¥, «‘}z, 4%, En particulier :

(i) Si g=1, c'est-a-dire si f =m, K n'admet pas de base
1, 8, «92, «93 saufsi f=m=5 (si g =1, gzi'4=5 ou -3, et

sif=m=5, K= @(5) est monogéne).

(ii) Si g = 2, c'est-a-dire si f =2m, K n'admet pas de base
1, 9, «92, -93 sauf si m =8, f = 16 (et dans ce dernier cas, le
corps imaginaire et le corps réel correspondants admettent ef-

fectivement une base).

Remarque 2 : Dans [ 4], T. Nakahara démontre (i) dans le cas ol f =m =p,

nombre premier,
Il résulte du théoréme 1 et de la proposition 1 :

Théoréme 1' : Avec les notations du théoréme 1, A est monogéne si et

seulement s'il existe c, x, y, z€ Z tels que :

(2) g2+t 4 =mc?



et

I+

b(xz—yz) +2axy =

2)=t2c.

Z2 —X(—l)g(x2+y

Remarque 3 : A ['aide du théoréme 1', nous retrouvons les familles suivantes

de corps monogénes trouvées par T. Nakahara dans [ 4] : soit d un entier

2

impair ; soitg=d?*2, a=g, b=2 et m = a +b2; si g et m sont sans

facteur carré, alors il existe un corps cyclique de degré 4 sur 0 défini

par % et m= a2 + b2 ; ce corps est réel et monogéne.

En effet, avec les hypothéses énoncées, on a g = 3(4), =11(4),
m # 1(8) et (g, m) = 1. 1l résulte des conditions énoncées dans [ 1], I, 1)
qu'il existe un corps K/0 cyclique de degré 4 défini par g et m = gz+4
et que ce corps est réel. Le corps obtenu est monogéne car la condition
nécessaire (2) est vérifiée avec c = 1 et alors le systéme (3) admet la

solution x =1, y=0 et z=4d,

Remarque 4 : Nous ne savons pas si ces deux familles de corps sont infi-

nies ; nous conjecturons qu'elles le sont.

3 - Cas des corps imaginaires :

Lorsque K/Q est imaginaire, X(-1) = -1 et d'aprés le théoréme 1!,

A est monogeéne si et seulement s'il existe ¢, x, vy, z€ Z tels que :

(2) ng 4 = mc?
bix%-y2)+2axy = ¥ 2
(3')
22+9(x2+y2) =tac (g> 0).

On a alors le résultat suivant :

Proposition 2 : Il n'existe que deux corps cycliques imaginaires de degré
- 0(5)

4 sur @, admettant une Z-base d'entiers 1, 4, «92, '83; ce sont K]
me

- -1 N . & s
et K2 —@(g—g >, ou ¢ est une racine 16 de llunité.

Démonstration :

Les valeurs possibles pour m sont: m=5, m=8 et m =213,

2
ler cas : Sim= 13, alorsg—z- =mi

C

>m-4>9, donc g=3c et

Otol &



alors 22 + g(x2+y2) > 3c et (3') est impossible.

2

2éme cas : Si m= 8, on doit avoir gz—Bc =+4; sig=2etc=1,

alors (3') admet la solution x=1, y=0, z= 0 et le corps K2 est monogeé-

ne. Si c= 2, alors %>2V_i 1 - J—z— > 2.6, et (3') est impossible,
2c

2=i-4;si g=1letc=1,

3éme cas : Si m =5, on doit avoir 92_ 5c¢

alors le corps est imaginaire, (3') admet la solution x=1, y=0, z =1,

1 est monogéne, Si ¢ = 2, pour que le corps K soit imaginaire,

il est nécessaire d'avoir ¢ 2 13 (voir le § 6) ; alors g> V5V 1- ——42 >2.2,
5c

et le corps K

et (3') est impossible.

4 - Conditions nécessaires de monogénéité :

Dans ce paragraphe, on suppose que K est réel et que la condition

nécessaire (2) est vérifide, c'est-a-dire qu'il existe c € 7 tel que

2+4 = mcz. On a alors :

Proposition 3 : Si I'une au moins des conditions suivantes est vérifiée,

alors K/Q n'est pas monogéne :
(i) ¥ 2b n'est pas reste quadratique modulo m (ou modulo un de ses
diviseurs) ;

(ii) + 2c n'est pas reste quadratique modulo g (ou modulo un de ses

diviseurs) ;
(iii) 1'unité fondamentale e, de o(\m) est de norme +1 ;

(iv) m = 1(8) ;

I

(vim = 0(8) et c = 0(2);

I

(vi)a = 0(3), c = 0(3) et g= 2(3);

(vi) b = 0(3), c = 0(3) et g = 1(3).
Démonstration :
(i) 1"égalité b (x2 - y2)+2 axy =12 s'écrit <bx+ay>2—my2 =T 2b;
(ii) résulte immédiatement de |'égalité zz—g(x2+y2) =%2c¢c;

2 2 2
(iii) on a l'identité m <x2+y2> = [a(xz— yz)—z bxy] +[b(xz—y2)+2axy] ;



2, 2,2 2 2 2
si A est monogéne, on a donc m(x +y ) =la(x“-y“)-2bxy] + 4,
2 2 2 2
et alx -y )-Zb>2<y+(x ty7)\m est une unité de norme -1 de Q({m) ;

(iv), (v), (vi) et (vi!) se montrent en vérifiant que les conditions (2),

(3) sont impossibles modulo une puissance de 2 ou 3 convenable.

D'aprés la proposition ci-dessus (iii) et (3), pour que A soit mono-

géne, il est nécessaire qulil existe x, vy € 7 tels que

2 2 2, 2
alx -y )—2b>2<y+(x HYINM o5t une unité de norme -1 de Q(\{m) et

g(x2+yz) F2c ¢ Zz. Il est donc nécessaire qu'il existe q, B €7, 8 >0

+
tels que Q—-;Lv—rﬁ soit une unité de norme -1 de Q(\m) et gg ¥ 2c¢ ZZ.

Dlol :

@, +B, m

Proposition 4 : Soit ¢ = —s— B, > 0, I'unité fondamentale de q(\{m),

supposée de norme -1 ; soit (82n+1> n> 0 la suite définie par B_1 =By
et la relation de récurrence

a?"'z

(4) ) Bant1 = Ban1-

Bonts ~ <
Une condition nécessaire pour que A soit monogéne est qu'il existen> 0

- 2
tel que 982n+1 I 2ce Z%.

Conséguence : Soit p un nombre premier ; on étudie la relation de récur-
rence (4) modulo pk, k ¢ rr\l*. L_es solutions sont périodiques, de période

n y Si our les n valeurs ceo e . T 2¢C nlest as un Car‘r‘é
o!? P o 61’ ’ano—l, 981+ P

modulo pk, alors A nl'est pas monogéne,

5 - Résultats numériques concernant les corps réels de conducteur f< 4000 :

Il vy a 1536 corps réels cycliques de degré 4 sur 0, de conducteur
f <4000 ([ 1]) ; parmi eux, il y en a 32 qui vérifient la condition néces-
saire (2) : g2 T4 =m cz. Parmi ces 32 corps, 12 admettent une base
1, 9 ez, 6\3. Les conditions nécessaires établies aux propositions 3
et 4 permettent de montrer que les autres corps n'admettent pas de base.
La liste de ces 32 corps, ainsi que le résultat pour chacun d'eux, est

donnée dans la table 1.,



Remarque 5 : Pour deux corps de conducteur f< 4000, seule la méthode de la

proposition 4 a permis de conclure ; il s'agit des cas suivants :
(i) Soit K le corps défini par f= 2,79, m=61, a=5, b=6, g=39;
oh a ¢ = 5; on cherche a résoudre :
3(x2-y2) +5xy =%
2)

22 39 (x2+ y?) = 10 (-10 est impossible modulo 3).

+
L 'unité fondamentale de Q(|61) est G 39+s5V6l gm ; on considére
la suite <82n—1>n20 definie par B_y"B; = 5 et

Bonts = 1523 Bon+1 ~ Bgnoq 3 SOit Z = 3982n-l + 10 ; on constate

(—”) -1 n#2,4,58,9, 11 mod 12 ;
) “1 e n#£2,3,6,7,10, 11 mod 12 ;

n
(—g>="] =Y n¢0,1,4,5,5,7,8:9m°d'2;
d

1ol z ¢ Zz, pour tout n.
(ii) De méme, soit K le corps défini par f = 3824, m=8, a= 2,
b=2, g=478, c =169 (-169 est impossible mod. 239). On

vérifie avec des notations analogues que z, n'est pas un carré

modulo 16, 9 ou 5,

6 — Corps réels au-dessus de Q(\5) :

On suppose ici que le sous-corps quadratique de K est Q{\{5).

On a alors f = 5g, et la condition nécessaire (2) s'écrit gzi' 4 = 5c2,

gtcly5

donc 5

est une unité de @ (\5) ; on a donc,

pour j=1 , g Vi (nombres de Lucas),

c =y (nombres de Fibonnaci),



ol u‘i et Vj sont définis par :

On a alors :

Lemme : Une condition nécessaire et suffisante pour que le corps K soit

réel est que j=2, 3, 4, 5,8, 10, 11 (12).

Démonstration :

On étudie g = Vi modulo 16 et on applique le 1), 1), (ii) de [17.

Il en résulte que :

1,7, 9 (12) le corps est imaginaire,

i

si |

0 (6), il n'y a pas de corps,

il

si
sinon, le corps est réel.

Proposition 5 : Une condition nécessaire et suffisante pour que le corps K
T

de conducteur f =35 Vj soit monogéne est qulil existe n21 et s =

tels que vJ.u +Zsuje Zz.

2n-1

Démonstration :

— ———— — — ——————

L_a condition nécessaire résulte de la proposition 5.

L a condition est suffisante : il est facile de vérifier que pour tout

2 2
= +
n21, ona u2n_1 u, un_]
2 2 _ n-1
et ul-ul L -uou (-1) .
. 2
Il en résulte que x = Ups ¥V ==Up et z tel que Vj Yoo 1 +2s uJ. =z
vérifient (3).
Conséquence : On étudie si la double suite Vj u2n_1 +2s uJ. est un carré

modulo une puissance d'un nombre premier ; elle est doublement périodique,
de périodes No et jo. Par exemple, si l'on considére les modules suivants,

dont la période No divise 240 (alors jo divise 480) : 24, 32, 5,7, 11,



7 - Tables

23, 31, 41, 47, 61, 241, 1103, 1601, 2161, 2521, 3041 et 20641, on
trouve (en ne considérant que les corps réels) qu'il est nécessaire d'avoir
j=2,3,4,5,8, 11, 15, 80, 160, 161, 164, 171, 238, 239, 242, 243,
316, 317, 320, 400, 411, 472, 476, 478 ou 479 modulo 480.

Remarque 6 : Pour les 7 premiéres valeurs de |, les corps correspondants

admettent effectivement une 7-base 1, §, 92, 193 (cf table 2). Pour les
valeurs de j restantes comprises entre 80 et 316, on vérifie que la

suite <VJ. Yoot +2s uj>n n'est pas un carré {modulo d'autres nombres

premiers). Il en résulte que A n'est pas monogéne si son conducteur

f = 5g est tel que

6820 < f « 8, 1066 .

Nous ne savons pas s'lil existe ou non une infinité de corps K de sous-

corps quadratique @(\/3) qui soient monogénes,

numériques :

Table 1 :

Cette table donne la liste des 32 corps K de conducteur f = mg, f < 4000
vérifiant la condition nécessaire (2) : gzi‘ 4 = mcz. Pour chaque corps,

on donne la valeur de f, m, a, b, g, c, les conditions (3) et le résultat :
oui et des valeurs de x, vy, z, si le corps est monogene,

non et une raison, si le corps n'est pas monogeéne,



- 10 -

f m a b g c conditions (3) résultat
xz—y2+xy=i'l

15 5 1 2 3 1 oui x=1 y=0 z=1
22—3(xz+y2)=i-z

xz—y2+2xy=i'1
16 8 2 2 2 1 oui x=1 y=0 z=0

22—2(x2+y2)=i‘2

x2_y2exy=t1

20 5 1 2 4 2 oui x=1 y=0 z=0
22 4x®+y?) =ty

xz—y2+xy=i’l
35 5 1 2 7 3 oui x=1 y=0 z=1
22_ 7(xz+y2)=i‘6

xz—y2+3xy=fl
39 13 3 2 3 1 oui x=1 y=0 z=1
22—3(x2+y2)='_"2

xz—y2+2xy=i'l
48 8 2 2 6 2 2 2 o non m=0(8) et c =0(2)
z9-6(x“+y9)=14

x2—y2+xy=i'l
55 5 1 2 11 5 oui x=1 y=0 z=1
22—11(x2+y2)='_"10

xz—y2+2xy=i’1

112 8 2 2 14 5 9 2 2 oui x=1 y=0 z=2
z4-14(x*+y“)=110

2(x2—y2)+xy=i'l
136 17 1 4 8 2 non m = 1(8)
22_8(x2+y2)=t*4

xz—y2+3xy=il
143 13 3 2 11 3 non a=c=40(3), g=2(3)
22 11(x2+y2)=f6

xz—-y2+xy=i'l
235 5 1 2 47 21 2 2. 2 oui x=8 y=-5 z=65
29 - 47(x°+y°) =142

xz-—y2+6xy=fl
249 40 6 2 6 1 oui x=1 y=0 z=2
22—6(x2+y2)=i2
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f m a b g c conditions (3) résultat

302y +axy=11 +3

240 40 2 6 6 1 5 ; o hoh (—5-)=-1
z2°-6(x“+y“) =12
xz—y2+2xy=i'l

272 8 2 2 34 12 9 5 o non m=0(8) et c=0(2)
z°-34(x“+y“)=T24
xz—y2+7xy=i'1

371 53 7 2 7 1 2 2 2 oui x=1 y=0 z=3
z29-7(x“+y°)=12
2 2
x“-y“t+xy=11 +110

615 5 1 2 123 55 ) . 2 hon ( )=-1
z%-123(x"+y“) =110 41
xz—y2+2xy=.".'1 +58

656 8 2 2 82 29 non (= >=-1
22_82(x%2+y2) =+ 58 41
xz—yz+xy=fl

995 5 1 2 199 89 oui x=1 y=-1 z=24
22-100((x2 +y2) =178
xz—y2+10xy=fl +2>

1040 104 10 2 10 1 non - =-1
22 10(x2+y2)=*2 E
5(><2-y2)+2><y=i'l <+2)

1040 104 2 10 10 1 non =2)=-1
22 _j0ix2+y2)=*2 5
><2—y2+6xy=fl

1520 40 6 2 38 6 5 2. 2 non m=0(8) et ¢c=0(2)
z“-38(x“+y“)=*12

3(x2—y2)+2xy=i'l
1520 40 2 6 38 6 0 2 o non m=0(8) et ¢c=0(2)
z°-38(x“+y“)=%12

xz—y2+3xy=fl
1547 13 3 2 119 33 non a

=0(3); g= 2(3)
22_ 119(x2+y2) = 66 ’

I
0

5(x2—y2)+xy=_‘*_'l
2020 101 1 10 20 2 2 2 2 oui x=1 y=1 z=6
29 - 20(x“+y“) =14



2379

2703

3315

3315

3435

3480

3480

3824

61

53

221

221

229

145

145

11

15

10

14

12

39

51

15

15

15

24

24

478

169
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conditions (3)

3(x2-y2)+5xy=fl

2 2)

22 - 39(x%+y2)=1*10

xz-y2+7xy=fl

22 _51(x%+y2)=1 14
2) r 11 xy=11
2)

5(><2—y
22— 15(x2+y =%

2

7(x -y2)+5xy=i'l

2)=+2

22_ 15(x2+y

x2_yZ+isxy=11

22 15(x%+y2) =1t 2

4(x2-yz)+9xy=f1
22-24(x2+y2)=i"4
6(x% - y2) +xy=11

22 24(x%+y2)=*4
xz-y2+2xy=fl

22 _ 478(x%+y2)=*338

non

non

non

non

non

non

non

non

résultat

rmq

5

N(eo)=+l
N(eo)=+l
+

T2y _
('5‘)"'

rmq

1(8)

1(8)
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Table 2 :

Cette table donne, pour | variant de 1 a 24, la liste des vj(=g) et uj(=c),

la "nature' du corps correspondant obtenu {imaginaire, réel, pas de corps),
et lorsque ce dernier est réel le résultat :

oui et des valeurs de s, x, v, z si le corps est monogeéne,

non s'il n'est pas monogéne (la raison en est donné par la conséquence de la

proposition 5).

i V.i uj corps résultat s X vy z
1 1 1 imaginaire

2 3 1 réel oui -1 1 0 1
3 4 2 réel oui -1'1 0 O
4 7 3 réel oui -1 1 0 1
5 11 5 réel oui -1 1 0 1
6 18 8 pas de corps

7 29 13 imaginaire

8 47 21 réel oui +1 8 -5 65
9 76 34 imaginaire

10 123 55 -~ réel non

11 199 89 réel oui +1 1 -1 24
12 322 144 pas de corps

13 521 233 imaginaire

14 843 377 réel non

15 1364 610 réel oui -1 1 012
16 2207 987 réel non

17 3571 1597 réel non

18 5778 2584 pas de corps

19 9349 4181 imaginaire

20 15127 6765 réel non

21 24476 10946 imaginaire

22 39603 17711 réel non

23 64079 28657 réel non

24 103682 46368 pas de corps
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