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RESUME : S o i t N une ^ -ex tens ion cyc l ique de degré impair sur un corps 
de nombres K . Nous supposons que N e s t métabélienne sur un s o u s - c o r p s 
H , d' indice n dans K , pour un n é tranger à Z. 

Etant donné un d iv i seur ent ier 3 dans H , nous étudions la s tructure 
r g 

ga lo i s i enne du € -groupe & des c l a s s e s d' idéaux de N en dehors de § , 
que nous regardons comme quotient du ^-groupe des c l a s s e s au s e n s o r d i -
naire . Pour tout c a r a c t è r e £ -adique irréduct ib le cp du groupe de Galois 
Gai ( K / H ) , nous déterminons le nombre de ^ - c l a s s e s ambiges, a ins i que la 
cp-partie du nombre de g e n r e s dans l 'extens ion cyc l ique N / K . L e s e x p r e s -
s i o n s que nous obtenons, s e conjuguent en une formule des c l a s s e s , qui met 
en rapport l e s d i v e r s e s composantes du groupe , et fait intervenir la 
^ - s t r u c t u r e g a l o i s i e n n e du groupe des ê - u n i t é s de N . 



1 - INTRODUCTION 

Ce travail e s t le prolongement naturel de notre étude de [ ô ] 
c o n s a c r é e aux c l a s s e s d' idéaux dans l e s ex tens ions métabél iennes de 

g 

degré n8 sur un corps de nombres a lgébr iques : Ici comme là, c e 
sont des techniques bien p a r t i c u l i è r e s d 'a lgèbres de groupe, que nous 
mettons en o e u v r e pour é tudier , via la théor ie du c o r p s de c l a s s e s 
global , c e r t a i n s s o u s - g r o u p e s ou quotients p r i v i l é g i é s du 8 -groupe 
des c l a s s e s d'une Z - e x t e n s i o n cyc l ique d'un c o r p s de nombres. 

P l u s préc i sément , nous c o n s i d é r o n s une extens ion cyc l ique N 

de degré Zm sur un c o r p s de nombres K, métabélienne sur un s o u s -
corps H , conformément à la convention suivante (moins r e s t r i c t i v e 
que c e l l e de [ 6 ] ) : 

5)ef j n I t i on. Etant donnés un nombre premier impair Z , un entier naturel non 

nul m, et un naturel n é t ranger à Z , nous entendons par groupe méta-

bél ien d 'ordre n £ m , tout produit s e m i - d i r e c t G d'un groupe cyc l ique S , 

d 'ordre Z m , par un groupe abél ien A, d 'ordre n . 
S i G est un tel groupe, l 'action de A sur S , qui définit le produit 

s e m i - d i r e c t , s e f a c t o r i s e par un c a r a c t è r e 8-adique X du groupe A, défini 
par l ' identité : 

T Tl T~ 1 = T i * ^ , pour tous T de A et T| de S . 

L e groupe G e s t abél ien lorsque X est trivial ; métacycl ique lorsque X est 
le c a r a c t è r e d'une représentat ion f i d è l e de A. 

Fa i sant choix ensu i te d'un idéal ent ier ê du corps H , nous nous p r o -
£ 

posons de p r é c i s e r la s t ruc ture ga lo i s i enne du groupe S des £ - c l a s s e s 
d' idéaux du corps N , en dehors de ê : 



d é f i n i t i o n . So i t S? le £ -groupe des c l a s s e s d'idéaux du corps N . Pour tout 
idéal entier 8 dans H , nous notons Ie s o u s - g r o u p e de S engendré 

par les c l a s s e s des idéaux ent i er s de N qui divisent S , et nous d i sons 

que le quotient = es t le C-groupe des c l a s s e s de N en dehors 
de ê . 

g 
L'idéal « étant invariant par G , le groupe © est , en effet , un 

Zg [G]-module fini. Pour l 'étudier, nous portons plus particul ièrement 
notre attention sur deux groupes remarquables constru i t s à partir 

$ ê of S de S : le s o u s - g r o u p e ambige £1 = H ) d'abord, et le quotient 

des g e n r e s = ensui te , qui présentent un double intérêt ; 
g 

d'une part p a r c e que leur nullité c a r a c t é r i s e c e l l e de & , d'autre part 
parce que leur confrontation apporte des informations p r é c i e u s e s sur 

g 

la s t ruc ture de « . 
P r é c i s o n s ce dernier point : 

A tout c a r a c t è r e €-adîque irréduct ib le P̂ du groupe A, correspond un 
idempotent e^ de l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e Z ^ [ A ] , défini par la formule 
e „ = — S ^ T~ M T , et c a r a c t é r i s é par l ' identité : T effi = ^(T) e „ , 

* n
 T Ç i * V 

pour tout T de A . P a r a i l l eurs , s î a dés igne un générateur arb i tra ire 
du groupe cyc l ique S , un calcul f a c i l e (cf. [ ô ] , prop. 2) montre que 
la ré so lvante a s s o c i é e «ô = — S X.(T- - l ) engendre l'idéal 

N T € A 

d'augmentation de l 'a lgèbre Z ^ [ s ] et sa t i s fa i t aux re la t ions de commu-
tation : 

ejp^ ê ='&eCp, pour tout c a r a c t è r e €-adique ? de A. 

En part icu l ier , comme est un nilpotent topologique de Z g [ s ] , donc 

subst i tuable dans toute s é r i e formel le , nous obtenons : 

ftropos I t I on 0. L ' a l g è b r e du groupe de Galo is Z ^ [ g ] s ' ident i f i e , comme Z^-

a lgèbre compacte, à l 'a lgèbre à produit c r o i s é 0 = o [A ] du 

groupe abél ien A sur Z g [ [ # ] ] , a v e c les re la t ions : 
.m _ j 

= 1 , et T"6- T - X(T) -9 , pour tout T de A . 

L e s homothéties à droi te a s s o c i é e s aux idempotents irréduct ib les 
e œ de l 'a lgèbre Z P [ A ] , forment un s y s t è m e complet de pro jec teurs or tho-



gonaux de l 'a lgèbre ® , qui s ' é c r i t a insi : 

0 = © Z ^ O ^ o C A ] ^ , 
CP€ A* 

comme somme d i r e c t e de ©-modules à gauche, indexés par le groupe A 
des c a r a c t è r e s £ -ad iques i rréduct ib les de A. 

A la lumière de ce t te descr ipt ion , où l 'opérateur <8 tient un rô l e 
g 

primordial , on ne s ' é tonnera pas que le s o u s - g r o u p e ambige £1 et le 
g 

quotient des g e n r e s © , qui s ' interprètent respect ivement comme noyau 
g 

et conoyau dans l 'action de -6 sur le 0 -groupe de c l a s s e s S , aient 
f g une importance e s s e n t i e l l e dans l 'étude de & . 



2 - CONVENTIONS ET NOTATIONS 

Conformément à l 'usage, nous notons multîplicativement les groupes 
de c l a s s e s et d'unités, en faisant opérer exponentiellement les groupes de 
Galois , avec la convention : 

( G ^ - G ^ . 

Nous dés ignons par a un générateur du groupe cycl ique S ; par 

6 = (a — 1) le générateur correspondant de l'idéal d'augmentation de l ' a lgè -

bre Z € [ S ] ; et par £ = ^ S X ( T ~ 1 ) ( C T X ^ - l ) la réso lvante a s s o c i é e . 

Nous é c r i v o n s v = E T1 l'élément de Z [ s ] qui correspond à l 'opéra-
T i e s * 

teur norme fl^j/K * P o u r t o u t c a r a c t ^ r e £-adique irréductible <P du 

groupe abél ien A, nous notons e = — S <p(T~ T I ' idempotent de 
V N T € A 

l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e Z^[A] , qui lui es t attaché. 

Pour plus de c larté , nous adoptons dans ce qui suit les conventions 
suivantes : 

- l ' indice o r e p è r e une quantité attachée au corps K , l ' indice 1 
une quantité ambige (i. e. invariante par S ) , et l ' indice * une quantité 
annulée par v ; 

- l ' indice ê en posit ion infér ieure r e p è r e la â - p a r t î e d'une quantité, 
et, en posit ion supér ieure , la part ie en dehors de S d'une quantité ; 

- enfin, l 'extension des s c a l a i r e s à l'anneau Z^ des ent iers £-adîques 

est symbol i sée par le p a s s a g e d'un c a r a c t è r e rond au carac tère gothique 
majuscule correspondant. 

C'est ainsi que nous notons : 



5) le t e n s o r i s é du groupe des idéaux de N , puis S le sous -module 
g 

engendré par les idéaux divisant ê , et S le sous -module engendré par 
l es idéaux é t r a n g e r s à ê , qui s ' ident i f i e canoniquement au quotient S/S>g ; 

le t e n s o r i s é du groupe des idéaux étendus de K , puis le 
a 

sous -module engendré par les idéaux étendus de K divisant ê , et 5) 

le sous -module engendré par les idéaux étendus de K é t r a n g e r s à ê , 

qui s ' ident i f i e canoniquement au quotient ®Q/®g » 

le sous -module de S f ixé par S , puis = f l S , et S® = fl ®1 ; 

? l e t e n s o r i s é du groupe des idéaux principaux de N , puis = S . fi ? S £> 
et = $ ë n ? ® , ; s 

$ le t e n s o r i s é du groupe des idéaux étendus des principaux de K , 

puis - n ? et = fl ? ; K Tg S o o o o ê ' 
S = 5) n ? le t e n s o r i s é du groupe des idéaux principaux étendus de K o 

(la capitulat ion) , puis = n ? et Ca - ® fl ; 

l e sous -module de ? f ixé par S , puis - S^ fl ? et = fl ; 

§ = £>/$ le g - g r o u p e des c l a s s e s d'idéaux de N , puis § = S . / ? , le So îo ë 
g g g 

s o u s - g r o u p e engendré par l es c l a s s e s des idéaux divisant ê , et S « 5) 
le quotient ; 

© = le ^ -groupe des g e n r e s , puis = ^ le ^-groupe des 
g e n r e s en dehors de s ; 

g g 
2 = le ^ -groupe des c l a s s e s ambiges dans N/K , puis £1 = le 

^ -groupe des c l a s s e s ambiges en dehors de g ; 
îè mes le groupe des r a c i n e s i de l'unité contenues dans N , puis |iQ 

le s o u s - g r o u p e engendré par c e l l e s qui sont dans K , et (j,̂  le noyau de v 
dans u : o 

fi le t e n s o r i s é du groupe des unités de N , puis fi le sous -module 

engendré par l es unités de norme 1 sur K , et fi° celui des unités de K ; 

fiê le t e n s o r i s é du groupe des ê - u n i t é s de N (i. e. de s unités en 

dehors de ê ) , puis <2̂  le sous -module engendré par c e l l e s de norme 1 sur g 
K , et fi celui des ê - u n i t é s de K ; ' A 



31 = Zg ( n ) ' e t e n s o r i s é du groupe des normes. 

Enfin, pour mesurer l es é v a l u a t i o n s des quotients que nous c o n -
s i d é r o n s , nous ut i l i sons des c a r a c t è r e s dro i t s pour les groupes de c l a s s e s 
d'idéaux, i tal iques pour ceux d'unités ; et nous r e p é r o n s la <P-partie d'une 
quantité en l 'affectant d'un indice g r e c en posi t ion infér ieure . En par t i cu -
l ier , nous notons : 

h la é v a l u a t i o n du groupe des c l a s s e s d'idéaux de N ( î . e. 

= i CP) , puis h ê c e l l e de , et s c e l l e de $ ; 
S S k la é v a l u a t i o n du groupe des c l a s s e s de K , et k c e l l e de ; 

g g 
a la é v a l u a t i o n du é g r o u p e ambige 21 , et a c e l l e de 21 ; 

a a 

g la é v a l u a t i o n du é g r o u p e des g e n r e s @ , et g c e l l e de @ ; 

c la é v a l u a t i o n du quotient , et c 8 c e l l e de ; 

d ê la é v a l u a t i o n du quotient ; S 9 

r la é v a l u a t i o n du quotient S^/S , et r g c e l l e de ; 

m la é v a l u a t i o n du quotient fi/fiQ fi^, et mê c e l l e de î 

n la é v a l u a t i o n du quotient fi / f i R Ul, et n* c e l l e de fiê/fiê n 91 ; o' o o o 
O <S 

p la é v a l u a t i o n du groupe H ( S , fi) = fi /fi , et p c e l l e de 

^ ( s . e ' J . e ^ e ^ i 
•J ^ A g 

q la é v a l u a t i o n du groupe H (S , fi) = fi / f i , et g1 c e l l e de 

r le rang e s s e n t i e l du groupe fi , et r ce lui du groupe fi ; 
n ê $8 'ô 

u la é v a l u a t i o n du groupe n H fi , et u c e l l e de fl fi 



3 - S U I T E EXACTE D E S C L A S S E S AMBIGES EN DEHORS DE S 

Nous nous proposons d 'évaluer , pour chaque c a r a c t è r e l - a d i q u e 
irréduct ib le cp du groupe T , l 'ordre de la ^ -composante du ^-groupe 

S 21 des c l a s s e s ambiges en dehors de ê , dans l 'extension cyc l ique N / K . 

Nous reprenons , pour ce la , la méthode inaugurée par C. Cheval ley 

( [ l ] p. 402 -408) qui c o n s i s t e à at te indre le groupe 2lê par une s u c c e s s i o n 
de s u i t e s e x a c t e s mettant en o e u v r e groupes de c l a s s e s et d'unités . D i v e r -
s e s g é n é r a l i s a t i o n s en ont déjà é té données , notamment par R. Gil lard 
[ 2 ] et par G. Gras [ 3 ] dans le c a s abél ien, par nous-mêmes [ 6 ] dans 
le c a s métabélien, s o u s l 'hypothèse S = (1) cependant pour c e s deux d e r -
n i e r s a r t i c l e s . 

Notre résul tat le plus général es t le suivant : 

%beoreme 1 (Sui te exac te des c l a s s e s ambiges ) . So ient N une g -ex tens ion cyc l ique 
de degré impair sur un corps de nombres K , métabél ienne sur un s o u s -
corps H , et S un idéal ent ier de H . Pour tout c a r a c t è r e g -adique i r r é d u c -
t ible du groupe de Galo is A = Gai (K/H) , la cp-composante du ^-groupe 

Elê des c l a s s e s ambiges en dehors de g dans l 'extens ion N/K , es t donnée 
par la su i te exacte de Z -modules : 

V 

T ( ^ ) X - ( « X 1 ™ ) E C P X 

Dans c e l l e - c i , l 'application j e s t induite par l 'extens ion des idéaux, 
G G 

et le quotient ^ s ' ident i f i e au groupe de cohomologie (fi^/fi*8^) CpX . 

Sor 0 II 0 i r e 1 (Formule des c l a s s e s ambiges ) . S o u s l es hypothèses du théorème, 
l 'ordre de la cp-composante du ^-groupe des c l a s s e s ambiges en dehors de ê , 
est donné par l ' identité : 



£ e | « / S ê ) e C p | | H 2 ( s , « ê ) e î P X | j CPj = CP| \ 1 q / 1 \ » / ' 

et sa é v a l u a t i o n est a ins i : a ^ = k^ + r^ - + p ^ - q ^ . 

Démonstration du théorème : La première é tape c o n s i s t e à comparer le 
g g g 

^-groupe 21 au s o u s - g r o u p e des c l a s s e s des idéaux ambiges en 
dehors de g . 

Pour ce la , remarquons que si G e s t un idéal appartenant à une 
g 

c l a s s e de 21 , son image par la ré so lvante <& s ' é c r i t , en tant qu'élément 
a 

de ^ , comme produit d'un idéal principal par un idéal de $ . D e la r e l a -

tion G^= a33 , nous déduisons , en prenant la norme, l ' identité (1) = a v 8 v , 

qui nous prouve que t = a v e s t une ê -un i t é . Comme l'élément a est défini 

modulo une ê - u n i t é , il es t c la ir que nous sommes ainsi en mesure de c o n s -

tru ire une application f de 2lê dans le quotient fl v . Maintenant : o 
si e = oV es t une S-unité qui e s t norme, nous pouvons toujours é c r i r e 
(a) = b c comme produit d'un idéal de par un idéal é tranger à S , qui est 

a l o r s n é c e s s a i r e m e n t de norme unité. La sur jec t iv i t é de / r é s u l t e donc du 
théorème 90 de Hilbert pour l e s idéaux qui nous a s s u r e l ' ex i s t ence d'un 

Q 
idéal a dans S vér i f iant a = c . Enfin, s i e es t norme d'une g-unité p , 

a 

et s i a r e p r é s e n t e un antécédent de e , nous avons simultanément a = 

pour un b de et aV = p v , c ' e s t - à - d i r e , toujours en vertu du théorème 

90 de Hi lbert , a - P y^ pour un y de Z^ N* ; et la c l a s s e de a dans 

es t ainsi r e p r é s e n t é e par l ' idéal a y~ ' dont l ' image par £ tombe dans © . s 
Autrement dit, nous obtenons une su i t e exac te courte : 

1 — » ®J/«p*—» n 5 i ) / f i g v — • 1. 

Cela étant, la première part ie du théorème s 'obtient immédiatement 
en formant la su i t e exac te du serpent a s s o c i é e au diagramme commutatif 
exact : 



V — » s — » s r To o o 

1 — » <pf — » ®f — » — » « * / « * v — > « * / « * n ai — » i 1 1 o' o o 

et en tenant compte du déca lage des idempotents par l 'application / , qui 
r é s u l t e de l ' identité e = •& e . cp x cp 

Quant à l ' i somorphisme ç f / ? * a- / f i ê ^ , il s 'obtient de la façon 

suivante : Pour tout idéal a = a b de = ®f fl , la re lat ion (1) = a^ = 0® b* 
i i s 

nous montre que l 'élément oft es t un ê -un i t é . Et réciproquement, le théo -
rème 90 de Hilbert nous a s s u r e que toute ê -un i té e de norme 1 s ' é c r i t 
fi = oft pour un idéal (a) de ? que nous pouvons toujours décomposer comme 

a A quotient o/b d'un idéal é tranger à ê par un idéal de S) ; l ' identité a = e b S 

entraînant immédiatement a = (1). D'où il suit que le groupe s ' e n v o i e 

surject ivement sur le quotient < 2 f / f i ê ^ . Enfin, s i e s ' é c r i t p^ pour une 7Y 
a o 

ê -un i t é p et s i â = oib dé s igne un antécédent de e , l ' identité a = g"17 nous 

permet d ' é c r i r e a = p Y pour un y de Z ^ K , et a = y (p b) est bien étendu 

d'un idéal de K . L' i somorphisme annoncé en ré su l t e , avec , comme plus haut, 
un déca lage des idempotents. 

La formule du c o r o l l a i r e s e déduit a l o r s s a n s pe ine de la su i t e exacte 
• ê • -proposée , le noyau dans le groupe S3q de l 'application j étant préc i sément 

le s o u s - g r o u p e 

-or o i 1 o i re 2. S o u s l es hypothèses du théorème, et lorsque <S est le d iv iseur unité, 
la su i t e exac te des c l a s s e s ambiges prend la forme : 

( ^ O ) ^ ( V O * ^ ( V O ^ ( « ° / « V ) V - N U I ) 6 Ç P X - 1 

En part icu l ier , l 'ordre de la cp-composante du £ -groupe des c l a s s e s 
ambiges es t donné par l ' identité : 

e e 
0 - l a . 

° | ( « 0 / € ° n m ) e c p x l | H 1 ( s , f i ) e c P x | 

et sa g-valuat ion est a insi : a^ = k^ + r^ - n ^ + p ^ - g ^ . 



C'est là e s sent ie l l ement notre résul tat de [ ô ] (§2 , th. 2 ) . 

(Soro llo Ire 3. S o u s les mêmes hypothèses , mais lorsque les p l a c e s divisant <§ 
sont exactement les p l a c e s rami f i ée s dans l 'extension N/K , nous o b t e -
nons, en notant f le conducteur de N/K : 

En part i cu l i er , l 'ordre de la cp-composante du g - g r o u p e d e s c l a s s e s 
ambiges en dehors de f , e s t donné par l ' identité : 

f e „ , . „ e 
, î » . 
Si «Pi 

,f 

«Pi H 2 ( s , f i ' ) * X | 

| (« V«' n ut ) i H 'cpXl ' ( s , t n - < p x i 

avec | H , ( s , « t ) e « * | _ | ( ï f / 1 £ ) e < P | ; 

et sa é v a l u a t i o n est a ins i : a^ = (kjn - c H + ( p^ - TJ ) : a v e c cf. = cp N cp cp/ V-̂ cpX cpx ' <P cpX 

Démonstration : Il suff i t de remarquer que le groupe des idéaux ambiges 

du corps N es t engendré par le s o u s - g r o u p e des idéaux étendus de K , 

et par les produits ff P> lorsque p parcourt l 'ensemble des idéaux p r e -
P|p 

/ S miers de K qui s e ramifient dans N/K ; de s o r t e que le groupe s e 

réduit à dès que g est d iv i s ib l e par le produit des ramif iés , o 
P l u s préc i sément , nous avons (cf. [ 6 ] , § 2 , prop. 6 ; et auss i 

[3] , II, §3) : 

p r o p o s i t i o n 1. So i en t f le conducteur de l 'extens ion N/K , puis , pour chaque 
idéal premier P de H qui s e ramifie , ep la é v a l u a t i o n de son indice de 

ramification dans N/K , et X^ l'induit du c a r a c t è r e de la représentat ion 

unité de son s o u s - g r o u p e de décomposit ion Ap dans K / H . Pour tout d iv i -

s eur g de K , s tab le par A, le quotient s ' é c r i t , comme 
module : 

PJr* 
X, , / « ' z , l > ] ; 



et la 6 -va luat ïon de son o r d r e es t donnée par l ' identi té : 

Et, de façon semblab le : 

*Pr op og i t i on 2 . S o u s l e s mêmes h y p o t h è s e s , pour tout idéal premier P de H , 
notons / p la valuation de son degré d ' iner t i e dans l ' ex tens ion N / K . L e 

quotient s ' é c r i t a l o r s , comme Z , [ A ] - m o d u l e : g g Z 

pi g x p t ) M ; 

et la g -va luat ion de son o r d r e es t donnée par l ' identi té 

d T % L < e p ' x p > e p ^ ' F g 

Démonstrat ions : P o u r chacun d e s idéaux p r e m i e r s P de H , le quotient 
de A par le s o u s - g r o u p e de décompos i t ion A- agit f idèlement s u r l e s p l a c e s r 

de K a u - d e s s u s de p ; et l ' a l g è b r e Z [A/Ap] s ' i d e n t i f i e à l ' image de Z [A] 
par l' idempotent e 

X, 

Portant no tre attention sur la formule des c l a s s e s ambiges , nous 
voyons a ins i qu 'e l l e fait in tervenir d e s t ermes de nature e s s e n t i e l l e m e n t 
d i f f éren te : un terme de c l a s s e s du c o r p s K , supposé connu en prat ique ; 
un terme de ramif icat ion dans l ' ex tens ion N / K , parfaitement exp l i c i t e ; 
un terme normique ensu i te , qui r e l è v e de c a l c u l s locaux, et que nous p r é -
c i s o n s plus loin (cf . prop. 3) ; un pseudo-quot ient de Herbrand enfin, qui 
e s t p lus d i f f i c i l e à maf tr i s er , et s u r lequel nous r e v e n o n s à propos de la 
formule d e s c l a s s e s (cf . prop. 4 ) . C 'es t d ' a i l l e u r s la p r é s e n c e de c e t e r -
me profondément ari thmétique, qui interdît , dans le c a s g é n é r a l , tout e s -
poir d ' é c r i r e af. comme somme de et d ' ind ices locaux ; la s e u l e décom-
^ cp cp 

posi t ion é v i d e n t e de a ^ , comme somme d ' e n t i e r s na ture l s , étant : 

'Propogi t ion 3. S o u s l e s h y p o t h è s e s du théorème, la g -va luat ion a ^ de la cp-

composante du groupe 21 e s t donnée comme somme d ' e n t i e r s par la r e l a -

tion : 



= - c £ ) + ( 4 + ^ - 4 x ) + ( 4 x - » î x ) • 

En part icu l i er , lorsque N/K est une extens ion cyc l ique de degré 
premier impair, totalement ramifiée, le rang de la cp-composante du groupe 

v é r i f i e l ' inégal i té : 

rg ^ > ( c j + r« - g ^ ) + ( p ^ - r £ x ) . 

Démonstration : Dans la décomposit ion annoncée , la quantité (k^ - c ^ 
g . g 

mesure la cp-partie du s o u s - g r o u p e engendre par les c l a s s e s des 

idéaux étendus de K ; et la quantité (k* - c f j + ( c l + r S -art ), la 
» M \ ç p c p / V c p c p ^ c p x / ' 

g . g 
cp-partie du s o u s - g r o u p e engendré par les c l a s s e s des idéaux ambiges 

g g 

dans N/K ; enfin, l 'application norme envoyant & sur en rami-

f icat ion totale, la quantité (c® + r® - + ( p ^ - n ^ ) mesure dans ce 

c a s la cp-partie du quotient v ; d'où la minoration du rang, lorsque m 
vaut 1. L 'hypothèse N/K totalement rami f i ée peut d 'a i l l eurs ê t re s e n s i b l e -
ment af fa ibl ie , pour tenir compte de g (cf. prop. 5 ) . 

Bien entendu, la capitulation en dehors de g demeure, dans la p r a -
tique, un terme d i f f i c i l e à mesurer . S i g n a l o n s cependant un cas part icul ier 

dans lequel la nullité de c® accompagne c e l l e de c : cp cp 

Se 0 U e. Conservons les notations du théorème, et f a i sons l e s deux hypothèses s u i -
vantes : 

(î) les p l a c e s divisant g ne s e décomposent pas dans N/K ; 

(ii) le premier groupe de cohomologie H ^ ( s ,<2) ^ es t nul . 

g e g e 
A l o r s la capitulation 

e 

v s e réduit à ? v ; T o ' et nous avons en outre 

H 1 ( s , < 2 8 ) = 1 , sî toutes l es p l a c e s rami f i ée s dans N/K apparaissent 
dans g . 

Démonstration : D ' a p r è s le théorème, la condition (ii) exprime que, pour le 
c a r a c t è r e cp, l e s idéaux principaux ambiges dans N/K proviennent, par e x -



tension des s c a l a i r e s , des idéaux principaux de K ; c e qui s ' é c r i t 

^ = 1 . En part icu l i er , il n'y a donc pas de capitulation en cp, 

i. e. c = 0 . Maintenant, par la condition (i) les idéaux de S sont des cp s 
idéaux ambiges, c e qui nous donne : S 8 = S) Cl 'PS. = § ; puis : ' o 8 o l ê 

e e e e 
cp= ( s cp= (®Q

 Cp= * ; c e qui est notre p r e -
mière a s s e r t i o n . La s e c o n d e r é s u l t e a l o r s de l 'égal i té = •Pp donnée 
par le c o r o l l a i r e 3 . 



4 - SUITE EXACTE D E S GENRES EN DEHORS DE « 

g 
Por tons maintenant notre attention sur le g -groupe des g e n r e s @ . 

Introduisons le g - c o r p s de c l a s s e s d e H i l b e r t K de K , puis celui N de 
N : P a r l ' i somorphisme de r é c i p r o c i t é , le g -groupe des c l a s s e s Q s ' i d e n -

A £ 

t i f ie au groupe de Galois Gai (N/N) ; son quotient § au groupe de Galois 

Gai ( N S / N ) de la s o u s - e x t e n s i o n maximale de N , où les p l a c e s a u - d e s s u s 

de g s e décomposent complètement ; et le groupe = au groupe 
g . \ A g _ 

de Galois Gai (̂ N / N ) de la s o u s - e x t e n s i o n maximale de N , qui est a b e -
I ienne sur K . 

En part icu l ier , d 'après la su i t e exac te courte canonique de Z [ G ] -
v 

modules : 

1 > > Gai (N* /K) » S • 1 , 

la détermination de g g s e ramène ainsi à c e l l e de l 'ordre du groupe 

Gai ( N * / K ) . 

Zt)coremc 2 (Sui te exacte des g e n r e s ) . So ient N une g -ex tens ïon cycl ique de degré 

impair £ m sur un corps de nombres K , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s H ; 

puis f le conducteur de N/K , et g un idéal ent ier de H . Dés ignons par N 
la ^ -ex tens ion abé l ienne maximale de K , qui es t non ramif iée sur N , et où 
les p l a c e s a u - d e s s u s de g s e décomposent complètement ; puis , pour chaque 

idéal premier p de K , notons D^ son groupe de décomposit ion dans N / K 

et 1 son s o u s - g r o u p e d' inert ie . L e s symboles de H a s s e at tachés aux p laces 
P 

divisant fS donnent l ieu a l o r s à une su i t e exac te canonique de Zg[a ] -modu le s 

« 4 ^ / \ / \ p n ' / ~ d \ r e S « « 
1 > fi

8/fi
8 n 31 » ( © D J © f © I J » Gai ( N 8 / K ) • » 1 . o ' o ^ I ^ P ' ^ K o P ' \ ' / O p | g K P/T« 



£oro Ha I re 1 (Formule des g e n r e s ) . S o u s l e s h y p o t h è s e s du théorème, pour tout 
c a r a c t è r e £ -ad ique i r r é d u c t i b l e cp de A , l ' o r d r e de la cp-composante du 

Z - g r o u p e © d e s g e n r e s en d e h o r s de s , e s t donnée par l ' identi té : 

< <P,X X „ > 
« e - - n 

< c p , x x > 

@ tp| , | c s 8 e gp | p | s P ' P/K* p m < c p , x ) 

i ( « X n R ) ** 

où X d é s i g n e l'induit du c a r a c t è r e de la r e p r é s e n t a t i o n unité du s o u s -
P 

groupe de décompos i t ion de l ' idéal premier p dans l ' ex tens ion K / H . 

Autrement dit, il v ient : g S = k ê + r ê . + d ê . - n ê - m < «p,X > . cp cp — 1 — 1 cp ^ cpx «PX 

Démonstrat ion : L 'appl ica t ion t) e s t obtenue en a s s o c i a n t à toute « -uni té e , 

l e s symbo le s de H a s s e 1 ^ ^ r e l a t i f s aux d i v i s e u r s p r e m i e r s de $ et 

de f : l o r s q u e e e s t une p -un i té , l e s y m b o l e t ̂  A ^ est dans le groupe 

d ' i n e r t i e I , de s o r t e que t) prend bien s e s v a l e u r s dans la somme d i r e c t e 
P 

f i n i e : S D X 0 -
PIS r p 

Compte tenu d e s p r o p r i é t é s normiques du symbole de H a s s e , le noyau 
de I) e s t cons t i tué par l e s s - u n i t é s qui sont normes l o c a l e s dans l ' ex tens ion 

N / K , c ' e s t - à - d i r e , pu i sque N / N e s t non r a m i f i é e et que l e s p l a c e s div isant 
ê s e décomposent complètement , d e s s - u n i t é s qui sont normes l o c a l e s (et 
donc n o r m e s g l o b a l e s ) dans l ' ex t ens ion c y c l i q u e N / K . Il e s t d ' a i l l e u r s p o s s i -
b le de r e t r o u v e r c e r é s u l t a t par le c o r p s de c l a s s e s loca l , en introduisant 

ro £ 

l e s c o m p l é t é s r e s p e c t i f s de K et de N , a ins i que l e u r s g r o u p e s d 'uni tés 
p r i n c i p a l e s , en remarquant que l 'appl icat ion b es t c o m p o s é e de l ' inject ion 
canonique : 

fi ê / « ê n A I — • [ © K * / N ( N ê * ) ] e [ e u / N ( U ) ] , 
p i s P P p / s P N p 

et de s s y m b o l e s locaux de r e s t e normique. 
B i e n entendu, pour que l 'appl icat ion f) so i t un A-morphisme, il e s t 

n é c e s s a i r e de mettre s u r la Z. [ A ] - s t r u c t u r e induite par t) , c ' e s t - à - d i r e 
v 

de p o s e r : 

( % ) P
T - O ^ L O P > P ° U R T O U T T D E A I 



c e qui expl ique, en p a r t i c u l i e r , le d é c a l a g e d e s idempotents dans la f o r -
mule des g e n r e s . 

Cela étant, la project ion canonique pr I (cr j H> TT cr e s t a ins i un 
v P7P p P 

A-morphisme de dans Gai (N^/K) qui a pour noyau le groupe de Galo is 

Gai ( k ^ / k ) du £ - c o r p s de c l a s s e s de Hi lbert en dehors de g de K : en 

ef fe t , puisque l ' image pr e s t e n g e n d r é e par l e s groupes d ' iner t i e 
des p l a c e s r a m i f i é e s et l e s g r o u p e s de décomposi t ion des p l a c e s divisant 

g , son c o r p s d e s invariants es t bien la s o u s - e x t e n s i o n maximale K ê de 

N , qui e s t non rami f i ée s u r K , et où l e s p l a c e s div isant g s e décompo-
sent complètement. 

P o u r é tab l i r l ' exact i tude de la su i te , le problème es t a l o r s de montrer 

que l e s é l éments (a J de S ê qui vér i f i en t la formule du produit ff CT = 1 v P'P p P 

sont préc i s ément ceux qui proviennent par l e s symboles de H a s s e des g - u n i t é s 
de K . Or ce la r é s u l t e ici d'un argument de valuation, puisque le calcul du 

a « 
nombre de g e n r e s g , e f f ec tué p lus haut, nous montre que la somme a l t e r n é e 
des va luat ions des g r o u p e s intervenant dans la su i t e , es t identiquement nul le : 

- ( r ê + d ê ) + (g* + m) - k ê = 0 . 

Nous re t rouvons a ins i le fait bien connu que la formule du produit e s t e s s e n -
t ie l lement la s e u l e re la t ion entre l e s symboles de H a s s e dans une extens ion 
donnée. 

Quant à la formule du c o r o l l a i r e , e l l e r é s u l t e immédiatement de la su i t e 
e x a c t e p r o p o s é e , compte tenu des i somorphi smes (non canoniques) : 

I ® V ® ° e t D ® V ® v . 

P P P p p' p 

Sor o il g i r e 2 . S o u s l e s h y p o t h è s e s du théorème, et l orsque <§ es t le d iv i seur unité, la s u i t e e x a c t e des g e n r e s prend la forme : 

1 > s 7 f i ° n ï f t > © I • Gai (N/K) > > 1. 
P If P 

En p a r t i c u l i e r , l ' o r d r e de la cp-composante du ^ - g r o u p e des g e n r e s 
e s t donné par l ' identi té : 



e e U l ' J p 

cp, = <P| P I I 

( « 7 f i ° n m) ' I 
z -

 m < cp, X ) . 

et sa g-valuat ion est a insi : g = k + r 4 ~ n - < c p , x ) • 
«P «P ç ^ - 1 cp 

C'es t le résul tat que nous donnons dans [ 6 ] ( § 3 , th. 3), 

S o r o l t o i r e 3. S o u s l e s mêmes hypothèses , maïs lorsque les p l a c e s divisant ê sont 
exactement les p l a c e s rami f i ée s dans l 'extens ion N /K , introduisant le c o n -
ducteur f de N / K , nous obtenons la su i t e exac te : 

«J/«J, n y Gai 
P f f 

( « î / K ) î 

En part icu l i er , l ' ordre de la cp-composante du g -groupe des g e n r e s 
es t donnée par l ' identité : 

ïï ! D I p 

i ® f e £ p i i l ! — L p - m < v , x > . 

M o . ) 

et sa g-valuat ion est a insi : gf = k^ + df - rJ - m ( cp, x } . 
«P cp çp X «p 

Démonstrat ion : C'es t c la i r . 

Revenons maintenant à la formule des g e n r e s sous sa forme généra le , 
t e l l e qu'e l le es t donnée dans le c o r o l l a i r e 1. Contrairement à ce qui s e p a s s e 
pour a ^ , il est ici f a c i l e d ' interpréter la ^-valuation g^ comme somme de 

deux en t i er s : 

$rep og i f i en 4. Dés ignons par le noyau de la norme arithmétique de 

& t ̂  ^ (2 — dans > e t P a r Z l ' indice |"N : N fl K J dans N de la s o u s - e x t e n s i o n 

maximale non ramif iée sur K , où les p l a c e s divisant g s e décomposent 
complètement. A l o r s , pour tout c a r a c t è r e £-adique irréduct ib le cp de A , 

la quantité r S _ + d ê - rfî - t ê < cp, x ) es t exactement la g-valuation 
Cpx 1 c p x " 1 v 



du quotient (&*/&* * ) Cp. 

En part icu l i er , nous avons la majoration : 

n, 
<P cpx «PX 

Démonstration : P a r l ' i somorphisme de réc iproc i t é du corps de c l a s s e s , 

le s o u s - g r o u p e s ' ident i f i e , en ef fet , au groupe de Galois 
*3F 

/r /̂g * <5 \ 
Gai ( N / N K J, dont l 'ordre es t connu, conformément au schéma de corps 

H 

N' 

S «•e 

Naturel lement, lorsque le d iv i seur g est a s s e z grand, le groupe est 

nul et le groupe a u s s i , de s o r t e que la majoration de la proposit ion 4 
s e résout a l o r s en une éga l i t é . 

g 
Notons, par a i l l e u r s , que le noyau de la norme algébrique v 

dans © ê s ' ident i f i e à l ' image réc iproque par la norme arithmétique N ^ y ^ 
g £ 

du s o u s - g r o u p e de § qui capitule dans @ . En part icu l ier : 

TSr ep eg i t i on 5. S i N est une extens ion cyc l ique de degré premier impair £ sur K , 

dis jo inte de K ê , et métabél ienne sur le s o u s - c o r p s H , a l o r s , pour tout 
c a r a c t è r e g-adique i rréduct ib le cp de A = Gai (K/H) , le rang de la cp-
composante du € -groupe des g e n r e s en dehors de 8 est donné, comme somme 



d'ent i ers , par l ' identité : 

rg > + ( r s
 + d * - n - < cp , x > ) ; 

^ cpx. CPX * 

où la quantité c^ mesure la çp-partie de la capitulation en dehors de g dans 

l 'extens ion N / K . 

g a 

Démonstrat ion : L e groupe es t , dans c e c a s , le noyau dans @s de l 'opé-

rateur 2 . En tant que IF [A]-module , il s ' é c r i t ainsi comme somme d irec te 

du noyau de la norme arithmétique, et de son image (®*) ' 

qui contient la capitulation E V ^ q » 

Remarquons enfin, que la su i t e exacte des g e n r e s t e l l e que nous 

l ' exposons au théorème 2 vaut, en fait, s o u s des hypothèses plus larges : 

S e o t i e . La su i te des g e n r e s , donnée par le théorème 2 , demeure une su i t e exacte 
de Zg[A]-modules lorsque N est une ^ -ex tens ion abél ienne de K , métabé-

l ienne sur le s o u s - c o r p s H , pourvu que 9t r e p r é s e n t e dans ce cas le t en-
s o r i s é par J_B du groupe des normes l o c a l e s dans l ' extens ion N / K . 



5 - FORMULE DU NOMBRE D E C L A S S E S 

N o t r e point de départ es t la su i t e exac te des c l a s s e s , que nous 
pouvons é c r i r e de la façon suivante : 

gbéoremc 3 (Sui te exac te des c l a s s e s ) . So ient N une £ -ex tens ion cyc l ique de 
degré impair sur un c o r p s de nombres K , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s 
H ; puis g un idéal ent ier de K s tab le par le groupe de Galois A = Gai ( K / H ) . 

Pour tout c a r a c t è r e £-adique irréduct ib le cp de i , la r é so lvante 

$ = „ S X ' 1 ( T ) ( C T X ^ - a s s o c i é e à un générateur de Gai (N/K) donne 
TÇ A 

lieu à une su i t e exacte de Z^-modules : 

cp <3 e -9 ê e 

© cp £ «PX © «PX 1 . 

E g r o l t a i r é 1 (Formule du nombre de c l a s s e s ) . A v e c les notations des théorèmes p r é -
cédents , l e s cp-composant e s du ^-groupe des c l a s s e s en dehors de g sont 
l i é e s par l ' identité : 

S e 
£ «PX I s . «PXI 

g e 
a 

Cp, a 
s e c p x , P ï « ' p 

<cp,X > | H 1 ( s , f i S ) - m < x « p , l > 
TT | D I p r î A 

| H 2 ( s , f i ê ) 

ou 1 dés igne le c a r a c t è r e de la représentat ion unité du groupe A. 

Autrement dit, nous avons l ' identité entre les C-valuations : 

hâ - h
ê = f k ê - k * ) + T <«P,X > e / + ( V - v t ) ~ m<X«P,l A>. cpy Cp V cpy Cp/ j ^ p ' p p V ĉpx P(py J ' A' 

p | s 

Démonstration : La su i t e exacte des c l a s s e s r é s u l t e tout simplement du 
déca lage des idempotents par la r é s o l v a n t e Quant à la formule du nombre 

de c l a s s e s , e l l e s 'obtient à partir des évaluat ions du nombre de c l a s s e s am-



biges et du nombre de g e n r e s données plus haut, compte tenu de l ' i somor-

phisme de groupe I =•= pour chaque d iv i seur premier n de g . 
p P P 

Bien entendu, s i e^ est un idempotent central de l 'a lgèbre Z^[G] , 

la f - c o m p o s a n t e du g - g r o u p e est s tab le par $ , et la formule du nom-
bre de c l a s s e s nous donne immédiatement la va leur du quotient de Herbrand 
correspondant des g - u n i t é s : 

Saro 11 a i re 2. S o u s l e s hypothèse s p r é c é d e n t e s , pour tout idempotent central e 

du groupe A , la ^ - p a r t i e du quotient de Herbrand des 8 - u n i t é s est donnée 
par la re lat ion : 

e 
<$>X_> I H ^ S , * * ) 6 » ! m<$ ,1A> 

= e 
' V | D < 0 8 f 

| h 2 ( S . O » | 

c e qui s ' é c r i t encore , en t ermes de valuat ions : 

§ 
P l « P P P 

Il e s t d ' a i l l e u r s f a c i l e d ' i s o l e r , dans la formule obtenue, la part des 
unités et la part de la décomposit ion \ P a r mult ipl icativite du quotient de 
Herbrand, nous avons en ef fet : 

| H 2 ( s , « ' ) e $ | | H 2 ( s , $ ) e $ | | H 2 ( S , ^ ) ^ | 

c ' e s t - à - d i r e , puisque le groupe «p e s t d ' indice fini dans : 
g ~ g 

m < $ . 1
A > 1 

et nous r e c o n n a i s s o n s g dans le premier quotient, 

dans le s econd . 
/^v A®! 

sïlM 



m<$ ,1 > 
S o r o l t o i r e 3. A v e c les notations précédente s , la quantité g r e p r é s e n t e 

la f - p a r t i e du quotient de Herbrand du groupe des unités g ; c e qui s ' é cr i t : 

•A <2§ - P f - m < » J A > . 

L o r s q u e l'idempotent e n 'es t pas central , c e s deux d e r n i e r s c o r o l -
§ 

l a i re s sont évidemment en défaut, et l e problème s e p o s e d>e p r é c i s e r la quan— 
. , 8 g tite q § 

Il est ut i le pour ce la d' introduire le quotient <?ê/®Q <2̂  " vient 
en effet : 

^ropog i t i on 6. L 'opérateur norme v donne lieu à une su i t e exacte canonique de 
Z c [ A ] - m o d u l e s : 

m 
o' o 

et, pour tout c a r a c t è r e C-adique irréduct ib le cp de A , la quantité g^ 

est donnée par l ' identité : 

g s _ s = m z _ m r s + 8 
*cp ĉp cp ep "cp 

Démonstration : L'exact i tude de la su i t e p r o p o s é e es t immédiate : le noyau v 

est engendré par les c l a s s e s des g - u n i t é s de norme 1 , et les c l a s s e s de 

qui sont dans g® sont r e p r é s e n t é e s modulo par l es g - u n i t é s de K 

dont la p u i s s a n c e ^ r n - i e m e
 v aut 1, c ' e s t - à - d i r e par les r a c i n e s de l'unité 

contenues dans p,*. 
m 

Cela étant, le quotient Ê0/<?q s ' é c r i t comme somme d i r e c t e de son 
m 

s o u s - g r o u p e U^/m^ engendré par les r a c i n e s de l'unité, isomorphe à (i* , 

l 'évaluation annoncée. 

.m 
et du quotient ê^/m^ fi correspondant à la part ie projec t ïve de g® . D'où 

La détermination de l ' indice r^ ne fait aucune diff iculté dès que la cp 
ramification à l'infini es t connue : 



"Prop Pë i t i on 7. Pour chaque p lace à l'infini p du corps H , notons x l'induit 

du c a r a c t è r e de la représentat ion unité de son s o u s - g r o u p e de décompos i -
tion A dans l 'extens ion K/H ; et notons de même x et A pour chaque p p p 

00 

div i seur premier p de § dans H . Pour tout c a r a c t è r e £-adique i r r é d u c -
t ible cp de A , la cp-partie du rang e s sen t i e l du groupe des g - u n i t é s de K 
est donnée par la formule : 

r t + < « P j A > = S <«p .x 0 > + ? <«P>Xo>. cp 
p. oo oo p| * 

Démonstration : Dans la su i t e exac te canonique s c i n d é e de IF^ [ ^ - m o d u l e s : 

1 — » « 7 f i 
O/ og 

m 
8« 

m 
«J/fi 0 

o /_o£ m 

,m O Oc le terme de droi te s ' ident i f i e (non canoniquement) au quotient 

, isomorphe à la somme d i r e c t e © I F . [ " A / A / | ; tandis que celui 
i e p|g «L PJ 

m 

de droi te <g0/fi°^ l-i e s t donné par le théorème de représentat ion de Herbrand. 

Gluant au calcul de l ' indice , c ' e s t un s imple e x e r c i c e de théor ie de cp' 
Kummer : 

m 

îè mes ftropoë i f i en 8. Lorsque le corps K contient l e s r a c i n e s £ de l'unité, notons 
v _ 1 

o) le c a r a c t è r e de l 'action de A sur le groupe (jû  , puis x = ^X 'e re f le t 

de x dans l ' involution du miroir . Nous avons = 0 , pour tout c a r a c t è r e cp 

autre que x * ; et n 'es t non nul que si N contient une s o u s - e x t e n s i o n 

kummerienne non tr iv ia l e K de K , engendrée par une s - u n i t é f]. 
g 

Lorsque c ' e s t le c a s , u = u es t l 'exposant maximal d'une te l l e s o u s -
X * 

extens ion ; et nous d i sons que y, e s t le g -exposant de H a s s e de N / K . 

Démonstration : C'es t c la ir . 

Rassemblant c e s r é s u l t a t s , nous obtenons ainsi : 



> r o 11 a î r g 4. A v e c les notations précédente s , la formule des c l a s s e s prend la 
forme : 

ïï | D | < Î P X ' X P > 

I»' l ( « ^ € « l O * X l 

où u es t le S -exposant de H a s s e de l 'extens ion N/K , et x * ' e re f l e t de x . 
Autrement dît, il vient : 

hê - h ê = (k ê - k §)+mê - m E <Cpx,X > - s <«PX,X > ( m - e f CPX cp v cpx Cp/ cpx 0 * V p ^p P 00 n g 00 oo K 1 

~ U<«PX ,Xp> 

Et l ' indice rrfî dépend étroitement de la ^ - s t r u c t u r e ga lo i s i enne du 
cp 

groupe des â - u n i t é s (cf. par exemple [ 7 ] , où es t abordé le problème de 
la Zg [ G ] - s t r u c t u r e du groupe g ) . 
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