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SUR LES EXTENSIONS A GROUPE DE GALOIS A4

par J, COUGNARD

Le but de ce travail est de mettre en évidence , une
fois de plus , des liens entre sommes de Gauss galoisiennes et résol -
vantes d'anneaux d'entiers , Ces liens sont bien connus dans le cas
des extensions modérément ramifiées [F1 ], c'est pourquoi nous suppo-
sons toujours que les extensions que nous étudions sont sauvagement

ramifides .

§ 1. Le groupe A4 et ses représentations ,

L_e groupe A4 est produit semi-direct d'un sous -
groupe distingué d'ordre 4 isomorphe au groupe de Klein par un sous -
groupe cyclique d'ordre 3 , On peut le décrire par générateurs et re-
lations de la facon suivante :

3 2 2 _ . _ ) -1 _
T =0 vV =1 5 0V=EV0o; TOT =V .

Les représentations absolument irréductibles de A4

sont données par :

a) la représentation triviale , qui correspond au facteur simple @
de @ [A4] ;
b) la représentation de degré un qui envoie T sur j ( l+j+j2 =0) et

sa conjuguée qui correspondent au facteur simple @ [j] de @ [A4 ]
c) la représentation | de degré trois induite par une représenta -

tion de degré un du sous-groupe distingué :

1 0] 0 0 0 1
c —> 0 -1 0 T m— 1 0 0
0 0 -1 0 1 o
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On note | le caractére de cette représentation .,
La comparaison des dimensions montre que I'on a :
Qa[Gl=a xalj) XM3(Q) .
Pour chaque représentation ; de caractére ¢ du

groupe de Galois G d'une extension N/K et chaque entier a de N , A

Frdhlich utilise une résolvante (a, ¢ >N/K = det< 2. gafa) cp(g_])>.
geG

Si, au noyau A de ¢ correspond un sous-corps L de N, différent de
N , on constate que :

<a7 © >N/K = <TPN/L(a)’ ® >L./K °
Si de plus Il'extension N/L est sauvagement ramifiée , l'ensemble des

‘s . . . _

(a, cP)N/K différe de I'ensemble des (b, cP)L_/K , ce qui rend impro
bable une propriété se conservant par ! inflation " dtune représenta-~
tion , Clest pourquoi nous n'envisageons que des représentations fi-
déles irréductibles de A4 . La résolvante étant inchangée si on rem-
place une représentation par une représentation équivalente , on ne
considére que la représentation { définie ci-dessus ,

Sionse donne une extension N/x de groupe de Galois
A, , onnote k (resp, k , k ) le sous-corps de N formé des é1é -

4 o v ov

ments invariants par o (resp. v, ov) et k la sous-extension de N cy-
clique de degré 3 sur » ., On constate aisément que si a €k, on a
Itégalité :

Y glaylg =0
ge€A,

et que l'application qui & x € N associe v g(x) x[/(g_l ) définit un
g €A,

homomorphisme injectif de x [A4]—-modules entre N/k et M3(N) .
On suppose désormais que 3 =@ , Pour tout corps

L , on note OL I'anneau des entiers de L , Il résulte de ce qui pré-

céde que ON/Ok estun module de rang 1 sur llordre A, image de Z[A4]



par {, dans M3 [@] . Le choix fait pour | implique que les éléments de

A sont les matrices de M3(Z) :

P S
c, a, b,
b3 c3 a3

vériifant en outre a, =3, (mod 2) b, = bj (mod 2) ¢ =< (mod 2).
On constate qu'une base de \ est formée par les images des éléments
q-i , o'ri , \)q-i (i=0,1,2); par conséquent [M3(Z) : N ] =64,
L'ordre A est donc localement maximal sauf pour 2 , L.'idéal bilatére
de )\ engendré par les images de 1+¢g, 14y, 1+gy estégal a 2M3[Z B
L'ordre & gauche de cet idéal bilatére estégal a M, [Z] ; cet idéaln'est
donc pas A-projectif ce qui montre que A n'est pas un ordre héré -
ditaire ,

Si on localise en 2, ['idéal bilatére § de j\z engen -
dré par les images de 1+¢g, 1+y, 1+oy est égal a 2M3 [Zz ] qui est
le radical de M:‘}[Z2 ] . Si on applique le résuitat de [R ], section 39
exercice 3, on en déduit que le radical de Az contient celui de M3 [ZZ] .
Or A2/r~ad (M3 [sz ) est isomorphe a F3 [Czj qui est semi -simple
donc le radical A, est égal a 2 M3(Zz) c'est donc I'idéal bilatere § ,

Par application du lemme de Nakayama , on en dé-
duit :

Proposition 1, Un A-module M de rang un est localement libre si et seule-

ment si Z, %, M/r‘ est F,[C,]- libre .

ad(Az)Zz ®ZM

§ 2, Ramification dans N/@ . On a supposé l'extension sauvagement rami-

fiée ., Les seuls idéaux premiers pouvant fournir une telle ramifica-
tion sont 2 et 3 , Si 3 est sauvagement ramifié , on note Pun idéal

premier au-dessus de 3 dans ON , le groupe de décomposition D

T
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contient le groupe d'inertie T _ d'ordre au moins égal 8 3, Comme T

P P

est distingué dans D‘Don doit avoir T_=D le premier groupe dera-

L

mification est d'ordre 3, distingué dans D c'est donc que tous ces

B 7
sous-groupes de A4 sont égaux & un des sous-groupes d'ordre 3 ,
L'idéal (3) est donc ramifié dans k/@ et décomposé dans N/k ,

Si 2 est sauvagement ramifié , on constate tout d'a-
bord qu'il ne peut &tre ramifié dans k/@ , sinon k/@ serait modéré-
ment ramifiée en 2 et Qz contiendrait les racines cubiques de l'unité ,
L'idéa! (2) est donc soit inerte , soit décomposé dans k/@ ,

Lorsque 2 est décomposé dans k/@ , le complété de
N pour un idéal p au-dessus de 2 est une extension abélienne de Qz .
On connait alors les liens entre les résolvantes locales et les sommes
de Gauss galoisiennes ( [F2]) . On peut établir un rapportentre ces
résolvantes locales et les résolvantes globales en utilisant le travail
de J., Queyrut ( [@Q]) . Nous ne le ferons pas ici .

Nous supposons dans ce qui suit que I'idéal (2) est

inerte dans k/@Q . Le groupe de décomposition est donc égal a A4 et le
groupe d'inertie qui en est un sous-groupe distingué est engendré par

c et vy, notons le H ,

Les groupes de ramification supérieure étant distin-
gués dans le groupe de décomposition, il ne peut y avoir qu'un saut de

ramification :

G,=H=6,=...=6,>56, . ={1].

Comme I'indice de ramification est égal a 4 , ona
t s;e_—]= 4(cf, [S]ch. IV §2ex3-C);sit=4, G, doit &tre cycli-
que ( d° ex 3-e ) donc G, = {1}, on sait de plus que si i =0 (p) alors

Gi = Gi+l 3 Un calcul élémentaire montre alors que si

t =3, l'unique saut de ramification dans les extensions quadratiques

, donc C-32 =G



de k. contenues dans N_ est trop grand , L.a seule possibilité est donc

2 2

t=1,
Notons esp. Itidéal premier
presp.p s b s poy,o P) p
de N, ( resp. ko’2 , k\),z , kc\),Z , kz) . Les formules classiques
nous permettent de calculer les discriminants , les différentes , ainsi
que I'image de la trace dans les extensions intermédiaires de NZ/Q2 o

Proposition 2. Si 2 est inerte dans k/@ et ramifié dans N/k , les différen-

tes des extensions intermédiaires sont données par :

2 2 6
@(Nz/ko’2)=p ,is(ko,z/kz)=p0, DN, /k,) =p o

Corollaire , Sous les m&mes hypothéses , on a :

2<°N2> T g T Nz/kZCON,z> -P

Tr
Nz/kc

’

§ 3, Etude en 2 du localisé de ON/Ok lorsque 2 est inerte dans k/Q .

Théoréme 1, Le A-module ON/ok est localement libre de rang un,

Démonstration ., Puisque ) est localement un ordre maximal pour les

places différentes de 2 , il suffit d'é€tudier ON .

2
rad( A, )O,, + O
2 N2 kz

Etant donnée la description du radical de AZ ce module est égal a

ce qui dlapreés le

N
2/
o, +(1+g)o,, +(1+v)0O,, +(1+ov) O
kz NZ N2 N2

corollaire de la proposition précédente est encore égal & :

ONZ/ .
O, + + +
k2 pcr pv pc v

Les extensions ko/k , k\)/k , kc\)/k étant ramifiées en 2 , ce quotient

est égal a ON .
2/
OI< + Ok + Ok

0,2 Vs 2 ov, 2
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Lemme 1, L'extension kCJk est.engendrée par un élément ,/ o ol g est une
unité de Ok .
Démonstration . Si ./ a engendre ko/k alors /™ o) (resp. rr2 a)

engendre kv/k ( resp. ko\l/k ) mais ¢ v(a) q-z(a) est un carré dans

k2 donc appartient a 0.;2. On en déduit que la valuation de ¢ est paire,

En divisant éventuellement ¢ par un carré on se raméne au cas ol q

est une unité

+Ok +Ok

Lemme 2, L'ordre de ON est égal a 8 .
‘%k
o, 2 Vv, 2 oV, 2

Démonstration , On connait la différente de N/k , donc le discrimi-

nant de cette extension , Le discriminant du Ok -réseau engendré par

1 et ,/o a pour discriminant 4 Ok c'est donc que 1, ,/q est une Ok—

base de O, et par conséquent , 1, Ja , J/1la), A/'r's' a est une base

o]
du O, -module O + O + O « Le discriminant de ce O, -
k k k Kk

o, 2 v, 2 ov, 2

réseau est égal a 28 . On en déduit que llinvariant relatif des Ok- ré -

rd -~ '

seaux ON, 2 et Ol< + Ok + Ok est égal a 2 Ok . Lt'ordre du

o, 2 vy 2 oV, 2

quotient est donc bien égal a 8 ,

Il suffit donc pour achever la démonstration du théo~

réme 1 de prouver la:

Proposition 3, Le F, [C, ]-module O est i~
Froposition LekF, [Cy)-module Nz/ est U
(@) + O + O
k k Kk
o, 2 v, 2 av, 2

bre de rang un ,

Démonstration , L'algébre F2 [C3 ] est somme directe de deux fac -~

2 2
: 1+ rt+ T 1+7+ T
teurs simples 3 FZ[C3] et <I -— >F2[C3] .

Le module est donc somme directe de modules d'ordre 2 ou 4, il est
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a)

donc isomorphe soit & F, [03] , soit a F,®oF, ®F, . Il suffit donc
de prouver qu'il existe dans le quotient un élément qui n'est pas inva-

riant par T .,

2

I'unité et le sous-groupe engendré par T opére sur elles en ayant deux

Puisque kz/tll2 est non ramifiée , k, contient les racines 7-iémes de

orbites , Soient K2 le sous-corps de N2 invariant par 7, mmune uni-
formisante de Kz , € une racine primitive septiéme de l'lunité et consi-

dérons x = e, L'élément x nlappartient pas a Ok + Ok + O|< puis-
o \Y) oV

que sa valuation est impaire, Deplus T(¢) - € est congru & une racine
primitive septiéme de l'unité modulo 2 donc t(x) - x a également une

valuation impaire , La classe de x n'est donc pas invariante par T

dans le quotient ,

Résolvantes et sommes de Gauss galoisiennes ,

Puisque ON/Ok est A- localement libre, on peut pour
chaque place p trouver un élément ap de ON dont la classe est une Ap-—
base de z,8, (ON/Ok ) . On peut construire la résolvante (ap , qJ)N/Q.
1! résulte des propriétés classiques des résolvantes et des sommes de
Gauss que pour tout x de O {x, ) 'r(lj;)—] est un éiément de @ *

N ' V/N/@
dont le quotient par (ap , ‘wN/Q 'r(lb)_] dans Q: appartient a Zp . Pour
les places p différentes de 2 et de 3 I'extension N/@Q est modérément
. pe - —] - 2
ramifiée ; on sait alors ( [F]) que (ap, MN/Q T(§)” est une unité ,
_1 .ge rd
Etude de (a,, WN/Q 7(§)” . Onréutilise l]a méthode de calculde [C].
Soit p ( resp. o' ) la représentation réguliére de A4 ( resp. A4/H) .
-1 1 1y—1
On a <aZ’ 1]’) T(w) = <a2’ p>N2/Q2 T(p) <a2’p >T(p) .

On sait par ailleurs que (az , p)z est le discriminant

du réseau engendré par a, etses conjugués dans N2 tandis que (az , p'}z

est le discriminant du réseau engendré dans k2 par TNz/kz (az) et

ses conjugués , D'ou l'on déduit :



b)

2
= e, xSiLsm, (o, oazs )
(agr P90 )" = Dy /e, P, /@, XN, C2Z2 18] x

X [0
k2

conduit au diagramme :

-2
T N, /kz(az) Z, [A,/H ]]

mais le choix de a2

0 ____,T,Q,\,z/kz(a‘,,:)z2 [A4/H]__9a2 z, [A4]___,0N2/ 50
(®)
k

| | |

0 R O, S oNz 5 oNz / , 0
O

2

oli les homomorphismes verticaux du centre et de gauche sont injectifs,
£ s 2 -1
On en déduit que (a,, p-p' ) =D x D = ¥ (¢)
2 NZ/QZ kz/Qz NZ/QZ

clest-a-dire le conducteur d'Artin du caractére § . Comme | est a va-

2 .
leurs réelles F (¢) = 7(¢)° . On en déduit que :
No/Q,
{ay, ¥) ( 11;)_1 est une unité en 2 ,

Etude de (a T(¢)—1. { Démonstration adaptée de celle du

3> ¢ >N3/Q3
Th,25de [F1]) . On note & l'unique idéal au-dessus de 3 dans k ,

h - =3 H - » _
Soit ON Z3 ®Z ON Ok ®o ON . L'extension N/k étant non ra

3 & k
mifiée en 3, ON est un O [H]-module libre de rang un ; soit b une
3 $
O, [H]-base de Oy et c, (1 <i=<3) une Z-base de O, alors O

£ 3 3
est Z3 [H]-tlibre de rang 3 avec pour base les bci (1<i<3).

On pose g=1+og+vy+ov. Alors :
(0] est libre de rang 3 sur 7, [H] avec
N 3 /
3/6 (8)
k
&
pour base les images des éléments bec. . On peut mettre en évidence

une autre base : en effet Z3[H ]/ est Z3—|ibre de rang 3 avec pour
(8)
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base 1, 7, TZ ; par conséquent si ay est un élément de ON dont
3

I'image dans ON / est une A3-base , les éléments T' (a3) forment
3
Ok

LY
aussi une Z4 [H]/( )- base de ON3/ .
0
Ok

£

Soit maintenant X le caractére de degré un de H dont
la représentation induite est § . Pour chaque Z4 [H]/ -base (ei)
(8)
(1 <i <3) de ON construisons la matrice 3 x3 ol les lignes
%k
&

( resp. les colonnes ) sont indicées par | ( resp, i) et le coefficient

(3,i)vaut T hie) x(h™") .
h eH

Si on choisit ei = bci on obtient :
frjh(bci) x(h™1) = mIn(b) x (") rlie;) .

3 . .
Le déterminant est égal a |: Il Y tih(b) x(h_] ))] det (Tl e.).
=1 ~heH /

Si on regarde la formule dl'induction pour les sommes
de Gauss ( [M ] th, 8-1) on constate que cette expression est égale a
7({) multiplié par un élément qui est une unité en 3 ,
Si on choisit e, = 'ri (a3) , la matrice a pour coefficients :

LorihT ag) x(h = T on(ag) x (ATl T,
heH h eH

Le déterminant est alors égal & (a3 , U >N3/Q3 .

LY

Comme le passage d'une base a une autre se fait par une matrice 3 x3

inversible a coefficients dans 23 [H]/ , on en conclut que :
(8)

(ag, ¥) fr(x;r)—] est une unité ,

Nous pouvons conclure :



Théoréme 2 ,

Galois A4 s
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Si N/@ est une extension galoisienne de @ & groupe de

sauvagement ramifiée et telle que 2 soit inerte dans la

sous-extension de N cyclique sur Q ,

alors |'idéal engendré par les

§léments  (x, >N/Q ()71 est égal & 7 .

Remarque ,

Lorsque N/Q est sauvagement ramifiée en 2 et que 2 est

décomposé dans k/@ , on peut constater , en appliquant la méthode de

A.M, Bergé [B] que ON n'est pas localement libre en 2 sur son ordre

associé , a l'inverse de ce qui se produit pour tous les groupes d'or -

dre inférieur a 12 ,

B] A,-M. BERGE

rcl J. COUGNARD
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