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Le but de ce travail e s t de mettre en év idence , une 

fo i s de plus , des l iens entre sommes de Gauss ga lo i s i ennes et r é s o l -

vantes d'anneaux d 'ent iers . C e s l iens sont bien connus dans le c a s 

des ex tens ions modérément rami f i ées [F1 ], c ' e s t pourquoi nous suppo-

sons toujours que les ex tens ions que nous étudions sont sauvagement 

ramif i ées . 

Le groupe A^ et s e s représenta t ions . 

Le groupe A^ es t produit s e m i - d i r e c t d'un sous -

groupe dist ingué d 'ordre 4 isomorphe au groupe de Klein par un sous -

groupe cyc l ique d 'ordre 3 . On peut le d é c r i r e par générateurs et r e -

lations de la façon suivante : 
3 2 2 -1 

T - O ~ V = 1 ; OV = VC ; T(JT = V . 

Les représenta t ions absolument irréduct ib les de A^ 

sont données par : 

a) la représentat ion tr iv ia le , qui correspond au facteur s imple <Q 

de < B [ A 4 ] ; 2 
b) la représenta t ion de degré un qui envoie T sur j ( 1+j+j = 0 ) et 

sa conjuguée qui correspondent au facteur s imple <Q [j ] de (D [A^ ] 

c) la représenta t ion i|r de degré tro is induite par une r e p r é s e n t a -
tion de degré un du s o u s - g r o u p e dist ingué : 



On note i[r le c a r a c t è r e de ce t te représentat ion . 

La comparaison des dimensions montre que l'on a : 

© [ G ] - E X Û ( J ) x M 3 ( < Q ) . 

Pour chaque représentat ion q) de c a r a c t è r e cp du 

groupe de Galois G d'une extens ion N/K et chaque ent ier a de N , A . 

Frohl i ch u t i l i s e une r é s o l v a n t e ( a , cp = C'et C ^ g (a) 

S i , au noyau A de cp correspond un s o u s - c o r p s L de N , différent de 

N , on constate que : 

<a> <P >N/K = < T r N / L ( a ) ' * >L/K ' 
S i de plus l 'extension N / L e s t sauvagement ramif iée , l 'ensemble des 

( a , cp d ' f ' | :®r e 0 , 6 l 'ensemble des ( b , cp > c e clu' rend impro-

bable une propr ié té s e conservant par " inflation " d'une r e p r é s e n t a -

tion . C'es t pourquoi nous n ' env i sageons que des représenta t ions f i -

dè l e s i rréduct ib les de A^ . La r é s o l v a n t e étant inchangée si on r e m -

place une représentat ion par une représenta t ion équivalente , on ne 
/v 

c o n s i d è r e que ia représenta t ion f déf in ie c i - d e s s u s . 

S i on s e donne une extens ion N/K de groupe de Galois 

A, , on note k ( r e s p . k , k ) le s o u s - c o r p s de N formé des é l é -4 a v CTV 

ments invariants par c ( r e s p . v , a V ) et k la s o u s - e x t e n s i o n de N c y -

cl ique de degré 3 sur k . On constate a isément que s i a Ç k , on a 

l 'égal i té : 
Z g (a) f ( g - 1 ) = 0 

g € A 4 

~ — i et que l 'application qui à x f N a s s o c i e Z g (x) <jr ( g ) définît un 

g e A 4 

homomorphisme injectîf de H [ A ^ ] - m o d u l e s entre N / k et M^ ( N ) . 

On suppose désormais que k = © . Pour tout corps 

L , on note O ^ l'anneau des e n t i e r s de L . Il r é s u l t e de ce qui p r é -

cède que 0 N / 0 k e s t un module de rang 1 sur l 'ordre A , image de Z [A^] 



par i|r, dans M 3 [ & ] . Le choix fait pour ty implique que les é léments de 

A sont les matr ices de Z ) ' 

2 a2 b 2 
b 3 C 3 a 3 

vér î i fant en outre a. = aj (mod 2 ) b. = b. (mod 2 ) Cj = ĉ . (mod 2). 

On constate qu'une b a s e de A es t formée par les images des é léments 

T1 , CT T' , v T1 ( i = 0, 1, 2 ) ; par conséquent [M3( Z ) : A ] = 64 . 

L 'ordre J[ e s t donc localement maximal sauf pour 2 . L' idéal b i la tère 

de A engendré par les images de ] + a , 1 + v , 1 + a V es t égal à 2 M j [Z ] . 

L 'ordre à gauche de cet idéal b i la tère e s t égal à M j [ Z ] ; cet idéal n'est 

donc pas A-project i f c e qui montre que A n 'es t pas un ordre h é r é -

di ta ire . 

S i on l o c a l i s e en 2 , l ' idéal b i la tère 3 de A2 e n g e n -

dré par les images de 1 + a , 1 + v , 1 + a v es t égal à 2 M 3 [ Z 2 3 qui e s t 

le radical de M 3 [ Z 2 1 • S i on applique le résul tat de [R ] , s ec t ion 39 

e x e r c i c e 3, on en déduit que le radical de A2 contient celui de M ^ C ^ ] . 

° r ^2 / rad(M [Z ] ) 6 S t î s o m o r P h e ^ ^ 3 ^ 2 ^ q u ' e s t s e m i ~ s ' m P ' e > 3 2 

donc le radical A2 e s t égal à 2 M 3 ( Z 2 ) c ' e s t donc l'idéal b i la tère 3 . 

P a r application du lemme de Nakayama , on en d é -

duit : 

Propos i t ion 1 . Un A-module M de rang un e s t localement l ibre s i et s e u l e -
ment s i Z 0 M / e s t F 9 [ C , ] - l ibre . 

2 Z / rad ( A2) Z 2 M Z 3 

§ 2. Ramification dans N / Q . On a supposé l 'extension sauvagement rami-

f i é e . L e s s e u l s idéaux premiers pouvant fournir une tel le rami f i ca -

tion sont 2 et 3 . S i 3 e s t sauvagement ramif ié , on note un idéal 

premier a u - d e s s u s de 3 dans O ^ , le groupe de décomposit ion D 
t 



contient le groupe d ' inert ie T ^ d 'ordre au moins égal à 3 . Comme T ^ 

es t dist ingué dans D on doit avoir T = D , le premier groupe de r a -
T T T 

mification es t d 'ordre 3 , dist ingué dans D , c ' e s t donc que tous c e s 
T 

s o u s - g r o u p e s de A^ sont égaux à un des s o u s - g r o u p e s d'ordre 3 . 

L'idéal (3) es t donc ramif ié dans k/<Q et décomposé dans N/k . 

S i 2 e s t sauvagement ramif ié , on constate tout d 'a -

bord qu'il ne peut ê t re ramif ié dans k/<û , s inon k/<B s e r a i t modéré -

ment ramif iée en 2 et <Q contiendrait les r a c i n e s cubiques de l'unité . 

L'idéal (2) es t donc so i t inerte , so i t décomposé dans k / © . 

Lorsque 2 e s t décomposé dans k / © , le complété de 

N pour un idéal p a u - d e s s u s de 2 es t une extens ion abél ienne de C^ • 

On connaît a l o r s les l iens entre les r é s o l v a n t e s loca les et les sommes 

de Gauss g a l o î s i e n n e s ( [ F 2 ] ) . On peut établ ir un rapport entre c e s 

r é s o l v a n t e s loca les et les r é s o l v a n t e s g lobales en uti l isant le travail 

de J . Queyrut ( [ Q ] ) . Nous ne le f erons pas ici . 

Nous supposons dans c e qui suit que l'idéal (2) es t 

inerte dans k / Q . Le groupe de décomposit ion es t donc égal à A^ et le 

groupe d' inert ie qui en e s t un s o u s - g r o u p e dist ingué es t engendré par 

g et v » notons le H . 

Les groupes de ramif icat ion s u p é r i e u r e étant d i s t in -

gués dans le groupe de décompos i t ion , il ne peut y avoir qu'un saut de 

ramification : 

G o = H = G 1 = G t ^ G t + 1 = 0 } • 

Comme l ' indice de ramif icat ion e s t égal à 4 , on a 

t — = 4 ( c f . [ S ] ch . IV § 2 ex 3 - C ) ; s i t = 4 , G 4 doit ê t re c y c l i -

que ( d° ex 3 - e ) donc G^ = {1 } , on sa i t de plus que s i i = 0 (p) a l o r s 

G. = G. . , donc G„ = G_ . Un calcul é lémenta ire montre a l o r s que si i i + I ' 2 3 
t = 3 , l'unique saut de ramif icat ion dans les ex tens ions quadratiques 



de k contenues dans N es t trop grand . La s e u l e poss ib i l i t é e s t donc 

t = 1 . 

Notons h ( r e s p . b , b , b , P) l ' idéal premier 

de N„ ( r e s p . k „ , k 0 , k _ , k „ ) . L e s formules c l a s s i q u e s 2 a, * v, o v, ^ ^ 

nous permettent de ca l cu l er les discr iminants , les d i f f érentes , ainsi 

que l'image de la t race dans les ex tens ions intermédia ires de N 2 / Q 2 * 

Propos i t ion 2 . S^ 2 e s t inerte dans k /(Et et ramif ié dans N / k , les d i f f é r e n -

tes des ex tens ions intermédia ires sont données par : 

® ( l V k a , 2 ) = S ( k a , 2 / k 2 ) = V S < N
2 / k 2 ) = f 6 ' 

Coro l la i re . S o u s les mêmes hypothèses , on a : 

§ 3 . Etude en 2 du loca l i s é de O ^ / O ^ lorsque 2 es t inerte dans k / Q . 

Théorème 1 . Le A-module C>N/Ok e s t localement l ibre de rang u n . 

Démonstration . Pu i sque A e s t localement un o r d r e maximal pour les 

p laces d i f f érentes de 2 , il suf f i t d'étudier O m 
2 r a d C A ^ O ^ + O ^ 

Etant donnée la descr ipt ion du radical de A2
 c e module e s t égal à : 

Oj^j / c e qui d 'après le 
2 / o . + ( 1 + C T ) 0 + ( 1 + V ) 0 + ( 1 + C T V ) 0 

2 ' 2 2 2 

c o r o l l a i r e de la proposit ion précédente e s t e n c o r e égal à : 

° v z/o. + t 
CT R V CT V 

2/ O, + h + b + b ' k 2 CT v vc 

L e s ex tens ions k J v . , k J k , k ^ / k étant ramif i ées en 2 , c e quotient 

e s t égal à O ^ / 

7 ° k + ° k + ° k 2 CT, 2 v, 2 CTV, 2 



Lemme 1 . L 'extens ion k J v . e s t ^engendrée par un élément où a es t une 

unité de Ok . 

Démonstration . S i engendre k J k a l o r s A/TTCT) ( r e s p . J 2
 a ) 

2 
engendre k ̂ /k ( r e s p . W ) mais et T ( oc) T ( a ) e s t un c a r r é dans 

„ 2 

k 2 donc appartient à © 2 • ° n e n déduit que la valuation de a e s t p a i r e . 

En divisant éventuel lement a par un c a r r é on s e ramène au cas où a 

e s t une unité . 
Lemme 2 . L 'ordre de O ^ / e s t égal à 8 . 

2 o + O + O 
' a, 2 k

v , 2 av, 2 

Démonstration . On connaît la d i f férente de N / k , donc le d i s c r i m i -

nant de ce t t e extens ion . Le discriminant du O ^ - r é s e a u engendré par 

1 et / e x a pour discriminant 4 O^ c ' e s t donc que 1 , e s t une O k ~ 

b a s e de O k et par conséquent , 1 , / c T , J t ( a ) , J e s t une base 
o 

du O. - module O. + O + O. . Le discriminant de ce O. -
k K _ K 0 K _ K CT, 2 V , 2 CTV, 2 

8 -
r é s e a u e s t égal à 2 . On en déduit que l ' invariant relat i f des Ok~ r é -
s e a u x Ok . et O. + O, + O es t égal à 2 O . L 'ordre du 

N. 2 K _ K _ K _ k 
' a, 2 V , 2 CTV, 2 

quotient e s t donc bien égal à 8 . 

Il suf f î t donc pour achever la démonstration du théo-

rème 1 de prouver la : 

Propos i t ion 3 . Le F 2 f C j 1 -module O n / e s t Ii-

7 ° k 9
 + ° k 9

 + ° k , CT, 2 v, 2 CTV, 2 

bre de rang un . 

Démonstration . L 'a lgèbre IF_ [ C , ] e s t somme d irec te de deux f a c -
— — — — — — 2 & o 2 

teurs s imples 1 + T F 2 [ C 3 ] et Q 1 - 1 + T ^ F 2 [ C 3 ] . 

Le module e s t donc somme d i r e c t e de modules d 'ordre 2 ou 4 , il e s t 



donc isomorphe so i t à F 2 [ C 3 ] , s o î t à F 2 © F 2 © F 2 . Il suf f î t donc 

de prouver qu'il e x i s t e dans le quotient un élément qui n 'es t pas inva-

riant par T . 

Pu i sque k2/<Q2 e s t non ramif iée , k 2 contient les rac ines 7 - i è m e s de 

l'unité et le s o u s - g r o u p e engendré par T o p è r e sur e l l e s en ayant deux 

orb i te s . So ient K 2 le s o u s - c o r p s de N 2 invariant par T , TT une uni -

formisante de K„ , e une rac ine primitive sept ième de l'unité et c o n s i -

dérons x = e TT . L'élément x n'appartient pas à O^ + O^ + O^ p u i s -
er v av 

que sa valuation es t i m p a i r e . D é p l u s r (e ) - e e s t congru à une rac ine 

primitive sept ième de l'unité modulo 2 donc T(X) - x a également une 

valuation impaire . La c l a s s e de x n 'es t donc pas invariante par T 

dans le quotient . 

§ ^ . Réso lvante s et sommes de Gauss ga lo i s i ennes . 

Pu i sque OjsgA^ e s t A- localement l ibre, on peut pour 

chaque place p trouver un élément a p de O n dont la c l a s s e es t une Ap-

base de Zp (O^/O^ ) . On peut cons tru i re la r é s o l v a n t e ( a
p > ^ N / Q * 

Il r é s u l t e des propr ié té s c l a s s i q u e s des r é s o l v a n t e s et des sommes de 

Gauss que pour tout x de O ^ ( x , O J S J / Q T(I |F) - 1 e s t un élément de O * 

dont le quotient par < a
p > O n / q dans <Q* appartient à Zp . Pour 

les p laces p d i f f érentes de 2 et de 3 l 'extens ion N/<Q es t modérément 

ramif iée ; on sa i t a l o r s ( [ F ] ) que ( a
p > t^M/cD. e s t u n e u n î t é • 

a) Etude de ( a ^ , t>|sj/<Q T ( f ) - 1 . On réuti l i se la méthode de calcul de [ C ] , 

S o i t p ( r e s p . p' ) la représenta t ion r é g u l i è r e de A^ ( r e s p . A^/H ) . 

On a < a 2 , IJ,) T ( f ) " 1 = < a
2 > P Vl /Cl t ( ^ a 2 ' P* > T ( p' ) _ 1 . 

2 2 2 On sa i t par a i l l e u r s que ( a 2 , p) e s t le discriminant 

du r é s e a u engendré par a 2 et s e s conjugués dans N 2 tandis que <a 2 , p') 

e s t le discriminant du r é s e a u engendré dans k 2 par T N ^ (a^) et 
2 2 

s e s conjugués . D'où l'on déduit : 



< a 2 , p - p' > 2 = D ^ / ^ X D - 1 / ( Û 2 X [ O N 2 : 0 2 Z 2 [ A ^ 

> k 0
: T N 0 A 0

{ a 2 ) Z 2 ^ V H ^ ] 
- 2 

2 2 
mais le choix de a 0 conduit au diagramme : 

0 _ , T r N / k ( a 2 ) Z 2 [ A 4 / H ] a , Z 2 [ A 4 O / > 0 
2 2 2/ 

O, N, 

* V . ~ 

où les homomorphismes ver t i caux du centre et de gauche sont in jec t i f s . 

On en déduit que < a 2 , p - p' >2 = X D k 2 / Q 2 = ^ / u j • } 

b) 

c ' e s t - à - d i r e le conducteur d'Artin du c a r a c t è r e ij; . Comme ^ es t à v a -
2 

leurs r é e l l e s f M / ( ty ) = t ( f ) . On en déduit que : 

<a , I|R ) T( I|R ) 1 e s t une unité en 2 . 

Etude de < a 3 > ijr >N x (ijr ) 1 . ( Démonstration adapté 
3 3 

Th. 25 de [F1 ] ) . On note £ l'unique idéal a u - d e s s u s de 3 dans k . 

So i t O n = Z 3 O n =» Ok ® 0 O n . L 'extens ion N/k étant non r a -
3 £ k 

mïf iée en 3 , Ok i e s t un O. [ H ] - m o d u l e l ibre de rang un ; so i t b une 
3 k £ 

O [ H ] - b a s e de O . et c . ( 1 £ i £ 3 ) une Z - b a s e de O a l o r s O m 
£ 3 1 K 3 

e s t Z-i [ H ] - l ibre de rang 3 a v e c pour b a s e les b c . ( 1 £ î £ 3 ) . 3 I 

On pose 0 = 1 + a + v + a v . A lors : 

O, 

ée de c e l l e du 

N 
A 

es t l ibre de rang 3 sur Z , [ H ] / a v e c 
3 M e ) 

pour b a s e les images des é léments b c . . On peut mettre en év idence 

une autre b a s e : en e f fe t Z , [ H ] , e s t Z?-Hbre de rang 3 avec pour 
3 7 ( e ) 3 



base 1 , T , T ; par conséquent si a^ es t un élément de O^ dont 
3 

l'image dans O^ / est une A.*-base , les éléments r ( a , ) forment 

auss i une Z^ [ H ] y - b a s e de O 
£ 

! - Dase ae . / . 
( e . N 3 / o k 

£ 
Soi t maintenant x le c a r a c t è r e de degré un de H dont 

la représentat ion induite es t A . Pour chaque Z, [ H ] / - b a s e ( e. ) 
3 M B ) ' 

( 1 ^ i ^ 3 ) de O ^ / construisons la matrice 3 x 3 où les l ignes 
3 à 
A , £ 

( r e s p . les colonnes ) sont indicées par j ( r e s p . i ) et le coeff ic ient 

( j , ï ) vaut Z T j h ( e ) X ( h - 1 ) . 
h Ç H 

Si on chois i t e. = b c . on obtient : i i 
T

j h ( b c . ) X ( h _ 1 ) = TJ 'h(b) x ( h " 1 ). Tj(c.) . 
3 -i 

Le déterminant est égal à f" II C E TJ h ( b ) x(h~ 1 f ) det ( TJ e . ) . 
j=1 h Ç H y j J 

Si on regarde la formule d'induction pour les sommes 

de Gauss ( [M ] th. 8 -1 ) on constate que cette express ion es t égale à 

T( F ) multiplié par un élément qui est une unité en 3 . 

Sî on chois î t e. = T' ( a _ ) , la matrice a pour coe f f i c i ents : 1 «J 
Z TJ h T - Î ( a , ) x ( h ~ 1 ) = Z h ( a . ) X ( T - Î h"1 TJ ) . 

h Ç H J h € H 

Le déterminant est a lors égal à ( a g > i|/ ^ . 
3 3 

Comme le passage d'une base à une autre s e fait par une matrice 3 x3 

invers ib le à coef f i c i ents dans Z , [ H ] / , on en conclut que : 
3 '( 6) 

( a ^ , \|r ) T ( t ) _ 1 e s t u n e unité . 

Nous pouvons conclure : 



Théorème 2 . Si_ N/<û es t une extens ion ga lo î s î enne de (Q à groupe de 

Galois A^ , sauvagement ramif iée et t e l l e que 2 so i t inerte dans la 

s o u s - e x t e n s i o n de N cyc l ique sur <B , a l o r s l'idéal engendré par les 

é léments { x , i|r t ( i|r 1 e s t égal à Z . 

Remarque . Lorsque N / © e s t sauvagement ramif iée en 2 et que 2 es t 

décomposé dans k/<Cl , on peut constater , en appliquant la méthode de 

A.M. B e r g é [B ] que O ^ n'es t pas localement l ibre en 2 sur son ordre 

a s s o c i é , à l ' inverse de c e qui s e produit pour tous les groupes d ' o r -

dre infér ieur à 12 . 

[B ] A. -M. BERGE 

[C ] J . COUGNARD 

[ F l ] A. FROHLICH 

[ F 2 ] A . FROHLICH 

[M] J . MARTINET 

[ Q ] J . QUEYRUT 

[ R ] J . REINER 

[ S ] J . P . S E R R E 

P r o j e c t i v i t é des anneaux d 'ent iers sur leurs o r d r e s 
a s s o c i é s . A s t e r i s q u e n° 61 (1979) p. 15-28 . 

P r o p r i é t é s l oca le s et g loba les de c e r t a i n e s exten -
s i o n s métacyc l iques . 
Ann. S c ï . Inst . F o u r i e r Grenoble T . 3 2 f a s c . 2 , 
( 1 9 8 2 ) p . 1 - 1 2 . 

Galois module s t ruc ture of a lgebra ic integers . 
S p r i n g e r - V e r l a g 1983 . 

Some problems of Galois module s t ruc ture for wild 
ex tens ions . 
P r o c . London Math. S o c . 27 ( 1 978 ) , 193-212 . 

Character theory and Artin L - f u n c t i o n s dans 
Algebra ic Number F i e l d s édité par A. Frohl i ch 
Academic P r e s s 1977 . 

S t r u c t u r e ga lo i s i enne des anneaux d 'ent iers d'ex -
tens ions sauvagement rami f i ée s I . 
Ann. S c i . Inst . F o u r i e r Grenoble T . 31 f a s c . 9 , 
(1981 ) p. 1 -35 . 

Maximal O r d e r s . Academic P r e s s 1975 . 

Corps locaux . Hermann 1968 . 

Jean COUGNARD 
Facu l té des S c i e n c e s . Mathématiques 

ERA CNRS 070 654 
2 5 0 3 0 B E S A N Ç O N C E D E X 


