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Pour un entier premier p, on note l;p une racine primitive p~-iéme de 'unité,

alc,
@(gp) tel que [@(gp) :k]=3. En confrontant un travail précédent [ C] avec

> le p-iéme corps cyclotomique et, sip = 1(3), k le sous-corps de

la thése de 1. Brinkhuis, on constate que z[gp] ne posséde pas de base
normale relativement a {'anneau 2k des entiers de k, pourvu que p 74 7. On

montre ici qu'il en est de méme pour p=7.

On suppose les corps plongés dans € et on pose (;=C7. L e sous-corps réel
maximal K de q(¢) est @(cos(ZH/?)) et I'élément 8 = 2 cos %—H engendre

une base normale de Z,_; le corps k est Q(V=7).

Le groupe de Galois G de @(g)/k est engendré par |'automorphisme o tel
que alg) =g2; on note x le caractére de G tel que X (o)=]j, les deux autres

caractéres de G sont X le conjugué de ¥ et le caractére trivial Xo'

On rappelle que pour § caractére de degré un de G, la résolvante de

Lagrange {x,y) = I g(x)ﬂ(x—I). Pour \j;#xoles éléments {x,¥x) et (x,X)

ge G
appartiennent a8 Q(¢, j) et sont conjugués sur QI(¢).

Si Z[¢] posséde une Z -base normale u, {u ,'XO) = TP@(C)/k () estune

k
+ - 4 .
unité de Z['—g] que I'on peut choisir égale a +1 et I'ensemble des

<X’X>
{8, Xy

Q(\{=7,]) engendré par

ap!

lorsque x parcourt 7Z[{] est un idéal fractionnaire principal de
LU, XD .
{8, %’
ol B I'idéal premier de Q((~7,j) au dessus de 7 tel que j= 2(P) Lel.

on sait par ailleurs que cet idéal est égal

+\[ -
On sait de plus que Z[-I—AZE7 »J] Itanneau des entiers est principal et enfin



que 3x = {x, X ) +{x, %0 + GG x) = OGx )Y+ ({xy% D)

Tate, /ate)

Il en résulte aisément :

Proposition :
Le Z[——E](:G] module Z[ (] est libre si et seulement si il existe un géné-

rateur_a de P! tel que %(H‘Tr‘@(g i/atc) (a(s, X))> est un entier de
?
alg).

. z . 2 2 —1 .
On va donc maintenant déterminer un générateur de B et les unités de

2[23213::—7,

Générateur de B : Dans Z[j] on a (2+\-3)(2-\=3)=7 et j~2=j(2+\=3)

donc PNz j] = (2 +\{-3).

Un générateur v de P a pour norme et pour trace, dans Q(\=7, j)/alj), un

générateur de (2+\=3); il s'en suitque v est racine d'une des équations du

z . . 2 . . N L. 'l — + —
second degré ainsi obtenue. Une étude rapide conduit a choisir w23

z e ;— — +
Par conséquent, P 1 est engendré par u 12 7-2y-7+)21 .

+ b P ~ - -
Unités de ZCI—ZB, i] : LLe théoréme de Dirichlet montre que ce groupe est

. +\2 . _
de rang un, comme celui du sous-anneau Z[LD] Dans ce dernier l'unité

fondamentale est I'unité e¢ cherchée est donc soit , soit

V.s..".'_v_%—l V 5+V—— On montre aisément que @< V 5%t 2 ) aly=7,j).
L'unité fondamentale de ZE—-E,J] est donc ——E dont on constate
qu'elle est égale a —7; .

Dans la proposition précédente il faut donc choisir

oot (ETRE (1227 2 )

Puisque ([=3) est le seul idéal premier au dessus de 3 dans Q((,j), il

suffit pour montrer qu'il n'y a pas de base normale que

1+Tr@(c’j)/@(€) (a8 ,x)) # 0([=3).
Comme j = 1({{=3) on en déduit que {(§,%X) = -1 (\=3)
donc

T o, /atg) @< = 1+ O™ D" =) (I



Si n = 2t ceci est congru a 1+(-1)M’t (1 +\j-—7).

()
A
>
i

2t+1 ceci est congru a

r+tt+1

il

1+ C VT VTR = 1+ (1) V=7-1)

1+ o) (V=3).

On obtient donc soit 2 +\[-7, soit \-7 , soit leurs conjugués, Aucun de

s

ces nombres n'est congru a zéro modulo (-3,
N +\ -
Il n'y a donc pas de base normale pour Z[{] relativement a Z[:]—P].

On peut donc conclure que si p = 1 (3), Z[c] ne posséde pas de base normale

sur lTanneau Z, des entiers du sous-corps cubique relatif,

k
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