
THEORIE D E S NOMBRES Années 1981-1982 
BESANCON et 1982-1983 

UNE REMARQUE SUR L'ANNEAU D E S E N T I E R S 

DU C O R P S D E S RACINES S E P T I E M E S DE L'UNITE 

Jean COUGNARD 



UNE REMARQUE SUR L'ANNEAU D E S ENTIERS 

DU CORPS DES RACINES S E P T I E M E S DE L'UNITE 

pan Jean COUGNARD 

Pour un ent ier premier p, on note une racine primitive p - i ème de l'unité, 
Q (Çp) le p - i è m e c o r p s cyclotomique et, s i p = 1(3), k le s o u s - c o r p s de 

Q(£ ") tel que [Q(Ç ) : k ] = 3. En confrontant un travail précédent [ C ] avec 
P ' P 

la thèse de I. Brinkhuis , on constate que Z£C ] ne p o s s è d e pas de base 
normale re lat ivement à l'anneau Z. des e n t i e r s de k , pourvu que p ^ 7 . On 
montre i c i qu'il en es t de même pour p = 7. 

On suppose l e s corps p longés dans (C et on p o s e £ = Le s o u s - c o r p s réel 
maximal K de Q(ç) e s t Q ( c o s ( 2 Ï Ï / 7 ^ et l 'élément 9 = 2 c o s ~ engendre 
une base normale de Z^ ; le corps k es t Q (\f^7). 

Le groupe de Galo is G de Q(Ç)/k es t engendré par l'automorphisme a tel 
o 

que a(Ç) -Q ; on note x ' e c a r a c t è r e de G tel que X ( a ) = j , les deux autres 
c a r a c t è r e s de G sont X le conjugué de X et le c a r a c t è r e trivial XQ» 

On rappel le que pour ty c a r a c t è r e de degré un de G, la réso lvante de 
Lagrange <x, \ji> = E g(x) t|r(x~ 1 ). Pour \j) I e s él éments <x ,X> e t < x , X > 

9 € G 
appartiennent à Q ( £ , j ) et sont conjugués sur Q(£). 

S i Z [C] p o s s è d e une Z ^ - b a s e normale u , = T r Q ( £ ) / k ^ est une 

unité de Z[ que l'on peut cho i s ir é g a l e à +1 et l 'ensemble des z 
^x v') Y — l o r s q u e x parcourt ZCÇ] es t un idéal f rac t ionna ire principal de 
\ 0 > X/ 

Q(\[^7, j) engendré par ^g | ^ » o n s a f P a r a i l l eurs que cet idéal es t égal 

à <p-1 où £ l'idéal premier de Q(\P7, j) au d e s s u s de 7 tel que j = 2 ( s p ) C c ] , 

On sait de p lus que Z C ~ — » J] l 'anneau des en t i er s es t principal et enfin Z 



que 3 x - < X , X q > + <x , X> + <x, X > = <x,XQ> + . ) / Q ( ( ; ) « X , X » . 

Il en r é s u l t e aisément : 

Proposit ion : 

Le j j t ^EZ ] [G] -module z C d e s t l ibre si et seulement s i il ex i s te un géné-

rateur a de fl"1 tel que 3 ( 1 + T R Q ( £ J ' ) / Q ( Ç ) est un ent ier de 

Q(g). 

On va donc maintenant déterminer un générateur de $ ' et les unités de 

n . 

Générateur de «p : Dans Z [ j ] on a (2 + V"-3) (2 - \[=3) = 7 et j - 2 = j ( 2 + V33) 

donc ^ n Z C J'3 = ( 2 + \ F 3 ) . 
Un générateur v de ^ a pour norme et pour trace, dans Q{\j-7, j)/Q(j), un 
générateur de (2 + \[^3);il s ' en suit que v est rac ine d'une des équations du 
second degré ainsi obtenue. Une étude rapide conduit à chois ir u = Z 

— 1 - 1 7 - 2 \T—7+V21 Par conséquent, es t engendré par u = J— . Z X 1 

Unités de Z[ ^ , j ] ' L_e théorème de Dirichlet montre que ce groupe est 

de rang un, comme ce lui du sous-anneau Z[ Dans ce dernier l'unité 

fondamentale est ^ ' * e cherchée est donc soit — ^ ^ , soit 

p Ï M soit \j- . On montre aisément que q ( \j- 5 = Q(\p7, j). 

L'unité fondamentale de ll^—^f-"» j ] e s t donc \ j - ^ dont on constate 

qu'el le est égale à V 
Z 

Dans la proposit ion précédente il faut donc chois ir 

Puisque 3) est le seul idéal premier au d e s s u s de 3 dans Q (£ , j ) , il 
suffit pour montrer qu'il n'y a pas de base normale que 

' + T - D ( C . J ) / 0 ( C ) " < 9 ' * > " , 0 < ï = » -

Comme j = 1 ( \p3) on en déduit que <9 ,X> = -1 (\fz3) 
donc 

, + T r O ( C , J ) / Q ( C ) U < 9 ' X > ) s i + « - i ) n , r ( V = ' ) n ( i + ï = w < F 3 » . 



Si n = 2t cec i es t congru à 1 + ( - l ) P + t ( 1 + \ p 7 ) . 

S i n = 2t + 1 cec i est congru à 

! + ( - i ) r + 1 ( - 7 ) ' \ p 7 U +\f-7) = 1 + ( - l ) r + t + 1 (\f-7- 1 ) 

= 1 + ( - l ) r + t ( 1 - \ F 7 ) (\F3). 

On obtient donc soit 2 + - 7 , soit y - 7 , soit leurs conjugués. Aucun de 
c e s nombres n'est congru à zéro modulo y - 3 . 

Il n'y a donc pas de base normale pour Z [ Ç ] relativement à Z [ ̂  
« 

On peut donc conclure que s i p = 1 (3), Z [ £ ] ne p o s s è d e pas de base normale 
sur l'anneau Z. des ent iers du s o u s - c o r p s cubique relat i f . 
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