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INTRODUCTION 

Nous exposons ici quelques r é s u l t a t s c l a s s i q u e s sur le K^ des 
c o r p s de nombres a lgébr iques , a insi que les pr inc ipa le s p r o p r i é t é s 
des d ivers symboles donnés par le corps de c l a s s e s d'une part, et la 
cohomologie g a l o i s i e n n e d'autre part. Nous ne par lons donc pas dans 
l es pages qui suivent des l i ens importants entre le K^ et l e s ex tens ions 
c e n t r a l e s de groupes l inéa i re s ni même des théorèmes obtenus r é c e m -
ment sur le K_ d e s corps l es plus généraux. En revanche nous nous 
sommes e f f o r c é s de donner des démonstrat ions a u s s i é l émenta ires que 
p o s s i b l e de la plupart des r é s u l t a t s p r é s e n t é s . Deux except ions toute-
f o i s : D'abord, il n'était g u è r e p o s s i b l e , dans un exposé qui s e veut 
é lémenta ire , et centré exclus ivement sur l 'arithmétique des corps de 
nombres, de donner un aperçu substancie l de la démonstration du théo-
rème de Garland sur la f initude du noyau modéré. Ensuite , il eût é té 
prétent ieux de vouloir amél iorer l 'étude magis tra le de Tate sur les r e -
lat ions entre le K_ et la cohomologie ga lo i s i enne . Nous avons donc p r é -
f é r é amdettre c e s deux ré su l ta t s , pour en déve lopper r igoureusement 
quelques c o n s é q u e n c e s . En revanche , nous n'avons pas h é s i t é , le c a s 
échéant , à remet tre en question la terminologie usue l l e , l o r s q u ' e l l e nous 
a paru cr i t i cab le . C'est a ins i , par exemple, que les symboles de Hilbert 
a t tachés aux p l a c e s r é e l l e s sont généralement comptés parmi l es symboles 
s a u v a g e s , a l o r s qu'il est manifeste qu' i ls sont, tout au contra ire , modé-
r é s . Cette d i v e r g e n c e de points de vue expl ique d 'a i l l eurs pourquoi c e r -
ta ines formules obtenues ici d i f fèrent à l ' occas ion de c e l l e s données par 
d 'autres auteurs . Cela est s a n s conséquence grave , nous s e m b l e - t - i l , 
l'important restant naturel lement de savo i r de quels groupes on parle . L e s 
démonstrat ions p r o p o s é e s re lèvent dans leur totalité de la théor ie c l a s s i -
que du c o r p s de c l a s s e s , et même exclus ivement de cons idéra t ions a l g é -
briques , à l 'except ion de c e l l e du théorème de Moore, empruntée à Chase 
et Waterhouse , qui fait appel à un argument de dens i té . Enfin, nous avons 



r é s e r v é à un exposé u l tér ieur l 'étude des l i ens entre le et la 
théor ie d'Iwasawa. 

Comme te l , nous e s p é r o n s que c e travail pourra s e r é v é l e r 
ut i le à ceux qui souhaitent prendre c o n n a i s s a n c e en quelques pages 
des r é s u l t a t s e s s e n t i e l s sur l 'arithmétique des symboles déf in i s sur 
un corps de nombres . Nous invitons le l ec teur i n t é r e s s é par la g e n è s e 
des problèmes évoqués ici à s e repor ter à l ' exposé de B a s s au s é m i -
na ire Bourbaki, pour ne pas par l er d 'autres , plus r é c e n t s . 



1 . - SYMBOLES SUR UN CORPS COMMUTATIF. 

§ a. - Définit ion et p r o p r i é t é s é l émenta i re s des symboles . 

DEFINITION 1 . - Un symbole sur un corps commutatif K , à va l eurs dans 
, . X X 

un groupe abél ien G , est une application ( , ) de K x K dans G qui 
est b i l inéa ire et prend la valeur 1 sur tous les couples (a , b) qui v é r i -
fient a + b = l ; c e qui peut s e résumer par les t r o i s condit ions : 

(î) <aa»,b> = <a ,b><a ' ,b> , V (a , a ' , b) € K X x K X x KX ; 

(ii) <a ,bb'> = < a , b > < a , b ' > , V (a , b , b») € K X x K X x KX ; 

(iii) (a , 1 - a ) = 1 , Va € K X \ { o , l i . 

PROPOSITION 2 . - Etant donné un symbole ( , ) sur un corps commuta-
tif K , on a l e s t ro i s p r o p r i é t é s : 

(iv) <a , - a > = 1 , Va € KX ; 

(v) < a , a > = < a , - 1 > , V a € K x (et donc <a , a> 2 = <a , 1> = 1) ; 

(vi) < a , b > < b , a > = 1 , V (a , b) € KX x K X . 

En part icu l ier un symbole est une application b i l inéa ire antisymétrique. 

Démonstration. - La propriété (iv) s 'obt ient en appliquant deux fo i s la con-
dition ( i î i ) , et en uti l isant la b i l inéar i té : 

(a , - a ) = = <a , (l - a" 'Y = <a" 1 , 1 - a" 1> - 1. 
<a , 1 - a> 1 - a ^ 7 

La propriété (v) en r é s u l t e directement : (a , a ) = (a , - 0 ( a , - a ) = ( a , - 1) . 
Enfin, la propriété (vî) s ' en déduit comme suit : 

< a b N < b a> _ < a b > b> < a b , a > = < a b > a b > = < a b , - l ) = ! 

Remarque. - So ient n > 1 un ent ier naturel , et £n une rac ine n - i è m e de 

l'unité dans K . S i n es t impair, la condition (v) montre que la quantité 

» Cn) vaut 1, quel que so i t le symbole c o n s i d é r é . Chercher en revan-

che s ' i l e x i s t e des symboles sur K pour l e sque l s ( - 1 , - 1 ) est dist inct de 1, 



n'est pas toujours évident . P a r exemple s i K est le corps cyclotomique 
Q [ c n ] ( n naturel impair) , de t e l s symboles existent sî et seulement sî 

l ' o r d r e d e 2 moduloX n es t pair ( c f . [ 3 ] , th. 5. l ) . 

§ b. - L e groupe K,,(K). 

DEFINITION 3 . - P a r K2(K) nous entendons ici le quotient 
X X 7 

K ® 7 K / f l (a <K> b) du c a r r é tensor ie l du groupe multiplicatif de K 
L a + b = 1 

par le s o u s - g r o u p e engendré par les é léments de la forme x ® ( 1 - x ) l o r s -
que x décr i t K = | o , l } . L e groupe K2(K) est c a r a c t é r i s é par la propriété 
u n i v e r s e l l e su ivante : 

PROPOSITION 4. (Propr ié té un iverse l l e ) - Pour chaque symbole ( , ) sur 
un c o r p s commutatif K , à v a l e u r s dans un groupe abé l ien G , il e x i s t e un 
unique morphïsme de groupe cp de K„(K) dans G , qui rend commutatif le 
diagramme : 

< , > K x K • G 

, i 
cp 

K 2 ( K ) 

L'appl icat ion canonique de K X x KX dans K 2 ( K ) , qui au couple ( x , y) a s s o c i e 

la c l a s s e dans K2(K) du produit t ensor ie l x ® y , est un symbole sur K , 

appelé symbole universe l sur le c o r p s K , et noté | , } . 

Démonstration. - C'es t c l a i r . 

§ c. - L e s homomorphismes d 'extens ion et de t rans fer t . 

Cons idérons une extens ion f in ie de c o r p s L / K , et notons d = [L : K ] 
X X X X son degré . L'appl icat ion canonique de K K dans L L induit par 



p a s s a g e au quotient un morphisme naturel de K_(K) dans K_(L) , appelé 

homomorphisme d'extension, et noté habituellement . 

Il est plus d i f f i c i l e malheureusement de définir directement le mor-
phisme dual ( le transfert) qui est aux symboles c e que la norme est aux 
idéaux. Disons simplement ici qu'il e x i s t e également un morphisme naturel 
de K 2 (L) dans K 2 ( K ) , noté T r ^ ^ , qui p o s s è d e les propr ié tés suivantes : 

(vii) T r L / K o Ï L / K = d = [L : K ] 

(viii) S i l 'extension L/K est ga lo i s ienne , on a : 

'i o Tr. / . . = Z a (pour l'action du groupe de Galois Gai (L/K) 
L/K L/K C € Gai (L/K) 

sur le groupe K 2 (L) induite par cel le sur L X , i. e. | a , b } c = {a a , b a } ^ . 

(ix) V ( a , B ) € K X x L X , T r L / K ( | a , B} ,_ ) = |a , N ,_ / K (B) }K . 

Citons deux applicat ions typiques du transfert : 
x n 1. S i a € K est une pu i s sance n - i ème dans L , d isons a = A , 

on a U > n
l / k ( b H k = ( T r

L / K î A > B 0 n ' 6 t ^ a , N L / K ^ B ) ^ K ®St u n e P u ' s ~ 

s a n c e n - i ème dans K 2 (K) , pour chaque B de L . 

2 . Pour chaque premier p qui ne d iv i se pas d , le p - S y l o w K_(K) z p 

du groupe K2(K) s ' ident i f i e à son image canonique ' L / K C ^ ^ ^ P ) C ' a n s 

K 2 ( L ) , et le transfert T L y K envoie K 2 ( L ) p sur K 2 ( K ) p . En part icul ier , 

l 'application ^ ° "l"rL/K G S t U n P r o J e c t e u r s u r q U ' 3 p o u r 

image le groupe ' | _ / K ( K
2 ^ K ) p ) isomorphe à K 2 ( L ) p . 

D i sons pour f inir que les homomorphismes d'extension et de t rans -
fert ont les propr ié tés fonctor ie l l e s qu'on devine : 

( x ) 'M/K = 'M/L ° 'L/K & T r M / K = T r L / K ° T r M / L ' S Î K C L C M ' 
et qu'ils sont naturellement compatibles avec l'action des automorphismes de 
Galois (re lat i f s à une c lôture a lgébrique donnée) 

(xi) 0 L / K ( x K ) ) a = L - a { L ) / a { K ) ( x £ ) & 

( T r L / K W ) a = T r a ( L ) / a ( K ) ( X L ) ' 

Pour une définition d irec te du transfert à partir des proprié tés (vii) 
à ( ix ) , on pourra s e reporter à [ 2 ] . 



2 . - L E S SYMBOLES C L A S S I Q U E S SUR UN CORPS DE NOMBRES. 

K d é s i g n e d é s o r m a i s un c o r p s de nombres a lgébr iques , c ' e s t - à - d i r e 
une extens ion a lgébrique f in ie du corps des rat ionnels : Nous notons 0 
l'anneau de s e s en t i er s , et m l 'ordre du s o u s - g r o u p e p, des r a c i n e s de 

l'unité dans K X . 

§ a. - L e s symboles modérés . 

Quoique l 'usage semble s ' ê t r e établ i jusqu'à aujourd'hui d'appeler 
symboles modérés l e s symboles dé f in i s à partir des valuat ions a t tachées 
aux s e u l e s p l a c e s f in i e s du c o r p s c o n s i d é r é , nous adoptons ici un point de 
vue plus v a s t e et, sommes toutes , plus naturel , puisque les p l a c e s à l ' in-
fini donnent lieu tout a u s s i bien à une descr ipt ion en t ermes de valuations 

( c f . [ 6 ] ) . 

Cons idérons d'abord le c a s d'une p lace f in ie p , et notons Vp la 
valuation a s s o c i é e . 

DEFINITION 5 . - Pour chaque p lace f in ie p du corps de nombres K , Map-
X X X 

plicat ion de K x K , à v a l e u r s dans le groupe multiplicatif k^ du corps 

rés iduel k = 0 /p , qui à un couple (a , b) d 'é léments de KX a s s o c i e la c l a s s e P 
dans k du produit 

P 

v n ( a ) v n ( b ) V b ) 

T i s y » p 

est un symbole sur K , appelé symbole modéré a s s o c i é à la p lace p , et noté 

( , )p . 

Démonstrat ion. - La bi l inéar i té es t év idente , ainsi que la propriété ( i v ) . 
Pour v é r i f i e r ( i i i ) , nous pouvons donc nous r e s t r e i n d r e au c a s où a est 
p - e n t i e r ; il en est a l o r s de même de ( 1 - a ) . S i a et ( 1 - a ) sont tous deux 
des p -un i t é s , nous avons tr ivialement ^ a , 1 - a j p = 1. S inon l'un d'eux, par 

exemple a , es t une unité pr inc ipa le ; et il vient e n c o r e 



v ( a ) v (b) a
v p ( b ) v (b) 

r-y - a = 1 (mod p) , comme attendu. 
b V 

Supposons maintenant que p so i t une p lace à l'Infini. Notons K 
P 

le complété de K en p (qui s ' ident i f i e à R ou à C , suivant que p es t 

r é e l l e ou complexe ) , puis k^ le groupe rés idue l Kp/Kp , L'applicat ion 

Vp de KX dans | o , 1} déf in ie par : 

v . (x ) = 0 , s i x es t un c a r r é dans K , 
P ' P ' 

v (x) = 1 , s inon. 
P 

est a l o r s une valuation sur K , 

DEFINITION 6 . - Pour chaque p lace à l'infini p du corps de nombres K , 

l 'application de KX x KX dans le groupe rés iduel k X = K x / K x 2 , qui à un P P P 
* ^ X v couple (a , b) d'é léments de K a s s o c i e la c l a s s e dans kp du produit 

v » v » = V b ) 

b ^ 
Tâj 

est un symbole sur K , appelé symbole modéré a s s o c i é à la p lace p , et noté 

{ ' V 

L e symbole ( , )p es t trivial lorsque p est complexe ; et s i p est 

une p lace r é e l l e , la quantité (a , b)p n 'e s t pas 1 s i et seulement s i les Images 

de a et de b dans le complété Kp sont toutes deux négat ives . 

Démonstration. - La b i l inéar ï té étant immédiate, s e u l e r e s t e à v é r i f i e r la 
condition ( i i i ) , lorsque p es t r e e l l e . Cela étant, s i a est posit i f dans K , 

sv (a) v (b) a
v p { b ) v (b) 

le produit 1 j p " ^ ^ , égal à a p , l ' e s t auss i ; de même s i b 
bV p 3 

est p o s i t i f ; et, dans l e s deux c a s , le symbole ( a , b)p vaut 1. Au contra ire 

si a et b sont tous deux négat i f s , il en es t de même du produit 

v ( a ) v (b) a
v p ( b ) 

\ - l ) v > mais c e c a s es t exclu s i ( a + b ) vaut 1. 
b " 



§ b. - L e s symboles de Hilbert. 

Pour chaque place non complexe p de K , dés ignons par Kp le 

complété de K en p ; notons mp l 'ordre du s o u s - g r o u p e n des rac ines 
X / de l'unité dans K : et cons idérons l'application d'Artin u> re la t ive à 
P P 

une c lô ture abél ienne K de K . 
P P 

DEFINITION 7 . - Pour chaque p lace non complexe p de K , l ' identité 

/ h \ m p 1) 

= Vâ~ , V (a , b) € x définit un symbole sur Kp , à 

va leurs dans le groupe p,p des rac ines de l'unité contenues dans Kp . Sa 

res tr ic t ion à K x K es t un symbole s u r K , appelé symbole de Hilbert 

attaché à la place p , et noté . 

Démonstration. - Il s 'agit de montrer la bi l inéarîté , ainsi que l'identité 

= 1 Pour a + b = 1. 

(î) La multîplicativité en a est év idente (tout comme le fait que 
la définition du symbole est indépendante du choix de la rac ine m p - i ème 

de a dans . 

(ii) Pour établ ir la multîplicativité en b , remarquons que si b et b' 
mJ_(u> (b)-l)(œ ( b ' ) - l ) 

sont dans Kp , nous avons la relat ion : \ja ^ = 1 , pu i s -
que le groupe Gai ( K ^ / K ) o p è r e trivialement sur |ip j puis, en déve lop-
pant : 

" ^ ( u ) (b) - l ) + (oo (b») - l ) mP_(œ (bb ' ) - l ) 
\|a p p = Va p , comme attendu. 

(iii) Enfin, pour tout a dans Kp , autre que 0 ou 1, l'élément 
m p m p 

( l - a ) = TT (l - £ Va") est norme dans l 'extension cyc l ique K [ \ [ a ] / K , 
R E M* P P 

P M P 
donc contenu dans le noyau de la res tr ic t ion à Kp [ \fâ ] de l'application 
d'Artin. 

On notera que, quand la p lace p est complexe, le complété Kp est 

c los , et le corps de c l a s s e s local ne permet de définir d'autre symbole en p 
que le symbole tr ivial . 



, / a , b \ 
PROPOSITION 8 . - L 'ega l i t e ( ' ) = 1 a l ieu si et seulement s i b est 

P m p 
norme locale en p dans l 'extens ion g lobale K [ \ [ Â ] / K (ou encore , en 
vertu de l 'ant isymétrie , si et seulement s i a es t norme loca le en p dans 

m 
P V 

l ' e x t e n s i o n K [ \ [ b ] / K J . 

Démonstration. - Cela r é s u l t e directement des propr ié t é s normiques de 
l 'application d'Artin. 

THEOREME 9. - L e s symboles de Hilbert vér i f i ent la formule du produit : 

P 

Démonstration. - Deux é léments a et b de K étant donnés, l 'extension 
m 

abél ienne K [_ \ [a] /K est non ramif iée en dehors d'un nombre fini de p laces 
(en part icu l ier , pour chaque p lace f in ie p é t r a n g è r e à m et à a ) . Comme 
b est norme loca le en toute p lace non ramif iée qui ne le d iv i s e pas, les 

/ a b \mr> / m 

symboles — J sont presque tous égaux à 1, et la formule du produit 

a bien un s e n s . P l u s préc i sément , nous obtenons : 

, a b N m / m m r - 4 V b > - 1 ) m p ^ ^ ^ - l 
n ( ^ ) P - V a P = Va P 

P P 

p* ' J m r U ( b ) - l 
Va ' - 1 , 

puisque l 'application d'Artin g lobale oo (déf inie sur le groupe des idè les de 

K) es t t r iv ia l e sur l ' image diagonale de K . 

§ c. - Comparaison des symboles modérés et des symboles de Hilbert. 

Cons idérons d'abord une p lace f in ie p de K a u - d e s s u s d'un premier 
r f r 

donné p . Ecr ivons m^ = ( | \ | p - l ) p ^ = (p " - l )p ^ la factor i sat ion canonique 

de m , puis u = ii° ® u,' c e l l e du groupe des r a c i n e s de l'unité u, comme 
p * P P P P 

produit direct du s o u s - g r o u p e , formé des r a c i n e s d 'ordre étranger à p , 

et du p - s o u s - g r o u p e de S y l o w io.̂  . Il est bien connu que (j,̂  est formé des 

r a c i n e s pr inc ipa les de l'unité (jxj = p, H U p ) , et que s ' ident i f i e , par 



p a s s a g e au quotient, au groupe multiplicatif kX du corps rés iduel = 

de s o r t e que Mordre de est bien égal à (Np - 1)) . 

Lorsque le groupe (JL s e réduit à son s o u s - g r o u p e , nous d isons , 

suivant la terminologie des corps locaux, que la p lace p est r é g u l i è r e ; 

nous d i sons qu'e l le est i r r é g u l i è r e s inon, c e qui a lieu chaque f o i s que le 

complété Kp contient une rac ine primit ive p - i è m e de l'unité £ La condi-

tion sur les d e g r é s qui en r é s u l t e [ K : 0 ] ^ [K : Q ] > [Q [Ç ] : Q ] = (p — 1) 
P P P P P 

montre ainsi que les p laces i r r é g u l i è r e s sont en nombre fîni0 

Dans le c a s d'une p lace r é e l l e , enfin, la situation est plus s imple : 

Le groupe (a, s e réduit à son s o u s - g r o u p e = {irlj , et s ' ident i f i e par con-
A A X y 

séquent au groupe rés iduel k^ . En part icu l i er , l e s p laces r é e l l e s sont tou-
jours r é g u l i è r e s . 

Revenons maintenant sur le symbole modéré ( , ) . Identifiant le 
X o 

groupe rés iduel k^ avec son re lèvement canonique JJL dans (Î  , nous fabr i -
quons ainsi un symbole sur K , à v a l e u r s dans le s o u s - g r o u p e de u , que 

r r 
nous continuons, par abus, à noter ( , ) : 

r 

DEFINITION 10. - Nous appelons symbole régu l i er a s s o c i é à une p lace non 
complexe p du corps K le re lèvement canonique, noté e n c o r e ( , )p , du 

symbole modéré dans le s o u s - g r o u p e régu l i er du groupe (j, des rac ines 
de l'unité dans le complété Kp . 

THEOREME 1 1 . - Pour chaque p lace f in ie p de K , le symbole régu l i er 
r . 

( , )p est la p u i s s a n c e p ' ' - ïème du symbole de Hilbert i c e qui 

s ' é c r i t : 
r 

( a , b ) , V ( a , b ) Ç K X x K X . 

En part i cu l i er , le symbole de Hilbert collncide a v e c le symbole r é g u -
l ier en chaque p lace r é g u l i è r e p de K . 

Démonstration. - P a r un argument de b i l inéar i té , nous pouvons nous r e s t r e i n -
dre au c a s où a et b sont tous deux des uniformisantes l oca l e s . Ecr ivons 



donc b = TT et a » - un ; nous obtenons ( ^ J ^ ) = ( ~ Up ' ^ ) « , 

d 'après la condition ( iv ) . Ecr ivons maintenant m° = Np - 1 ; l 'extension 
o p 

M P 

abél ienne K [ \[u]/Kp étant non ramif iée , l 'application d'Artin qui lui 

correspond est donnée par le Frobenius . Il vient donc : 

, h / p , / p m ? r ( » p W - 0 m p r ( N P - D 

( r f ) - Vu = Vu (u,TT)pH(a,b)p (modp) 

comme annoncé. 

3 . - ETUDE DU K 2 A PARTIR D E S SYMBOLES LOCAUX. 

§ a. - La suite exacte de Moore. 

D'après la propriété un iverse l l e de K„(K), pour chaque place non 

complexe p de K , le symbole de Hilbert s e f a c t o r i s e par un unique 

morphisme h de K2(K) dans le groupe JJL̂  . La famille des h^ , lorsque p 

décrit les p laces non complexes de K définit un morphisme h du groupe 
K9(K) dans le produit direct 71 des groupes de rac ines de 

p non complexe " 
l'unité locaux. En fait, la formule du produit pour le symbole de Hilbert 
montre que h prend s e s va leurs dans la somme d irec te © u p non complexe 
des groupes p, et, plus préc isément , dans le sous -groupe © u de cette 

P P P 

f \ m
D / m 

somme, formé des famil les (C J qui véri f ient la relation TT C = 1 . 
P P P P 

L e fait que h\K (K) ) soit effectivement égal à © p- const i tue le théorème 2 ' p p 

de Moore. 

D'un autre côté , on peut montrer par des cons idérat ions é lémentaires 
que le noyau H_(K) = Ker h est un groupe de type fini. L'argument, dû à 

Zà 

Tate et B a s s , g é n é r a l i s e en quelque s o r t e la première démonstration par 



G a u s s de la loi de r é c i p r o c i t é quadrat ique. Mais le fait que H 2 (K) so i t 

fini r e s t e un r é s u l t a t d i f f i c i l e , dû à Garland, qui r e l è v e de l ' a n a l y s e 
harmonique s u r des e s p a c e s s y m é t r i q u e s ( c f . [ l ] , [ 2 ] , et | j o ] ) . 

Enonçons c e s deux r é s u l t a t s : 

THEOREME 1 2 . - L e s s y m b o l e s de Hi lbert induisent un morphisme h du 
groupe K„(K) dans la somme d i r e c t e d e s g r o u p e s de r a c i n e s de l 'unité des 

c o m p l é t é s de K a s s o c i é s aux p l a c e s non complexes de c e c o r p s . L e noyau 
H 9 (K) de c e morphisme est un groupe f in i , et s o n conoyau s ' i d e n t i f i e , via 

la formule du produit , au g r o u p e |j, de s r a c i n e s de l 'unité c o n t e n u e s dans 
K ; c e qui s e traduit par l ' exac t i tude de la s u i t e : 

h 
1 > H„(K) -> K 2 (K) -> © u -> n > 1. 

p non complexe " 

Démonstrat ion du t h é o r è m e de Moore (c f . [ 5 ] ) . - I l s ' ag i t évidemment d 'é tabl ir 
la r é c i p r o q u e de la formule du produit , c e qui peut s e f a i r e localement , pour 
chaque nombre p r e m i e r en montrant que l ' image de h contient le £ - S y l o w 

ru 
de © u . F i x o n s donc un nombre p r e m i e r notons S l ' ensemble fini c o n s t i -

P P 

tué d e s p l a c e s d iv i sant €00 et d e s p l a c e s irrégul i è r e s , puis c o n s i d é r o n s une 

fami l l e Ç = (ç ) de r a c i n e s l o c a l e s de l 'unité d ' o r d r e ^ - p r i m a i r e , é g a l e s 
P P 

m / m D p r e s q u e toutes à 1 , et vér i f i an t la formule du produit T1 Ç K = 1 . N o u s 
P P 

s a v o n s que pour chaque p l a c e non c o m p l e x e p de K , la r a c i n e Ç es t 

l ' image par le symbo le de Hi lbert ( ^ p ^ ) d'un couple (a , bp ^ d 'é l éments 

de . L e t h é o r è m e d'approximation s imul tanée nous permet donc d ' é c r i r e 

/ a b \ x Çp = V—p~J» a v e c a et b dans K , pour chaque p de S . A i n s i , comme il 

es t toujours p o s s i b l e d ' imposer à ft({a,b}) d ' ê t r e d ' o r d r e ^ - p r i m a i r e 

(par exemple en remplaçant a par une p u i s s a n c e convenab le a n ) , quitte à 
r a i s o n n e r s u r £ / ? i ( { a , b j ^ ) plutôt que sur Ç, nous pouvons d é s o r m a i s s u p -
p o s e r que Qp vaut 1, pour chaque p de S . 

Cela é tant , notons d la 8 -va lua t ion de l ' o r d r e m de n et c o n s i d é -
r o n s l ' e x t e n s i o n cycl ique 2 - r a m i f i é e K [ î | ] / K , e n g e n d r é e s u r K par une 



d "t* 1 r a c i n e Z - i è m e pr imit ive de l'unité ti. L' idéal a = T] p étant non 

ramif ié dans c e t t e ex tens ion , le théorème de Cebotarev nous a s s u r e 
l ' e x i s t e n c e d'une infinité de p r e m i e r s q pour l e s q u e l s le symbole d'Artin 

engendre Gai ( K [ T | ] / K ) . C h o i s i s s o n s l'un d'eux Q, qui 
n'appartiennent pas à P o u r chaque p l a c e p divisant a , l ' e x p r e s s i o n 

/ a , b . 
du symbole r é g u l i e r nous permet d ' é c r i r e = ( ^ ^ ° J en imposant à a^ 

d ' ê t r e une unité et à b^ d ' ê t r e une uni formisante . Invoquant à nouveau le 

théorème d'approximation s imultanée , c h o i s i s s o n s a dans K X , vér i f iant 
l e s c o n g r u e n c e s : 

a = 1 (mod x q) et a = a p (mod x p ) V p | o . 

/ a » b
p \ _ 

N o u s obtenons a l o r s ( ^ 1= a (mod p ) , pour tout p div isant a q , 

D é s i g n o n s maintenant par S(a) la réunion de S et de l ' ensemble des 
p l a c e s div isant a , f i x o n s n a s s e z grand, formons le d i v i s e u r W = f l P*"*» 

P € §(a) 
et c o n s i d é r o n s le groupe de c o n g r u e n c e s J ^ / P ^ . D ' a p r è s le théorème de 
v 

Cebotarev , la c l a s s e de l ' idéal aq peut ê t r e r e p r é s e n t é e par un idéal p r e -
mier r é t r a n g e r à aq (et évidemment à a ) . Autrement dit nous pouvons 
é c r i r e a q / r = (b) , a v e c b = 1 (mod 7ÏÏJ et r premier é t r a n g e r à a q . E x a -

minons l e s symboles ( ~ ~ 

- Pour p |oq , nous a v o n s ) = a = ( P
 p ^ ) (mod p) i. e . ) = Cp . 

- Pour p € S(a) , nous avons ( a ) = 1, car b (qui est congru à 

1 modulo ffl ) es t norme l o c a l e en p . 

- P o u r tous l e s au tre s p , sauf r p e u t - ê t r e , ( ~ ~ ) vaut 1, car a et 

b sont d e s p - u n i t é s . Mais comme le symbole d'Artin ((b) , K [ t | ] / K j est trivial 
(puisque b es t p r o c h e de 1 pour l es p l a c e s a u - d e s s u s de Z), l ' identité 
( r , K [ ^ ] / K ) = (aq ,K[TI] /K^ montre que r ne s e décompose pas dans l ' e x -
tens ion K [ T | ] / K , i. E. que ^ ne contient pas TJ . La formule du produit e n -

tra îhe donc ( a J = 1 ; c e qui a c h è v e la démonstrat ion. 



Remarques. - 1. La su i t e exac te de Moore résume les informations sur le 
K_ données par le c o r p s de c l a s s e s . L e noyau hi lbert ien H_(K) mesure 

ainsi le nombre de symboles exot iques dé f in i s sur le corps K . 

2 . D e façon g é n é r a l e , le groupe H2(K) es t t r è s mal connu. 

On sait que H2(Q) es t nul (^cf. [ 9 ] ] et qu'il en est de même pour quelques 

corps quadratiques imaginaires ^cf. [ 2 ] ) . En revanche on connaît des r é -
su l tats plus p r é c i s pour la p - p a r t i e de H2(K) pour c e r t a i n s c o r p s ( c f . [ ô ] 

§ b. - Noyau modéré et noyau hi lbert ien . 

Cons idérons maintenant l es symboles modérés ( , . Pour chaque 

p lace non complexe p du c o r p s K , il e x i s t e , tout comme pour les symboles 

de Hilbert , un unique morphisme m de K_(K) dans le groupe rés iduel K , p z p 
qui f a c t o r i s e le symbole ( , ) . La donnée de I' 

ensemble des tu définit 
' P P ainsi un morphisme m du groupe K9(K) dans la somme d i r e c t e © k x des 

P P 

groupes r é s i d u e l s k^ . Nous a l lons voir que c e dern ier morphisme est s u r -
jec t i f . 

PROPOSITION 1 3. - L e s symboles modérés induisent un morphisme s u r j e c -

tif du groupe K„(K) sur la somme d i r e c t e © k x de s groupes r é s i d u e l s a s s o -2 P 
c i é s aux p laces non complexes de K ; c e qui s e traduit par l 'exact i tude de 
la su i t e : 

m 
1 ->R 2(K) 5> K2(K) — > © kp > 1 . 

p non complexe p 

L e noyau R„(K) de c e morphisme est un s u r - g r o u p e fini de H 0 ( K ) , appelé 

noyau modéré. 

D é m o n s t r a t i o n . - La proposi t ion est une conséquence f a c i l e du théorème p r é -
cédent : D'une part, les symboles modérés s e fac tor i sent par les symboles de 
Hilbert (d 'après le théorème 10) et le noyau hi lbert ien H2(K) est donc conte -

nu dans le noyau modéré R 2 ( K ) . Comme, d'autre part, le symbole \~p~J est 

régu l i er pour presque tout p , l ' indice (f?2(K) : H 2 (K)) est bien fini , et tout 

le problème revient à v é r i f i e r que m es t sur jec t î f . Pour ce fa i re , é c r i v o n s 



n 
m = T ] p P l ' ordre de p,, et dés ignons par S l 'ensemble (contenant les d iv i -

P 

s e u r s de m) des p l a c e s i r r é g u l î è r e s . La formule du produit envole 

© ^ sur IJ. , et la proposi t ion r é s u l t e donc du diagramme commutatif p e s p 

exact : 

1 > H2(K) S> K2(K) 

1 5> R2(K) 

h 
-=> v î> 1 

p € § 

x p x m / m 

K2(K) 
m 

-î> 1 

COROLLAIRE 1 4 . - L e s symboles de Hilbert et la formule du produit con-
duisent à la su i t e exac te courte canonique, où tous les termes sont f in i s : 

1 > R 0 ( K ) / H , ( K ) -> © J > n ï> 1. Z* Z . / . p p i rregu l i er r 

En part i cu l i er , l ' indice du noyau hi lbert ien dans le noyau modéré est donné 
par la formule : 

R (K) : H 2 (K) ) - -rL- n l % l = m ,n P P . 
2 2 M p i r r é g u l î e r P P I m

p 

4 . - DESCRIPTION COHOMOLOGIQUE DU Kr 

Nous exposons dans ce t t e s e c t i o n l e s importants r é s u l t a t s de Tate 

qui ramènent l 'étude du K 2 d'un corps de nombres à des quest ions de coho-

mologie g a l o i s i e n n e . L ' e x i s t e n c e de [ 1 2 ] nous a d i spensé de donner la 

plupart des démonstrat ions . 

§ a. - Définit ion du symbole cohomologique. 

Dés ignons par Q la c lô ture a lgébr ique de 0 dans C , puis , pour c h a -



que naturel n , notons ^ le groupe des r a c i n e s n - ï ê m e s de l'unité dans 

Q. L'act ion du groupe de G a l o i s Gai (Q/K) s u r chacun des t ermes de la 
su i t e e x a c t e c o u r t e 

_ v x n _ v 
1 > \i î> Q > Q 5> 1 

donne n a i s s a n c e à la s u i t e e x a c t e de cohomologie : 

v v x n v i / \ 
1 -> n K > K > K 5> H \ K , p . J > . . . 

Notant 6n l 'appl icat ion de K x dans H 1 ( K , | x n ) a ins i obtenue, et formant le 

cup-produit &n. ô , nous d é f i n i s s o n s une appl icat ion b i l i n é a i r e ant i symé-
x x 2 ( \ tr ique ( , ) de K x K dans H , |J.n® n n J . Nous a l l o n s voir que c e t t e 

appl icat ion es t un symbole . 

DEFINITION 1 5 . - P o u r chaque naturel n > 1, l 'appl icat ion ( , ) dé f in ie 
par l ' identité 

( a , b ) n = 6 n a . ô n b V (a , b) € KX x KX , 

e s t un symbole s u r K à v a l e u r s dans » ® » appelé symbole coho-
mologigue de niveau n . 

D é m o n s t r a t i o n . - Il s 'ag i t évidemment de v é r i f i e r l ' identité (a , 1 - a) = 1 , 
' n 7 

pour tout a € K \ | o , l } . Or c ' e s t là une c o n s é q u e n c e f a c i l e de l ' e x i s t e n c e 
du t rans fer t cohomologique : L'é lément a étant donné, é c r i v o n s 
X n - a = Tl P . (X) la décompos i t ion i r r é d u c t i b l e dans K [ x ] du polynôme 

( X
n - a ) ; pour chaque indice i , notons a. une r a c i n e de P . dans Q, et 

posons K . = K [ a . ] . Nous obtenons (1 - a) = T l P.(1) = T T N / ( l - a . ) ; d'où : 
1 i i i ' 

(a , , - a ) ^ -11 (a , N K / K ( , - - 1 J T r K / K ( a , , -
i r i r 

- I J T - K . / K C - R . ' - O N ' - ( U T L - K . / K ( A I ' ' - A I ) N T " ' • I I ' I I ' 

comme attendu, le groupe H 2 (K,(X ) étant annulé par n . 



On a, en fait, le résul tat plus fort : 

PROPOSITION 1 6 . - L' identi té ( a , b ) n = 1 a lieu si et seulement s i b est 

norme dans l 'extens ion K Q / K , OÙ KG dé s igne l 'a lgèbre K [ x ] / ( x n - a 

b 

a ' ' a 
ou e n c o r e s i et seulement si a est norme dans l 'extens ion K. / k ) . 

THEOREME 1 7 . - L e morphisme t du groupe K„(K) dans h r l K , ^ ) , 

qui f a c t o r i s e le symbole cohomologique ( , ) , est sur jec t i f , et son noyau 

est K„(K) n . Autrement dit, t induit un isomorphisme : 2 n 

K 2 ( K ) / K 2 ( K ) n - H 2 ( K , ^ n ^ n ) . 

T a t e a montré que l 'application nature l l e H^^K , p-n<S> ( i ^ > 

® H ^ K , est inject ive s i n n'est pas d iv i s ib le par 8 
p non complexe p 

et, dans c e dern ier c a s que son noyau est au plus d 'ordre 2 . Il r é s u l t e a l o r s 
du théorème précédent qu'on a : 

COROLLAIRE 1 8 . - Pour chaque naturel n > 1 non d iv i s ib l e par 8 , le 

noyau hi lbert ien H2(K) est contenu dans K 2 ( K ) n . En part icu l ier , on a 

a l o r s la su i te exac te courte : 

1 > K 2 ( K ) / K 2 ( K ) n > 6 ^ > n /n" > 1. 

Et, pour chaque premier impair p , le p - s o u s - g r o u p e de S y l o w du noyau 
hi lbert ien H2(K) est l 'ensemble des é l éments de hauteur infinie du p - S y l o w 
de K 2 ( K ) . 

§ b. - L e symbole universe l de Tate . 

Introduisons le module de Tate "D", défini comme la limite project ive 
des groupes de r a c i n e s de l'unité : T = Iîm p. (En tant que groupe abstrai t , 

n A 

le module "D" s ' ident i f i e au complété profini Z de l'anneau Z ) . L e théorème 
suivant ramène toute question sur le K 2 à un problème de cohomologie g a -
lo i s ienne : 



THEOREME 1 9 . - L'appl icat ion de K X x K X dans le groupe H 2 ( K , T ® | T ) , 

dé f in ie par p a s s a g e à la l imite p r o j e c t i v e à part ir d e s symboles ( , ) , e s t 

un symbole s u r K , appelé symbole cohomologîque u n i v e r s e l , et noté ( , ) . 

L'homomorphisme t du groupe K 2 (K) dans H ^ K j T & ^ T ) qui f a c t o r i s e 

c e symbole es t une b i ject ion de K 2 (K) s u r le s o u s - g r o u p e de tor s ion 

H 2
O P ( K , T ® | ~ 0 ~ ) du groupe de cohomolog ie H 2 ( K , T ^ T ) . 

Enfin, le groupe ^ ^ ( K , ! ® ! ? ) s ' i d e n t i f i e au quotient 

H1(K , JA ® , JI ® (J.) du groupe de cohomologie H1 (K , m ® JM-), où 

Hi, = U [i es t le dual du module de T a t e , par son s o u s - m o d u l e d i v i s i b l e 
n > 1 n 

maximal. En tant que groupe abs tra i t , le module H^. (K , ^ ® JJ.) es t somme 

d i r e c t e de c e x e m p l a i r e s de Q/Z, l ' ent i er c . . étant le nombre de p l a c e s rS K 
complexes du c o r p s K . 

COROLLAIRE 2 0 . - L o r s q u e le c o r p s K contient une r a c i n e n - i è m e pr imi-
t ive de l'unité C , tout é lément d ' o r d r e n de K_(K) es t de la forme {ç , x } , 

n z n 
pour un x de K X . 

Démonstrat ion. - Ce la r é s u l t e de la commutativité du diagramme 

X x n n p,n®K > K2(K) > K 2(K) > K2(K)/K2(K)r 

H ^ K , n n ) > H 2 ( K , T ® - T ) — > H 2 ( K , T ^ T ) > H2(K, M - n ® 0 

où la l igne du bas est une p a r t i e de la s u i t e e x a c t e de cohomologie engendrée 
par la su i t e e x a c t e c o u r t e : 

1 > T ® G T X N > T ® | - [ T > N N ® N N > 1 . 

COROLLAIRE 2 1 . - S o i e n t n > 1 un ent ier naturel non d i v i s i b l e par 8 , et 
§ un ensemble fini de p l a c e s non complexes de K , contenant l e s p l a c e s 
f in i e s qui d iv isent n . S i le c o r p s K contient l e s r a c i n e s n - i è m e s de l 'uni-
té , il e x i s t e une su i t e e x a c t e cour te canonique : 



- > u -> R, ( K ) / R ? ( K ) n > © u /V" > 1 , 
p € g P' P 

g s 
où C£ est le groupe des g - c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps ; R_(K) est le z 

x ~ n noyau de l 'application : K9(K) 5> © k ; et ® p, /p, dés igne le s o u s -
2 p £ g P p € § P P 

groupe de la somme d i r e c t e des quotients d'exposant n des groupes de rac i -
nes de l'unité des complétés de K pour les p l a c e s de S , formé des famil les 

q u ' v ® r ' f ' e n t ' a formule du produit ( d a n s 

Démonstration. - P a r t o n s de la su i te exac te courte 

772g 

1 > R?(K) -> K_(K) > © kX > 1, qui définit R?(K) . E l e -
z z p £ g p z 

vant à la p u i s s a n c e n , nous pouvons former, via le lemme du serpent , le 
diagramme commutât if exact : 

K 0 ( K ) ( n ) > © kX > R?(K)/R?(K) n > K„(K)/K_(K)n > © k x / k x n 
2 p £ g P 2 2 2 p ^ g P P 

Dans c e l u i - c i , la surjec t îon |j, <8> KX > es t donnée par le c o r o l -n & 

l a i re 20 ; l ' i somorphisme K 2 ( K ) / K 2 ( K ) n © r é s u l t e du corol la ire 18 ; 
p " 

et Dg dés igne le groupe des d i v i s e u r s de K qui sont é t r a n g e r s aux p laces de 

g (Rappelons que le groupe des d i v i s e u r s d'un corps de nombres est le 
groupe abél ien engendré par l es p l a c e s non complexes de c e corps , a v e c les 

2 ' re la t ions p = 1 , pour chaque p lace r é e l l e p ; et que le groupe des c l a s s e s 
de d i v i s e u r s s ' i d e n t i f i e a v e c le groupe des c l a s s e s d'idéaux au s e n s ordina ire 
lorsque g contient l e s p laces r é e l l e s , a v e c le groupe des c l a s s e s d'idéaux 
au s e n s re s t re in t lorsque g n'en contient aucune) . 



5 . - A P P E N D I C E - L'ANNEAU D E MILNOR D'UN C O R P S D E NOMBRES. 

DEFINITION 22 . - Ljanneau de MHnoj d'un c o r p s commutatîf K es t le 

quotient K^ (K) de l ' a l g è b r e t e n s o r ï e l l e T ( K X ) = © T " ( K X ) , c o n s -
n€ IK1 

t ru i te sur son Z-module multipl icatif K , par l ' idéal b i l a t è r e gradué X 
engendré par l e s é l éments de la forme x ® ( 1 - x ) l or sque x décr i t 
K \ { o , l j . L'anneau K„ (K) = © K (K) est un anneau gradué ant icom-* n 6 N n 

mutatif, dont on note * la loi de composi t ion. 

En p a r t i c u l i e r , on a KQ(K) = Z et K^K) = K X . 

PROPOSITION 2 3 . - Dans l 'anneau de Milnor d'un c o r p s commutatîf K , 
l e s p r o p r i é t é s su ivantes sont v é r i f i é e s : 

(i)' ( a a ' ) * b = ( a * b ) . ( a ' * b ) 1 
> (d is tr ibut iv i té ) 

(ii)' a*(bb') = ( a * b ) . (a*b') J 

( i i i ) ' a * ( l - a ) = 1 

(iv)' a * ( -a) = 1 

(v)' a * a = a * ( - 1) ( et donc ( a * a) 2 = l ) 

(vî)1 ( a * b ) . ( b * a) = 1 (anticommutativîté) 

(vi i ) ' a 1 * a 2 * . . . * a n = 1, pour a ] + a 2 + . . . + a n = 0 ou 1. 

Démonstrat ion . - L' idéal gradué I étant engendré par s e s é l é m e n t s de degré 

2 , on a, comme annoncé dans la déf ini t ion : KQ(K) = T ° ( K X ) = Z , et 

K^K) = T ^ ( k X ) = KX ; c e qui permet d ' ident i f i er le groupe multiplicatif de K 

a v e c son image canonique K^K) dans l 'anneau de Milnor. Cela étant, les 

p r o p r i é t é s (i)' à (vî) ' ne sont r ien d 'autre que la traduct ion dans K^. (K) 
d e s p r o p r i é t é s (î) à ( v i ) , é c r i t e s pour le symbole un iverse l | , } , t e l l e s 
qu 'e l l e s sont e x p o s é e s dans la s e c t i o n 1 § a , l ' ant i symétr i e du symbole 
{ , } correspondant à l 'antîcommutativité de l 'anneau K ^ ( K ) . Quant à la 
propr ié té ( v i i ) ' , e l l e s 'obt ient d irectement à part ir de ( i i i ) ' et (iv)' : 



= L a 1 * . . . * a n _ 1 * ( l - a 1 ) ] [ a 1 * . . . * a n < _ 1 * ( - a 2 ) ] . . . . 

. . . . [ a l * . . . * a n _ l * ( - a n _ 1 ) ] = 1 

= [ a 1 * . . . * a n _ 1 * ( - a 1 ) ] [ a 1 * . . . * a n _ 1 * ( - a 2 ) ] . . . . 

. . . o [ a , * . . . * a
n _ i * ( - a

n _ , ) ] = 1. 

THEOREME ET DEFINITION 2 4 . - Etant donnée une appl ication n - l ï n é a i r e 
X X • 

f sur K x . . . x K , à va l eurs dans un groupe abél ien G , qui prend la v a -
leur unité sur chaque n-uplet [ a | , , , M a J véri f iant a. + a. ^ = 1 f pour un 
î de 11 , 2 , . . n - 1 | , il e x i s t e un unique morphisme f de Kn(K) dans G tel 
que l'on ait : 

f ( a 1 , . . . , a n ) - 7 ^ * . . . * a n ) , V (a1 , . . . , a n ) € KX x . . . x K* . 

Une t e l l e application f est appe lée un n-symbole . 

Démonstration. - Cela r é s u l t e immédiatement de la propriété u n i v e r s e l l e de 
l 'a lgèbre t e n s o r i e l l e . 

L e théorème suivant, dû à B a s s et Tate , montre que, pour un corps 
d é n o m b r é s , l e s groupes Kn(K) de degré n ^ 3 sont essent ie l l ement bien 
connus : 

THEOREME 2 5 . - S i K est un corps de nombres a lgébr iques , pour chaque 
naturel n > 3 , le groupe Kn(K) est isomorphe au produit de r c o p i e s de 

Z/2Z , où r dés igne le nombre de p laces r é e l l e s de K . 

Pour une démonstration de ce dern ier résul tat , on pourra s e r e p o r -
ter à [2]. 
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