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Calcul du ré s idu en s = 1 de la fonction dzêta p-adique 

de c o r p s cubiques cyc l iques 

par J. -N . MARTIN 

Ce travail a é t é e f fectué , dans l 'équipe de Théor ie des Nombres de 
Besançon, au t i tre du rapport de s tage du D. E. A. 

Introduction 

Nous nous proposons de déterminer, pour quelques nombres premiers p, 
des exemples de corps cubiques cyc l iques dont le nombre de c l a s s e s h et 
le régulateur p-adique R^ vér i f i ent : 

R 
h - P = 0 ( p ) , 

P 

où pU e s t une pu i s sance de p canonique qui d iv i se tout régulateur dans 
R 

ce c a s ; nous ca l cu lerons même la valuation p-adique de h —E . 
P 

R 
Nous rappe l lerons comment le produit h —2 e s t l i é d'une part aux fonc-

P 
tions L p-adiques en s = 1 et d'autre part à l ' ordre de p - g r o u p e s f in i s 
i s s u s du c o r p s de c l a s s e s . P u i s nous approcherons p-adiquement la 
quantité voulue par une e x p r e s s i o n qui s e prêtera , en part icular isant , 
au calcul par ordinateur de c e s v a l e u r s de fonct ions L . Après avoir 
p r é c i s é l 'algorithme, nous produisons une table dans laquel le sont con-
s ignés l e s c a s favorab les . 



Rappels et notations 

(1) Pour k abél ien sur Q, de conducteur f, nous noterons - ) l'automor-
phisme d'Artin relatif à c (c premier à f ) . 

(2) Nous noterons 9 le c a r a c t è r e de Leopoldt défini , pour aÇ Z > de la façon 

suivante : 

s i p / 2, 9(a) es t l'unique racine ( p - l ) - i è m e de l'unité de Z congrue 
P 

à a modulo p ; 

s i i p = 2, 9(a) = t 1, de te l le sor te que a9 ^ a ) = 1 (4). 

— 1 * Nous noterons <b> = b S (b) pour b £ Z p . 

(3)Soit y un c a r a c t è r e de Dirichlet modulo f ; la fonction L p-adique, notée 
L (Y, S), es t l'unique fonction continue de 7 dans C vér i f iant : p ^ ^p p 

l_p(x> = L (x 9 ""» 1~n)f que' que soit n f IN, n > 1, 

où L es t la s é r i e de Dirichlet u s u e l l e ( [ 3 ] , [ 4 ] ) . 

(4) Formule de Coates [ 1] 
S i k es t une extension abél ienne r é e l l e de Q, X l 'ensemble des c a r a c t è r e s 
de Dir ich le t a s s o c i é s , on a : 

h R 
p— - n i l ( X , D, 

S - 1 * € X 2 P 

P e Ï D 1 

où h est le nombre de c l a s s e s de k, R son régulateur p-adique, D son 
discriminant, 

où n = [ k : Q] et e es t l ' indice de ramif icat ion de p dans k/tï- . 

Remarque : 

Cette formule es t la formule analytique p-adique du nombre de c l a s s e s 
donnée par Leopoldt ([ l ] , 



L ' o r d r e du p -groupe de tors ion T du groupe de Galo i s de la p -ex tens ion 
abélienne p - r a m i f i é e maximale de k es t donné par la formule analytique 
suivante (Coates C t ] ) : 

| T | = [ Q ^ N K : Q ] N I L ( X . 1 ) , 

x e x 
X/^1 

où Q est la 1 - e x t e n s i o n cyclotomique de Q. Dans nos exemples , nous oo p 
aurons Q^ H k = Q , ce qui fait que sous ce t te hypothèse la formule devient 

| T | = n 5 L 1). 
X € X 2 P 

Xt^I 

Remarque 1 : 
Dans [ 1], l ' expres s ion de T es t d'abord obtenue via le corps de c l a s s e s ; 
e l l e e s t donnée par la re lat ion su ivante : 

[Q nk : Q] h R 
| T | - - N B . 

P e VD 

Il ne r e s t e a lors qu'à u t i l i s er la formule analytique de Léopoldt pour avoir 
l ' expres s ion analytique de | T | . 

Remarque 2 : 
Il s ' ag i ra bien de ca lculer le rés idu de la fonction dzêta p-adique de k en 
s = 1 puisqu'on a la re lat ion ( [ 3 ] , [ 4 ] ) : 

Rés r (k, s) = jf L (y , l ) . s=1 ^p p p * 

Tout revient donc à ca lcu ler l e s » Or, on connait une express ion 
des L (x , 1) qui es t ( [ 3 ] , [ 4 ] ) : P 

f 
X 

V * . » - - 0 ^ S X- ' (a ) , o g ( , -h x a = 1 K
 x 

(a,f J - 1 
fx 

où f es t le conducteur de y > ? f =exp (^2irr/f ) , et t(x) = 2 • 
X x X a = 1 X 

Mais le calcul numérique des L (x> l) a insi donnés n 'es t pas prat icable P 
car l ié à des logarithmes p-adiques de nombres a lgébriques . 



N o u s u t i l i s e r o n s une formule ent ièrement rationnel Ie obtenue dans [ 2 ] qui 
permettra le calcul e f f e c t i f . 

I - Obtention de la congruence fondamentale 

I -1 Elément de S t i c k e l b e r g e r : 

So i t p un nombre premier f i xé ; on p o s e q = p s i p ^ 2, q = 4 s i n o n . 
C o n s i d é r o n s un c o r p s K abé l i en sur Q contenant l e s r a c i n e s q - i è m e s de 
l'unité, de conducteur f ; nous appelons (premier) élément de S t i c k e l b e r g e r , 
l 'élément de Q [ G] (où G d é s i g n e Gai (K/û)) déf ini par : 

«<K>- ( M ) . a = 1 

où £ s i gn i f i e i c i , et pour la su i t e , que la sommation e s t é tendue aux a 
p r e m i e r s à f . 

Pour c premier à f nous noterons a C (K) ) a ( K ) , so i t : 

a c ( K ) - ( l - a = 1 

1 -2 Définit ion de m(s) et p°(>Kn , s ) : 

C o n s i d é r o n s a l o r s la tour cyc lotomique de K ; notons f le conducteur de 
( n ) n = K Û n où Q^ e s t le s o u s - c o r p s de Q de degré p sur Q (on a 

f = 0 mod qpP , pour tout n > 0). 

So i t G = Gai (K /q) . Notons G = Gai (K / q ) = lim G et K = U K ; n \ n' / o o \ o o ' " / ^— n o o " . n n> 0 
nous avons donc le schéma suivant : 



Soit m(s) : Z [G 1 * Z [G 1 déf inie comme suit : 
p u o o J p L o o J 

/ / K
n / Q \ N 

pour CT Ç G on peut é c r i r e u = (a ) = ( l ) ) comme élément de 
o o n n \ \ a / / „ n n f n. 

Km Gn ; mais pour m > n, on a a ^ = a^ mod qp , car Q c K n ; 

ainsi la suite ( a
n ) n

 admet une limite p-adique ne dépendant que de a , 
notée par conséquent a^ ; de plus a^ Ç Zp ; 

à CT on a s s o c i e 9(a ) <a ) ' ct \ CT CT 

P o s o n s alors s j = m(s )a C ( K n j , pour tout n > 0 . 

1 -3 Résul tats : 

1-3-1 Approximation de |3 ° s 

Soit K abélien sur Q contenant l e s rac ines q - i èmes de l'unité. A lors on 
démontre que pour tout s ^ 1, tout nÇ N, on a ([ 2]) : 

P = ( K n , 0 - 0 - < o - * * « ' - - . ( p ^ ) 
n a - 1 

1 -3 -2 Lien avec l e s fonct ions L . p 

. Définition de la p-admiss_ibilité : 
Soit y un caractère de Dirichlet modulo f pair (f s 0 mod q), 

Soit K un corps tel que : 

y soi t un c a r a c t è r e de K , 

K contienne l e s rac ines q - i è m e s de l'unité, 

f et f aient les mêmes d i v i s e u r s premiers ; K 

a lors K est dit p -admiss ib le pour y . 



Express ion des fonctions L^ : 

Soit x u n caractère de Dirichlet modulo f distinct du c a r a c t è r e unité et 
soit K un corps abél ien p-admiss ib le pour x > soit c premier à p et f, 
X(c) ^ 1 ; a lors , pour s ^ 1, on a : 

V X ' S ) = , , N 1 - s f , l i m * ( p C ( K n ' s ) ) ' 

1 - <c> X,(c) n 

P l u s précisément , on a la congruence : 
L p ( x , s ) ( l - < c > 1 - s x ( c ) ) ^ y ( p C ( K n , s ) ) mod (p 

pour tout n ç IN. 

. P a s s a g e à la limite_en _s_: 

Notons log le logarithme p-adique. En passant à la limite en s dans l ' ex -
p r e s s i o n de pC(^Kn, s ) donnée en 1 -3 -1 , nous obtenons finalement, pour 
tout n > 0 : 

* ( e c O v O ) S " - * < C » £ * * < » > ( S Î -a= 1 n 

<a> 1 _ s 

puisque lim — _ = log <a> = log a . S i x n'est pas d'ordre puissance 
s-» 1 1 5 

de p, on peut chois ir c tel que 1 ~x(c ) soit invers ib le , sinon on peut le 
cho i s i r de s o r t e que 1 ~X(C) soit une uniformisante TT de Q (X) (corps des 

X P 
val eurs de x) • 

Nous posons a lor s UU = TT (respectivement l) s i X est (respectivement 
X X 

n'est pas) d'ordre pu i s sance de p ; a lors : 

L p ( x , l M Z * x ( . ) - mod ( £ ! ) , n * 0 . 
a = 1 n X 

. Sj.mpliftcaiïon_de_l_a sommation : 
f 

1 n * v(a) 
P o s o n s S = îj £ — ; il vient, en posant a = f - b (b décrit a lors 

2 a = l a n 

le même ensemble que a), 
f 

<- _ 1 V * X(k) • S - = £ t _ k > car x est pair, soit 
b = 1 n 



— i b=n* ^ o 4 ) " ' b - 1 

1 m m o d ^ 
S " 2 b = 1 b 

z * ^ mod ( q P
o

n ) 2 , d'où 
2 b = 1 b z 2 

f f , 2 
2 5 ^ ^ mod k S j £ L , et 

2 b = 1 bZ 2 

4 b=1 bZ 4 

S i p ^ 2 , on a S = 0 mod q p P ; si p =2, on v é r i f i e faci lement que f 

2 * ^ Z l s o mod 4, pour x f 1 . 
b = 1 bZ 

Donc S = 0 mod q p n . 

En conséquence la sommation init ia le s e ramène à l'étude de l ' express ion 

1 f n * / p n + 1 \ — 2 \{a) log a modulo — j 
n a= 1 x 

(C) L p < * , ) 
n+1. 

2 
a = 1 

X ( a ) log a mod ( B _ n > 0 , X ^ 1 
X 

Remarque 1 : 
* 

Comme s igna lé plus haut, Z s ign i f i e que la sommation est etendue aux a 
premiers à f . 

Remarque 2 : 
Lorsque x e s t d 'ordre puissance de p / 1 ), es t encore non i n v e r s i -

/ X 
ble pour p f 2 (ce qui permet le test d ' invers ib i l i té pour L (x> l) (cec i s e 



r e n c o n t r e r a dans nos exemples numériques pour p = 3) ; pour p = 2 ce 
n'est plus le c a s (car uu = 2), mais a lors le t e s t a v e c n = 0 e s t s a n s i n t é -
rêt car on sa i t ( [ 2 ] ) que l~2^X> l) = 0 m ° d 2, au moins lorsque y n'est pas 
c a r a c t è r e de Q^, c a s que l 'on é c a r t e de toutes f a ç o n s . 

Remarque 3 : 
Cette approximation de L (}(, l) permet un calcul e f fec t i f puisque la somme 
qui in terv ient dans (C) ne met en jeu que d e s nombres p -ad iques rat ionne l s 
dans l e s c o e f f i c i e n t s de \ ( a ) . De p lus , la valuat ion e x a c t e de Lp(X> l) e s t 
obtenue d è s que n c o n s i d é r é e s t a s s e z grand. 

II - Appl icat ion 

Dans cet te part ie on f i x e le nombre premier p. 
C o n s i d é r o n s un nombre premier 0 , dist inct de p, et appliquons la re lat ion (C) 
précédente aux c a r a c t è r e s de Dir ich le t modulo £ d 'ordre 3 ; c e c i introduit 
donc un c o r p s cubique cyc l ique k : n é c e s s a i r e m e n t £-1 = 0 mod 3. 
Nous avons la s i tuation suivante : 

. U ) 

Q 

II- 1 P r o c é d é de sommation : 

C o n s i d é r o n s g, une r a c i n e pr imit ive modulo £ ; a l o r s Gai ( W ^ / o ) e s t en-
gendré par g dans l ' i somorphisme ( z / Z Z) . Donc Gal^Q^' /k 
e s t engendré par g 3 . L e c a r a c t è r e \ d 'ordre 3 e s t trivial sur Gai (Q^V^)» 

Cas où p / 2 
/ * La sommation c o n s i d é r é e dans la re la t ion (C) va s ' e f f e c t u e r sur ( Z j ) x ( Z j 

ident i f i é à Gai ( Q ^ ^VÛ) > n ° u s sommes amenés à c o n s i d é r e r p'our le ca lcu l , 
d e s g é n é r a t e u r s de c e s deux groupes : 



Q 

K n 
I , 

n+1) 

< â n + i > 

A l ' é tage n, nous avons f = en e f f e t i c i K k d'où K 
r n+1, 

ÂP ) 

Nou s c o n s i d é r o n s v . . r a c i n e pr imit ive mod p Tn+1 r 
n+1 

gendrer l ' image canonique de ( Z / n+1. 

» et v n + 1 = 1(«) pour en -

Nous c o n s i d é r o n s de même g , r a c i n e pr imit ive mod { et g , . = I (p nTi , . & n ' i 
pour engendrer l ' image canonique de Z Z 

dans le produit c a r t é s i e n p r é c i t é . 
n+1) 

V * " T | 

J dans le même produit c a r t é s i e n . 

Cas où p = 2 

( z / 2 ^ z ) e s t c y c l i q u e . 

Pour un e n t i e r n > 1, les nombres b p r e m i e r s à 2"' 1Z s e déduisent des 
nombres a p r e m i e r s à 2 { par 2 £ - t r a n s l ation. L e p r o c é d é de sommation 
r e s t e t r è s p r o c h e du précédent , par conséquent , pu i sque a et s e s 2 Z~ 

,n+1 

t r a n s l a t é s ont même c a r a c t è r e modulo 2 n+1 
l . 

II -2 Déterminat ion de L (y , l) : p ^ 

h R 
. Dans la re la t ion de C o a t e s 2— = ]"[ _ L ( y , l) = | T | , nous avons 

S - 1 X<=X 2 P 

P \[D y/^ 1 

D = Z et e = 1 puisqu'on a s u p p o s é Z P > a ins i ce t t e formule s e s impl i -
f i e dans n o t r e c a s ; nous obtenons i c i : 

h R 
- e = n 
p 2 X € X 2 P 

X ^ l 
* 

à une constante mul t ip l i cat ive p r è s dans Z . 

Remarque : 2 
L e terme p qui s u b s i s t e (n = 3 et e = 1 i c i ) e s t en fait le d iv i s eur canonique 
de R (appelé pU dans l ' introduct ion) : en e f fe t , pour un c o r p s cubique c y -
c l ique on sa i t que l e groupe des uni tés e s t de la forme E = < 1 1 , e , eCT> , où 
e e s t unité fondamenta le et eCT un conjugué de e ; on a donc 



R = 
P 

log e log e a 

2 
I a I G log e log e 

. Mais comme p est non ramifié dans k/Q, l'unifor-

misante en p e s t encore p et, comme e es t ent ier , on a log e = p a > avec 
ff 

2 p p , avec p p -en t i er . a ,p-ent ier ; d'où R = 
P 

pa pa 
2 a a pa pa 

Il y a a l o r s deux choix p o s s i b l e s pour x ; le deuxième correspond au conju-
gué du premier . 

. A v e c l e s notations du paragraphe précédent , nous p o s e r o n s x (g) = X ^ 9 n + ^ = J 
et implicitement x = 1 • Tous l e s termes de la sommation (C) sont 
a l o r s connus. 
L a somme qui apparaît dans (C) es t a pr ior i élément de Z [ j ] ; e l l e s ' é c r i r a 

2 ^ A + A _ j + A , j avec A. Ç Z , Nous l ' é c r i r o n s sous I a forme A + Bj , 
l u W 1 P 

2 ( A , B ) Ç Zp ; nous é tudierons son i n v e r s i b i l i t é modulo p. 

. L 'é tude de l ' invers ib i l i t é de A + B j modulo p dépend de la décomposition 
de p modulo 3 : 

s i (j?) = 1, A + B j non i n v e r s i b l e équivaut à N(A+ B j) = A 2 + B 2 - A B = 0(p) ; 

P^ = si = -1» A + B j non i n v e r s i b l e équivaut à A = 0(p) et B = 0(p); 

s i p = 3, A + B j non i n v e r s i b l e équivaut à A + B = 0(p) . 

Dans tous les cas , le test d ' invers ib i l i t é portera sur la nullité de N ( A + j B ) 
modulo p. 

P n + 1 

. P l u s préc i sément , s i dans la congruence L (y> l) = A + B j mod 

on a 
P 

v ( A 2 - A B + B 2 N ) < n + 1 (où v e s t I a val uation p -ad ique ) , 
d \ / P 

a l o r s v ( n L (y , l ) ) = v p ( a 2 - A B + B 2 ) . 
X 

Remarque : 
D'après l e s ré su l ta t s de Ribet, rappe lé s dans [ 2 ] , et pour le c a s qui nous 
i n t é r e s s e (p = 3, c a r a c t è r e s d'ordre 3 de conducteur premier Z ̂  3), une 
C. N. S . pour que ^ L^X» l) so i 1 de valuation str ictement pos i t ive es t que 
l'on ait z = 1 mod 9 (ce qui es t confirmé par le tableau T 2 du § III). 



III - Algorithme et résu l ta t s 

III-1 Algorithme : remarques généra l e s 

L e s ca lculs ont é té menés sur micro-ordinateurs sous langage L S E (Langage 
Spécial Enseignement). Afin de dépasser les l imites de la machine en chi f fres 
s ignif icat i fs , l e s nombres u t i l i s é s ont été c o n s i d é r é s si n é c e s s a i r e comme 
tableaux, car décomposés dans une base convenable (puissance de p). 

La longueur cro i s sante des ca lculs avec p et g a déterminé les maxima 
atteints. 

III— 2 Organigramme sommaire (donné i c i pour p / 2) : 

PI Init ia l isat ions 

P2 

choix de p et g 
choix de l 'étage n 
choix des générateurs g pour 

Y pour 

chois i tel que g = 1 (pn) 

" / p n z ) * c h o i s i t e l q u e Y = 1U) 

Calibrage des ca lculs : choix des valuations maxima suf f i santes 
en p (en vue de la division par p n en f in de 
cal cul ) 

Initialisation à 1 de P , P ^ P^, produits des e n t i e r s in fér i eurs à 
pn£, premiers à p n £ de c a r a c t è r e s r e s p e c t i f s 1 , j , j 2 

Initialisation à 1 de l 'entier a variable dans la sommation. 

• Boucle pour 1= 1 jusqu'à Z-] 

a = a * g ; a réduit modulo png 

Boucle pour J = 1 jusqu'à p° ^(p-l) 

a = a * y ; a réduit modulo pn£ 

P = P , * a avec K défini par K = I (3) K+l K+l 



P 3 Calcul des logarithmes p -ad iques de P , P 

P n e 
Calcul de A . A - , A pour S = A + A j + A . j 2 = - ""e* %(a) 1 2 3 1 2 3 a = 1 p n g 

E c r i t u r e de S = A + B j 
n 

T e s t d ' invers ib i l i t é de A + B j par calcul de I a norme modulo œ. 
Af f i chage des r é s u l t a t s et s o r t i e des c a s f a v o r a b l e s 

X 

Remarque : 
L e s c a s f a v o r a b l e s ( c a s de non i n v e r s i b i l i t é de A + B j) sont a lors r e p r i s 
puis étudiés à un é tage supér ieur . 

III—3 Résul ta t s numériques : 

Dans chacun des tableaux suivants sont indiqués l e s conducteurs Z , l e s 
1 p n 

nombres p pour l e sque l s ff - L l) es t nul modulo ^—, où n > 1 d é s i -
x 2 p UĴ  

gne l 'é tage c o n s i d é r é . Ains i les c a s non s i g n a l é s comme favorables sont 
ceux pour l e sque l s le p -groupe T relatif au corps cubique de conducteur 
Z e s t tr iv ia l . 

T 1 Z = 7 f i xe ; p var iable > 2 Cas favorab le s maximum en p 
étudié 

modulo p p = 61 ; p = 241 p = 54l 

modulo p 2 néant p = 6 l 



T 2 p = 3 f ixe ; Z var iab le c a s f a v o r a b l e s maximum en Z 
étudié 

modulo y - 3 

Z = 19, 37, 73, 109, 127, 
163, 181, 199, 271, 307, 
379, 397, 433, 487, 523, 
541^ • • • • 

Z = 1 mod 9 

modulo 3V-3 Z = 199, 271, 487, 523, 541 541 

modulo néant 541 

T 3 p = 5 f ixe ; Z var iable c a s favorab les maximum en Z 
étudié 

2 modulo 5 et 5 Z = 151 , 367 541 

3 4 modulo 5 et 5 néant 367 

T 4 p = 2 f i x e ; Z var iab l e c a s favorab le s maximum en Z 
étudié 

3 4 modulo 2 et 2 
Z = 31 , 4 3 , 109 , 127, 

157, 163, 223, 229, 
277, 283 

283 

5 6 modulo 2 et 2 Z = 277 283 

7 8 modulo 2 et 2 néant 277 



Remarque 1 : 
Ont auss i été t e s t é s deux cas connus comme f a v o r a b l e s par le nombre de 
c l a s s e s : 

Z = 313 , p = 7 

Z = 877 , p = 7 

A l 'étage 1, seul étudié, le phénomène prévu a é té confirmé. 

Remarque 2 : 
Dans le c a s = - 1 , le c o r p s Q (j) es t de degré 2 sur Q (et 3 es t inerte) . > w / P P 
Donc s i l'on écr i t J-L (x , 1 ) = A + B j , il es t cl air que & P 

\ L p ( X , 1) . i L p ( X
_ 1 , l ) = N(A + B j) = A 2 + B 2 - A B 

2a * es t de la forme p u, a > 0 , u Ç Z ; a ins i l e s é t a g e s où la congruence est 
P 

favorable s e regroupent deux par deux néces sa i rement ( c a s de p = 2 et p = 5). 

Conclusion : Ordre du groupe T du c o r p s cubique cycl ique de conducteur Z 
cons idéré , dans les cas favorab le s . 

c , conducteur g = 7 f i xe 

va leurs de p 61 241 

ordre de T 61 non obtenu 

C 2 p = 3 f ixe 

conducteur Z 19 37 73 109 127 163 181 199 271 

ordre de T 3 3 3 3 3 3 3 9 9 

conducteur Z 307 379 397 433 487 523 541 577 

o r d r e de T 3 3 3 3 9 9 9 3 



C 3 p = 5 f ixe 

conducteur € 151 367 

o r d r e de T 25 25 

C 4 p = 2 f i xe 

conducteur £ 31 43 109 127 157 163 223 229 277 283 

ordre de T 4 4 4 4 4 4 4 4 16 4 
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