THEORIE DES NOMBRES
Année 19083 -1984
BESANCON

REPRESENTATIONS 2-ADIQUES

ET INVARIANTS CYCLOTOMIQUES

Jeanh-Frangois JAULENT



REPRESENTATIONS (-ADIQUES

ET INVARIANTS CYCLOTOMIQUES

Par

Jean-Francgois JAULENT

Université de Franche-Comté
Faculté des Sciences et des Techniques
25030 Besancgon Cedex

Cet article explore un certain nombre de relations liées a la dualité :

- La premiére met en balance la {-extension abélienne maximale
g-ramifiée M d'un corps de nombres K avec celle, C', qui est non ramifiée
et fg-décomposée,

- La seconde relie I'extension C'a la sous-extension H de M,
composée des {-extensions cycliques de K qui peuvent se plonger dans une
g-extension cyclique de degré arbitrairement grand,

- La troisigme s'appuie sur la réinterprétation par la K-théorie

des radicaux associés aux extensions M et H,

Les relations obtenues proviennent de la comparaison de trois points

de vue :

- La théorie du corps de classes, qui interpréte les groupes de
Galois des extensions considérées comme groupes de classes d'idéaux (au sens
ordinaire dans le cas fini, au sens infinitésimal dans le cas infini) ;

- La théorie de Kummer, qui décrit le radical de ces extensions a
I'aide du groupe multiplicatif du corps K, mais qui requiert ['existence dans
K de racines de 1'unité en nombre suffisant ;

- La théorie de Tate, qui présente le g-Sylow du groupe KZ(K)
3 I'aide des symboles universels associés aux racines de l'unité d'ordre £-

primaire,

Les trois dualités annoncées ne s'expriment donc pleinement qu'en pré-
sence de toutes les racines ¢-primaires de |'unité, c'est-a-dire au sommet

K = U K_ de la tour cyclotomique engendrée sur K par ces mémes racines,
nEN
Cependant, elles se traduisent & chaque niveau fini Kh de la tour, par des

relations précises entre certains sous-groupes ou quotients finis attachés
aux groupes de classes, de radicaux, ou de symboles des corps K Leur
n.

mise en évidence pose deux séries de problémes :



- Le premier est di aux limites mémes de la théorie classique

d'Iwasawa : {es formules bien connues donnant I'ordre des quotients

n
x/(ve - 1>x associés & un Ze[[v— 1]]-module noethérien X ne s'appliquent
qulaux Ze[[\(— l]]—modules de torsion pour lesquels ces quotients sont finis,

or, la plupart des groupes Xn étudiés ici ne peuvent pas &tre obtenus comme
n
quotients x/<~(‘2 - 1))( associés a un tel module, Pour rendre compte de leur

comportement, il est indispensable de sortir du cadre habituel donné par
Iwasawa, en introduisant un paramétre supplémentaire : Nous disons qu'une
suite <un>nen\! d'entiers naturels est paramétrée par les entiers p =0, )\, et

L, si et seulement si la quantité
n
u,- [one +pe"+an]

reste bornée indépendamment de n, Les groupes étudiés ici sont tous des mo-
dules paramétrés, au sens de cette définition,

- Le deuxid@me problédme est galoisien : Pour obtenir les identités
de dualité, il est nécessaire dlintroduire les racines de I'unité d'ordre g-pri-
maire, et donc, si le corps de base F ne contient pas les racines d'ordre ¢,
de faire d'abord une extension abélienne K de degré [K:F] étranger avec ¢,
avant de monter la Ze-—extension cyclotomique de K, Pour retrouver les inva-
riants attachés au corps F (ou a3 ses f-extensions Fn> a partir de ceux atta-
chés au corps K (ou 3 ses J-extensions Kn> il convient de prendre en compte
I'action du groupe de Galois A = Gal (K/F) sur les ZBU-Y - 1:]]—modules étudiés,
Le plus simple est de raisonner en termes de représentations ¢-adiques, en
convenant de dire qu'une suite <xn>nEN de ZZ [A]—modules finis est paramé-
trée par les caractéres virtuels p=20,\, et u, lorsque, pour chaque carac-

<P

tére f-adique irréductible © du groupe A, l'ordre ¢ N de 1a (p-composante de

X, est donnée par la formule
xcrfrv Co,oone e Cp,o) "+ <A, 00N,

olu hous écrivons u, ~ Vv, pour exprimer que la différence Un=Vn est bornée,

Le résultat essentiel de cette étude est que les paramétres associés
aux divers modules évoqués plus haut s'expriment tous en fonction des seuls
paramétres )‘c et be du groupe de Galois C' de la ¢-extension abélienne non

ramifiée £-décomposée maximale du corps K, et de quelques paramétres

galoisiens trés simples du schéma d'extensions,

Lorsque le corps F est totalement réel, nous montrons que les para-
meétres }‘c et uc vérifient un spiegelungssatz plus fort que celui de L eopoldt ;
enfin, en appendice, nous illustrons les résultats obtenus en calculant expli-

citement le caractére de défaut d'une conjecture de Coates,



SOMMAIRE

1 - RESUL TATS PRELIMINAIRES

§ a - Description de I'algébre de Galois ZeE A)
§ b - Structures des A[ A]l-modules noethériens

§ ¢ - Suites paramétrées de Ze[A]-modules finis,

2 - ETUDE DU GROUPE DE GAL OIS DE LA ¢-EXTENSION ABEL IENNE
NON RAMIFIEE ¢-DECOMPOSEE MAXIMALE DE K,

§ a - Définition du groupe C2!

§ b - Description kummerienne des p-extensions non ramifiées
p~décomposées C:‘ / Kn

§ ¢ - Interprétation des facteurs cyclotomiques,

3 - ETUDE DU GROUPE DE GAL OIS DE LA g-EXTENSION ABEL IENNE
¢-RAMIFIEE MAXIMALE DE K

§ a - Définition du groupe G

§ b ~ Etude du sous~groupe de torsion %, et interprétation des
facteurs cyclotomiques

§ ¢ - Inégalités du miroir,

4 - APPLICATION AU GROUPE Kz(Kw) ET AUX DIVERS NOYAUX
ASSOCIES AUX SYMBOLES CLASSIQUES

§ a - Description du noyau modéré et du noyau hilbertien dans Kz(}{)

§ b - Description du noyau modéré et du noyau hilbertien dans les
groupes Rn

§ ¢ - Comparaison avec le groupe des classes au sens ordinaire,

5 - APPENDICE

Sur une conjecture de J, Coates,

6 - TABLEAU DES RESULTATS



| - RESULTATS PRELIMINAIRES

§ a - Description de |'algébre de Galois ZZC A] :

Nous considérons, dans tout ce qui suit, le schéma de corps suivant :
g désigne un nombre premier impair, [ une racinhe primitive g-iéme de
I'unité, K/F une extension abélienne de corps de nombres, contenant ¢ et
de degré d étranger & ¢ (par exemple K =F[¢]), R, enfin la tour cycloto-

mique construite sur F, et K KR, celle construite sur K,

Nous nous intéressons au groupe de Galois A = Gal (K/F), que nous
identifions & son relévement naturel Gal(Ky/F.)dans Gal (K_/F). Son ordre

d=[K :F] étant supposé inversible dans 7_, & chaque caractére g-adique

g
irréductible ¥ du groupe A correspond un idempotent primitif

e =-<13 R CO Lk

? TEA

de I'algébre ZBE A), et le facteur isotypique associé ZCp=Zet A) ecp s'iden~

tifie & I'anneau local des entiers d'une extension cyclotomique non rami-
fiée de ®8’ qui a pour degré le degré dcp = [Zcp : Ze] du caractére 9,
En particulier tout Ze[ A}-module noethérien sans Ze-torsion est somme

directe d'exemplaires des th, donc Ze[A]—pr‘ojectif.

+ .
Introduisons le semi-groupe RZ (A) des caractéres des Ze[A]—modules
noethériens et projectifs, puis le groupe RZ (A) des caractéres virtuels

du groupe A sur ['anneau Z.. L.e groupe RZ (A) est muni d'un produit

¢ ¢
scalaire

@, 9 =4 T )y

TEA

(pour lequel les caractéres irréductibles sont deux & deux orthogonaux,
et de carré scalaire (¥,9) = dcp)’ ainsi que d'une involution naturelle,
que |'on peut définir comme suit : Pour chaque naturel n, notons Kn Huni~
que sous-corps de K, qui est de degré en sur K, écrivons I‘n= Gal (Kn/K)
soh groupe de Galois et T le groupe des racines d'ordre g-primaire de
I"unité contenues dans Kn, puis notons e = I_12 T la réunion des b, et
T,= l(_y_’r_) b le module de T ate, qui est un Ze[A]-module de dimension 1

£
*
sur Ze. Si w désigne le caractére du module'ﬂ'z,, I'application Xr—X ,
définie par
* - - -
X =wX ! (avec la convention ¥ l('r)=)((fr l), pour

tout T de A),



est une involution du groupe R., (A), appe!ée involution du miroir. Nous

YA
e *
disons que w est le caractére cyclotomique et X le reflet du caractére .

Plusieurs éléments de RZ (A) nous intéressent plus particuliérement :
)

PROPOSITION 1 : Pour chaque entier naturel n, le quotient <ZB ®Z En>/un

du tensorisé p-adique du groupe En des unités de Kn par son sous-groupe

de torsion M est un Ze[ A)-module projectif de caractére enxoo -1,
ol %o = 5 X désigne la somme,sur toutes les places & Ilinfini P, du
Poo Poo

corps F,des inhduits & A des caractéres unités de leurs sous-groupes de

décomposition respectifs Ap dans |'extension abélienne K/F‘.
[o.0]

PROPOSITION 2 : Pour chaque n assez grand, le tensorisé 2-adique
. | it
ZE®Z (En/En> du quotient En/En du groupe des ¢-unités de Kn par le

sous-groupe des unités est un Ze[ AJ-module dont le caractére XE y 1LN—

dépendant de n, est donné par la formule :

= Z g X .
YTy,
Dans celle-ci, |a sommation porte sur les places | de F au-dessus de g,
Mentier 9, est I'indice de décomposition de | dans la tour cyclotomique
/F, et X est I'induit & A du caractére de la représentation unité du

sous-groupe de décomposition A, de laplace | dans I'extension K/F,

[

Démonstration des propositions : LLe groupe <ZZ®Z En>/“‘n étant sans
torsion, la premiére proposition résulte directement du théoréme de
représentation de Herbrand (cf. [5]). Commes les places & I'infini se

décomposent complétement dans la tour cyclotomique, il vient en effet :

Ze@ <Z€ ®ZEn>/“’n ~ @ ZQEI‘n xA/Apoo].

o
Pour établir la seconde proposition, introduisons le sous-groupe In(e)
engendré dans le groupe In des idéaux de Kn par les idéaux premiers
au~dessus de § . Pour chaque | de F au-dessus de g, le groupe quo-
tient A/Al opére fidélement sur les places ¢ de K au-dessus de [, et
il y a exactement 9, places de Kn au-dessus de chaque ¢ dés que n
est supérieur ou égal a g - L_e quotient E;w/En s'identifiant au sous-~
groupe dlindice fini des idéaux principaux de In(e), il vient ainsi :

22®Z <E|"\/En> ~ ZB®Z In(E) ~ l?e Ze[I‘g[ X A/A[], comme
attendu,



§ b - Structure des Al A]J-modules noethériens :

Faisons choix d'un générateur topologique y du groupe Gal (Ky/K),
Zz

écrivons T =y ¢ ce groupe de Galois, et introduisons l'algébre d'Iwasawa
A = Zeffy—I]]. La décomposition directe Ze[/\] = @Ze[ A]ecp de |'algébre
de Galois Ze[ A] se propage en une décomposition directe ALA] = @Al A) €y
de |'algébre A[A], ol chaque facteur isotypique Nep= Z:pC[Y-‘]] est un
anneau local régulier complet de dimension 2, et un A-module libre de
dimension dcp . Si donc M est un AL A]l-module noethérien (noté additive-
ment), les résultats de Serre (cf. [12], § 5) permettent d'affirmer que
chaque composante isotypique M:p = ecpM est pseudo-isomorphe en tant que
/\cp-module noethérien & une somme directe finie de /\Cp-modules élémentai-
res; ce qui s'écrit :

Dans cette formule, les (fcp i>i 0 s forment une suite décroissante
’ =Vsesn

de polyndmes distingués de I'anneau Z -1 et les <m )
P y g a cptY ]’ f-p,l 1=0,'..,tcp

sont des entiers haturels non nuls., La pseudo-décomposition est d'ail-
leurs essentiell ement unique sous les conditions énoncées, Autrement

dit :

THEOREME 1 : Tout A[A]-module noethérien M est pseudo-isomorphe

a une somme directe finie de A[A]-modules isotypiques élémentaires. Plus
précisément, pour chaque caractére g-adique irréductible ¢ du groupe A,
il existe un unique triplet d'entiers naturels <p(p, scp’ tcp)’ une unique suite

décroissante <f > de polyndmes distingués de |'anneau
Q1 1=0,...,Scp
- uniqu uite décroissant (m ) d'entiers
Zcp[Y 1], et une unique suite décroissante °P,11=O,...,tcp i
naturels non nuls, tels que la ¥-composante Mcp =e<pM du module M soit

A[ A] pseudo-isomorphe a la somme directe :

) S t m .
~ Cp @ Cp @ @cP Cp’]- .
Mo~ ho @ <1=o Yo/ Fo,1 M) <i=o no/ P )

Ltentier Pey est la dimension dimA Mcp du %—module Mcp’ et le polyndme
t m . S ?

Pon = T1 ? 2 ol ) cPf i est le polyndme caractéristique de son sous-

® i=o i=o "

module de /\cp—tor-sion.



§c-

DEFINITION 2 : Nous disons qu'une suite <Mn>

DEFINITION 1 : Nous appelons paramétres d'un A[ A]J-module noethérien

M les caractéres p-adiques du groupe A définis a partir des invariants

d'Ilwasawa des composantes isotypiques de M par les formules

p=Zp<p'qu A=2XA, 0 5, et u=53pu O,
P e ? v *
oll, pour chaque caractére g-adique irréductible ¢, les entiers pcp’xcp’
et u_ mesurent respectivement la dimension dim/\ Mcp de la ¢p~composante
s ¥ t
de M, ainsi que le degré % ® degf. . etla g~valuation Y tpm . du
i=0 P 1 i=0 Py 1

polyndme caractéristique de son sous-module de /\cp—tor'sion.

Lfalgébre /\cp étant elle-méme un A-module libre de dimension dcp=(cp, ©,
un calcul direct montre ainsi que les invariants d'lwasawa d'un A[A]-module
noethérien M, considéré comme A-module, ne sont autres que les degrés
respectifs des paramétres de sa /\[ A]-structure. Ainsi :

. . Pep
dlmAM = c.Y'Edlm/\ ACP = é Py dcp= degp,

et un résultat analogue vaut pour les paramétres ) et u,

Suites paramétrées de ZEE AJ-modules finis :

neN de 22[ AJ-modules

finis est paramétrée par les caractéres pg-adiques virtuels p = ¢ pcp@,
A=Z A0, et u=% p,cpCP, lorsque, pour chaque caractére g-adique ir-

¢ 0 o_(n)
réductible ¢ du groupe A, l'ordre ¢ @ de la ¢p-composante ecp Mn

du module Mn est donné asymptotiquement par la formule

OCP(n) ~ <p ,cp) n2n+<u,cp>€n+<>uq3> n=pcpdcpn8n+ucpdcp2n+kcpdcpn,

ol |lidentité U, ™~V sighifie ici que la différence (un-vn) est bornée

indépendamment de n,

EXEMPLES :
1. L a suite <p‘n>ne N des groupes de racines de |'unité dlordre g-primaire
N
) i 2 >
contenues dans les corps Kn, et la suite des quotients (pn/ B neN

sont deux suites paramétrées par les caractéres p=0, A=w, u =0,

n
2, D'aprés laproposition 1, la suite <En/Ere1 > construite a partir

neN’



des groupes dlunités des corps Kn’ est paramétrée par les caractéres
p =X°°, A=w-1, pu=0, En particulier son paramétre )\ nlest pas dans

RZ (A}, lorsque le corps F ne contient pas .
)

n
3. D'aprés |laproposition 2, la suite (Enl'\ /E;‘B ) construite a partir

neN?
des groupes de g-unités des corps Kn , est paramétrée par les caracté-

res p=%_» )\=w+<xe—1>, u=0,

Cela étant, le lien entre les deux définitions des parameétres est assuré

par le théoréme fondamental suivant :

THEOREME 2 : Pour chaque naturel n, désignons par W le polyndme

n
(ye - 1), et notons v_ I'idéal de I'algébre d'Ilwasawa A, engendré par

en et w_ (i. e. Vn=2n/\+wn A)e Alors, si M est un A[AJ-module noethé-
rien de paramétres p, )\, et u, la suite des quotients <M /VnM>ne N est
paramétrée par les mémes caractéres p,\, et yu.

Démonstration : Remarquons d'abord que les Vn forment une suite stricte-

ment décroissante d'idéaux d'indice fini de |'algébre A, et que l'identité

<Y‘D’n- 1> = (Yen_'— l)e +¢ (Yen—l - I>R<Y8n_1> (pour un polyndme con-

venable R de Z[X]) permet de montrer par récurrence que Yn est con-
tenu dans la puissance n-iéme ‘mn de ilidéal maximal M= e/\+wo/\ de I'al-
gébre d'Ilwasawa. L.a premiére constatation nous prouve que, pour tout
A-module noethérien M, les sous~-modules vnM sont bien d'indice fini ;

la seconde nous assure que, si M est fini, le sous-module vnM est réduit

a0, dés que n est assez grand.

Supposons maintenant que M soit A[ A]-pseudo-isomorphe & un modu-
le hoethérien M!, De |a suite exacte de A[A]-modules (& noyau et conoyau
finis)

1 > N > M h—>M' C -1,

nous déduisons alors, pour chaque naturel n, une suite exacte de Ze[ A~

modules finis :

5 ! 1 .
1 > N - ﬁM/vnM——>M /vnM C, > 1,
Dans celle-ci, le conoyau Cn =C/an coincide avec C dés que n est as-
sez grand, et le noyau Nn=—1 h{ h{M)n VnM']/VnM a un ordre borné :

En effet, pour n assez grand, nous avons v M! ¢ h(M), car an est alors



-1 2
nul, donc [N | = ("'h(v, M) : v M)< |N| (v M:v_hm)< N |c|,
puisque Y M'/vn h(M) s'interpréte comme quotient de |la somme directe

(e”M'/ e”h(M)) ® <wnM'/wn h(M)), donc finalement de C ® C.

Cel a étant, le théoréme | nous permet de resteindre notre démonstra-
tion au cas ol M est un A[ A]-module isotypique élémentaire. Distinguons

les trois éventualités :

. . ~ n

(i) Pour M=Acp’ nous avons directement M/ vnM = <an/e ch>[rn]’
avec I‘n’: Z/enZ , Ce qui nous donne :

d ng
. ®
(M : vnM> =2 .

. m ~ m

(ii) Pour M=Acp/8 A et n=m, nous obtenons M/VnM - <Zcp/2 Zcp>[rn]’

dlol :
<M : vnM> = § P .

(iii) Pour M=/\cp/j A+ avec § distingué dans Zcp[y—lj, un lemme facile
(dont on peut trouver une démonstration dans [ 11], p. 18) montre que
pour chaque m assez grand il existe des polyndmes % et Bm de l'anneau
w Myp_ m
mt1 _ . en(e 1), e

Um

s'écrive encore €. =2 (1 +ec,m) +Bmf' Comme £ annule M, et que (1+¢ am)

ch[Y_l] tels que le polyndme cyclotomique g = A AR B

: 3 1 1 = 1Al . =
est inversible dans /\ep , il suit v M=7p va, dlou (va : vm_’_1 M>

m+1
%.deg .
(va : evm M) =9 y car v M, d'indice fini dans M, est un Z2_-mo-

n-1
dule libre de dimension deg §. Ecrivant alors (M:vnM)=<M:vn M) T
o) m=n_
<va : vm+] M>, nous obtenons, comme attendu :

(n-n_)d_deg§ d, degf.n
. . o ® _ te P
(M.VnM) =<M.VnoM>2 =Cc .¢ .



2 - ETUDE DU GROUPE DE GAL OIS DE LA §-EXTENSION ABELIENNE NON
RAMIFIEE ¢-DECOMPOSEE MAXIMALE DE Kg

]
§ a - Définition du groupe C¢ :

Désignons par C;o le ¢-corps des £-classes de Hilbert de K,,i.e.
la g-extension abélienne maximale de Kgqui est non ramifiée et ou les
places au-dessus de £ se décomposent complétement., L_a notion dlex-
tension non ramifiée, complétement décomposée en un nombre fini donné
de places étant de caractére fini (cf. [12], §2), C!_estlaréunion des

{-corps des f-classes de Hilbert respectifs C:_‘ des corps Kn , et le

groupe de Galois C! = Gal <C(',°/Km> slidentifie ainsi, via l'isomorphisme
du corps de classes, a la limite du systéme projectif (pour les applica-

tions normes)
v '
C'" = Iim Cen

des g-groupes de {-classes des corps Kn (i, e, des quotients Ce;] des

g-groupes de classes d'idéaux au sens ordinaire des corps Kn’ par leurs
sous-groupes respectifs engendrés par les places au-dessus de 2).

DEFINITION 3: Par C' nous entendons le groupe de Galois Gal (C;/KQ
de la g-extension abélienne non ramifiée g-décomposée maximale de Ky,
qui s'identifie a la limite projective I(Ln_'l Cerlw des {-groupes de p-classes
des corps K, Le groupe C' estun A[ A]J-module noethérien et de torsion,

; (A).
2

dont nous écrivons Pe = o, )‘c’ et b les parameétres dans R

Naturellement, le premier probléme de |a théorie d'Iwasawa consiste
a retrouver les groupes CE:,\ a partir de leur limite projective C'. Rap-
pelons ce résultat classique (cf. [11] , [ 12]) : Désignons par Kr I'in-
tersection de K,avec le g-corps des {¢-classes de Hilbert Co' de K (de
sorte que Kr est la sous-extension maximale de Kg,qui est g—décomposée

sur K), puis, pour chaque naturel n>r, introduisons le g§-corps des

!

o /n de l'extension procyclique Kao/Kh (i.e. la g-extension

g-genres C

abélienne maximale de Kn’ qui est non ramifiée et g-décomposée sur Ky, ).
W

Le quotient des g-genres Q"ﬁ = Gal (C:n/n /Km> = C'/Cl N, plus grand quo-

1
tient de C' fixé par I‘n, est un ZEC AJ-module noethérien, qui admet cen

comme quotient :



- 10 -

Sous la condition n= r en effet, I'extension p-décomposée C;/Kn

est disjointe de la tour cyclotomique KOD/K“ set le groupe ce;] slidentifie
fie par conséquent au groupe de Galois Gal (t<°°c:, /Kq,> qui est bien un

quotient de (,}r'1 .

C
G
/_\ '
K ch:\ I C/::o/n cao
1 4
cn
1
Ce N
/’_\ ]
Kn Cn
T
I‘n .
K. et
!
o
K

Reste & évaluer le groupe Gal(C;/KmCL ) ou son quotient Gal(C;vn /ch:\ )

Un argument de projectivité (cf. [6 ], th. 8;[11], prop. 4.3; ou [12],
th. 4) montre que, dés queKn contient le composé Km des sous-corps

de décomposition des places de K au-dessus de { dans la tour Koo/K,le

sous-groupe Crl\ = Gal <C¢;,/Ka>C:, >, qui fixe ch:.‘ , est I'image par |fopé-

w
rateur norme -&)—'1 de celui cr'n qui fixe KwC,:n . Il vient ainsi (pour n= m) :
m

w /(.Um

ce, ~c'/c " _a'/ (e ™

w
puisque c;n contient le g-groupe des f-genres ce' m de Kw/Km (le quo~



§b-

-11 -

. ! ®“m 1 2 .
tient C_ /ce = Gal (cm/m/ch'm) étant d'ailleurs un Ze[ AJ)-module
de type fini).

w /w

g} v
. . . . 1, 'p < 1,0 Ny N
En particulier, il suit : (cen : oen >= c:C Cm

(C' : C'vn>

<c;:n/wmctvn: clvn> ’

et le dénominateur

Gl

constant a partir d'un certain rang, puisque les quotients

<c|wn/wm |Vn/c|vn>

Cc , images successives les uns des autres par les
m nzm
, . _ u)n+1 . " )
applications normes gn = ,forment une suite décroissante de groupes
n

finis., D'apreés le théoréme 2, hous avons donc :

N
THEOREME 3 : La suite <C€:\/C€;\e )hEN des quotients d'exposant en des

groupes de {-classes dlidéaux respectifs des corps Kn est paramétrée

par les caractéres )\C et T attachés au groupe ¢' = I(Lrg CB:,1 Autrement

dit, pour chaque caractére p-adique irréductible ¢ du groupe A, l'ordre
c'(n) ' PUNC
2 ® de la {-composante <O€n/02n > P est donné asymptotiquement

par la formule :

i) ~ Cugr® e+ G0y n.

len
g

SCOLIE : Dans une Ze—extension, les g-groupes Cf ont un ordre

borné indépendamment de n.

(n) . 1 ig"
du quotient Cen/CBn
est donné asymptotiquement par |la méme formule que celui du groupe en-

tier Cer'1 (cf. [ 12], th, 8).

D'aprés le théoréme 3, en effet, |'ordre ec

Description kummérienne des f§-extensions non ramifiées p—décomposées

e, /Ky

. n . . .
Le corps Kn contenant les racines § -iémes de |'unité, la théorie
de Kummer établit une bijection entre les f-extensions abéliennes d'ex-—

posant en de Kn et les sous-groupes finis du quotient Rn= <B_nZ/Z>®ZK:_:,
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. X 4 % . . .
isomorphe a Kn /Kne . Pour décrire celles de ces extensions qui sont
¢-décomposées, il est commode de faire appel ala notion d'infinitésimal
introduite dans [ 8], et que I'on peut définir comme suit : Désignons par

}{n le tensorisé p-adique 7 K du groupe multiplicatif K { de sorte

£ Z

que nous avons un isomorphisme canomque Rnf: < ZB/ZQ> X > par

?,(n= @ (1+2n) le groupe des unités principales semi-locales de Kn, qui
g le
est le produit direct des groupes d'unités principales des complétés Kn 2
’
n

m
de Kn au-dessus de §, par }cn = l‘:_nrg 2®\ 2( n, n, 2 enfin, le com-

plété profini de Kn au-dessus de ¢ (si, pour chaque place s:n de Kn au-

dessus de g, on fait choix d'une uniformisante Mo dans S:n, le groupe }{n
VA n
slécrit,comme Zz—module : Rn =Y @( ® 3)) Alors (cf. [ 8], §1):
g le “n
n

DEFINITION 4 : Par groupe des éléments infinitésimaux du corps Kn’ nous
entendons le noyau }{c: de la surjection continue s, du tensorisé g-adique

n = ZB®Z K™ dans le complété profini Rn’ induite par l'injection diagona-

le du groupe K dans le produit des groupes multiplicatifs K:: 2 des com-
?

plétés de Kn pour les places au-dessus de §. n

PROPOSITION 3 : Le radical kummerien de |'extension abélienne maxima-

le d'exposant en de |<n qui est p-décomposée est I'image dans
-n x -Nn e
Rn = <2 Z/Z> ®ZKn ~ (e Ze/ze>®ze}£n du sous-groupe infinitésimal

(o o]
Hn de Hn.

Démonstration : L 'extension K [\ef_]/K n? définie par I'element ' "® x de

Rn, est p-décomposée si et seulement si X est puissance § -1eme locale

en chaque place ﬁn de Kn au-dessus de §, c'est-a-dire si et seulement si
zn
dans

A

Aph
I'image sn(x) de x dans }(n tombe dans }Cf‘ . Ecrivons donc sn(x)=u
oy 2 21 2 - n N 2
}(n, et relevons u en un élément y de }cn. L'élément z=xy ¢ , qui vérifie

n _ph
sn(z) = u® sn(y) e 1, est infinitésimal et a méme image que x dans Rn

Considérons maintenant un élément 2—n®x de Rn. La proposition 3,

ci-dessus, affirme que |'extension Kn[ ﬁ_x‘]/Kn est g-décomposée si et seu-

lement si x peut étre pris infinitésimal. Il est bien connu, par ailleurs,
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qu'elle est g-ramifiée (i. e. non ramifiée aux places en dehors de ) si

et seulement si l'idéal (x) de Kn est une puissance en—iéme en dehors de
¢, mais ceci suppose que X soit pris dans K:: . Pour parler de I'idéal prin-
cipal engendré par un élément de L il est nécessaire d'étendre la défini-
tion du groupe des idéaux :

PROPOSITION 4 : Désignons par g' le tensorisé p-adique ZB®Z J' du

groupe des idéaux fractionnaires de |'anneau G = o ( 1/27, Iocallse en

dehors de ¢ de l'anneau des entiers de Kn (le groupe Jn slidentifie au

sous-groupe des idéaux fractionnaires de Gn qui sont étrangers a g), et
. . ! »

conhvenons de hoter P;] le sous-module ¢-principal de gn, ehgendré par

les images (x)' des éléments de X, . Cela étant :

n
(i) Le groupe R, = {e_n® x€R | (x)' e ;:qe } est le radical kum-
n
merien de la g-extension l"l(rf' ) abélienne maximale de Kn qui est d'ex-

n s
posant § et g-ramifiée.

n
(ii) Le groupe D = {e-—n® XER | x€ ]{or: et (x)'¢ }:12 } est le radical
1 gh )

kummerien de la p-extension C abélienne maximale de Kn qui est

dlexposant 8 non ramifiée, et g-décomposée.

Cela étant, le comportement asymptotique du groupe @ est détermi-

né par le théoréme 3, puisque |'application bilinéaire (e-n®x o) |~>><o"I

de @n x Gal (C;\(e )/Kn> dans W donnée par la théorie de Kummer, in-
duit un isomorphisme, compatible avec l'action de A, de En sur le grou-

pe Hom (Gal ( " /K >, p,n). Compte tenu de ll!'isomorphisme du

n
'
corps de classes Gal (C'rf‘e )/Kn> ~ CB:,]/CBne , hous pouvons donc

énoncer :

PROPOSITION 5 : La suite <®n> des radicaux respectifs des p-exten-

NneN

n
sions C'rge )/Kn (sous-extensions dl'exposant en des p-corps des {-classes

de Hilbert des corps k'n) est paramétrée par les reflets dans I'involution
du miroir des caractéres >‘c et W attachés au groupe C'. Autrement di*f,
c . (n)

pour chaque caractére g-adique irréductible ¢ du groupe A, I'ordre ) ®

de la ¢g-composante g:cp est donné asymptotiquement par la formule :

3* ¥* N ¥*
Ccp(n)N (uC,CP>€ +<)\C’CD> n.
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§ c - Interprétation des facteurs cyclotomigues :

/w

Revenons sur la description Ce' =C /C des groupes de g-classes
Ce;\, donnée dans la section(a), Puisque Cm est un sous-module de C', les
UJn/wm

groupes c'/c' sont des quotients de Ce:q, pour chaque n= m, donc

finis, ce qui signifie que les polyndmes caractéristiques Pccp des ¢p~compo-
w

!
santes du A[ AJ-module C sont étrangers a chacun des _r_w_’ clest-a-dire
i Ym
N A . _ 2—1 Je . 2
a chacun des polynbmes cyclotomiques §i = X Y , pour iz m un résul-
j=0

tat bien connu de la théorie d'Ilwasawa). Qu'en est-il pour i <m ? L a défi-

L ! 1w . .. .
nition qn = C'/C N du quotient des g-genres montre que la participation
des gi dans les pol yndmes caractéristiques F’cQp mesure la dimension

des ¢-composantes de ces quotients :

PROPOSITION 6 : Pour chaque caractére g-adique irréductible ¢ du grou-

r (o) m-1 r‘cp(i+l)

pe A, écrivons Pccp= won TT g ‘Pcc'p la factorisation dans |'an-
=0

neau ZCPC y~-1] du polyndme car*acter‘1st1que du A[ A]J-module isotypique ¢ CP.

Alors :

(i) Le polynéme Pccp est étranger a tous les w, , pour i>m (et I'en-
tier m est l'indice du composé Km des sous-corps de décomposition des

places de k au-dessus de ¢ dans ia tour Ke/K).

e
(ii) La dimension 3 (n) = dimz Q;w ® de la @-composante du quotient

%

®
des p-genres est donnée, pour chaque naturel n, par la formule :
inf{m, n) -1
(n) = r (o) +(g-1) pX r (i) 2 .
% o T I et E

Cela étant, comme un résultat de Greenberg (cf. [3]) affirme la fini-
tude des groupes Q:q lorsque le corps k est abélien surQ , le probléme
se pose de décider pour quels corps k, les polynémes caractéristiques I:’c(_\0
sont étrangers & tous les w_. Cette condition, qui équivaut a la finitude

des groupes Gal <C°°/n /chl',‘ ), stinterpréte par la théorie des genres :

Désignons par 6' 7. E le tensorisé du groupe des g-unités de kn’

ez

et par 7Zn = Ze ®Z < N K /K (K )> celui du groupe des normes cycloto~
p=m
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miques ;pour chaque place En de K au-dessus de 2, introduisons son

groupe de décomposition Dy (C,' /K > dans I'extension abélienne
n
oo/n/Kn ; puis formons le sous-groupe 2 <Ca>/n/ Kn> de la
somme directe des D ( /K > const1?ue par |es familles (o )
T m/n Ln/tn
dont la restriction a K vérifie la formule du produit T[] ¢ ‘ = 1.
le "niky
D'aprés [ 7], th. 4, lafamille br'1 des symboles dé&' Hasse
Com/K ' ( '
I/ n . .
( T >Qn et la formule du produit p (prise dans Gal CQD/n /Kn)),

donnent naissance a la suite exacte courte (dite des p-genres) :

b Dy
1 — &8 /a nn, -, 6198 D£n<(’,;/n/l<n >—-—> Gal(Qm/n/K c' >—-> 1.

Il suit :

PROPOSITION 7 : Pour chaque caractére irréductible ¢ du groupe A,

les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le polyndme caractéristique Pccp de la p-composante du

AL A]-module ' est étranger & tous les w, .

!
(ii) LL,a dimension asymptotique acp = dimZ Qn ® de la ®p-composante
®

du quotient des g-genres est nulle.

1€ e

(iii) Pour chaque naturel n, la ¢-composante Gh P (C@ /OB ”) ® dqu
g,,(n)

quotient des g-genres est un g-groupe fini dont I'ordre 2 ©  est donné

asymptotiquement par la méme formule que celui du groupe Cen C‘O.

(iv) Pour chaque naturel n, |'image b:q(a:q) du tensorisé p-adique

! 1 oz )
5n = Ze ®Z En du groupe des 2-unités du corps kn,par ta famille
/
! C. K
bn = ( ,E m/n/ n>2 des symboles de Hasse attachés aux places de Kn
n

au-dessus de g, est dl'indice fini dans la somme . ’C‘IDJ DE ( m/n /K )
2 n
des groupes de décomposition de ces places, r*estr‘emte aux familles

<02 >£ | dont la restriction a K_vérifie la formule du produit

ﬂ g = 1.
ﬁn\e ﬁn\Kq°
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DEFINITION 5 : Nous disons que le caractére 3 =3 acpc;) , défini a partir
P

e
de la dimension asymptotique acp = dimZ Qr'*n ? du quotient des g-genres,

est le caractére de défaut de la théorie des genres dans la tour cycloto-

mique K/k.

D'aprés |la proposition 7, le caractére de défaut 3 mesure ['écart en-
. 1
tre le groupe des g-classes CP,I; et le quotient des g-genres qn. Lorsque
K est une Ze—extension qui n'est pas cyclotomique, les résultats de

[ 77 montrent qu'il est généralement non nul. En revanche :

THEOREME 4 : S‘upposons qgue le corps K satisfasse les deux conditions

suivantes :

(i) K est une extension galoisienne du corps des rationnels (de degré

g, de groupe de Galois G).

(ii) Les groupes de décomposition des places de K au-dessus de ¢
sont distingués, et contiennent le sous-groupe dérivé Gl.
Alors les conditions équivalentes de la proposition 7 sont vérifiées dans

la tour cyclotomique Ky /K.

Démonstrat}_on : Les hypothéses du théoréme se propageant le long de la
tour, il nous suffit de faire la démonstration pour n=0, i.e. de montrer
que l'image b(é') du tensorisé du groupe des {¢-unités de K est d'indice

fini dans la somme restreinte @ DSZ des groupes de décomposition des

2le
places de K au-dessus de § dans llextension abélienne C:D/o /K.

Notons D le sous-groupe de décomposition de ¢ dans |'extension /Q

(qui est indépendant par hypothése de la place de K au-dessus de 2),d son

ordre, lg I'induit & G du caractére unité de D, puis e =(—1j Y 1 I'idem-
T€D
potent central de |'algébre Qe[G] qui lui correspond, et €= el 1 -Sl] s ooT)
T€EG

, R G . e
celui correspondant au caractére 1 Par un argument déja utilisé

p- e

(cf. prop. 1 et 2), le groupe @ D_ est un ZZEG]—module de caracteére Ig,

L
2le
et le sous-groupe restreint ® DE est donhc un Ze[G]—module de caractére
2le
lg— ]G' Le groupe @ DQ est, d'autre part, I'image par les symboles

ele
locaux de reste normique du complété profini ¥ de K (défini dans la section(b)),
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Comme les éléments de ¥ annulés par le logarithme g-adique L_oge sont

des normes cyclotomiques, cette derniére application se factorise par

X de sorte que le sous-groupe LOQE %2€ de la somme

directe C(k) = @ kﬁ des complétés de K au-dessus de 2 s'envoie dans
2le

@ D_, avec un indice fini.

ele °

le logarithme L.og

. . ] . .
Choisissons maintenant un générateur x€ E d'une puissance princi-

QqN de I'une quelconque des places £ de K au-dessus de §. Po-

e . P l rd
sons y = x9 , et considérons le sous-module 9 de 8§ engendré par y et

ses conjugués, Il est clair que c'est un 7 [_'G] module de caractére lg ]G

Cela étant, pour chaque caractére - ad1que absolument irréductible § re-

G

D Gl

nombre eqJ = 3 ylT )I_og‘g osly ) ne peut étre nul, en vertu du theoreme

TEG

de B aker-Brumer. Comme Ig— IG est la somme des caractéres absolument

irréductibles qui le divisent (puisque le quotient G/D est supposé abélierlz,
¥°°

e .

De l'lidentité des caractéres, nous concluons que cette injection est presque

pale (x) =

présenté dans 1 (4 valeurs dans une extension algébrique de Q ) le

I'application logarithme LOQB détermine une injection de ) dans L. og

~J
surjective, autrement dit, que ¥ s'envoie dans @ D_ avec un indice fini ;

£
ce qui constitue le résultat attendu. ele

3 - ETUDE DU GROUPE DE GAL OIS DE LA 2-EXTENSION ABEI_IENNE
MAXIMAL E ¢-RAMIFIEE DE Ka

§ a - Définition du groupe G :

Désignons par M, la g-extension abélienne g-ramifiée maximale de K,
et notons G = Gal (Mm/Kq,) son groupe de Galois. L'extension My est évi-

demment la réunion des {-extensions abéliennes g-ramifiées maximales M,
des sous-corps de degré fini K,, de Kq,et nous disons que M, estle g-

corps des ¢-classes infinitésimales de Kn , en accord avec les résultats de

[ 12], qui interprétent le groupe de Galois @G =Ga|(M /K > comme quotient

du tensorisé ; =7.® Jn du groupe J des idéaux de K par le sous-mo-

27
dule Pn des idéaux principaux-infinitésimaux, image dans le sous-module
. . . 1 . I (e0]

Pn des idéaux principaux de }n’ du sous—-groupe infinitésimal ‘Kn de }{n,

défini dans la section 2§b. Autrement dit :
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DEFINITION 6: Par @ nous entendons le groupe de Galois Gal(Mm/Km) de

la g-extension abélienne g-ramifiée maximale de K,,qui s'identifie a la
limite projective I‘}_rr_1 Gn des g-groupes de p-classes infinitésimales

1, 00 .
}n/Pn des corps Kn' Le groupe G est un A[A]-module noethérien, dont

Z (A).
¢

nous notons pa,xa, et Wy les paramétres dans R

K

La tour cyclotomique Kw/K étant g-ramifiée, pour chaque naturel n, le

corps des g-classes infinitésimales M,, est |a sous-extension maximale

de My qui est abélienne sur Kn. L e groupe de Galois GL = Gal <Mn/K®>,

plus grand quotient de G fixé par I‘n, est ainsi le quotient des p-genres

w
infinitésimaux G/G N de I'extension procyclique Km/Kn; et le groupe

G‘n = Gal (Mn/Kn> est donc isomorphe, comme ZBE A]-module, a la somme
directe :
I W
G, ~T,®G6, =T, @a6/a ",
puisque I‘n se reléve dans Gn’ par un argument de projectivité,
e" n
En particulier, ii suit Gn/an ~ rn/TZn ®a/G  ; d'ol, dlapres le

théoréme 2 et |laproposition 4 :

n
PROPQOSITION 8 : L.a suite <6'n/0'£ >n€ N des quotients d'exposant en des

groupes de ¢-classes infinitésimales des corps Kn est paramétrée par les

caracteres pa,xa+1; et u . Autrement dit, pour chaque caractére p-adi-
a (n)
que irréductible ¢ du groupe A, l'ordre g ¢ de la tp-composante

n. e
(G,n/ﬁg > ® est donné asymptotiquement par la formule :

n
3(n) ~ (o PN g, e F Ot 1, o,
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PROPOSITION 9 : L.a suite (“Rn>ne N des radicaux kummerien des sous-
n
extensions maximales M(ne )/Kn d'exposant en des g-corps des p-classes
Pd . rd P - * * *
infinitésimales M,, estparamétrée par les caractéres pa,xa+w, et e

#*
acp(n) o
L'ordre ¢ de la ®-composante ERn est ainsi donné asymptotiquement

par la formule :
3 * *® *
acp(n) ~ <pa,cp>nen tugr ® " + O, tw, ¥ n.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théoréme :

THEOREME 5 : L.es paramétres Par >‘a’ et u_ du groupe de Galois G de la

g-extension abélienne g-ramifiée maximale My de K, sont donnés, en fonc-
tion de ceux )‘c et e du groupe de Galois C' de la sous-extension hon

- .4 pd e . ' .
ramifiée g-décomposée maximale C,, par les formules suivantes :

pa=><‘*:o=“’><-oo 1 ha =>‘Z * <Xe— I>*=w[>‘::1+<xe- 1>] ’

n
Démonstration : Revenons sur |a définition E)tn={e_n®xe Rnl (x)'e J;.'e } du

. . . . A -n .
radical kummerien E}tn. L'application, qui a ['élément § ® x de fRn associe

n n
2 '/
1 ! . gz !
la classe c¢ (V (x)'> dans le groupe dn de l'idéal |\ (x)]1 de Jn’ est un
n
Ze[A]-mor‘phisme qui envoie fRn sur le sous-groupe Ce:q(e ) dl'exposant en
n
de CE;. Quel est son noyau ? L 'identité (><)'=(y)'{2 , qui s'écrit encore

n -
X = eye pour une g-unité ¢, exprime que la classe l"®x de x dans
. -N . 2z
Rn est contenue dans l'image (e Z/Z>®Z E;‘ du groupe des g-unités E;.
De la suite exacte obtenue :

- Cel(en)

_—
N 1,

1 — (e—nZ /Z>®ZE;\ - R

nous déduisons sans peine les formules annoncées, |'ordre du premier

groupe étant donné dans I'exemple 3 (section 1 §c), celui du dernier par

le théoréme 3, et l'ordre de ERn par la proposition 9 ci-dessus, Enfin les
) *® #*

identités y_=wx_ et XB = wxe

dl'induits de caractéres unités attachés a des sous-groupes de A, sont

proviennent du fait que x et XE’ sommes
o0

. N . -1 -1
égaux a leurs '"inverses! X oo et XB .
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§ b - Etude du sous—-groupe de torsion % et interprétation des facteurs
cyclotomiques :

D'aprés [ 8] une facon d'énoncer la conjecture de Leopoldt pour le
corps Kn consiste a affirmer gue le tensorisé 6:1 = ZE ®Z E;\ du groupe
des g-unités de ce corps s'injecte canoniquement dans le complété pro-
fini Rn’ défini dans la section 2 §b. Cela justifie la définition suivante

(cf. [ 8], section 1 §a) :

DEFINITION 7 : Par groupe des unités infinitésimales du corps K, » nous

entendons le noyau 60': de la restriction au groupe 6:1 = ZZ ®Z E:q {des

g-unités généralisées) de la surjection canonique g du tensorisé p-adique
X P e . . 9 =
= ur le complété ofini ¥ . Le grou ~
]{n ZB®ZKI’1 sur le p pr 11Kn g peé’or:est unZe[A]
module projectif, et nous disons que son caractére &(n) est le caractére

de défaut de la conjecture de L_eopoldt pour le corps Kn .

Naturellement, le groupe 6: est connu pour étre nul dans un certain
nombre de cas. Rappelons, sous une forme voisine de celle du théoréme 4,

S

le résultat dG & Emsalem, Kisilevsky et Wales ( cf.(i7]).

THEOREME 6 : Supposons que le corps K satisfasse les conditions sui-

vantes :
(i) K est une extension galoisienne du corps des rationnels, de grou-

pe de Galois G.

(ii) Les groupes de décomposition des places & I'infini de K sont
distingués, et contiennent le sous—-groupe dérivé G'!. Alors la conjecture

de L eopoldt est vraie dans |la tour cyclotomique K

PROPOSITION 10 : Les caractéres de défaut 8(n) de la conjecture de

L eopoldt dans la tour cyclotomique Ko /K forment une suite croissante et

*
stationnaire, majorée par le parameétre )‘c des radicaux E)n.

Si & désigne la valeur asymptotique du défaut s(n), I'inégalité obtenue
*
(6 < )\C) est ainsi le pendant de celle (3 < "c) vérifiée par le caractére de

défaut de la théorie des fg-genres.

——— s o o S e g e e

[ 6]),vérifions le rapidement : L e fait que la suite (6(n)>n€n\l aille crois-
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oo
P . rd . 2 o0
sant est évident., Cela étant, pour chaque naturel n, ['extension Kw[\f 8 n]
engendrée sur K, par les racines dl'ordre g-primaire des unitésinfinitésimales

de Kn est une extension abélienne non ramifiée g-décomposée sur K,.Son

oo
groupe de Galois Gal (Km[ﬁ@:] /Keo> est donc un quotient de Ce' = Gal(C",b/Ko‘,),
et un ZBE AJ-module projectif qui a pour caractere le reflet 8(n)¥ de s(n).

Il suit s(N)%* < Ao» comme annoncé.

Les résultats de Gillard (cf. [ 2]) interprétent d'ailleurs le défaut
(mesuré ici par le degré deg &§({n) du caractére 8(n)) de la conjecture de
Leopoldt a chaque étage fini de la tour cyclotomique, a partir de lapar-
ticipation des polyndmes cyclotomiques a la factorisation irréductible du
polyndme caractéristique du sous-module de A-torsion du groupe de Galois

G. Enongons sans démonstration I'analogue de la proposition 6 :

PROPOSITION 11 : Pour chaque carl*actér‘e g-adique irréductible ¢ du

s (o) m s (i+1)

groupe A, écrivons Pa_=w P T e. =1} la factorisation dans
® % q-0! ®

e
I'anneau Zcp[\(-l] du polyndme caractéristique de la p-composante 6 *

du sous-module de A[A]-torsion du groupe de Galois G. Alors, pour

chaque naturel n, la ¢g-partie acp(n) du caractére de défaut §(n) est don-

inf(n, m') ie1
née par laformule: & (n)=s (o) + (g-1) X s (i)g ',
P @ i=1 ®
D'aprés les propositions 10 et 11, le groupe 6: des unités infinité-

simales de k_ est un Ze[ A)-module noethérien, qui est indépendant de n,
n
lorsque n est assez grand, Désignons par <? 6: son en—radical dans }in
n n
(i. e. \56:\0 ={xe€ L | xE € 6:}). Comme les seuls éléments p-divisibles

n
de K: sont les racines de I'unité, le quotient \li 6:/ 6:”‘n est donc un
groupefini qui ne dépend pas de n, pour n assez grand. Notons maintenant
Q;o = {e_n ® x€ K | x€ 6:} I'image canonique de d:o dans le groupe

-N . .
& = (2 Ze/Ze>®Ze X, . De l'exactitude de la suite courte de Ze[ AJ-modu-

les :

7noo e (en) -N oo 0o
t— csn/égn”‘n ——><€ 22/28>®286n—-—>@n-——¢1,

nous déduisons la proposition :
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PROPOSITION 12 : La suite (e:’)ne N

00 2 L 2 . N z
xX€ an} de @n engendrés par les unités infinitésimales est paramétrée par

des sous-modules @Or: ={¢ "oxe &, i

les caractéres p =0, A =&, et yu =0. Autrement dit, pour chaque carac-
e°(n)
tére g-adique irréductible ¢ du groupe A, |'ordre de la ¢p-compo-

sante de QOI: est donné asymptotiquement par la formule :

eoc;(n) ~ {(8,0)N.

THEOREME 7 : L a suite th)hEN

n
pes de f-classes infinitésimales G‘n des corps Kn’ et la suite <%n/%fx >

des sous-groupes de torsion des grou-

neN
. n rd Pl -
de leurs quotients d'exposant ¢ , sont paramétrés par les caractéres pt=0,

)‘t = xa— 5, et by = Hge En particulier, pour chaque caractére g-adique @
t (n) n, 2
du groupe A, l'ordre ecP de la ¢-composante <’En/‘££ > ® est donné

asymptotiquement par la formule :

ol ) ~ <uz RO <(>~z - a) + <Xe">*’ ®>n.

Démonstration : Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat,

I"une directe, l'autre par dualité.

(i) Ecrivons G~@ @%' la pseudo-décomposition du A[A}-module G,
en désignant par %' le facteur élémentaire de G dont les composantes iso-
typiques ont pour polyndmes caractéristiques les polyndmes Pa , définis
a la proposition 11. Pour chaque naturel nh, le sous-groupe de torsion ‘tn

: W
de Gn est aussi celui du quotient G; =G/G ". L'ordre de sa ¢~composante
ecp ot M8
T, est donc donné, a un facteur borné preés, par celui du groupe (‘I; /% > ,

qui est paramétré par les caractéres annoncés, D'apreés le théoréme 2, le
P e
méme résultat vaut pour les quotients (‘I; /% ) Cp, donc pour ceux

n_e e
<‘Kn/££ > ? qu groupe Tan) ; ce qui établit la premiére assertion du théo-
réme. La seconde résulte de |'expression des parameétres de G, donnée

par le théoréme 5.

n
(ii) Désignons par %:12 ) le sous-groupe d'exposant en du groupe de
torsion ‘Cn. Dans |la description Gn = g:,‘/P‘: du groupe de Gilois G com-
me groupe de g-classes infinitésimales, les éléments de ‘E:ﬁe ) sont repré-
sentés par les idéaux généralisés g de ;;] dont la puissance en—iéme est

n pa
un idéal principal-infinitésimal 02 =(x) ; et le générateur x de cet idéal
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est naturellement défini a une unité infinitésimale prés, En associant a la
classe ceoo(a) de llidéal q dans G, celle de I'élément e—n ® x dans le quo-
tier:\t Rn/@(:, nous définissons donc un Ze[A]—mor‘phisme du sous-groupe
%:18 ) sur le quotient an/Q’,o;. Quel est son noyau ? L'identité g~ '® X€ QOI:
n
s'écrit X = ¢ ye pour un y de }in(défini a une racine en—iéme de I'unité
prés) et une unité infinitésimale ¢ de 60:. Les éléments du noyau sont
donc les classes des idéaux principaux a =(y) engendrés par les éléments
y de }cn dont la puissance en—iéme est dans }il:o; clesta-dire par les éié-
ments y de ]-cn dont lI'image semi-locale s(y) tombe dans le groupe
ﬁi‘e”)= ® ij(242”)
g le Tn

termes, le noyau lui-méme n'est autre que I'image canonique dans le sous-

) n .. s s
des racines § -iémes de l'unité dans }cn. En d'autres

~(gh n
groupe de torsion % _, du quotient M,(qe )/s (p,:,le )>.

L a formule finale du théoréme résulte donc de l'exactitude de la suite

de 7 [A] modules:

— o D ) el

n
) 0
n —"Qn/@n—_)l'

Le groupe @n, en effet, est mesuré par‘ Ia propos1t10n 5 ; le sous-groupe

aoo par la proposition 12 ; le quotient p, (u(e ) est paramétré par
Ies caractéres p =0, ) = w<x - 1) et u=0; et le terme de gauche
\[6 / 5°° (2 " a un ordre borné, indépendamment de n.

Réunissant (i) et (ii), nous obtenons en particulier une nouvelle démons-

tration du théoréme 5,

§ c - Inégalités du miroir :

Nous supposons, dans cette section, que le corps F est totalement réel,
et que les places a l'infini Poo de F ont le méme sous-corps de décomposi~
tion, disons K dans I'extension K/F. Dans ce cas, il est nature! d'écrire
chaque caractére g-adique X du groupe A comme somme x++ x  d'un ca-

ractére réel et d'un caractére imaginaire, en posant :

DEFINITION 8 : Lorsque le corps F est totalement réel, et K une exten-

+ rd
sion quadratique d'un sur-corps K de F, totalement réel, le sous-groupe
de décomposition commun i des places a I'infini de F est le groupe d'or-
dre 2, engendré dans A par la conjugaison complexe. Nous disons qu'un

caractére g-adique irréductible ¢ du groupe A est réel lorsqu'il est re-
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présenté dans le caractére X oo? qu'il est imaginaire dans le cas contraire ;
et qu'un caractére virtuel quelconque ® est réel (respectivement imagi-
naire) lorsque tous ses facteurs irréductibles sont réels (respectivement

imaginaires). L es sous~-groupes de RZ (A), engendrés, le premier par

e

les caractéres irréductibles réels, le second par ceux imaginaires, sont
deux sous-groupes supplémentaires de RZ (A), images I'un de I'autre dans

2

Ifinvolution du miroir.,

b Introduisons maintenant les sous-groupes ﬁo::= {(x) 'e P:q [ 3 p €N avec
2 0O. . e R ., . ., 1
x¥ € }in} des idéaux g-principaux généralisés (x)' des corps Kn’ respec-
tivement engendrés par les éléments de }tn dont une puissance finie est ih-
rd . oo L oo N Pl z V4 . ..
finitésimale (les groupes can ont déja été rencontrés dans la partie (ii) du

théoréme 7) ; désignons par Hn la sous-extension de Mn associée a

o0 . . . 2
ﬂn par la théorie de Galois ; et considérons le schéma de corps :

correspondance de Galois

( £-exlension abélienne £-ramifiée
' maximale dek,, .
n _\ M . :
composée des {-extensions weligues de ke I U'*
plongeables dans wune P-extension gelique de d.gre arblrratre) Hn C
+ ' #*
/ W ( | | . i,
groupe essenticllement
5

! oo réel 7
Pn / A d /C \
\ 1 €-exlension abélieone non ramjee Com,bcse'c des 1[
P:[O N 90; {-décomposée maximale ce ka ) / ( exfensions de k,
\\'
/ sl ) n Cn 0Zn
N N l P‘ ) -
¢ K
00 1 (& ! groupe imaginaire I d
n 3 ] N l \ -
c d

Par un argument déja utilisé lcf. th. 7 (ii)), le groupe ﬁ: /PO: s'iden-
tifie, via l'application x b s(x), au quotient G‘n /s(un) du groupe des
racines de l'unité dans Rn (le groupe des racines semi-locales de |'unité)
par I'image diagonale du groupe des racines de |'unité dans }{n (le groupe
des racines globales de |'unité) : c'est donc un Ze[ Al-module fini, paramé-

tré par les caractéres )\ = wly .-1), et 4w =0. Cela étant, comme sous la
Xe ’ (3



- 25 -

condition §=0, les parametres du groupe de torswn ‘G f:/P: sont don-

nés par les formules X —)\ w(x —1) et p.t_p, nous concluons que
. ' #* .
le quot1ent }n/ﬁn = Gal<Hr| /Zn >, désigné par Ce'n dans le schéma, est

' P * * -
un ZEE A)-module paramétré par les reflets )‘c et W des caractéres atta-
chés au groupe des p-classes C!, pourvu que la conjecture de L_eopoldt
'
soit vérifiée dans la tour cyclotomique K, /K. Nous disons alors que Cen

est le reflet de Ce:,‘

. 1 1 . f
Le quotient ;n/Pn ﬁ: est le groupe de Galois Gal <(Cn ﬂZ.n)/Kn> de
la sous—extension p-décomposée maximale du composé Z, des Ze—exten—

sions de K ; clest donc (toujours sous la conjecture de L eopoldt) un
7 [A] module fini totalement 1magma1r~e : En effet, d'aprés les théorémes

5 et 7, le groupe de Galois g /y de ITextension Zn/K est un Ze[A]—

module projectif de caractére e xoo + 1, et la tour cyclotomique Km/Kn,
qui correspond au caractére unité, est totalement ramifiée dés que n est

assez grand.

Considérons enfin le quotient P;n ;or:/a: ~ Gal( Hn /(C’n z, ) ) . Si

1
(x)' est un idéal de Prlw qui est également dans goo, nous avons <x3p> € PO;,
P P
pour p assez grand, i.e. xe —ey avec ee(S et ye}{ , et s(x)e est
donc dans 8(6:,]) L 'application (X) B =3 s(x)u 5(6 ) est ainsi un isomor-
. I

phisme de Pn N }n‘/an sur le sous~groupe de tor51on du quotient }{n/p,ns(é‘n).
Introduisons maintenant le groupe des normes cyclotomiques semi-locales :

~

n.= N u (}6 ) Sous la condition 3 =0, nous savons d'une part,
N7 on k /k
par les resultats de la section 2 § b, que le quotient X /')? s(é‘ ), qui s'i-

dentifie au groupe de Galois Gal <C0°/ﬂ /K C > a un ordre borne indé-

pendamment de n ; et d'autre part, que la composante imaginaire du sous-
o) 1 ~ ! ~ ~ ~ <0\ ] > . .

= S t sans to on 'au-
groupe ﬂns(an)/u'ns(é‘n) ?‘Zn/un NN (Gn) est sans torsion, puisqu'au
cun élément de (é’n)", autre que les racines de |'unité, n'est alors norme
dans |a tour cyclotomique Kew/Kqg. En particulier, |la composante imaginaire

] [o o] 2 . e

du groupe Pn N yn /030: a donc un ordre borné indépendamment de n ; ce

. . 1 e o] .
que nous traduisons en disant que Pn N ;::/an est essentiellement réel.

. . o0) 1 o0 00 ! 1
a a a | otient ~ . i—
Regardons maintenant le quotient g /Pnn;ln Zn Pn/Pn L es condi
tions qui précédent prouvent
- d'un cbté, que sa composante réelle est paramétrée par les

+
aractéres et
car e >‘c B
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- et de ltautre, que sa composante imaginaire est paramétrée par
*\— #\—
les caractéres <)‘c> et <“‘c> , donc que ce quotient lui-méme est globa-
fement un Z [ A]-module paramétré, Par différence, nous en concluons que
] uoti nte ! /e et P'A oo/oo considérés plus haut, sont eux aussi
es q ients ;n ngn n gn an, 1 plus ’ e Ssi
des Ze[ Al-modules paramétrés., Ecrivant )‘d et by les paramétres (imagi-
+ + ,
naires) du premier, )‘d et Wy ceux (réels) du second, nous obtenons sans

peine les formules :
- +\%# - +\% - +\ % - +\ %
Mg = <ud =M T (uc> » et kg = b‘d) =X - <)‘c> .
Par suite :

THE OREME 8 : L.orsque l'extension K/F admet une conjugaison complexe,

le paraméire b du groupe des g-classes c' vérifie I'inégalité du miroir :
- S ( +>*
We = \Be) -

L.orsque, de plus, le corps K est absolument abélien, le parameétre e

est nul, et I'inégalité du miroir vaut pour le paramétre >‘c :

Ao 2 (x:)*. )

cédents, le paramétre p,; devant étre dans RZ (A) {on se convaincra sans

¢

peine que les hypothéses §=3 =0 faites au cours du calcul sont sans impor-
tance ici, car elles ne concernent que des parameétres de type )\). Lorsque
le corps est absolument abélien, le caractére b est nul, en vertu du
théoréme de Ferrero et Washington (cf. [ 10]), et les conditions § =3 = 0
sont automatiquement vérifiées ; d'ol le résultat annoncé, le paramétre

A, étant alors dans R+ (A).
d Ze

4 - APPLICATION AU GROUPE UNIVERSEL Kz(Kw) ET AUX DIVERS NOYAUX
ASSOCIES AUX SYMBOL ES CL ASSIQUES

Pour chaque naturel n, désignons par Kz(Kn) le groupe universel des
symboles sur le corps Kn (qui est, par définition, le quotient du carré ten-

. X - )
soriel K;: & Kn du groupe multiplicatif de Kn par le sous-groupe In’ engen-

z

dré par les éléments de la forme x® (1-x), pour x¢ {0, 1}), et notons

() Onprendra garde que ce sesoliat est shrictement plus Jort que le résultat analegue poor Vinvariant A assoeié avx grovpes

de classes au sens ordinaire (cf. 4&c) .
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KZ(K°J= !1_m> Kz(Kn) celui correspondant a K,.Les groupes Kz(Kn) étant

n
de torsion, en vertu d'un théoréme de Garland, leurs p§-Sylow respectlfs

s'identifient aux produits tensoriels : ZZ® (K )_Z ® [(K ® < /I I~
(Hn@)z }{n>/ZZ ®ZIn ; ce qui justifie la déf1n1t1on :

£
DEFINITION 8 : Pour chaque naturel n, nous désignons par K (]{ > le
2-Sylow Ze ®Z Kz(Kn) = (}{ R X >/Z du groupe universel KZ(K”)’
et nous notons K (}6) = lim K (}ﬂ ) te g~ Sylow du groupe K, (K).
w n 2

Description du hoyau modéré et du noyvau hilbertien dans Kz(}t) :

Pour chaque naturel n et chaque place ‘Zﬁn de Kn’ convenons d!écrire

‘Bﬂ

au tensorisé X _&®_ ¥ _,
N Zz N

du groupe multiplicatif du corps résiduel de la place ‘D . Désignons de méme

(,)

le symbole modéré défini par ‘Dn , ou plutdt I'induit de ce symbole

*
qui prend ses valeurs dans le p-Sylow ZB®Z<®n/‘Dn>

par <—> ['induit au tensorisé }fn ® }{n du symbole de Hilbert associé a

Z

e

la place ‘pn, qui prend ses valeurs dans le 2-Sylow p,gp du groupe des ra-
n

cines de I'unité du complété de K,, pour la place B_. Si 'p ne divise pas §,

#*
il est toujours possible de relever dans u.‘p le groupe Pe51due| Z ®Z<®n/‘pn> R

e

n
ce qui permet dl'identifier symbole modéré et symbole de Hilbert. En revan-

*
che, si ‘pn divise ¢, le groupe résiduel Z€®Z <®n/'pn> est nul, de sorte

que le symbole modéré (,) est trivial, tandis que le symbole de Hilbert

n

continue a prendre ses valeurs dans le groupe p.‘p tout entier.,
g}

DEFINITION 9 : Pour chaque nhaturel n, nous désignons par Rz(}(n) le no-

yau dans Kz(}{n) des symboles modérés :

Rz(}tn) = {{a,b} € Kz(}in) | (a,b), =1, pour chaque place

n
‘pn de kn}.
Et par HZ(}{n) nous entendons le noyau dans Kz(}{n) des symboles de
Hilbert :
H, (X ) = {{a,b} ¢ K_(X )| (—a’b>—1 pour chaque place
2°n" T ’ 2'"'n ‘Bn -
B, de k. }.

Considérons, pour commencer, les groupes Rz(}in) : D'aprés Coates

{cf. [17, § 3) le noyau Rz(}i) = lim Rz(]{n) des symboles modérés dans Kz(}{)
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stidentifie au dual HomZ ('ﬁ@z %,Te> du produit-'n'-z- ®Z % du sous-groupe
e

de A-torsion % du groupe de Galois G (défini dans la section 3 §a) par
2) du module de Tate 'llé = 1im b, o Plus précisé-

ment, les résultats de [ 4] (§4, th. 7) montrent que pour chaque naturel n

I'opposé '_ﬁ'-e = Hom, (Tp» Z
)

il existe une suite exacte courte de ZEE A]-modules finis :
w
== = g
1 —n,— Rz(}in) — HomZe «-‘5@22%)/(1}9@26%) ,-UD —_— 1,
dont e noyau mn a un ordre borné indépendamment de n,

Cela étant, nous savons par le théoréme 5 que le groupe & est un
Al AJ-module noethérien et de torsion, de paramétres ) =w)\(_:l tolx, -1)

‘. Son tensor*isé—TL@E, qui est tout aussi bien un A[ A]-module

etp=w u; i »
noethérien et de torsion, a donc pour parameétres ) =xc + (xe ~1) ety =be
et la finitude du terme de droite de la suite montre que son polyndme carac-
téristique ne contient aucun facteur cyclotomique (ce dernier résultat étant
d'ailleurs équivalent au théoréme de Tate sur l'exactitude de la conjecture

principale pour le KZ)' D'aprés le théoréme 2, nous pouvons donc énoncer :

THEOREME 9 : L a suite <Rz(}cn)>n€ N des noyaux dans Kz(}cn

les modérés est paramétrée par les deux caracteres w(k + (xe—1)> et wu .
c c

) des symbo-

Autrement dit,) pour chaque caractére g-adique irréductible @ du groupe A,
r_{n
I'ordre ¢ P de la pp-composante de Rz(}{n) est donné asymptotiquement

par la formule :
r‘cp(n) ~ AWy ® " + < (xcﬂxz—l)), pyn.

n
A rd . . e >
Le meme résultat vaut pour la suite des quotients (Rz(}in)/Rz(Hn) neN®

THEOREME 10 : L a suite <H2(Hn)>n€ N

les de Hilbert est paramétrée par les deux caractéres wxc et wp_. Autre-
c

des noyaux dans Kz(}in) des symbo-

ment dit, §>our- chaque caractére g-adique irréductible ¢ du groupe A, I'or-
h (n
dre ¢ de la ¢p-composante de Hz(}tn) est donné asymptotiquement par

la formule :
hcp(n) ~ <wuc,cp> e+ <wXC’,CP>n-

n
Le méme résultat vaut pour la suite des quotients <H2(}{n)/H2(Hn)B >n€n\l'
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Démonstration des théorémes : Le théoréme 9 résulte directement des

—— e et e e o o — e o - ———— o

calculs ci-dessus, qui montrent que les groupes R (}{n) sont paramétrés

-1

2

N -1
+
par les reflets w[ A (Xe-l)] et wy des caractéres )\ +(X2

Bien entendu, en l'absence de facteurs cyclotomiques, les quotients

n
Rz(}{n)/Rz(}(n)e sont paramétrés par les mémes caractéres.

Pour établir le théoréme 10, formons la suite exacte de Moore (cf. par

exemple [ 13], § 2):

Hilbert ~ produit
) ——— 5 T = W

1 ——H K ) —— R (K - 1.
Nous obtenons immédiatement hcp(n) = rcp(n) - <wX2’ o) +{w, ¢y ; dol le résul-

tat attendu,

Remarque : Nous aurions pu tout aussi bien démontrer le théoréme 9 en é-

valuant directement les ordres respectifs des ¢w-composantes des quotients

n
Rz(}{n)/Rz(J{n)e a4 partir de la suite exacte de Ze[A]—modules {dont on

trouvera une démonstration dans [9]) :

(") g ! R )/R_(X e, - /”‘3n / 2
Hn Ze n T RW R — ey —u e — 0.

1 —

Compte tenu de l'interprétation de Coates, citée plus haut, du groupe Rz(}{)
comme dual du sous—groupe de A-torsion de (G, nous obtiendrions ainsi

une troisi€éme démonstration du théoréme 5,

Description du nhoyau modéré et du noyau hilbertien dans les groupes Rh :

Rappelons que nous avons désigné par Rn = (e—nZ /Z>®ZK§ ~

(e_nle/ze>®z }{n le radical kummerien des p-extensions abéliennes d'ex-

e

posant en du n-iéme étage Kn de la tour cyclotomique KOO/K.Nous savons,

par un résultat de Tate (cf. [ 147, §6) que tout élément de Kz(}(n) d'ordre
divisant Bn est de la forme {gn, X} pour unh x de K s et une racine primi-
tive en—iéme de llunité gn dans kn ; ce que nhous pouvons traduire par

I'exactitude de la suite :
™
R — Kz(}in) —_ 1,

n
(g")
) ®Z€

n
en désignhant par KZ(}Cn)(e ) le sous-groupe dl'exposant en de KZ(}(n), et

n
par p,‘(qe ) celui de W
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Cela étant, a chacune des deux familles de symboles citées plus
haut correspond un sous-module canonique de R . Le noyau des symboles

modérés ER _{2 ®x€R ](g ,x>,B =1, pour chaque place 'p de I(}

est bien connu : c'est le radical kummemen de la p-extension abélienne
. g n
maximale g-ramifiée d'exposant § du corps kn ; hous l'avons rencontré

dans la section 3§ a. Celui des symboles de Hilbert .= {e—n® x €8 |

Cro X
( ?3 ) = 1, pour chaque place ‘Dn de Kn} a également une interprétation

naturelle : d'aprés [ 2] (§ 11, lemme 1), c'est le radical kummerien de la

n
composée HLe ) des g-extensions cycliques d'exposant en de Kn, qui se

+
n p, pour chaque naturel p.

plongent dans'une extension cyclique de degré ¢
Enfin, le groupe un = {e_n ® xX€ Rn | {gn, x} est le noyau dans Rn du sym-

bole universel {gn .

DEF INITION 10 : Nous appelons noyau modéré attaché au corps Kn le

sous—groupe iRn du radical Rn, qui est annulé par Ies symboles modérés

(gn, >‘D associés a l'une quelconque des racines e -iémes primitives
de I'umte Ch de K‘n' Le groupe iRn= {g ® x R ] (g ,x)i3 =1, pour cha-
que place ‘Bn de kn} est le radical kummerien de la g-extension I"lff )
abélienne maximale g-ramifiée d'exposant lzn du corps Kn'

Nous appelons noyau hilbertien attaché au corps Kn le noyau dans &

P
>fpn="

Ch?
des symboles de Hilbert <T> Le groupe bn= {¢~ ® XE R | (
n

pour chaque place ‘an de n} est le radical kummerien de |a composé

n
H(ne ) des g-extensions cycliques d'exposant en de Kn, qui se plongent

n+p

dans une extension cyclique de degré ¢ , pour chaque naturel p.

Enfin, nous appelons novau universel attaché au corps Kn le noyau

. . -n
dans f _ des symboles universels (¢, Y5 i.e. un={e ® x¢€ Rnl {¢,px}y=1}.

Ces définitions posées, le résultat de Tate cité plus haut permet de
n

conclure & I'exactitude du diagramme (oU H(e)(}{ )(2 " et Rz(}{n)(e‘ ) dé-
signent respectivement les sous-groupes d'exposant e de HZ(}{n) et

Rz(}{n)) :
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") ) (e"
: @Zebn —_— Hz(}én) —_ 1

(g"
® un—> W,

l——#un 7

N
()
g} Ze n n ®Zemn Rz(}{n

)(eh)

] —0 — 1

n
LB ) ®Z ERn est donné par le théoréme 5 (section

g
3§ a), le groupe Rz(}{n)(e ) par le théoréme 9 (section 4§ a), et le groupe

)

Dans celui-ci, le groupe

n
Hz(}in)(e par le théoréme 10 (section 4§ a), 1l vient donc :

des noyaux universels dans Rn est pa-

THEOREME 11 : La suite <un>n€"\]

ramétrée par les caractéres g =YX, A=w, et uw=0. Autrement dit, pour
U, {n

chaque caractére p-adique irréductible ¢ du groupe A, l'ordre ¢ P de

la ¢-composante de un est donné asymptotiquement par la formule :

ucp(n) ~ <xoo,cp>ne” +w,pyn.

THEOREME 12 : L a suite (Sbn) des noyaux dans Rn des symboles de

neN

Hilbert est paramétrée par les caractéres g =X°O » A= +w, ety =l

N
Et la suite (Hn/lili >n€N des quotients d'exposant en des groupes de
Galois respectifs des composés des g-extensions cycliques des corps Kn,
qui se plongent dans une g-extension cyclique de degré arbitrairement

, - 3* 3%
grand est paramétrée par les caractéres reflets p=xoo, >‘=)‘c + 1, et
#*
b=

SCOLIE : La suite <3n>n EN des radicaux kummeriens des sous-extensions

n
d'exposant en respectives Z(ne )/Kn des composés des Ze—extensions des

rd z -~ v *
corps Kn est paramétree par les caractéres p = Xoo, A=wts , et u=0,
En particulier, lorsque la conjecture de L.eopoldt est vérifiée dans la tour

cyclotomique Kco/K,Ies groupes un et 3n ont les mémes parameétres.

Démonstration : L.e groupe de Galois Gal<2n/Kn> de la composée des

Ze—extensions de Kn a été rencontré au cours de la section 3 §c. Clest
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un Ze[A]—moduIe projectif de caractére en\,(: + 8(n)+1 (et le caractére
de défaut s(n) est constant pour n assez grand). Les parameétres du ra-
dical 3n s'en déduisent aussitdt, via l'involution du miroir ; ils coinci-
dent avec ceux de Mn sous |la conjecture de LLeopoldt, ce qui se traduit
par le fait que |'écart entre les groupes un et 3n reste borné, lorsqu'on

monte la tour cyclotomique.

Comparaison avec le groupe des classes au sens ordinaire :

Nous savons que, pour chaque naturel n, le g-groupe Ce;‘ des p-classes
d'idéaux du corps Kn s'écrit comme quotient du g-groupe des classes au
sens ordinaire Cen, par le sous-groupe, disons ,{,n, engendré par les clas-
ses dans Cen des idéaux premiers de Kn au-dessus de 2. Les groupes Cen
donnent lieu naturellement & une description tout a fait semblable & celle
effectuée dans la section 2 § a a propos des groupes Ce:1 En particulier,
leur limite projective ¢ = limC¢ _ est un A[A)-module noethérien et de
torsion, qui admet ¢' comme quotient. Si m d'ailleurs désigne !'indice du
composéKm des sous-~corps de décomposition des places de k au-dessus
de ¢ dans la tour K /K, le sous-groupe z:l(i_m ;{n, qui définit le quotient
c' = c/£, est évidemment fixé par I‘m, de sorte que pour chaque caracté-
re p-adique irréductible ¢ du groupe A, les polyndbmes caractéristiques
des p-composantes respectives de C et de ¢' ne different que par des
facteurs cyclotomiques, et sont en particulier divisibles par les mémes

puissances de 2.

Plus précisément :

des p-groupes de classes au sens ordi-

THEOREME 13: L a suite (c:eh)nE N
naire des corps n est paraméirée par les éléments )\ =)\c+)\e et u= W

+
7 {A). Le caractére xe , qui intervient ici, parameétre la suite

£

<£n>neN des sous-groupes de CI_ respectivement engendrés par les clas-

du groupe R

ses des idéaux premiers de kn au-dessus de 2. L.orsque |'extension K/F
g =%p "%

dés que la conjecture de Leopoldt est vérifiée dans la tour cyclotomique

posséde une conjugaison complexe, il est donné par la formule )\

Keo/K. En particulier, il est égal a la partie imaginaire x'e' du caractére XE’

lorsque k est absolument abélien.

"""""""""" . - +
séde une conjugaison complexe, et désignons par )\2 ['élément de RZ (A)

¢
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qui parameétre les sous—-groupes £r\' D'apreés la caractérisation du carac-
tére de défaut 3 de la théorie des g-genres, la somme xe+a, qui prend
en compte la totalité des facteurs cyclotomiques qui interviennent dans la
décomposition des polyndmes caractéristiques associés aux ¢-composantes

du groupe, mesure de ce fait la dimension asymptotique du quotient des

genres qn =C/C " de I'extension procyclique Km/Kn (en ce sens que

pour chaque caractére g-adique irréductible ¢ du groupe A, et n assez

grand, le coefficient de ¢ dans la decompos1t1on du caractére (X +a>

n'est autre que la dimension d1m (C /C > P dela p-composante de Q ).

cP

Désignons par Cn le g-corps des classes de Hilbert de Kn’ et par Cm/n
le g-corps des genres de Ko/K, (i. e. la g-extension abélienne maximale

de Kn qui est non ramifiée sur Kn). D'aprés [ 7], la famille bn des sym-
-,Cco/n/Kn)
? aler
n

dans Gal(cm/n /K ) donnent na1ssance a la suite exacte courte :

boles de Hasse < et la formule du produit Pn {prise

b ~ r
1—-—>é'n/é'nn ﬂn-——n—> @elﬂn<coo/n/Kn)"—n’Ga|<Cm/n/Kcocn )——-> 1.

I

Dans celle-ci, é‘ =7 ®Z E,, est le tensorisé du groupe des unités de Kn ;

n, =1 ®Z{ ﬂ ]V'k /k KKi)) est celui du groupe des normes cyclotomi-

ques ; et I ® I (Cm/n /K } désigne le sous-groupe de la somme
\8 n

directe des groupes d'inertie attachés aux places S: de K au-dessus de

2 dans |'extension abélienne C(,c,/,,,/l'(,n , constitué des fam1|les ( ) 8
n

dont la restriction a Kmvér‘ifie la formule du produit T[] 02 = l. Le
e le "nlKe

groupe ’Ivn étant un 22[ AJ-module projectif de caracteére xe-—1>, distin-

guons trois cas :

i) Si ¢ estréel, et distinct du caractére unité, la ¢@-composante Gnq)

du groupe des unités généralisées s'envoie injectivement dans celle unc@ du
groupe des unités semi-locales (d'aprés ['exactitude de la conjecture de
L eopoldt pour Kn)’ donc presque surjectivement (en vertu de I'égalité des

dimensions), et le conoyau, qui s'envoie surjectivement dans le groupe

e
Gal <C°°/n /KC,OC,n ) © est donc fini. Ce dernier groupe |'est aussi .
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(ii) Si ¢ est unité, |'éguation aux dimensions montre que le quotient

e
<un/s(6n)> 1 est de dimension 1 ; mais ce défaut de surjectivité est com-
e
pensé par la formule du produit, et la conclusion "Gal <C,a,/h /Kq,Cn > 1

fini!" vaut encore.

e
(iii) Enfin, si ¢ est imaginaire, le groupe § P est fini, et nous obte-

nons immediatement : d1mch(;fn("p=d1mZcp (Gal <C¢/n /Ko:Cn >> P d1mch1n =

(e, X2> ; ce qui achéve la démonstration.

5 - APPENDICE : SUR LUINE CONJECTURE DE J. COATES

Nous conservons les notations du reste de l'article : En particulier K
est une extension abélienne finie d'un corps de nombres F, de degré relatif
d étranger a g, contenant les racines g-iémes de |'unité, et K la tour
cyclotomique sur K. Nous désignons par M, la g-extension abélienne

g-ramifiée maximale de Ky, parE = LJ(N £, le groupe des unités de K.
Ne

00
. s . . . _ T ,
Considérons les trois extensions suivantes : Km[\7E 1, engendrée
[oe]
e

par les racines d'ordre g-primaire des g-unités;K,[\E ], engendrée par
les racines d'ordre g-primaire des unités ; et Z,, fixée par le sous-groupe
de A-torsion & du groupe de Galois G=Gal (Mm/Ka). L es inclusions suivan-

tes sont bien connues :
o0
4 £
Z, K VE ] cKolVET] c Mo

(e o]
Rappelons briévement comment les obtenir : Comme K,,[\ﬁE' ] contient tri-
A o

vialement Ko(\[E ], et que l'extension Ko[\E' ]/Kgpest g-ramifiée, il suf-
(o0}
fit de vérifier que 2Z, est contenue dans K, [ <IE ] ; autrement dit, que

800
Gal(Mw/Kw[\/E ]> est un module de A-torsion., Désignons par

m
R = {e-m® X € (Q /Z >® Kx] (x)' € J'¢ } le radical kummerien de M ,
ge/ 7™ poo

par ¢ = <02/Z€>®Z E celui de K [\E ], et considérons le groupe CZ,
défini par la suite exacte courte de /\[A]—modules :

] —@—oR— C—— 1.

. p . ) . . . s -m
Une vérification immédiate montre que l'application qui a I'élément ¢ ® x
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m m
de ® associe la classe ¢/ \?T?Z)) de I'idéal 6T>?) induit un isomorphisme
canonique de Cf sur le g-groupe des classes d'idéaux du corps Kglon no-
tera que l'appartenance & ® assure que I'idéal principal (x) est une puis-
sance em—iéme en dehors de g, et que les idéaux de K_ qui divisent § sont
p-divisibles dans J ). L'inclusion annoncée provient alors du fait bien
connu que le dual de Pontrjagin de C! est A-pseudo-isomorphe au groupe
de Galois C = Gal (Coo/Kd,> de la g-extension abélienne non ramifiée maxi-
male de K lcf. [ 6], §5, th. 11). Plus généralement, nous avons ici, par
une généralisation facile du résultat d'lwasawa, un A[ A]-pseudo-isomor-
phisme (ol Cf est I'opposé du groupe C2 pour l'action de Galois) :

Hom <-(5§, QE/ZZ> ~ C.
oo
Cela étant, comme le groupe de Galois C* = Gal (Mm/Km[\/— ]> est le dual
au sens de Kummer Hom (C ,u.uz) du groupe C§, nous retrouvons bien le fait
que C est un A[ A]-module de torsion, pseudo-isomorphe a C en tant que
A—-module, mais dont les paramétres sont les images de ceux de C dans

*
I'involution du miroir. Nous disons que C est le reflet de C.

loo}
* g
Le groupe de Galois C' = Gal (Mw/Km[\/E'> s'évalue de la méme fa-

con : La suite exacte courte canonique (ol ¢' = QE/ZZ ®Z E' est le ra-
loo]

dical kummerien de |'extension Kw[V’g']/Km):

] — ¢'—5 R > Cp! > 1

montre que le quotient ' = ®/¢' slidentifie au g-groupe des p-classes
*
dtidéaux de Kesely par suite, que le groupe de Galois ¢! est le reflet de

¢'. Enoncons ces résultats (cf, [67, §viii, th, 16) :

g
THEOREME 14 : Les groupes de Galois C _Ga|< CJD/Ka,,[\/'—‘ ])

c' = Gal (Ma,/Km[\/'——]> sont les reflets respectlfs des groupes C= Ga|<cco/Ka>>
et ¢' = Gal \C' /Kco) En par':c*1cul1er', le groupe C* est un A[ A]-module
noethérien de paramétres be = wucl et ()\ +)\e> = w<)‘c 1) ; etle
caractere )\e qui intervient ici parametre le sous-groupe de C correspon-

dant aux classes des idéaux au-dessus de §.

Ce dernier résultat nous permet de préciser la conjecture avancée par

Coates dans [ 1], et infirmée par Iwasawa, qui postule |'identité de Z, et
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o0
de Kx[VE 1. En effet, les paramétres du A[AJ]-module © = Gal (Moo/zm>
sont donnés par le théoréme 5, et le paramétre >"8 par le théoréme 13, II

vient donc :

o0

)
THEOREME 15 : Désignons par Ko(\E ] I'extension abélienne engendrée

sur Ko par les racines d'ordre g-primaire des unités de Ky,et par Z,, la

sous-extension de M, fixée par le sous-groupe de A-torsion % de G Le

eoo
groupe de Galois Gal (Ka:[V_E— ]/Zm> est un Ze[A]—module projectif et un

Al AJ-module noethérien paramétré par le seul caractére :
n=w(x, -1) -2
e =Ww 2 e .

En particulier, lorsque KK est absolument abélien, et si |'extension K/F

admet une conjugaison complexe, le caractére )‘e est donné par {a formule :

Xe=w<xz - 1)-

le o}
rd . rd - > . +
Dans ce cas |'égalité Z_=Ku( [ E ’] a lieu si et seulement si X, est le
caractére unité, c'est-a-dire si et seulement slil n'existe qu'un seul pre-
mier au-dessus de ¢ dans le sous-corps réel maximal K+ de K.
(o0}

2
Démonstration : Le groupe Gal (K&(V = }/Km) ntayant aucun sous-module

fini non nul, en vertu d'un argument classiqueoode théorie d'lwasawa (cf.
[6] § 8.3), la conjecture de Coates Zm=Km[€/—§_] équivaut, en effet, a la
nullité du caractére >‘e’ qui se lit, lorsque K est absolument abélien, sur
le nombre de places au-dessus de ¢ contenues dans son sous-corps réel
maximal K+. Signalons qulune démonstration de ce tout dernier résultat
vient également d'étre obtenue, par K. Wingberg (cf. [ 15]), a I'aide des

théorémes de dualité globale de Poitou-Tate,

6 - TABLEAU DES RESULTATS

Nous donnons ci-dessous les paramétres des principaux modules

étudiés plus haut (conformément a la définition 2, la suite (Mn) est pa-

o (n) nG N
ramétrée par p,), et p lorsque lfordre ¢ de la P~composante de Mn

est donné asymptotiquement par la formule : °cp(n) ~{p,¥dn en+<p,, 0> en +

A, ®)n).
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Parametres
Module Rappel de la définition du groupe étudié
paramétré p A v
e" n
En/En Quotient dlexposant § du groupe des Xoo w=-1 0
unités du corps Kn
n
1 i
E /E ¢ Quotient dl'exposant en du groupe des Xoo w+(xe—l) 0
nmon g-unités du corps Kn
!
- - '. rd
ce, g-groupe des g-classes d'idéaux de K, 0 Ao e
1 len . n
C? /Ce Quotient d'exposant 2 du groupe des 0 A W
g N L 4. C C
p-classes d'idéaux de Kn
9, Radical kummérien de 1a g-extension 0 w)\gl (j,)p,(_:I
abélienne maximale d'exposant ¢ de K
qui est non ramifiée et §-décomposée
n n -1 -1
G /Ge Quotient d'exposant § du groupe des w¥X wh _TH1twx,-1) |wp
n" 7 n P o C g Cc
g-classes infinitésimales du corps Kn
R, Radical kummérien de la g-extension X, )\C+w +y . ~1) b
abélienne maximale d'exposant ¢ del'(n ¢
qui est g-ramifiée
" n -1 -1
¥ /¥ Quotient d'exposant § du groupe de Ga- | w¥ wi  +1 m
lois de la composée des f{-extensions
cycliques de Kn, qui se plongent dans
une §-extension cyclique de degré arbi-
trairement grand
S;n Radical kummérien correspondant au Yo )‘c +w b
quotient ci-dessus
(en) n -1 -1
G Sous-groupe de § -torsion de G 0 wh _ twlx . =-1)-8l wu
n n c ) c
H(en) Sous-groupe de en-torsion de H 0] w)\—l § w -1
n g P N c - Be
" ' n
Rz(kn) Sous~groupe dlexposant £  du noyau 0 wA_twul ~-1) |wy
dans Kz(Kn) des symboles modérés ¢ £ ¢
n
Hz(kh)(z ) Sous-groupe d'exposant en du noyau 0 wA W
dans KZ(Kn) des symboles de Hilbert ¢ ¢
n
u Noyau dans kK*/k* € des symboles uni- X W 0
) N 00
versels {¢_, -}
(gn racine gh-iéme primitive de |'uni-
té dans K )
N
)
3n Radical kummérien de la sous-extension %o wtw 0

d'exposant ¢MN de la composée des

Z 0 -extensions de I&sh

() & est le caractére de défaut de la conjecture de L_eopoldt.
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