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Cet a r t i c l e exp lore un certa in nombre de re la t ions l i é e s à la dualité : 
- La p r e m i è r e met en balance la ^ -ex tens ion abél ienne maximale 

^ - r a m i f i é e M d'un corps de nombres K a v e c c e l l e , c ' , qui e s t non ramif iée 
et ^ -décomposée . 

- La s e c o n d e r e l i e l ' extens ion C1 à la s o u s - e x t e n s i o n H de M, 
composée des g - e x t e n s î o n s cyc l iques de K qui peuvent s e plonger dans une 
^-extens ion cyc l ique de degré arbitrairement grand. 

- La t ro i s i ème s 'appuie sur la ré interprétat ion par la K - t h é o r i e 
des radicaux a s s o c i é s aux ex tens ions M et H . 

L e s re la t ions obtenues proviennent de la comparaison de tro i s points 
de vue : 

- La théor ie du corps de c l a s s e s , qui interprète les groupes de 
Galo is des ex tens ions c o n s i d é r é e s comme groupes de c l a s s e s d'idéaux (au s e n s 
ord ina ire dans le c a s f ini , au s e n s infinitésimal dans le c a s infini) ; 

- La théor ie de Kummer, qui décri t le radical de c e s extens ions à 
l 'aide du groupe multiplicatif du corps K , mais qui requiert l ' ex i s t ence dans 
K de r a c i n e s de l'unité en nombre suf f i sant ; 

- La théor ie de Tate , qui p r é s e n t e le £ - S y l o w du groupe « 2 ( K ) 
à l 'aide des symboles u n i v e r s e l s a s s o c i é s aux r a c i n e s de l'unité d 'ordre Z -
primaire. 

L e s tro i s dual i tés annoncées ne s 'expriment donc pleinement qu'en p r é -
s e n c e de toutes l es r a c i n e s ^ -pr imaires de l'unité, c ' e s t - à - d i r e au sommet 
K = U K de la tour cyclotomique engendrée sur K par c e s mêmes rac ines . 00 s- Ki n n € IN 
Cependant, ell e s s e traduisent à chaque niveau fini K de la tour, par des 
re la t ions p r é c i s e s entre c e r t a i n s s o u s - g r o u p e s ou quotients f in is at tachés 
aux groupes de c l a s s e s , de radicaux, ou de symboles des corps K . Leur 
mise en é v i d e n c e p o s e deux s é r i e s de problèmes : 



- L e premier es t dû aux l imites mêmes de la théor ie c l a s s i q u e 
d'Iwasawa : l e s formules bien connues donnant l ' ordre des quotients 

x / ( v ^ - l ) x a s s o c i é s à un Zg[[y - l ] ] -module noethér ien X ne s'appliquent 
qu'aux - l3 ] -modules de tors ion pour l e s q u e l s c e s quotients sont f in i s . 
Or, la plupart des groupes X n é tud ié s ici ne peuvent pas ê t r e obtenus comme 

quotients X / (Y^ - l ) x a s s o c i é s à un tel module. Pour rendre compte de leur 
comportement, il e s t ind i spensable de s o r t i r du c a d r e habituel donné par 
Iwasawa, en introduisant un paramètre supplémenta ire : Nous d i s o n s qu'une 
su i t e ( u p ) , - , ^ d ' e n t i e r s nature l s es t paramétrée par les en t i er s p et 

(j,, s i et seulement s i la quantité 

u n - [ p n { n + M n + l n ] 

r e s t e bornée indépendamment de n . L e s groupes é t u d i é s ici sont tous des mo-
dules paramétrés , au s e n s de ce t t e déf ini t ion. 

- L e deuxième problème es t g a l o i s i e n : Pour obtenir l e s identités 
de dualité , il e s t n é c e s s a i r e d ' introduire l e s r a c i n e s de l'unité d 'ordre Z-pri 

maire, et donc, s i le c o r p s de b a s e F ne contient pas l e s r a c i n e s d 'ordre C, 
de f a i r e d'abord une extens ion abé l ienne K de degré [K : F ] é t r a n g e r a v e c € 
avant de monter la Z^-extens ion cyclotomique de K . Pour re trouver l e s inva-
r iants a t tachés au c o r p s F (ou à s e s ^ - e x t e n s i o n s F ) à part ir de ceux atta-
c h é s au corps K (ou à s e s £ - e x t e n s i o n s K N ) il convient de prendre en compte 
l 'action du groupe de Galo i s A = Gai ( K / F ) sur l e s Zg[[.Y ~ i ] ] - m o d u l e s é tudiés . 
L e plus s imple e s t de ra i sonner en termes de r e p r é s e n t a t i o n s £ -ad iques , en 
convenant de d i r e qu'une s u i t e d e Zg [ A ] - m o d u l e s f in i s es t paramé-
trée par l e s c a r a c t è r e s v i r tue l s p > 0 , X, et n , lorsque , pour chaque c a r a c -

cp X 
t ère £-adique i rréduct ib le cp du groupe A , l ' ordre Z de la c p - c o m p o s a n t e de 
X es t donnée par la formule n 

( p , cp ) n £n + ( p , , cp > £ n + ( X , cp ) n , n 
où nous é c r i v o n s u n ~ v n pour exprimer que la d i f f é r e n c e u n - v n e s t bornée . 

L e résu l ta t e s s e n t i e l de ce t t e é tude est que les paramètres a s s o c i é s 
aux d iver s modules évoqués plus haut s 'expriment tous en fonction des s e u l s 
paramètres \ c et du groupe de Galo i s C1 de la £ - e x t e n s i o n abél ienne non 
rami f i ée ^ - d é c o m p o s é e maximale du corps K , et de quelques paramètres 
g a l o i s i e n s t r è s s imples du schéma d 'ex tens ions . 

L o r s q u e le corps F es t totalement r é e l , nous montrons que l e s para -
mètres Xc et n, vér i f i ent un s p i e g e l u n g s s a t z plus fort que celui de Léopoldt ; 
enfin, en appendice , nous i l lus trons l e s r é s u l t a t s obtenus en calculant expli-

citement le c a r a c t è r e de défaut d'une conjec ture de Coates . 
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1 - R E S U L T A T S PRELIMINAIRES 

§ a - Descr ipt ion de l ' a lgèbre de Gai o is IL S . A] : 
^ 

Nous c o n s i d é r o n s , dans tout ce qui suit , le schéma de c o r p s suivant : 
Z dés igne un nombre premier impair, £ une r a c i n e primit ive £ - i ème de 
l'unité, K / F u n e ex tens ion abél ienne de c o r p s de nombres , contenant £ et 
de degré d é tranger à Z (par exemple K = F [ £ ] ) , ^ e n f i - n 'a tour c y c l o t o -
mique cons tru i t e sur F, et K^pKF^ c e l l e cons tru i t e sur K. 

Nous nous i n t é r e s s o n s au groupe de Galo i s A = Gai (K/F), que nous 
ident i f ions à son re lèvement naturel Gai (K^/fï»)dans Gai (K^/F). Son ordre 
d = [K : F] étant supposé i n v e r s i b l e dans 2 , a chaque c a r a c t è r e £-adique 

v 

i r réduct ib l e <ï> du groupe A correspond un idempotent primitif 

e = 1 E V ( T ) T ~ 1 

T € A 

de l 'a lgèbre Z [A]> et le facteur i sotypique a s s o c i é ZC0=ZC)CA]e s ' i d e n -
V ' V M* 

t i f ie à l 'anneau local des e n t i e r s d'une ex tens ion cyclotomique non rami-
f i é e de Q^, qui a pour d e g r é le d e g r é d^ = [ Z^ : Z^] du c a r a c t è r e «P. 
En part icu l ier tout Z . [ A ] - m o d u l e noethér ien s a n s Z - t o r s i o n es t somme 

v Kj 
direc te d 'exempla ires des Zjp, donc A ] - P r ° j e c t i f . 

Introduisons le s e m i - g r o u p e R^ (A) d e s c a r a c t è r e s d e s Z . [ A ] - m ° d u l e s 
l Z 1 

noethér i ens et p r o j e c t i f s , pu is le groupe R^ (A) des c a r a c t è r e s v i r tue l s 
Z 

du groupe A sur l'anneau Z. . L e groupe R_ (A) es t muni d'un produit 
Z s c a l a i r e 

< ^ > = 3 2 = P ( T ) ^ ( T - 1 ) 
T € A 

(pour lequel l e s c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s sont deux à deux orthogonaux, 
et de c a r r é s c a l a i r e (<£,<£> = d^), ainsi que d'une involution nature l le , 
que l'on peut déf inir comme suit : Pour chaque naturel n , notons K n l 'uni-
que s o u s - c o r p s de K^qui es t de degré £ n sur K, é c r i v o n s P n = G a l ( K n / K ) 
son groupe de Galois et (j, le groupe d e s r a c i n e s d 'ordre ^-pr imaire de 
l'unité contenues dans K n , pu is notons lim la réunion des |j,n et 
T.= lim (j, le module de Tate , qui e s t un Z [ A]-module de dimension 1 v < n c ^ 
sur Z • S i ou dés igne le c a r a c t è r e du module T..., l 'application Xi—»X , 

Z 1 

déf in ie par 
* -1 - 1 \ - 1 \ X = UUX (avec I a convention X ( T ) = X(T ), pour 

tout T de A) » 



e s t une involution du groupe (A), appe lée involution du miroir . Nous 
e * 

d i sons que au e s t le c a r a c t è r e cyclotomique et X le re f l e t du c a r a c t è r e x» 

P l u s i e u r s é l éments de R^ (A) nous i n t é r e s s e n t p lus part icu l ièrement : e 

PROPOSITION 1 : Pour chaque en t i er naturel n, le quotient ( z <8>^En)/nn 

du t e n s o r i s é £ -ad ique du groupe E n d e s un i t é s de K p par son s o u s - g r o u p e 
de tor s ion u, e s t un Z «[ A]-modul e project i f de c a r a c t è r e P n x - 1 » n Z 00 

où x^ = S X d é s i g n e la somme,sur toutes l e s p l a c e s à l ' inf ini p^ du 
POO POO 

c o r p s F , d e s induits à A d e s c a r a c t è r e s unités de l e u r s s o u s - g r o u p e s de 
décomposit ion r e s p e c t i f s A dans l ' ex tens ion abél ienne K / F . 

PROPOSITION 2 : Pour chaque n a s s e z grand, l e t e n s o r i s é £-adique 
(^En /En^ du quotient E ^ / E n du groupe d e s 0 - u n i t é s de K n par le 

s o u s - g r o u p e d e s unités e s t un Z . [ Ai -module dont le c a r a c t è r e x» > i n _ 

v v 

dépendant de n, e s t donné par la formule : 

e i\z 1 

Dans c e l l e - c i , la sommation por te sur l e s p l a c e s I de F a u - d e s s u s de Z , 

l ' ent ier g^ e s t l ' indice de décomposi t ion de t dans la tour cyclotomique 
f ^ / F , et X[ e s t l'induit à A du c a r a c t è r e de la r e p r é s e n t a t i o n unité du 
s o u s - g r o u p e de décomposi t ion Aj de l a p l a c e [ dans l ' extens ion K/F . 

Démonstration d e s p r o p o s i t i o n s : L e groupe ( l / j x n étant s a n s 
tors ion, la p r e m i è r e propos i t ion r é s u l t e d irectement du théorème de 
r e p r é s e n t a t i o n de Herbrand (cf. [ 5 ] ) . Commes l e s p l a c e s à l ' inf ini s e 
décomposent complètement dans la tour cyclotomique, il v ient en effet : 

( z e ® z E n ) / ^ ® V r n * A / A p ] . 
n oo Koo 

Pour é tabl ir la s e c o n d e propos i t ion , in trodu i sons le s o u s - g r o u p e In(£) 
engendré dans le groupe d e s idéaux de K n par l e s idéaux p r e m i e r s 
a u - d e s s u s de Z . P o u r chaque [ de F a u - d e s s u s de le groupe quo-
tient A/Aj o p è r e f idè lement sur l e s p l a c e s £ de K a u - d e s s u s de I , et 
il y a exactement g^ p l a c e s de K n a u - d e s s u s de chaque £ dès que n 
e s t s u p é r i e u r ou égal à g^ . L e quotient E ^ / E n s ' ident i f iant au s o u s -
groupe d ' indice f ini d e s idéaux principaux de Inl£)> i' v ient a ins i : 

attendu. 

Z * ® z V E n / E n J - Z « ® z y « } - , f V r g x A / A [ 3 , comme 
I £ î 



§ b - S t r u c t u r e d e s a [ A] -modules n o e t h é r i e n s : 

F a i s o n s cho ix d'un g é n é r a t e u r topologique y du groupe Gai (Koo/K), 
Z 

é c r i v o n s T = y ce groupe de Galo i s , et in trodu i sons l ' a lgèbre d'Iwasawa 
A = Ze [ [ Y~1 11* L a décompos i t ion d i r e c t e Z [ Al = ®Z„C A]e„ de l ' a lgèbre 
de Galo i s Z [ A] s e propage en une décomposi t ion d i r e c t e aÇA] = © a C a ] ^ V T 
d e l ' a l g è b r e A [ A] » où chaque fac teur i so typ ique Ajp = Z^ CCY~1 11 es t un 
anneau local r é g u l i e r complet de dimension 2, et un A-module l ibre de 
dimension d . S i donc M e s t un aC A]-module noethér ien (noté addit ive-m * 
ment), l e s r é s u l t a t s de S e r r e (cf. £ l 2 ] , § 5 ) permettent d 'af f irmer que 
chaque composante i so typ ique A/̂ , = e^M e s t p s e u d o - i s o m o r p h e en tant que 
A.„-module n o e t h é r i e n à une somme d i r e c t e f i n i e de A - m o d u l e s é l émenta i -«p cp 
r e s ; c e qui s ' é c r i t : 

- 1 - 0 
~ A ^ © ( © ^ A 

s z t m . 

Dans ce t te formule, l e s [ f . ) . n ^ forment une su i t e d é c r o i s s a n t e VJcp, 1/1 = 0 S^ 
de polynômes d i s t ingués de l 'anneau Z [ y - l ] » et l e s ( rn . j. 

Cp V Cp, i / i - 0 , . . . f t 
sont d e s e n t i e r s na ture l s non nuls . L a pseudo-décompos i t i on es t d ' a i l -
l eurs e s s e n t i e l l e m e n t unique s o u s l e s condi t ions é n o n c é e s . Autrement 
dit : 

THEOREME 1 : Tout A[ A]-module noethér ien M e s t p s e u d o - i s o m o r p h e 
a u n e somme d i r e c t e f i n i e de A [ A i - m o d u l e s i s o t y p i q u e s é l é m e n t a i r e s . P l u s 
préc i sément , pour chaque c a r a c t è r e g -ad ique i r r é d u c t i b l e cp du groupe Ai 
il e x i s t e un unique tr iplet d ' e n t i e r s na ture l s (p^» s ^ » ^ ) » u n e unique sui te 
d é c r o i s s a n t e ( f , n •) . n de pol ynômes d i s t ingués de l'anneau \J cp, 1 /1 = u, . . . , ÎSçp 

jpCY-l]» e t u n e unique su i t e d é c r o i s s a n t e ( m ^ ^ _ q t d ' e n t i e r s 
<P 

^ t o - • - - \ 1 / 1 S! U 

cp 
na ture l s non nuls , t e l s que la cp-composante N^)=e îpM du module M soit 
A [ A ] p s e u d o - i s o m o r p h e à la somme d i r e c t e : 

> / t m . 
/F,N • A J © ( © ^ A r J Z T P I L A M ) . Jcp, i cp/ V i = Q ^ ^ 

L ' e n t i e r D e s t la dimension dirri M.„ du A -module M , et le polynôme 
Kçp A cp ip cp 

t m . s ^ 
p = T T c 1 • T T • e s t le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de son s o u s -

i = 0 i = 0 Cp'1 

module de A - t o r s i o n . cp 



DEFINITION 1 : Nous appelons p a r a m è t r e s d'un A C A]-modul e noe thér ien 
M l e s c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s du groupe A d é f i n i s a par t i r d e s invar iants 
d ' Iwasawa des composantes i s o t y p i q u e s de M par l e s formules 

p = S Pcp CP , \ = S A cp , e t ^ = E u c p , 
cp cp cp ^ 

où, pour chaque c a r a c t è r e g -ad ique i rréduc t ib l e cp , l e s e n t i e r s p^»)^» 

et p, mesurent r e s p e c t i v e m e n t I a dimension dim^ M de I a cp-composante 
^ Sco ^ lCD de M, ainsi que l e d e g r é £ * deg î„„ . et I a é v a l u a t i o n E m . d u 

i = 0 ^ i = 0 «P»1 

polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de son s o u s - m o d u l e de A^-torsion. 

L ' a l g è b r e A étant e l l e - m ê m e un A-module l ibre de dimension d =(cp,cp>, cp cp 
un calcul d i r e c t montre a ins i que l e s invar iant s d ' Iwasawa d'un A [ A ] - m o d u l e 

noethér ien M, c o n s i d é r é comme A - m o d u l e , ne sont autres que l e s d e g r é s 
r e s p e c t i f s d e s p a r a m è t r e s de s a A[ A ] - s t r u c t u r e . Ains i : 

dimA M - S dimA = S P{p d^ = deg p , 
cp çp 

et un résu l ta t analogue vaut pour l e s p a r a m è t r e s X et p,. 

§ c - S u i t e s p a r a m é t r é e s de Z . [ A ] - m ° d u l e s f i n i s : 

DEFINITION 2 : Nous d i s o n s qu'une su i t e ( ^ N ) N Ç N s j d e A ] - T i ° d u l e s 
f i n i s e s t paramétrée par l e s c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s v i r t u e l s p = S p cp , 

cp ^ 
X = S X cp» et |I = E IJ. cp, l or sque , pour chaque c a r a c t è r e £ -ad ique i r -

cp ep * o (n) 
réduct ib le cp du groupe A» l ' o r d r e £ de la cp-composante e^ Mn 

du module Mn e s t donné asymptotiquement par la formule 

o ^ n ) ~ < p , c p > n e n + <^,cp>€n + <X,cp> n = p c p d c p n« n + M , c p d ç p € n + Xcpdcpn, 

où l ' ident i té u ~ v s i g n i f i e i c i que la d i f f é r e n c e (u - v ) e s t bornée n n n n 

indépendamment de n. 

E X E M P L E S : 1. L a s u i t e (u, ) d e s groupes de r a c i n e s de l 'unité d 'ordre ^ -pr ima ire V n / n ç IN 

contenues dans l e s c o r p s K n » et la s u i t e d e s quot ients ( n n / )nÇN 

sont deux s u i t e s p a r a m é t r é e s par l e s c a r a c t è r e s p = 0 , \ = u), JJL = 0 . 

2. D ' a p r è s Ia propos i t ion 1, la su i t e ( E n / E £ )n£:|N» c o r >strui te à part ir 



des groupes d'unités d e s c o r p s Kp» e s t paramétrée par l e s c a r a c t è r e s 

p = X » X =U)-1 , n = 0 . En par t i cu l i er son paramètre X n'est pas dans 
+ 00 

R 7 (A)> l o r s q u e le c o r p s F ne contient pas 
I 

3. D ' a p r è s I a propos i t ion 2, la su i t e ( E ^ / E ^ )nÇN* c o n s t r u i t e à part ir 
des g r o u p e s de ^ -un i t é s d e s c o r p s Kn > e s t paramétrée par l e s c a r a c t è -
r e S + 

C e l a étant, le l ien entre l e s deux déf in i t ions d e s p a r a m è t r e s e s t a s s u r é 

par le théorème fondamental suivant : 

THEOREME 2 : Pour chaque naturel n , d é s i g n o n s par uu le polynôme 
. .n . 
( y - 1 j , et notons v n l ' idéal de l ' a lgèbre d 'Iwasawa A, engendré par 

£ n et OJ ( i . e . V = G N A + U ) A ) . A l o r s , s i M e s t un A [ A ] - m o d u l e n o e t h é -n n n > » 
r ien de p a r a m è t r e s p , X> et a . I a su i te d e s quot ients ( M / v M) es t \ n / n t IN 
p a r a m é t r é e par l e s mêmes c a r a c t è r e s p ,X» et ^ . 

Démonstrat ion : Remarquons d'abord que l e s Vn forment une s u i t e s t r i c t e -
ment d é c r o i s s a n t e d ' idéaux d' indice f ini de l ' a lgèbre A, et que l ' ident i té 

n n-1 i . n -1 ( n -1 
- l ) = lY + Z \ y - 1 ) R^y ) (pour un polynome c o n -

venable R de Z [ x ] ) permet de montrer par r é c u r r e n c e que v n e s t c o n -
tenu dans la p u i s s a n c e n - i è m e W de l ' idéal maximal 7IÎ=£A + U)0A de l ' a l -
g è b r e d ' I w a s a w a . L a p r e m i è r e constatat ion nous prouve que, pour tout 
A-module noe thér i en M, l e s s o u s - m o d u l e s v n M sont bien d' indice f ini ; 

la s e c o n d e nous a s s u r e que, s i M e s t f in i , le s o u s - m o d u l e v M e s t réduit n 
à 0 , d è s que n e s t a s s e z grand. 

Supposons maintenant que M so i t A [ A] - p s e u d o - i s o m o r p h e à un modu-
le noethér ien M'. De la s u i t e e x a c t e de A [ A ] - m ° d u l e s (à noyau et conoyau 
f in i s ) 

1 > N > M > M' > C » 1 , 

nous dédu i sons a lors , pour chaque naturel n, une su i te exac te de Z . [ A]-
v 

modules f i n i s : 

1 >N » M / v M » M' / v M' > C > 1 , n n n n 

Dans c e l l e - c i , le conoyau C n = C / v n C co inc ide avec C dès que n est a s -
s e z grand, et le noyau N n = ~ 1 h [ h(M) n V n M ' ] / VnM a un o r d r e borné : 
En ef fe t , pour n a s s e z grand, nous avons v M ' c h(M), car v C es t a l o r s 



nul, donc | N | = ( - 1 h ( v n M ' ) : 7 ^ ) < | N| (v n M" : V p h ( M ) ) < | N| | C | 2 , 

puisque v n M' / v n h(M) s ' i n t e r p r è t e comme quotient de la somme d i r e c t e 

£ n M ' / £nh(M)) 0 (co M ' / ( « n h ( M ) ) , donc final ement de C © C . 

C e l a étant , le théorème 1 nous permet de r e s t e i n d r e notre démonstra-
tion au c a s où M e s t un A [ A ] ~ m ° d u l e i so typ ique é l émenta ire . Di s t inguons 
l e s t ro i s é v e n t u a l i t é s : 

(i) Pour M = ACp, nous avons d irectement ( z ^ / £ n Z ^ j [ T n ] , 

avec T n ~ Z / Z^l t c e qui nous donne : 

d n e n 

M : V R M ) = Z ^ 

.m _ ,./ . . ro ( — /.m (ii) Pour M = A c p /C A^, et n > m , nous obtenons M / v n M ~ [Z^/Z ZjpjC^]» 

d'où : 

. . d m£n 

(M : V n M) = g ^ 

(iii) Pour M = A / ( A , avec f d i s t ingué dans Z [ v - 1 ] , un lemme f a c i l e c p J c p cp 
(dont on peut trouver une démonstrat ion dans [ 1 1], p. 18) montre que 
pour chaque m a s s e z grand il e x i s t e d e s polynômes a m et p m de l'anneau 

^m+l p m ( p-1 ) pm Z [ y - 1 ] t e l s que le polynôme cyclotomique f = = y + . . . + Y + 1 
<P '"m 

s ' é c r i v e e n c o r e f = 8 ( 1 + £ a )+@ f . Comme Z annule M, e t q u e ( 1 + £ a ) s m m m J J m 
e s t i n v e r s i b l e dans A^ , il suit M = Z d'où ( v M M : v m + 1 M) = 

\ cLj.degf 
V M : 07 M = £ ^ , car v M, d ' indice f ini dans M, e s t un Z - m o -m m / ' m ' cp _ 

dule l ibre de dimension deg j . Ecr ivant a l o r s (M : Vn M) = (m : Vn m) T T r ' 
o m= n 

7 M : 7 . . M ), nous obtenons , comme attendu : m m+1 n 

( n - n o ) d v d e g f _ t e d ^ d e g f n 
(M : 7 M) = : 7 M) Z * = c . 2 

o 



2 - ETUDE DU GROUPE DE GALOIS DE LA g - E X T E N S I O N ABELIENNE NON 
RAMIFIEE e -DECOMPOSEE MAXIMALE DE Km 

§ a - Définition du groupe CS' : 

Dés ignons par C ' le £ - c o r p s des C - c l a s s e s de Hilbert de K „ , i . e . 00 w ' 
la ^ - e x t e n s i o n abél ienne maximale de K^qui es t non ramif iée et où les 
p laces a u - d e s s u s de Z s e décomposent complètement. L a notion d ' e x -
tension non ramif i ée , complètement décomposée en un nombre fini donné 
d é p l a c é s étant de c a r a c t è r e f ini (cf . [ 1 2 ] , §2 ) , C'^ est la réunion des 
g - c o r p s des ^ - c l a s s e s de Hilbert r e s p e c t i f s des corps K^ , et le 

groupe de Galo i s C = Gai (C^/KJ) s ' ident i f i e ainsi , via l ' isomorphisme 
du c o r p s de c l a s s e s , à la limite du sys tème projectif (pour les appl ica-
tions normes) 

C1 = lim Ce' «— n 

des ^ - g r o u p e s de C - c l a s s e s des c o r p s K n (i. e. des quotients des 
g - g r o u p e s de c l a s s e s d' idéaux au s e n s ordinaire des corps Kn, pan leurs 
s o u s - g r o u p e s r e s p e c t i f s engendrés par l e s p laces a u - d e s s u s de Z ) . 

DEFINITION 3 : Par C* nous entendons le groupe de Galo is Gai (c^/K^) 
de la g - ex tens ion abél ienne non ramif iée ^ -décomposée maximale de K a , 
qui s ' ident i f i e à la limite projec t ive hrn des g - g r o u p e s de g - c l a s s e s 
des corps K . L e groupe C1 e s t un a [ A ] - m ° d u l e noethér ien et de tors ion, n + 
dont nous écr ivons P C = 0 , et l e s paramètres dans R^ (A). 

£ 

Naturellement, le premier problème de la théor ie d'Iwasawa cons i s t e 
à re trouver les groupes C6p à partir de leur limite projec t ive c ' . Rap-
pelons ce résul tat c l a s s i q u e (cf. [ H ] > [ 1 2 ] ) : Dés ignons par Kp l ' in-
t er sec t ion de K œ a v e c le 0 - c o r p s des ^ - c l a s s e s de Hilbert C^ de K (de 
sorte que k^ es t la s o u s - e x t e n s i o n maximale de K^qui es t g -décomposée 
sur K), puis , pour chaque naturel n > r, in troduisons le g - c o r p s des 
^ - g e n r e s C ^ ^ de l ' extens ion procyc l ique K ® / ^ (i. e. la ^ -ex tens ion 

abélienne maximale de K » 
qui es t non ramif iee et Z—decomposee sur K œ j . 

Le quotient des ^ - g e n r e s = Gai ( c ^ / n /^co) = C* / C* n , plus grand quo-

tient de C1 f i xé par r p , es t un Z^CAl-module noethérien, qui admet 

comme quotient : 



S o u s la condition n > r en effet , l 'extension ^ - d é c o m p o s é e C ^ / l < n 

es t dis jo inte de la tour cyclotomique Kœ /Kn , et le groupe s ' ident i f ie 
f i e par conséquent au groupe de Galois Gai (k^C^ /Ko,) qui es t bien un 
quotient de Q^. 

R e s t e à évaluer le groupe Gai (C^/Kœ-C^ ) ou son quotient G a i / K o o C ^ ; 

Un argument de project iv i té (cf . [ 6 ] , th. 8 ; [ 1 1], prop. 4. 3 ; ou [ 1 2] , 

th. 4) montre que, dès que K contient le composé l<m des s o u s - c o r p s 

de décomposit ion des p l a c e s de K a u - d e s s u s de £ dans la tour Kûo/K,le 

s o u s - g r o u p e C^ = Gai ( g ^ / K ^ C ^ ^ q U i f i x e K<=oĈ  , es t l ' image par l 'opé-

rateur norme de ce lui C ,̂ qui f i x e KooC^ . Il vient ainsi (pour n > m) (JU m m 

„ i „. /„i n m i cp ~ c / c _ = ce ' 'n m 

puisque C'm contient le g -groupe des ^ - g e n r e s CE de Keo/Km ( I e quo-



i i^m / 

tient C m / C e = Gai (C^ / n i /Ke .C f
m ) étant d ' a i l l e u r s un J ̂  A ] - m o d u l e 

de type fini) . 

En part icul ier , il suit : ( c e ' : ce '* = ( c 1 : C* n C n//t"mS) = v n n / \ m / 

C1 : C' , .ou /eu v v N ' * i -i' * / « rr m n _i n\ — V v~~ ; e t 1 6 dénominateur ^ C : C ) e s t 
C' n m c ' n : c ' n 

m 
constant à part ir d'un certa in rang, puisque les quotients 

UD / ( J U , v v > 
„t n' m _i n / _ i n \ . . . . . Cm C /C / n > m » i m a 9 e s s u c c e s s i v e s l e s uns des autres par l e s u)n+ 

applicat ions normes § n = — - — , f o r m e n t une sui te d é c r o i s s a n t e de groupes 

f i n i s . D ' a p r è s le théorème 2, nous avons donc : 

THEOREME 3 : La sui te ( œ ' / C g , g ) ^ des quotients d'exposant £ n des 
\ n n / n ç I N 

groupes de ^ - c l a s s e s d' idéaux r e s p e c t i f s d e s c o r p s K p e s t paramétrée 
par l e s c a r a c t è r e s \ et JJL̂  a t tachés au groupe C1 = Um Autrement 
dit, pour chaque c a r a c t è r e £-adique i r r é d u c t i b l e cp du groupe A» l 'ordre 

c' (n) , e n \ e 

g ^ de la cp-composante (cB1 /C6 ) ^ e s t donné asymptotiquement n ' n 
par Ia formule : 

cjp(n) ~ <n c , cp>« n + <X c , cp>n. 

.J>n 
SCOLIE : Dans une Z - e x t e n s i o n , l e s ^ - g r o u p e s CE * ont un o r d r e 

v ^ 

borné indépendamment de n . 

( ) ipn 
D'après le théorème 3, en ef fet , l ' ordre £ du quotient C e n / C 6 n 

es t donné asymptotiquement par la même formule que ce lu i du groupe en-
tier Cg^ (cf. [ 12], th. 8). 

§ b - Descr ipt ion kummérienne des ^ - e x t e n s i o n s non r a m i f i é e s g - d é c o m p o s é e s 

L e c o r p s K p contenant les r a c i n e s g n - i è m e s de l 'unité, la théorie 
de Kummer établit une bi ject ion entre les g - e x t e n s i o n s abé l i ennes d ' ex -

.x posant £ n de K n et les s o u s - g r o u p e s f i n i s du quotient ft^ = ( g ~ n Z / Z )<S>-K' 



n 
isomorphe à Kn • Pour décr ire c e l l e s de c e s ex tens ions qui sont 
^-décomposées , il es t commode de fa ire appel à la notion d'infinitésimal 
introduite dans [ 8 ] , et que l'on peut définir comme suit : Désignons par 

X X K le t e n s o r i s é P-adique 7 <S> K du groupe multiplicatif K ( de sor te n \ n \ 
que nous avons un isomorphisme canonique Z„/Z-j<8>™ ^n/' p 3 r 

n ^ n 
1( = © (1+C ) le groupe des unités pr inc ipales s e m i - l o c a l e s de K , qui 

n c n U 
est le produit direct des groupes d'unités pr inc ipales des complétés K 

m x ' n / - " • V Al / X / X P 1 de K a u - d e s s u s de P , par K = lim © [ „ / „ ) enfin, le n K n «j— , V n, £ ' n, £ / ' 
com-

m £ n | g n "*n 
piété profini de K a u - d e s s u s de £ (si, pour chaque p lace £ de K au-
d e s s u s de on fait choix d'une uniformisante TT„ dans £ , le groupe K 

/ Z vv n n n 

s 'écr i t ,comme Z.-module : ft =K ©( © rr „ ) ). A lors (cf. [ 8 ] , § 1 ) : Pj n n i . L / / e ' £ n U n 

DEFINITION 4 : Par groupe des é léments infinitésimaux du corps K , nous 
00 ^ entendons le noyau K de l a s u r j e c t i o n continue s du t ensor i se g-adique 

X A 

Kn = Zg®^ Kn dans le complété profini Kn , induite par l' injection diagona-
le du groupe K* dans le produit des groupes multiplicatifs K* „ des com-n ' n p iétés de K n pour l e s p laces a u - d e s s u s de 

PROPOSITION 3 : Le radical kummerien de l 'extension abélienne maxima-
le d'exposant gn de K n qui est ^ -décomposée est l'image dans 

= (s"1"1 z / z ) - ^n d u s o u s ~ 9 r o u P e infinitésimal 
oo , ^ 

K de K . n n 
p 

Démon_stj~ati_on_ : L 'extens ion K [p"]/K f déf inie par l'élément x de 
, es t ^ -décomposée si et seulement si x est pu i s sance g n - i è m e locale 

en chaque p lace £ n de Kn a u - d e s s u s de c ' e s t - à - d i r e si et seulement si 
. -s « n 

l'image s (x) de x dans K tombe dans K . Ecr ivons donc s (x) = uv dans a n n n n 
_»n 

K , et re levons u en un élément y de K . L'élément z = x y c , qui vér i f i e n n ' 
pn _»n 

s (z) = u c s (y) = 1, est infinitésimal et a même image que x dans R . n n n 

Considérons maintenant un élément £-nig>x de La proposition 3, 

c i - d e s s u s , affirme que l 'extension l<n[ f x ] / K est ^-décomposée si et s e 
lement s i x peut ê t r e pr i s inf initésimal . Il es t bien connu, par ai l leurs , 



qu'e l l e e s t g - r a m i f i é e ( i . e . non rami f i ée aux p l a c e s en d e h o r s de g) s i 
et seu lement s i l ' idéal (x) de K e s t une p u i s s a n c e g n - i è m e en d e h o r s de 
g, mais c e c i s u p p o s e que x so i t p r i s dans K^ . P o u r p a r l e r de l ' idéal pr in-
cipal engendré par un é lément de K n , il e s t n é c e s s a i r e d 'é tendre la dé f in i -
tion du groupe des idéaux : 

PROPOSITION 4 : D é s i g n o n s par Q1 le t e n s o r i s é g - a d i q u e Z„<8u J1 du £ Z n 
groupe d e s idéaux f r a c t i o n n a i r e s de l 'anneau (J^ = (>n[ l / g ] , l o c a l i s é en 
d e h o r s de Z de l 'anneau d e s e n t i e r s de K_n ( le groupe J^ s ' i d e n t i f i e au 
s o u s - g r o u p e d e s idéaux f r a c t i o n n a i r e s de <3 qui sont é t r a n g e r s à g), et 
convenons de noter P^ le s o u s - m o d u l e g -pr inc ipa l de y1 , engendré par 
l e s i m a g e s (x)' de s é l éments de K n . Ce la étant : 

n 
(i) L e groupe = {Z ® x € I ( x ) ' € ^ e s t l e radical kum-

( on) 
mer ien de la g - e x t e n s i o n M abé l ienne maximale de K qui e s t d ' e x -

n n 
posant g n et g - r a m i f i é e . 

n (ii) L e groupe S n = <8> x ç | xÇ K^ et ( x ) ' ç ^ ) e s t le radical 
i(Pn) kummerien de la P - e x t e n s i o n C abé l i enne maximale de K qui es t 

n n n 
d'exposant Z > non r a m i f i é e , et ^ - d é c o m p o s é e . 

C e l a étant, le comportement asymptot ique du groupe e s t dé termi -
né par le théorème 3, puisque l 'appl icat ion b i l i n é a i r e ( g ~ n ® x , a ) x a ~ ' 

de ®n x Gai ( c ^ V ^ n ) d a n s M-n> donnée par Ia t h é o r i e de Kummer, in-

duit un i s o m o r p h i s m e , compatible a v e c l 'act ion de A> de sur le g r o u -

pe Hom ^Gal ( c ' ^ V k ^ , Hn)« Compte tenu de l ' i somorphi sme du 

n n 
c o r p s de c l a s s e s Gai ( c ' ^ VK ) - Cg' / CB^ , nous pouvons donc n n / n' n 
énoncer : 

P R O P O S I T I O N 5 : La su i t e t S ) _ . . d e s rad icaux r e s p e c t i f s d e s g - e x t e n -\ n /nÇ N 
i(Pn)/ n s i o n s C n ( s o u s - e x t e n s i o n s d'exposant z d e s g - c o r p s des g - c l a s s e s 

de Hi lber t des c o r p s k^) e s t p a r a m é t r é e par l e s r e f l e t s dans l ' involution 
du miro ir d e s c a r a c t è r e s \ et p, a t tachés au groupe C'. Autrement dit, 

C ° , c* (n) 
pour chaque c a r a c t è r e g - a d i q u e i r r é d u c t i b l e Cp du groupe A, l ' o r d r e 2 

de la cp-composante e s t donné asymptotiquement par la formule : 

* , \ / * v n . / * \ c (n) „ <M-c ,cp> z + < \ c , c p ) n . 



- Interprétation des f a c t e u r s cyc lotomiques : 
il /m, 

Revenons sur la descr ipt ion Cg^ = C1 /C'm
n m des groupes de g - c l a s s e s 

C6 1 , donnée dans la section(a). Pu i sque c ' e s t un sous-module de C1, l e s n' / ' ' m 
. i z_i n m . , .. , i groupes C /C sont des quotients de C6 n , pour chaque n > m, donc 

f in i s , c e qui s i g n i f i e que l e s polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s P c des cp-compo-
i 

cp 
w n santés du A[A]-module C sont é t r a n g e r s à chacun des , c ' e s t - à - d i r e 

. . i ^m 
à chacun des polynômes cyc lotomiques = E Y » P°ur i > m un r é s u l -

1 j = o 
tat bien connu de la théorie d'Iwasawa). Qu'en e s t - i l pour i < m ? L a d é f i -

' _ n'/n'^r, nition Qn = C'/C n du quotient des g - g e n r e s montre que la participation 
des Ç. dans l e s polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s P c mesure la dimension 
des cp-composantes de c e s quotients : 

PROPOSITION 6 : Pour chaque c a r a c t è r e 0 -adique i rréduct ib le cp du grou-
r (o) m-1 r (i+1 ) 

pe A, é cr ivons P c = uu ^ TT • P c m 1 a f a c t o r i s a t i ° n dans l'an-
c P ° i = 0 1 ^ e 

neau Z ^ y - 1 ] du pol ynôme c a r a c t é r i s t i q u e du A [ Aj-module isotypique C* 
A l o r s : 

(i) L e polynôme P c ^ es t étranger à tous l e s UK , pour i > m (et l 'en-
tier m es t l ' indice du composé K m des s o u s - c o r p s de décomposit ion des 
p laces de k a u - d e s s u s de Z dans la tour Koo/K). 

e 
(ii) La dimension ô ^ n ) = dim^ Q^ ^ de la cp-composante du quotient 

^ cp 
des g - g e n r e s es t donnée, pour chaque naturel n, par la formule : 

inf(m, n) 
y n ) = v o ) + ( « - i ) . i v 0 

Cela étant, comme un résu l ta t de Greenberg (cf. [ 3 ] ) affirme la f in i -
tude des groupes lorsque le corps k es t abélien sur Q , le problème 
s e p o s e de décider pour quels c o r p s k, l e s polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s ^ c ^ 
sont é t r a n g e r s à tous l e s uun. Cette condition, qui équivaut à l a f i n i t u d e 
des groupes Gai ( c ^ / K o o C j , ) , s ' i n t e r p r è t e par la théor ie des genres : 

Dés ignons par = Z E1 le t e n s o r i s é du groupe des 0 -uni tés de k , n g Z n n 
et par = Z ® 7 ( H N (K*)J ce lui du groupe des normes c y c l o t o -n

 "
 1

 p > m p/ n P 



miques ;poun chaque p lace £ n de Kn a u - d e s s u s de g, introduisons son 
groupe de décomposit ion D^ ( c ' j / Kn ) dans l 'extension abél ienne 

n ~ / \ C' , / K n ; puis formons le s o u s - g r o u p e © D / ) d e , a 

( \ C U n 
somme d irec te des D ( C - L / n / ^ n ) const i tué par les fami l l es (CT J 

n n n 
dont Ia r e s t r i c t i o n à K^vér i f ie la formule du produit TT CTp | = 1 . 

e n l « nlKeo 
D'après [ 7 ] , th. 4 , la famil le des symboles de H a s s e 

( et la formule du produit p^ ( p r i s e dans Gai ( c ^ / n ) ) , 
n n 

donnent n a i s s a n c e à la su i t e exac te courte (dite des g - g e n r e s ) : 

L 1 ' 
~ / . , \ Pr 

£ n U n 

Il suit : 

PROPOSITION 7 : Pour chaque c a r a c t è r e i rréduct ib le cp du groupe A, 
les a s s e r t i o n s su ivantes sont équivalentes : 

(i) Le polynôme carac tér i s t ique F 3 ^ de ' a cp-composante du 
A[ A]-module C1 e s t é tranger à tous l e s uh . 

, 6 Î P 
(ii) La dimension asymptotique ô = dim^ Qn de ' a cp-composante 

^ cp 
du quotient des g - g e n r e s es t nulle. 

I ® jtl) 6 
(i i i) Pour chaque naturel n, la cp-composante Q ^ = f c 6 /C2 j ^ du 

n v. , » / 
quotient des g - g e n r e s es t un g -groupe fini dont l 'ordre g Y e s t donné 

ieco asymptotiquement par la même formule que ce lui du groupe C2n . 

(iv) Pour chaque naturel n, l ' image du t e n s o r i s é g-adique 

<s' = Z E* du groupe des g-uni tés du c o r p s k >par la famil le 

J des symboles de H a s s e a t tachés aux p l a c e s de Kn 
i 

15n " V £ /£ n n 
a u - d e s s u s de g, e s t d' indice fini dans la somme © D (C-co/n/^n ) 

£ n U n 

des groupes de décomposit ion de c e s p l a c e s , r e s t r e i n t e aux fami l les 
a„ J„ i « dont la r e s t r i c t i o n à K œ v é r i f i e la formule du produit 

n n ' ^ 

ïï a I = 1 . 
£ n U nlK», 



DEFINITION 5 : Nous disons que le c a r a c t è r e à = H ô cp , défini à partir 
e <P I CD de la dimension asymptotique ô = d i m z ^ du quotient des £ - g e n r e s , 

* cp 

es t le c a r a c t è r e de défaut de la théorie des g e n r e s dans la tour c y c l o t o -
mique K/k . 

D 'après la proposi t ion 7, le c a r a c t è r e de défaut ô mesure l 'écart en-
tre le groupe des £ - c l a s s e s C£^ et le quotient des £ - g e n r e s Lorsque 
K es t une Z . - e x t e n s i o n qui n'est pas cyclotomique, l e s ré su l ta t s de 

v 

[ 7 ] montrent qu'il e s t généralement non nul. En revanche : 

THEOREME 4 : Supposons que le c o r p s K s a t i s f a s s e les deux conditions 
su ivantes : 

(i) K es t une extens ion ga lo i s i enne du c o r p s des rat ionnels (de degré 
g, de groupe de Galo i s G) . 

(ii) L e s groupes de décomposit ion des p l a c e s de K a u - d e s s u s de £ 
sont dis t ingués , et contiennent le s o u s - g r o u p e dérivé G'. 
A l o r s l e s condit ions équiva lentes de la proposi t ion 7 sont v é r i f i é e s dans 
la tour cyclotomique Kœ/K. 

Démonstration : L e s hypothèses du théorème s e propageant le long de la 
tour , i l nous suff it de fa i re Ia démonstration pour n = 0 , i . e . de montrer 
que l ' image f)(<2') du t e n s o r i s é du groupe des £ -uni tés de K est d' indice 
fini dans la somme r e s t r e i n t e © D des groupes de décomposit ion des 

c U E , , 
p laces de K a u - d e s s u s de £ dans l 'extension abél ienne / K . 

Notons D le s o u s - g r o u p e de décomposit ion de £ dans l 'extens ion /Q 
(qui e s t indépendant par hypothèse de la p lace de K a u - d e s s u s de £), d son 

G 1 ordre , 1 N l'induit à G du c a r a c t è r e unité de D, puis e = £ T l'idem-
TÇD 

potent central de l 'a lgèbre GL[G] qui lui c o r r e s p o n d , et e = e l 1 — E T) 
G 9 t Ç G 

celui correspondant au c a r a c t è r e Par un argument déjà u t i l i s e 
G (cf. prop. 1 et 2), le groupe © D es t un Z [ G] -module de c a r a c t è r e 1 , 

C|£ L S 

et le s o u s - g r o u p e res tre in t & D„ es t donc un Z . [ G]-modul e de c a r a c t è r e 
G 

1 _ - 1 _ . Le groupe © D„ est , d'autre part, l ' image par l e s symboles 
° G C | £ locaux de r e s t e normique du complété profini K de K (défini dans la section(b)). 



Comme l e s é léments de K annulés par le logari thme g-adique L o g sont 
C 

d e s n o r m e s cyc lo tomiques , c e t t e d e r n i è r e application s e f a c t o r i s e par 
rvj Q Q 

le logarithme L o g , de s o r t e que le s o u s - g r o u p e Log X de la somme 
V V 

d i r e c t e C(k) = © k des c o m p l é t é s de K a u - d e s s u s de g s ' e n v o i e dans 

© D avec un indice f in i . c U 
C h o i s i s s o n s maintenant un générateur xÇ E1 d'une p u i s s a n c e p r i n c i -

pale (x) = 2e1 de l'une quelconque des p l a c e s î! de K a u - d e s s u s de g . P o -
Q e i s o n s y = x , et c o n s i d é r o n s le s o u s - m o d u l e g) de S engendré par y et 

Q 
s e s conjugués . Il e s t c la ir que c ' e s t un Z . [ G ] - m o d u l e de c a r a c t è r e 1 _ - 1_. g D G 
C e l a étant, pour chaque c a r a c t è r e g - a d i q u e absolument i r r é d u c t i b l e r e -Q 
p r é s e n t é dans 1,^- 1_ (à v a l e u r s dans une e x t e n s i o n a lgébr ique de Q . ) , le 

- 1 T - ^ nombre e = S ) Log o s (y ) ne peut ê t r e nul, en vertu du théorème 
T Ç G G de B a k e r - B r u m e r . Comme 1 _ - 1_ e s t la somme des c a r a c t è r e s absolument D 

i r r é d u c t i b l e s qui le d iv isent (puisque le quotient G / D e s t supposé abél ien) , 
q g 

l 'appl icat ion logarithme Log détermine une in jec t ion de $ dans Log K . 
V V 

De l ' ident i té des c a r a c t è r e s , nous conc luons que cet te inject ion es t p r e s q u e 
s u r j e c t i v e , autrement dit, que 2) s ' e n v o i e dans © D avec un i n d i c e f in i ; 

p I 6 
c e qui cons t i tue le résu l tat attendu. 1 ç 

3 - ETUDE DU GROUPE DE GALOIS DE LA g - E X T E N S I O N A B E L I E N N E 
MAXIMALE g-RAMIFIEE DE Km 

§ a - Définit ion du groupe G : 

D é s i g n o n s par la g - e x t e n s i o n abé l ienne g - r a m i f i é e maximal e de K œ 

et notons G = Gai ( m ^ / K ^ son groupe de Ga lo i s . L ' e x t e n s i o n Mo es t é v i -
demment la réunion d e s g - e x t e n s i o n s a b é l i e n n e s g - r a m i f i é e s maximales Mn 

d e s s o u s - c o r p s de d e g r é f in i Kn de K ^ e t nous d i s o n s que Mn e s t le g -

c o r p s d e s g - c l a s s e s i n f i n i t é s i m a l e s de , en a c c o r d a v e c l e s r é s u l t a t s de 
[ 12], qui in terprè tent le groupe de Ga lo i s G n = Gai( M n / K n ) comme quotient 

du t e n s o r i s é C1 = 7„<8>-, J du groupe J1 d e s idéaux de K par le s o u s - m o -

dule P^ d e s idéaux pr inc ipaux- in f in i t é s imaux , image dans le s o u s - m o d u l e 
Pn d e s idéaux principaux de du s o u s - g r o u p e inf inités imal K^ de K n , 
défini dans la s e c t i o n 2 § b. Autrement dit : 



DEFINITION 6 : Par G nous entendons le groupe de Galois Gai (M /KOO) de 
la ^ - e x t e n s i o n abé l ienne g - r a m i f i é e maximale de K ^ q u i s ' ident i f i e à la 
limite pro jec t ive |im Qn des ^ - g r o u p e s de £-c l a s s e s infinitésimal e s 

des c o r p s K n . Le groupe Q es t un A [A] -module noethér ien , dont 
nous notons p , \ , et p, l es paramètres dans R* ( A ) . 

La tour cyclotomique Koo /K étant g - r a m i f i é e , pour chaque naturel n, le 
c o r p s des g - c l a s s e s i n f i n i t é s i m a l e s Mn e s t la s o u s - e x t e n s i o n maximale 

de Mqq qui es t abél ienne sur K^. L e groupe de Galo i s Q^ = Gai (Vlp/Koo), 
plus grand quotient de G f i x é par p , e s t ainsi le quotient des g - g e n r e s 

0) 
inf ini tés imaux G/G de l 'extens ion procyc l ique K^/K^; et le groupe 
Gp = Gai es t donc i somorphe, comme A ] - m o d u l e , à la somme 

d irec te : uu 
G ~ P © G f = r © G / G , n n n n 

puisque P^ s e r e l è v e dans Gn> par un argument de pro jec t iv i t é . 

p n v 

En part icu l ier , il suit G / G ~ T / T 0 © G/G " ; d'où, d'après n n n ^n 
théorème 2 et I a propos i t ion 4 : 

n .n PROPOSITION 8 : La sui te \ G n / G p ) n ç ^ des quotients d'exposant i " des 

groupes de £-c l a s s e s i n f i n i t é s i m a l e s des c o r p s K n e s t paramétrée par les 
c a r a c t è r e s n »X=+1î e t Autrement dit, pour chaque c a r a c t è r e £ - a d i -a a a . 

aCD(n) 

que i r r é d u c t i b l e cp du groupe A , l 'ordre 2, de I a c p - c o m p o s a n t e 
t _ n e \ Q n / G p J ^ e s t donné asymptotiquement par la formule : 

a ^ n ) „ < p a > <P> + <M-a , cp> e n + < X a + 1 , c p > n . 



PROPOSITION 9 : La sui te 19L ) - . , des radicaux kummerien des s o u s -\ n/nfc IsJ , n, ^ 
ex tens ions maximales Mn d'exposant Z des £ - c o r p s des ^ - c l a s s e s 

* * * 
in f in i té s imales Mn es t paramétrée par les c a r a c t è r e s p , X + uu, et (j, . a a a 

* \ a (n) e„„ cp cp L ' o r d r e Z de la cp-composante 3*n e s t ainsi donné asymptotiquement 
par I a formule : 

* , i / * ^ n , * v n , * 
SJPLN) ~ < p a , «P> N « + (va>tP>Z + < X A + U U , cp> n . 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème : 

THEOREME 5 : L e s paramètres p , \ , et (j, du groupe de Galo is G de la a a a 
^ -ex tens ion abél ienne g - r a m i f i é e maximale Mqo de K^ sont donnés, en fonc-
tion de ceux X e t jj,̂  du groupe de Galo is C de la s o u s - e x t e n s i o n non 
ramif iée ^ -décomposée maximale C^ , par l e s formules suivantes : 

* - 1 
^ a = ^c = ' 

n 
Démonstration : Revenons sur la définit ion 91 = {f> 6?ixÇ S I (x ) ' f J1^ } du n v ^ n 1 c n J 

radical kummerien 31 . L'appl icat ion, qui à l 'élément x de K a s s o c i e 

, ( l n , Z , 
la c l a s s e cZ \\J~TxT1 j dans le groupe CZ^ de l'idéal \j" (x) ' de J , e s t un 

i(Pn) n A]-morphisme qui envoie 3ln sur le s o u s - g r o u p e Q n d'exposant Z 
i pn 

de CÊn. Quel e s t son noyau ? L' ident i té (x)' = (y)' , qui s ' é cr i t encore 
pn _ n 

x = e y pour une 0-uni té e , exprime que la c l a s s e Z de x dans 
e s t contenue dans l'image " z / z ) ® ^ ^ du groupe des ^ -un i t é s E^. 

De la sui te e x a c t e obtenue : 

1 » ( « " " z / z ) ® ^ » ) » 1, 

nous déduisons sans pe ine les formules annoncées , l 'ordre du premier 
groupe étant donné dans l 'exemple 3 ( sect ion 1 § c), celui du dernier par 
le théorème 3, et l 'ordre de 31 par la proposi t ion 9 c i - d e s s u s . Enfin l e s * * n 
ident i tés y =oo Y et X = U) x . proviennent du fait que X et x , sommes Aoo OO Z Z 00 Z 
d'induits de c a r a c t è r e s unités at tachés à des s o u s - g r o u p e s de A» sont 
égaux à l e u r s " i n v e r s e s " x^,' e t X ^ • 



- Etude du s o u s - g r o u p e de tors ion % et interprétat ion des fac teurs 
cyclotomiques : 

D'après [ 8 ] une façon d'énoncer la conjecture de Léopoldt pour le 
v • i ' 

corps K p c o n s i s t e a aff irmer que le t e n s o r i s e = Z^ E
n

 d u 9 r o u P e 
des g -un i té s de ce c o r p s s ' in jec te canoniquement dans le complété p r o -

A 

fini Kn> défini dans la sec t ion 2 § b. Cela jus t i f i e la définition suivante 
(cf. [ 8 ] , s ec t ion 1 § a) : 

DEFINITION 7 : Par groupe des unités in f in i t é s imales du corps Kn , nous 
entendons le noyau 5°° de Ia r e s t r i c t i o n au groupe <?' = Z E1 (des n 3 ^ n g Z n 
g -un i té s g é n é r a l i s é e s ) de la surject ion canonique s du t e n s o r i s é g-adique 
K = Z„ K* sur le complété profini K . L e groupe é^ est un Z C Al — n g Z n n 3 K n g 
module project i f , et nous d isons que son c a r a c t è r e S ( n ) e s t le carac tère 
de défaut de la conjec ture de Léopoldt pour le corps K n . 

Naturellement, le groupe cŜ  e s t connu pour être nul dans un certain 
nombre de c a s . Rappelons , sous une forme vo i s ine de c e l l e du théorème 4, 
le résultat dû à Emsalem, Kisilevsky et Wales (cf . [17]). 

THEOREME 6 : Supposons que le corps K s a t i s f a s s e l e s condit ions su i -
vantes : 

(i) K es t une extension ga lo i s i enne du c o r p s des rat ionnels , de grou-
pe de Galo i s G. 

(ii) L e s groupes de décomposit ion des p l a c e s à l'infini de K sont 
d is t ingués , et contiennent le s o u s - g r o u p e dér ivé G'. A l o r s la conjecture 
de Léopoldt es t v r a i e dans la tour cyclotomique K 

PROPOSITION 10 : L e s c a r a c t è r e s de défaut ô(n) de la conjecture de 
Léopoldt dans la tour cyclotomique Ko/K forment une suite c r o i s s a n t e et 

* 
stat ionnaire, majorée par le paramètre X. des radicaux £>n. 

S i 6 dés igne la va leur asymptotique du défaut ô(n), l ' inégal i té obtenue 
(6 < \ c ) e s t ainsi le pendant de c e l l e (ô ^ \ c ) v é r i f i é e par le c a r a c t è r e de 
défaut de la théorie des g - g e n r e s . 

Démonstration : Ce résul tat étant e s sent i e l l ement bien connu (cf . [ 2 ] , [ 4 ] et 
[ 6 ] ) , v é r i f i o n s le rapidement : Le fait que la suite fô(n)J .. a i l le c r o i s -



oo « 

sant e s t év ident . Ce la étant, pour chaque naturel n, l ' ex tens ion Kœ[y 
e n g e n d r é e sur KQ, par l e s r a c i n e s d ' o r d r e ^ - p r i m a i r e des un i t é s inf inités imal e s 
de K e s t une ex tens ion abé l ienne non r a m i f i é e ^ - d é c o m p o s é e sur K-». Son n oo 
groupe de Ga lo i s Gai ( k J ^ S ^ " ] /KOO) es t donc un quotient de Cg' = Gai (cL/K») , 
et un Zg[ A ] - m ° d u l e project i f qui a pour c a r a c t è r e le r e f l e t ô(n) de ô(n). 
Il suit ô(n)* < \ , comme annoncé. 

L e s r é s u l t a t s de Gi l lard (cf. £ 2 ] ) in terprètent d 'a i l l eurs le défaut 
(mesuré i c i pan le degré deg ô(n) du c a r a c t è r e ô(n)) de la c o n j e c t u r e de 
Leopoldt à chaque é tage f ini de la tour cyclotomique, à part i r de la p a r -
t ic ipation d e s polynômes cyc lo tomiques à la f ac t or i s a t i on i r r é d u c t i b l e du 
polynôme c a r a c t é r i s t i q u e du s o u s - m o d u l e de A-tors ion du groupe de Galo i s 
G. Enonçons s a n s démonstrat ion l 'analogue de la propos i t ion 6 : 

e cp 

PROPOSITION 1 1 : Pour chaque c a r a c t è r e g-adique irréduct ibl e cp du 
s (o) m' s (i+1) 

groupe A > é c r i v o n s Pa =(JU la fac tor i sa t ion dans c p o _ i cp i = 0 i 
l 'anneau Z ^ y - l ] du polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de la c p - c o m p o s a n t e 
du s o u s - m o d u l e de A [ A ] - t ° r s i o n du groupe de G a l o i s G. A l o r s , pour 
chaque naturel n, la c p - p a r t i e ô (n) du c a r a c t è r e de défaut ô(n) e s t don-

^ inf(n, m') 
née par la formule : ô (n) = s (o) + (g-1 ) S s J ^ ^ • 

"r V i = 1 

OO s s 

D ' a p r è s l e s p r o p o s i t i o n s 10 et 11, le groupe S^ d e s un i té s i n f i n i t é -
s imales de k e s t un Z [ A]-module noethér ien , qui e s t indépendant de n, 

71 « on 
lorsque n e s t a s s e z grand. D é s i g n o n s par ]f <S°° son g n - radical dans K 

AU—- pn oo " " 
( i . e . \J<S°° = {xÇ K | x^ ç <S°°}). Comme l e s seul s él éments g - d i v i s i b l e s n n n n 

de K* sont l e s r a c i n e s de l'unité, le quotient u < $ ° ° / e s t donc un 
oo » n n n 

groupe fini qui ne dépend pas de n, pour n a s s e z grand. Notons maintenant 
(g^3 = (g - n<8) x Ç Rn | xÇ f^5} l ' image canonique de c?^ dans le groupe 

Si = ( g - n Z „/Z„ ) <8> K . De l 'exact i tude de la su i te cour te de Z „[ Al-modu-n g' g/ J n g t " J 

les : e 

nous dédu i sons la propos i t ion : 



>00 I rlûc? nr m y-Ji /ô^ — / fl ^ /< PROPOSITION 12 : La su i t e (fi K, d e s s o u s - m o d u l e s « = {g ®x.<=R I \ n / n ç N n n 
x€ <?n} de £>n e n g e n d r é s par l e s unités i n f i n i t é s i m a l e s e s t paramétrée par 
les c a r a c t è r e s p = 0 , \ = ô , et |j, = 0 . Autrement dit, pour chaque c a r a c -

e^°(n) 
t ère g -ad ique i r r é d u c t i b l e cp du groupe A> l ' o r d r e g ™ de la c p - c o m p o -

oo ,, santé de fi e s t donne asymptotiquement par la formule : 
oo . . ec p(n) ~ < 6 , cp> n . 

THEOREME 7 : La su i te {% ) d e s s o u s - g r o u p e s de tors ion d e s grou-\ n / n Ç N / , n \ 
p e s de g - c l a s s e s i n f i n i t é s i m a l e s G d e s c o r p s K , et I a su i te fer ) K * n n ' \ n' n /nçiN 
de l e u r s quot ients d 'exposant g , sont p a r a m é t r é s par l e s c a r a c t è r e s p t = 0, 
X. = X - 6 , et |i = u, . En p a r t i c u l i e r , pour chaque c a r a c t è r e g -ad ique cp t a t a , t (n) , p n \ £ 
du groupe A» l ' o r d r e g ^ de la c p - c o m p o s a n t e J ^ e s t donné 
asymptotiquement par la formule : 

y n ) ^ < H * , <P> e n + < (x* - ô ) + l ) \ cp > n . 

Démonstrat ion : Nous a l l o n s donner deux démonstrat ions de c e résul tat , 

l 'une d irec te , l 'autre par dual i té . 

(i) E c r i v o n s G~dî la pseudo-décompos i t i on du A[A] -module G, 
en dés ignant par "S1 le f a c t e u r é l é m e n t a i r e de G dont les composantes i s o -
typiques ont pour polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s les polynômes P a ^ , dé f in i s 
à la propos i t ion 11. Pour chaque naturel n, le s o u s - g r o u p e de tors ion "G 

i , il). n 

de G e s t a u s s i c e l u i du quotient G = G/G . L ' o r d r e de s a cp-composante 
e n n (JUn e 

% * e s t donc donné, à un fac teur borné p r è s , par ce lu i du groupe (%'/%* ) 
qui e s t paramétré par l e s c a r a c t è r e s annoncés . D ' a p r è s le théorème 2, le 

/ v . e 
même résu l ta t vaut pour l es quot ients (S»'/S» n J donc pour ceux 

n e e 
t» ) ^ du groupe ; ce qui établit la p r e m i è r e a s s e r t i o n du t h é o -* n n / n 

rème. La s e c o n d e r é s u l t e de l ' e x p r e s s i o n d e s p a r a m è t r e s de G, donnée 
par le théorème 5. 

r n , 

(ii) D é s i g n o n s par "S le s o u s - g r o u p e d 'exposant g du groupe de 
| t oo tors ion Dans I a descr ip t ion Gn = Ç ^ / p du groupe de Ga lo i s G com-

^ ^ ^ f pl̂  J 
me groupe de g - c l a s s e s i n f i n i t é s i m a l e s , les é l é m e n t s de ï ç sont r e p r é -
s e n t é s par les idéaux g é n é r a l i s é s a de d dont la p u i s s a n c e g n - i è m e es t fi n ^ 
un idéal pr inc ipa l - in f in i t é s ima l a =(x) ; et le g é n é r a t e u r x de cet idéal 



es t naturellement défini à une unité in f in i tés imale p r è s . En assoc iant à la 
c l a s s e cg (a) de l'idéal a dans Q ce l l e de l 'é lément g - n <g> x dans le quo-oo n 
tient R , nous d é f i n i s s o n s donc un Z . [ A]-morphisme du s o u s - g r o u p e 

( n ) oo 
sur le quotient S Quel e s t son noyau ? L' identi té g~n®xÇ<2°° 

, n n 

s ' é c r i t x = s y pour un y de Kn(défini à une racine g n - i è m e de l'unité 
près ) et une unité in f in i tés imale e de cS^. L e s é léments du noyau sont 
donc l e s c l a s s e s des idéaux principaux Q =(y) engendrés par l e s éléments 
y de Kn dont la p u i s s a n c e g n - i è m e est dans K^5 ; c ' e s t à - d i r e par l e s é l é -
ments y de Kn dont l' image s e m i - l o c a l e s(y) tombe dans le groupe 
/>(pn) (pn) n 

(JL = © |i.„ des r a c i n e s g - i è m e s de l'unité dans K . En d'autres 
n £ n U n n 

termes , le noyau lui-même n'es t autre que l'image canonique dans le s o u s -M;n) / f (pn)\ groupe de tors ion , du quotient p, * / s \M>n )• 

La formule f ina le du théorème r é s u l t e donc de l 'exact i tude de la su i t e 
de Zg[ A]-modules : 

Le qroupe 3) , en effet , es t m e s u r é par Ia proposi t ion 5 ; le s o u s - g r o u p e 
n ~(Pn) f (Pn)\ 

par la proposi t ion 12 ; le quotient ^ / s ^ ^ ' j es t paramétré par 

les c a r a c t è r e s p = 0 , \ =uuU0 - 1 ), et ^ = 0 ; et le terme de gauche 
n>nï 

\r<5°°/ (5°°u, a un ordre borné, indépendamment de n. » n' n ^n 
Réunissant (i) et (ii), nous obtenons en part icu l i er une nouve l l e démons-

tration du théorème 5. 

- Inégal i tés du miroir : 

Nous supposons , dans cet te sect ion, que le c o r p s F es t totalement rée l , 
et que les p l a c e s à l' infini p^ de F ont le même s o u s - c o r p s de décompos i -
tion, d isons K+, dans l 'extens ion K/F. Dans ce cas , il e s t naturel d ' é c r i r e 
chaque c a r a c t è r e g-adique X du groupe A comme somme X + + X~ d'un c a -
rac tère réel et d'un c a r a c t è r e imag ina ire , en posant : 

DEFINITION 8 : Lorsque le corps F e s t totalement r é e l , et K une exten-
sion quadratique d'un s u r - c o r p s K+ de F, totalement rée l , le s o u s - g r o u p e 
de décomposit ion commun A des p l a c e s à l'infini de F es t le groupe d 'or-
dre 2, engendré dans A par la conjugaison complexe. Nous d i sons qu'un 
c a r a c t è r e g-adique i rréduct ib le cp du groupe A es t réel lorsqu'il e s t r e -



p r é s e n t é dans le c a r a c t è r e X Ĵ qu'il e s t imagina ire dans le c a s contra ire ; 
et qu'un c a r a c t è r e virtuel quelconque cp es t rée l (respect ivement imag i -
naire) lorsque tous s e s f a c t e u r s i r r é d u c t i b l e s sont r é e l s ( respect ivement 
imagina ires ) . L e s s o u s - g r o u p e s de R^ (A) , engendrés , le premier par 

Z 
les c a r a c t è r e s irréduct ib l e s r é e l s , le s econd par ceux imag ina ires , sont 
deux s o u s - g r o u p e s supplémenta ires de (A), images l'un de l 'autre dans 

Z l ' involution du miro ir . 

p Introduisons maintenant les s o u s - g r o u p e s lB^={(x)'ç P^ | 3 p Ç IN avec 
€ Mp) d e s idéaux ^-pr inc ipaux g é n é r a l i s é s (x)' des c o r p s Kn> r e s p e c -

tivement e n g e n d r é s par l e s é l éments de Kn dont une p u i s s a n c e f in i e es t i n -
f in i t é s imale ( l e s groupes ont déjà été r e n c o n t r é s dans la part ie (ii) du 
théorème 7) ; d é s i g n o n s par H^ la s o u s - e x t e n s i o n de Mn a s s o c i é e à 

par la théorie de Galo i s ; et c o n s i d é r o n s le schéma de c o r p s : 

Par un argument déjà u t i l i s é (cf. th. 7 (ii)), le groupe (î-^/Pp s ' iden-
tif ie , v i a l 'appl icat ion x H> s(x), au quotient | 2 n / s ( | j , n ) du groupe des 
r a c i n e s de l'unité dans (le groupe des r a c i n e s s e m i - l o c a l e s de l'unité) 
par l ' image d iagonale du groupe des r a c i n e s de l 'unité dans Kn ( l e groupe 
des r a c i n e s g loba les de l'unité) : c ' e s t donc un 2 J A]-m°dul e f ini , paramé-

v 

tré par les c a r a c t è r e s \ = ( j u ( x . - l ) > et |J, = 0 . Ce la étant, comme s o u s la 



condition ô = 0 , l e s paramètres du groupe de tors ion = sont don-* / \ * n n n 

n é s par l e s formules = \ c + uu y, ®lM<t = |Jic> nous concluons que 

le quotient = Gal(^Hn )> d é s i g n é par CÊ1* dans le schéma, es t 
un Z [ a3 —moduI e paramétré par l e s r e f l e t s \ et p, des c a r a c t è r e s atta-g c c 
c h é s au groupe d e s g - c l a s s e s C1, pourvu que la conjec ture de Leopoldt 

/ 1 * soit v é r i f i é e dans la tour cyclotomique K^/K. Nous d i s o n s a l o r s que C6n 

es t le r e f l e t de Cg' . 

n 

Le quotient f ^ / P ^ ^ es t le groupe de Galois Gai ( ( c J , n Z n ) / K n ) de 

la s o u s - e x t e n s i o n g - d é c o m p o s é e maximale du composé Z n des Z - e x t e n -€ 
s ions de K n ; c ' e s t donc (toujours s o u s la conjec ture de Leopoldt) un 

A]-module f in i totalement imaginaire : En effet , d 'après l e s théorèmes 
5 et 7, le groupe de Galois ff^/f^ d e l ' ex tens ion Z n / K n e s t un Z^[A]~ 

n * , module project i f de c a r a c t è r e g Xœ + 1 ; et I a tour cyclotomique K ^ / K , , , 
qui correspond au c a r a c t è r e unité, e s t totalement ramif iée d è s que n e s t 
a s s e z grand. 

Cons idérons enf in le quotient ^ ^ P p / f t p - Gai Ç H n / ( C ^ Z n ) ) : S i 

(x)' e s t un idéal de P^ qui es t également dans nous avons € P*̂  » 
pP i oo ,pP pour p a s s e z grand, i . e. x = e y avec e Ç c?n et yç K^ , et s(x) es t 

donc dans s(<s' ). L 'appl icat ion (x) Q°° h» s(x) i î s(t?' ) e s t a ins i un i s o m o r -n n n n I OO y OO A ,A I . 
phisme de Pn fl £>n/&.n sur l e s o u s - g r o u p e de tors ion du quotient Kn/n,n s ( # n ) . 
Introduisons maintenant le groupe des normes cyclotomiques s e m i - l o c a l e s : 

= fi u J . S o u s la condition ô = 0, nous savons d'une part, 
p > n p ' n p 

par l e s r é s u l t a t s de la s e c t i o n 2 § b, que le quotient Kn/??n s($M> qui s ' i -
dentif ie au groupe de Ga lo i s Gai (^C^^ / K ooC n J, a un o r d r e borné indé-

pendamment de n ; et d'autre part, que la composante imaginaire du s o u s -
groupe 7!ns(<?^)/t2ns((Sn) ~ / û n ^ n n s ($n ) j e s t s a n s tors ion, puisqu'au-
cun élément de autre que les r a c i n e s de l'unité, n 'es t a l o r s norme 

I W ~ r o' \ rw £< / A I « 
'n S 

n»"' 
dans la tour cyclotomique Koo/Kn. En part icul ier , la composante imaginaire 

I 00 / oo , ,, 
du groupe Pn H a donc un o r d r e borne indépendamment de n ; c e 
que nous traduisons en disant que P^ fl ^ / f ô ^ e s t e s sen t i e l l ement rée l . 

Regardons maintenant le quotient - ^ ^r/^n* * - e s c o n c l i -
t ions qui précèdent prouvent 

- d'un côté, que sa composante r é e l l e e s t paramétrée par les + + 
c a r a c t è r e s \ et jj, , 



- et de l 'autre, que s a composante imaginaire es t paramétrée par 
les c a r a c t è r e s ( \ ) e t » donc que ce quotient lui-même est globa-
lement un Z s [ A ] - m o d u l e paramétré . P a r d i f f érence , nous en concluons que 
k ' / .̂i 00 00 / 00 /• • e s quotients et P^fl P n / B n > c o n s i d é r é s p lus haut, sont eux auss i 
des Z . [ A ] - m o d u l e s paramétrés . Ecrivant et P ," l e s paramètres ( imagi-
naires ) du premier , X,̂  et ceux ( r é e l s ) du second, nous obtenons sans 
peine l e s formules : 

^d = W ) * = ^c - ( O * ' e t Xd = ( x d ) * = X c " C O # -

Par sui te : 

THEOREME 8 : L o r s q u e l ' ex tens ion K / F admet une conjugaison complexe, 
le paramètre |j. du groupe des g - c l a s s e s C1 v é r i f i e l ' inégal i té du miroir : 

f + \ * 
^c - VV 

Lorsque , d é p l u s , le c o r p s K es t absolument abélien, le paramètre |j, 
e s t nul, et l ' inégal i té du miroir vaut pour le paramètre \ : 

- / + \ * (t) 
c 

P i i ^ J l s J r f i l P J l : L ' i n é g a l i t é (.^c) r ®sul te directement des ca l cu l s p r é -
cédents , le paramètre u,"! devant ê tre dans R* (A) (on s e convaincra s a n s 

d Z€ 
peine que les hypothèses 6=ô = 0 f a i t e s au c o u r s du calcul sont s a n s impor-
tance i c i , car e l l e s ne concernent que des paramètres de type L o r s q u e 
le corps e s t absolument abél ien, le c a r a c t è r e p, es t nul, en vertu du 
théorème de F e r r e r o et Washington (cf . [ 10]), et l e s condit ions 6 = ô = 0 
sont automatiquement v é r i f i é e s ; d'où le résultat annoncé, le paramètre 

étant a lors dans R * ( A ) . d Z ç 

4 - APPLICATION AU GROUPE UNIVERSEL K ^ K J ET AUX DIVERS NOYAUX 
A S S O C I E S AUX SYMBOLES C L A S S I Q U E S 

Pour chaque naturel n, dés ignons par K (K ) le groupe universe l des 
z n 

symboles sur le c o r p s K (qui e s t , par déf init ion, le quotient du c a r r é ten-
X X 

sorie l K n du groupe multiplicatif de K n par le s o u s - g r o u p e engen-
dré par Ies él éments de I a forme x ® ( 1 - x ) , pour x ^ { 0 , 1}), et notons 

(t) On prendra garde que ce résultat est strictement pUu ipt t c(ue le résultat analogue peof l't'nuarùant A aUect'é aux groupe x 
de classe» au. set»» ordinaire (cf. M êc) . 



K2(Kœ)= lim K 2 (K n ) ce lu i correspondant à K œ . L e s groupes K2(Kn) étant 
n 

de tors ion, en vertu d'un théorème de Garland, leurs g - S y l o w r e s p e c t i f s 
s ' ident i f ient aux produits tensorie l s : Z ® K (Kn) =Z0<8>7[ (k X ® K x y i ] ~ 

K n ^ ' ' " n ' c e q U i j u s t i f i e l a déf init ion : 

DEFINITION 8 : Pour chaque naturel n, nous dés ignons par K (K j le — - — 1 / » 2V n/ 
g - S y l o w <8>z K2(Kn) = ® ^ j / Z ^ In

 d u groupe universe l ), 
et nous notons K„(K) = lim K„(K ) le g - S y l o w du groupe K„(Km). z —» Z n 2 n 

Descr ipt ion du noyau modéré et du noyau hi lbert ien dans K_(K) : 

Pour chaque naturel n et chaque place de Kn> convenons d ' écr i re 
( , )_ le symbole modéré défini par •p , ou plutôt l'induit de ce symbole 

n n , . * 
au t e n s o r i s é K <S> K , qui prend s e s v a l e u r s dans le P - S y l o w Z . ® - . l < D n Z . n ' M ^ * * g J \ n' rn 

v 
du groupe multiplicatif du corps rés iduel de la place *p . Dés ignons de même 
par ^-sr—) l'induit au t e n s o r i s é K <8u K du symbole de Hilbert a s s o c i é à 

n n g n 

la p lace *p , qui prend s e s v a l e u r s dans le g - S y l o w |j,_ du groupe des ra -
n "n 

c ines de l'unité du complété de K pour la p lace "P . S i $ ne d i v i s e pas n n n , . ^ 
il e s t toujours p o s s i b l e de r e l e v e r dans le groupe rés iduel Z <S» yD /'P ) , 

rp 2 /L n n/ 
c e qui permet d' ident i f ier symbole modéré et symbole de Hi lbert . En revan-
che, s i d iv i se g , I e groupe rés iduel Z^ ( ® n ^ n ) * e s t n u ' » de s o r t e 
que le symbole modéré ( , L es t tr iv ia l , tandis que le symbole de Hilbert 
continue à prendre s e s va l eurs dans le groupe tout ent ier . 

r n 

DEFINITION 9 : Pour chaque naturel n, nous dés ignons par R„(K ) le no-2 n 
yau dans K_(K ) des symboles m o d é r é s : z» n 

R2(Kn) = {{a , b} € K
2

( K n^ I = 1 ' p o u r c h a c I u e P | a c e 
"P de k } . n 
r n nJ 

Et par H„(K ) nous entendons le noyau dans K„(K ) des symboles de a n z n 
Hilbert : 

H2(Kn) = { {a , b} ç K2(Kn) | ( T ^ - ) = 1, P°ur chaque p lace 
<P de k >. n r n n ; 

Cons idérons , pour commencer, l e s groupes R (K ) : D'après Coates 2 n 
(cf. [ i ] , § 3) le noyau R_ (K) = lùn R (K ) des symboles modérés dans K (K) 

Zt Zt n z» 



s ' ident i f i e au dual Hom, (T,<SL du produit T. S du s o u s - g r o u p e 
V * z e 

de A - t o r s i o n du groupe de Galo is G (défini dans la sec t ion 3 § a) par 
l 'opposé IL = Horru, ( X , Z. ) du module de T a t e = Km ^ . P l u s p r é c i s é -

n 

ment, l e s r é s u l t a t s de [ 4 ] (§4 , th. 7) montrent que pour chaque naturel n 
il e x i s t e une s u i t e e x a c t e courte de I [ A]-m°dul e s f i n i s : 

v 

1 — » R 2 ( K n ) > H ° m Z A \ ® 1 ^ T ^ l ) » 1« l Z i 
dont le noyau a un o r d r e borné indépendamment de n. 

Cela étant, nous s a v o n s par le théorème 5 que le groupe "S es t un 

A[ A ] - m o d u l e n o e t h é r i e n e t d e t o r s i o n , d e p a r a m è t r e s X=U)X ' 
- 1 — c t 

et [J,=UU|I . Son t e n s o r i s é ! , ® S , qui e s t tout auss i bien un A [ A]-module 
c — 1 — 1 noethér ien et de tors ion, a donc pour paramètres X = X + (X„ ~ 1 ) e t M- = Mv ! G £ c 

et la f ini tude du terme de droite de la su i te montre que son polynôme c a r a c -
tér i s t ique ne contient aucun facteur cyclotomique (ce dern ier résultat étant 
d 'a i l l eurs équivalent au théorème de Tate sur l 'exact i tude de la conjecture 
principal e pour le K„). D ' a p r è s le théorème 2, nous pouvons donc énoncer : 

THEOREME 9 : La sui te ( R
2

( K
n 0 n ç N d e S n ° y a u x d a n s K2 ( Kn^ d e s s y m b o " 

les modérés es t paramétrée par les deux c a r a c t è r e s w ( x c + ( X g - l ) ) e t w M- • 
Autrement dit, pour chaque c a r a c t è r e g -ad ique i rréduct ib le cp du groupe A» 

r J n ) 
l 'ordre g * de I a cp-composante de R (K ) e s t donné asymptotiquement z* n 
par I a formule : 

r y n ) ~ <o)^c,cp> g n + <oo ( x c
 + ( x g - l ) ) , «P> n • 

( P n \ L e même résul tat vaut pour la su i te d e s quotients (R_(K ) / R (K ) ) . 

THEOREME 10 : La sui te ( h J K ) ) des noyaux dans K_(K ) des symbo-\ z n / n ç N 2 n 
les de Hilbert es t paramétrée par l e s deux c a r a c t è r e s u) X et ou u, . Autre -

c ' c 
ment dit, pour chaque c a r a c t è r e £ -adique i rréduct ib le cp du groupe A, l 'or-

h J n ) 
dre £ de la c p - c o m p o s a n t e de H (K ) es t donné asymptotiquement par 

z* n 
la formule : 

hçp(n) ~ <uu n c , cp> Z n + < u> \ c , cp> n . 

/ o n \ Le meme résul tat vaut pour la su i te des quotients HJK ) / H (K r ) 
V 2 n ' 2 n /nÇlM 



Démonstrat ion d e s t h é o r è m e s : L e théorème 9 r é s u l t e directement des 
c a l c u l s c i - d e s s u s , qui montrent que l e s g r o u p e s R (K ) sont p a r a m é t r é s 

— 1 - 1 par l e s r e f l e t s u ) [ \ + (X„- 1 ) 1 et uu p, d e s c a r a c t è r e s X. + ( X 0 - l ) et pT . O £ O C £ C 
B i e n entendu, en l ' a b s e n c e de f a c t e u r s cyc lo tomiques , l e s quot ients 

n 
sont p a r a m é t r é s par l e s mêmes c a r a c t è r e s . 

Pour é tab l i r le théorème 10, formons la su i t e e x a c t e de Moore (cf. par 

exempl e [ 1 3 ] , § 2) : 

• , \ n t-,, \ Hi lber t * produit 
1 • 2 n > 2 n > ^n " » ^n » 1 ' 

N o u s obtenons immédiatement h (n) = r (n) - <u)X„, cp) + <uu , cp) ; d'où l e r é s u l -cp cp Z 
tat attendu. 

Remarque : N o u s aur ions pu tout a u s s i bien démontrer le théorème 9 en é -
valuant directement les o r d r e s r e s p e c t i f s de s cp-composantes des quotients 

n 
R_(K ) / R „ ( K ) à par t i r de I a s u i t e e x a c t e de Z [ A]-modul e s (dont on ^ n z n ^ 
trouvera une démonstrat ion dans [ 9 ] ) : 

f n v n ^ n n 
1 > Li C c e ' » R_(K )/RJK r » Û >p, /LLC » 1 . 

^n Z n 2 n ' 2 n p n' ^n ^n' p n 
Z 

Compte tenu de l ' in terprétat ion de Coate s , c i t é e p lus haut, du groupe R (K) Z 
comme dual du s o u s - g r o u p e de A- tors ion de G, nous obt iendr ions a ins i 
une t r o i s i è m e démonstrat ion du théorème 5. 

§ b - D e s c r i p t i o n du noyau modéré et du noyau h i lbert ien dans les g r o u p e s : 

Rappe lons que nous avons d é s i g n é par R = ( £~ n Z / z ) ® T K X ~ 
—n \ n > / ^ n 

Z Z / l . J ® j Kn le radica l kummerien d e s ^ - e x t e n s i o n s abé l i ennes d ' e x -
n Z 

posant Z du n - i è m e é t a g e Kn de la tour cyc lo tomique K q o / K . N O U S savons , 
par un résu l ta t de T a t e (cf. [ 14] , § 6) que tout é lément de K_(K ) d 'ordre m» n 
divisant Z es t de la forme {Çn> x) pour un x de Kn> et une r a c i n e pr imi-
tive £ n - i è m e de l 'unité dans k n ; c e que nous pouvons t radu ire par 
l ' exact i tude de la su i t e : 

*n » K 2 l K n , ( * n ) 

e 
, n, n 

en dés ignant par K„(K ) le s o u s - g r o u p e d 'exposant Z de K0(K ), et 
(pn) z n 2 n 

par ij, c e l u i de p,^. 



Cela étant, à chacune des deux fami l l e s de symboles c i t é e s p lus 
haut correspond un sous -module canonique de . L e noyau des symboles 
modérés S = {g~n<8> xÇ ft | (ç , x V = 1, pour chaque p lace ^ de k } 

"n 
es t bien connu : c ' e s t le radical kummerien de la g - ex tens ion abélienne 
maximale g - r a m i f i é e d'exposant g n du c o r p s k^ ; nous l 'avons rencontré 
dans la sec t ion 3 § a. Celui des symboles de Hilbert & n = { g ~ n ® x £ & n ) 
/Cn » x \ 
f—=—J = 1 , pour chaque p lace de k } a également une interprétat ion 

nature l le : d 'après [ 2 ] (§ II, lemme l), c ' e s t le radical kummerien de la 
( gn) n composée H^ des g - e x t e n s i o n s cyc l iques d'exposant g de K^, qui s e 

plongent dans une extens ion cyc l ique de degré gn+'"), pour chaque naturel p. 
Enfin, I e groupe Up = { g ~ n <8> xÇ ) { £ n , x} e s t le noyau dans du sym-
bole universe l {Çn> ) • 

DEFINITION 10 : Nous appelons noyau modéré attaché au corps K n le 
s o u s - g r o u p e Kn du radical qui e s t annulé par l e s symboles modérés 

, V a s s o c i é s à l'une quelconque des rac ines g n - i è m e s primit ives 
n ' 

de l'unité £ n de K p . Le groupe SRn = {g~ n ®x J*n | (cn> x)m = 1» P o u r c h a ~ 

que p l a c e $ de kn ) es t le radical kummerien de la g -ex tens ion M n 

abél ienne maximale g - r a m i f i é e d'exposant g n du c o r p s K n . 

Nous appelons noyau hi lbert ien attaché au c o r p s l<n le noyau dans / C n > \ _ n / C n » x \ 
des symboles de Hilbert —=—J. Le groupe § n = {g <S> xÇ ft | (—=—) = 1, 

"n n ^n 
pour chaque p lace de } es t le radical kummerien de la composé 

. n, 
H ^ des g - e x t e n s i o n s cyc l iques d'exposant g de K^, qui s e plongent 

dans une extens ion cyc l ique de degré g n + P , pour chaque naturel p. 

Enfin, nous appelons noyau universel attaché au c o r p s k le noyau 
dans ft des symboles u n i v e r s e l s {£ n , } ; i . e. Un = {g~n<8>xç Jt̂  | {£ n , x } = 1}. 

Ces déf ini t ions p o s é e s , le résultat de Tate cité plus haut permet de 
(p) ((Pn) >(pn) conclure à l 'exact i tude du diagramme (ou H^ Wn) et R

2 * K r / d é ~ 
signent respect ivement les s o u s - g r o u p e s d'exposant g n de H (K ) et 

& n 
R_(K )) : 2 n 



<8u U -
2 z n 

Z „ *n 

•* H n <8L S Z « n 

-* M- z„ n 

. H 2 ( K n ) ( « n ) , 1 

- R 2 (K n ) ( « n ) > 1 

Dans c e l u i - c i , le groupe 31 es t donné par le théorème 5 (sect ion 

3 § a ) , le groupe R„(K par le théorème 9 ( sect ion 4 § a), et le groupe 2 n 
H 2 ( K n ) 

( e n ) par le théorème 10 (sect ion 4§ a). Il vient donc : 

THEOREME 1 1 : La suite ( O n „, des noyaux universe l s dans R est pa-Ç N n 
ramétrée par Ies c a r a c t è r e s p = "X , X=uu> et (j, = 0. Autrement dit, pour 00 u n(n) 
chaque c a r a c t è r e £-adique i rréduct ib l e cp du groupe A> l 'ordre Z ^ de 
la cp-composante de U es t donné asymptotiquement par la formule : 

u (n) ~ ( x œ , cp> n z n + <uo, cp> n . 

THEOREME 12 : La sui te (S ) _ „, des noyaux dans R des symboles de n nÇN n 
Hilbert es t paramétrée par l e s c a r a c t è r e s D > X = X +U) » et u, =n, . r oo C C 

f P n \ 
Et la sui te \ î f n / ï f p /nçlN d e s quotients d'exposant Z des groupes de 
Galois r e s p e c t i f s des composés des g - e x t e n s i o n s c y c l i q u e s des corps Kn> 

qui s e plongent dans une ^ - e x t e n s i o n cyc l ique de degré arbitrairement * * grand es t paramétrée par l e s c a r a c t è r e s r e f l e t s p =X , X=X + 1 , et * oo c 

SCOLIE : La sui te l/î ) des radicaux kummeriens des s o u s - e x t e n s i o n s V°n/n Ç IN 
d'exposant pn r e s p e c t i v e s Z ^ V K n des composés des Z - e x t e n s i o n s des n 11 z 

* c o r p s K es t parametree par Ies c a r a c t è r e s n = X , V = ou + 6 , et u, = 0 . n r o o 
En part icul ier , lorsque la conjecture de Leopoldt e s t v é r i f i é e dans la tour 
cyclotomique Kco/K,les groupes Un et ont l e s mêmes paramètres . 

Démonstration : L e groupe de Galois G a | ^ Z n / K n ) de la composée des 

Z . - e x t e n s i o n s de K a é té rencontré au cours de la s e c t i o n 3 § c. C'est Z n 



n & un Z . [ A i - m o d u l e projectif de c a r a c t è r e g X + ô(n) + 1 (et le c a r a c t è r e ç co 
de défaut ô(n) e s t constant pour n a s s e z grand). L e s paramètres du ra -
dical s ' e n déduisent auss i tôt , via l ' involution du miroir ; i l s co inc i -
dent avec ceux de 13 sous la conjecture de Leopoldt , c e qui s e traduit 
par le fait que l 'écart entre l e s groupes Un et r e s t e borné, lorsqu'on 
monte la tour cyclotomique. 

Comparaison avec le groupe des c l a s s e s au s e n s ordinaire : 

Nous s a v o n s que, pour chaque naturel n, le ^ -groupe Cë'n des ^ - c l a s s e s 
d'idéaux du c o r p s K p s ' é c r i t comme quotient du g -groupe des c l a s s e s au 
s e n s o r d i n a i r e Cgn> par le s o u s - g r o u p e , d i sons «£n » engendré par les c l a s -
s e s dans C€n des idéaux p r e m i e r s de K n a u - d e s s u s de g. L e s groupes Cen 

donnent lieu naturellement à une descr ipt ion tout à fait semblable à ce l l e 
e f f ec tuée dans la s e c t i o n 2 § a à propos des groupes CC^. En part icul ier , 
leur limite projec t ive q = yjriCG es t un A [ ù ] - m o d u l e noethér ien et de 
torsion, qui admet C1 comme quotient. S i m d 'a i l l eurs dés igne l ' indice du 
composé K des s o u s - c o r p s de décomposit ion des p laces de k a u - d e s s u s 
de £ dans la tour K^/K, le s o u s - g r o u p e aS= lim ^ , qui définit le quotient 
C* = C / : £ , e s t évidemment f i x é par r , de s o r t e que pour chaque c a r a c t è -
re g-adique irréduct ibl e cp du groupe A» I e s polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s 
des cp-composantes r e s p e c t i v e s de C et de C* ne diffèrent que par des 
f a c t e u r s cyclotomiques, et sont en part i cu l i er d i v i s i b l e s par l e s mêmes 
p u i s s a n c e s de 

P l u s préc i sément : 

THEOREME 1 3 : L a su i t e ( CB ) des £ - g r o u p e s de c l a s s e s au s e n s ord i -\ n / n ç IN 

naire des corps es t paramétrée par l e s é léments \ = X et u = u 
+ n c £ c 

du groupe R ? (ts). Le c a r a c t è r e V , qui intervient ic i , paramètre la suite 
£ € 

^n/nÇIN d e S s o u s - 9 r o u P e s c ' e respect ivement engendrés par l e s c l a s -
s e s des idéaux p r e m i e r s de k n a u - d e s s u s de £. L o r s q u e l 'extension K/F 
p o s s è d e une conjugaison complexe, il e s t donné par la formule \ = \ 0 - ô , 

V V 

d è s q u e l a c o n j e c t u r e d e L e o p o l d t e s t v é r i f i é e d a n s l a t o u r c y c l o t o m i q u e 

Ka>/K. E n p a r t i c u l i e r , i l e s t é g a l à l a p a r t i e i m a g i n a i r e x 7 du c a r a c t è r e v > V v 
lorsque k es t absolument abél ien. 

Démonstration (cf. [ 2 ] , [ 3 ] et [ 4 ] ) : Supposons que l ' extens ion K/F p o s -
s è d e une conjugaison complexe, et dés ignons par \ l 'élément de R* (A) 

£ Zç 



qui paramètre les s o u s - g r o u p e s . D ' a p r è s la c a r a c t é r i s a t i o n du c a r a c -
tère de défaut S de la théor ie d e s £ - g e n r e s , la somme \ +ô> qui prend 
en compte la tota l i té des f a c t e u r s cyc lo tomiques qui interviennent dans la 
décomposi t ion d e s polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s a s s o c i é s aux cp-composantes 
du groupe, m e s u r e de c e fai t la dimension asymptotique du quotient des 

g e n r e s Qn = Cg / Cg de l ' ex tens ion procyc l ique Kœ/Kn (en c e s e n s que 
pour chaque c a r a c t è r e g -adique i r r é d u c t i b l e cp du groupe A, et n a s s e z 
grand, le coe f f i c i ent de cp dans la décomposi t ion du c a r a c t è r e (x + ô ) 

f ^ \ e £ -n'est autre que la dimension dim ( c / c n j ^ de la cp-composante de Q ). 

D é s i g n o n s par C^ le g - c o r p s d e s c l a s s e s de Hilbert de K n , et par C^/p 

le g - c o r p s des g e n r e s de Kœ /Kn (i. e. la g - e x t e n s i o n abé l i enne maximale 
de l<n qui e s t non ramif i ée sur Kœ). D ' a p r è s [ 7 ] , la fami l le t) des sym-

bo les de H a s s e ^ ^ j^ , et la formule du produit p^ (pr i se 

d a n s Gai ( *-ix>/n M n ) d o n n e n t n a i s s a n c e à l a s u i t e e x a c t e c o u r t e : 

1 » <5n /5nn © I (C<»/n / K n ) — G a i ( Cœ/n / ^oo C-n ) * 1 • 
£ n | g n 

Dans c e l l e - c i , = Z^ ^ j E
n

 e s t l e t e n s o r i s é du groupe des unités de l< n ; 
71 = Z 0 N. l K * J ) e s t ce lui du groupe des normes cyc lo tomi-

n ^ p > n p' n n 

ques ; et T = © I„ ( C œ / n / K n ) dés igne le s o u s - g r o u p e de la somme 
" n 

d i r e c t e d e s g r o u p e s d ' iner t i e a t t a c h é s aux p l a c e s £ n de Kn a u - d e s s u s de 
g dans l ' ex tens ion abé l ienne C o o / n / K n , cons t i tué des fami l l e s (a ) . 

Ln n' 
dont I a r e s t r i c t i o n à K^vér i f i e la formule du produit ff CT^, | = 1 . L e 

ru 
groupe I étant un Z [ A ] - m o d u l e project i f de c a r a c t è r e X̂, - 1 J , d i s t in -^ ^ v 
guons t r o i s c a s : 

e 
(i) S i cp e s t r é e l , et dist inct du c a r a c t è r e unité, la cp-composante <S ^ 

e 
du groupe d e s unités g é n é r a l i s é e s s ' e n v o i e inject ivement dans c e l l e ty ^ du 
groupe d e s uni tés s e m i - l o c a l e s (d 'après l 'exact i tude de la conjec ture de 
Leopoldt pour K n ) , donc p r e s q u e surjec t ivement (en vertu de l ' éga l i té des 
dimensions) , et le conoyau, qui s ' e n v o i e sur jec t ivement dans le groupe 

Gai ( c ^ / ^ / K ^ C n ^ e s t donc f in i . Ce dernier groupe l'est aussi . 



(ii) S i cp es t unité, l 'équation aux dimens ions montre que le quotient 
\ e 

K / s (5 ) J ^ es t de dimension 1 ; mais c e défaut de sur jec t iv i t é es t com-n n / , \ e 
p e n s é par la formule du produit, et la conc lus ion "Gai f Cœ/f, / K œ C n ) ' 
f in i" vaut e n c o r e . 

e 
(iii) Enfin, s i cp e s t imaginaire , le groupe 5 ^ e s t f ini , et nous obte-

nons immédiatement : dim^ = d^171;? ( s a l ( / K < » C n dim^ I = 
cp cp cp 

(cp,X ) ; c e qui achève la démonstration. 

5 - A P P E N D I C E : S U R U N E CONJECTURE DE J. C O A T E S 

Nous c o n s e r v o n s l e s notat ions du r e s t e de l ' ar t i c l e : En part icu l i er K 
es t une extens ion abél ienne f in i e d'un c o r p s de nombres F", de degré relatif 
d étranger à Z , contenant les r a c i n e s £ - i è m e s de l 'unité, et K^la tour 
cyclotomique sur K. Nous d é s i g n o n s par Mo, la ^ -ex tens ion abél ienne 
£ - r a m i f i é e maximale de Kœj par E =a U E n le 9»-oupe des unWés de Kœ . 

ntW 00 

Cons idérons l e s t ro i s extensions suivantes : K^C^E 1 ] , engendrée 

par l e s r a c i n e s d 'ordre ^ -pr imaire des £-uni tés; k^i^lT ], engendrée par 
les r a c i n e s d 'ordre £ - p r i m a i r e des unités ; et Z^ f i x é e par le s o u s - g r o u p e 
de A - t o r s i o n ' î S du groupe de Galo i s Q = Gai (M^d/K^). L e s i n c l u s i o n s s u i v a n -
tes sont bien connues : 

OO 00 z z 
Z œ c K^CVË" ] c K œ [ \ f r ] c M œ . 

oo 

fit de v é r i f i e r que Z ^ es t contenue dans K® [_ y E ] ; autrement dit, que 

Rappelons brièvement comment les obtenir : Comme K^t^E1" ] contient tri-
e°° 

vialement K œ [ y E ], et que l ' ex tens ion Kao[\rÊT"]/KflBest { - r a m i f i é e , il suf-
poo 

[ P n ; 

Gai (Muo/KooLV^" 3 j es t un module de A- tors ion . Dés ignons par 
/ . | m 

S* = {£~m<8) x £ (Q / Z ) <8>- K* | (x) G J } le radical kummerien de M.» , 
Z Z Z g00 

par <2 = E celui de K4VÊ ] , et c o n s i d é r o n s le groupe C6 , 
défini par la s u i t e e x a c t e courte de A £ A ] - m ° d u l e s : 

i — » g — » k — > ce — » 1. 

Une vér i f i ca t ion immédiate montre que l 'application qui a l 'élément £ m ® x 



,Z s Z 
de S a s s o c i e la c l a s s e e/ (\/~(x) J de l'idéal \[{x) induit un i somorphisme 
canonique de CZ sur le g - g r o u p e d e s c l a s s e s d' idéaux du c o r p s K^on no-
tera que l 'appartenance à SR a s s u r e que l ' idéal principal (x) e s t une p u i s -
s a n c e g m - i è m e en dehors de g, et que l e s idéaux de KŒqui divisent g sont 
g - d i v i s i b l e s dans J ). L ' i n c l u s i o n annoncée provient a l o r s du fait bien 
connu que le dual de Pontr jag in de CE e s t A-pseudo- i somorphe au groupe 
de Ga lo i s C = Gai ( C o o / k J ) de la g - e x t e n s i o n abé l ienne non rami f i ée maxi -
male de Kœ(cf. [ 6 ] , § 5 , th. 11). P l u s généralement , nous avons i c i , par 
une g é n é r a l i s a t i o n f a c i l e du résu l ta t d'Iwasawa, un a [ A ] - P s e u d o - i s o m o r -
phisme (où CE es t l ' opposé du groupe CE pour l 'act ion de Galo is ) : 

Hom l̂ CE , Q / Z ) ^ C . 

g°° 
C e l a étant, comme le groupe de Ga lo i s C* = Gai (MCO/KOO[\["E~ e s t le dual 
au s e n s de Kummer Hom (Cg du groupe Cg, nous r e t r o u v o n s bien le fa i t 
que C e s t un A [ A ] - m o d u ' e de tors ion , p s e u d o - i s o m o r p h e à C en tant que 
A - m o d u l e , mais dont l e s p a r a m è t r e s sont les i m a g e s de ceux de C dans 

* 
l ' involution du miro ir . Nous d i s o n s que C e s t le r e f l e t de C. 

«oo 

L e groupe de Ga lo i s c ' = Gai (M^/Koc^yË1 j s ' é v a l u e de la même f a -
çon : La su i te exacte cour te canonique (où g1 = (Q / Z . E1 e s t le r a -

goo £ g ' / 
dical kummerien de l ' ex tens ion KoctyË'l/Koo) : 

-» » 91 > CE1 » 1 

montre que le quotient CE = S F T / g ' s ' i d e n t i f i e au g - g r o u p e d e s g - c l a s s e s 
i* 

d' idéaux de K ^ e t , par suite , que le groupe de G a l o i s C es t le re f l e t de 
C1. Enonçons c e s r é s u l t a t s (cf. C®]» § v i i i , th. 16) : 

oo z 
THEOREME 14 : L e s g r o u p e s de G a l o i s C* = Gai(Mœ/K<x>C W ] ) et 

C1* = Gai (MCO/K»C\/E' ] ) sont les r e f l e t s r e s p e c t i f s d e s groupes C = Gal(cœ /K0 

et C1 = Gai ^C^/Kool. En p a r t i c u l i e r , le groupe C e s t un A [ A ] - m ° d u l e 
* -1 ( / - 1 -1 \ noethér ien de p a r a m è t r e s |j, = CXJ (j, et l X + X 0 i = u u U + X0 ) î e t l e O O * C v ^ v 

c a r a c t è r e X qui in terv ient i c i paramètre le s o u s - g r o u p e de C c o r r e s p o n -
v 

dant aux c l a s s e s des idéaux a u - d e s s u s de g . 

Ce dernier résu l ta t nous permet de p r é c i s e r la c o n j e c t u r e avancée par 
C o a t e s dans [ 1 ] , et i n f i r m é e par Iwasawa, qui p o s t u l e l ' identité de Z et 



e 
de KA>[V~ËT ]• En ef fe t , l e s p a r a m è t r e s du A [ A]-modul e % = Gai ^Moo/Z, 
sont donnés par le théorème 5, et le paramètre \ par le théorème 13. Il 

v 
vient donc : 

oo 
e 

THEOREME 15 : D é s i g n o n s par K00[\/TË" ] l ' ex tens ion abél ienne engendrée 
sur Ko» par les r a c i n e s d ' o r d r e £ - p r i m a i r e d e s uni tés de K ^ e t par Zq, la 
s o u s - e x t e n s i o n de H » f i x é e par le s o u s - g r o u p e de A - t o r s i o n î de G. Le 

groupe de G a l o i s Gai (KOB[Y"Ê ] / Z ^ e s t un Z^[A]-module project i f et un 
AÊ A ] - m o c ' u l e noethér ien paramétré par le seul c a r a c t è r e : 

En par t i cu l i er , l o r s q u e K es t absolument abél ien , et s i l ' ex tens ion K/F 
jgaison complexe 

\ e = w ( x p - 0 -

admet une conjugaison complexe , le c a r a c t è r e Xg e s t donné par la formule : 

r + 
Dans ce c a s l ' é g a l i t é Z œ ^ K œ [ \[ E ] a lieu s i et seulement s i y e s t le 

v 

c a r a c t è r e unité, c ' e s t - à - d i r e s i et seulement s' i l n ' e x i s t e qu'un seul p r e -
mier a u - d e s s u s de Z dans le s o u s - c o r p s rée l maximal K + de K . 

Démonstration : L e groupe Gai (Ko>[y E j / K œ ^ n'ayant aucun sous -module 
f ini non nul, en ver tu d'un argument c l a s s i q u e de théor ie d'Iwasawa (cf. 

[ 6 ] § 8 . 3 ) , la conjec ture de C o a t e s Z 0 0 =K O D [yE ] équivaut, en ef fet , à la 
null i té du c a r a c t è r e \ , qui s e lit, l o r s q u e K es t absolument abél ien, sur 
le nombre de p l a c e s a u - d e s s u s de Z contenues dans son s o u s - c o r p s rée l 
maximal K + . S igna lons qu'une démonstrat ion de c e tout dernier résul tat 
vient également d 'ê tre obtenue, par K. Wingberg (cf. [ 15]) , à l 'a ide des 
théorèmes de dual i té g lobale de P o i t o u - T a t e . 

T A B L E A U D E S R E S U L T A T S 

Nous donnons c i - d e s s o u s l e s p a r a m è t r e s des principaux modules 
é tudiés plus haut (conformément à la déf init ion 2, la su i te {M ) es t pa-

o (n) n n Ç N 

r a m é t r é e par p , X » et p, lorsque l 'ordre Z de la cp_Composante de A?n 

es t donné asymptotiquement par I a formule : o^tn) ~ <p , tp) n g n + (p, cp) g n + 
( X ^ n ) . 



P a r a m è t r e s 
Modul e Rappel de la déf in i t ion du groupe étudié 

paramétré 
Rappel de la déf in i t ion du groupe étudié 

P X M-

n n 

E / E * n' n Quotient d'exposant g n du groupe d e s 
uni tés du c o r p s Kn 

X 00 U)- 1 0 

' / 'g" E / E e 
n' n Quotient d'exposant e" du groupe d e s 

g - u n i t é s du c o r p s K^ *oo 
0 

i 
cg n e - g r o u p e d e s g - c l a s s e s d ' idéaux de K n 0 X c ^c 

1 / ce / c e * n' n Quotient d'exposant g n du groupe d e s 
e - c l a s s e s d' idéaux de K v n 

0 ^c 

S n Radical kummérien de la g - e x t e n s i o n 
abél ienne maximale d'exposant £ de k 
qui e s t non ramif i ée et £ - d é c o m p o s é e 

0 , - 1 0)XC 
-1 

a n / a j n n Quotient d'exposant g" du groupe d e s 
e - c l a s s e s i n f i n i t é s i m a l e s du c o r p s K 

u>X~1 + 1+u>(X.-l) c g 
-1 W |i, 

K n Radical kummérien de la g - e x t e n s i o n n 
abél ienne maximale d 'exposant g de K 
qui e s t g - r a m i f i é e 

*oo \ c + u ) + ( X r D r c 

Quotient d'exposant g n du groupe de Ga-
lo is de la composée d e s g - e x t e n s i o n s 
c y c l i q u e s d e k , qui s e plongent dans 
une g - e x t e n s i o n c y c l i q u e de degré arbi -
trairement grand 

^ o o « « X ^ + l 
-1 

Radical kummérien correspondant au 
quotient c i - d e s s u s 

X c + t u ^c 

r < e n ) 
n S o u s - g r o u p e de g n - t o r s i o n de Gn 0 W X ^ - H j u ^ - I M -1 

S o u s - g r o u p e de g n - t o r s i o n de }fn 0 u » ^ 1 - S - 1 

S o u s - g r o u p e d'exposant g n du noyau 
dans d e s s y m ^ ° ' e s modérés 

0 W x
c
 + u j ( x g _ l ) « ^ c 

S o u s - g r o u p e d'exposant g n du noyau 
dans K_(K ) d e s symbo le s de Hilbert £t n 

0 œX c 

U n 
X / x Pn 

Noyau dans K /K d e s symbo le s uni -
v e r s e l s { £ n , • } 
(£ r a c i n e g n - i è m e primit ive de l 'uni -
t é n dans K ) n 

Radical kummérien de la s o u s - e x t e n s i o n 
d'exposant g n de 1 a composée des 
Z . - e x t e n s i o n s de te 

P. n 

*oo ou 

0) +00 ô 

0 

0 

( f ) 6 e s t le c a r a c t è r e de défaut de la conjec ture de Léopoldt . 
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