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I N T R O D U C T I O N 

L e s pages qui suivent traitent de l 'arithmétique des ^ - e x t e n -
s ions , et , plus préc i sément , de l'étude des ^-groupes de c l a s s e s 
(d' idèles , de radicaux , de symboles , de d i v i s e u r s , . . . ) dans les K-
ex tens ions , f in ie s ou non , de corps de nombres a lgébr iques . 

L'ensemble es t o r g a n i s é en quatre chapi tres largement indé-
pendants , eux-mêmes d i v i s é s en deux s e c t i o n s autonomes , qui expo-
sent chacune un aspect de ce t t e arithmétique , et re s tent directement 
a c c e s s i b l e s au lecteur plus part icul ièrement i n t é r e s s é par un résul tat 
bien p r é c i s . Cette indépendance , cependant , n 'est pas abso lue , 
puisque nous ut i l i sons , le c a s échéant , dans chacune des huit s e c -
tions qui const i tuent ce t t e thèse , tel théorème e s s e n t i e l établi plus 
avant , au même t i tre qu'un résu l ta t c l a s s i q u e . 

L'unité de c e travail r é s i d e avant tout dans l 'accent mis sur 
les méthodes <t-adiques lors de la réso lut ion des quest ions c o n s i d é -
r é e s . Nous entendons par là le développement systémat ique de t ech-
niques a lgébr iques adaptées à l'étude des c o r p s de nombres , de na-
ture irréductiblement g loba les , mais où l'anneau Z ^ des en t i er s t -
adiques tient un rô l e central . Cet emploi des nombres ^-adiques dans 
l 'arithmétique a lgébrique , qui ne doit pas ê t re confondu a v e c le r é -
c o u r s aux méthodes loca les , n 'es t d 'a i l l eurs pas nouveau . S a n s r e -
monter aux o r i g i n e s , d i sons simplement ici que la présentat ion par 
S e r r e des r é s u l t a t s d'Iwasawa sur les groupes de c l a s s e s des corps 
cyclotomiques - c e que nous appelons c lass iquement aujourd'hui la 
théorie d'Iwasawa - en e s t une bonne i l lustrat ion . 

Nous résumons c i - d e s s o u s le contenu des d i f férents chapi tres . 



Le chapitre I e s t c o n s a c r é aux - t -extens ions a b é l i e n n e s . 

La s e c t i o n 1 (L'ARITHMÉTIQUE D E S ^ - E X T E N S I O N S A B É -
LIENNES) e x p o s e les r é s u l t a t s fondamentaux de la théorie -t-adique du 
c o r p s de c l a s s e s . E l l e prend appui sur l ' i somorphisme a lgébrique et to-
pologique qu'e l le établit entre le groupe de Galois G., de la «^-extension r\ 
abél ienne maximale d'un corps de nombres donné, et le <{,-groupe des 
c l a s s e s d ' idè les de c e c o r p s , défini comme le quotient ^ / R ^ du 

_ r e s Y / yi^ ^-groupe fl = H lim K / K des idè les g é n é r a l i s é s par le s o u s -
K p € P l K V P * 

Y 
groupe = <8^ K des idè les pr incipaux. La descr ipt ion obtenue, 
qui élimine complètement le problème des normes u n i v e r s e l l e s de la théo-
r i e de Cheval ley , permet de rendre compte plus directement de l 'arithmé-
tique des ^ - e x t e n s i o n s abé l i ennes , f in ies ou in f in i e s . E l l e ouvre enfin 
sur des interprétat ions s imples des conjec tures de Leopoldt et de G r o s s . 
Nous montrons ainsi que la conjec ture de Leopoldt af f irme exactement 
qu'une unité g é n é r a l i s é e e Ç Z . E , qui e s t localement partout une AL W 
rac ine de l'unité, doit ê t re une rac ine g lobale de l'unité ; tandis que la 
conjecture de G r o s s postule qu'en un s e n s la formule du produit 

Il v = 1 e s t e s sent i e l l ement la s e u l e re lat ion de l iaison entre les 
p € P l K > 
va l eurs abso lues -{,-adiques pr inc ipa les des é léments de . 

La s e c t i o n 2 (LA THÉORIE DE KUMMER & LE K2 D E S CORPS 
DE NOMBRES) peut ê tre r e g a r d é e comme une reconstruct ion de l 'art ic le de 
Bertrandias et Payan sur les invariants cyclotomiques (*) à la lumière des 
idées de Tate sur le ^ des corps de nombres . Nous y é t a b l i s s o n s un para l -
lèle entre la descr ipt ion kummérienne des ^ - g e n r e s dans une tour c y c l o t o -
mique, et les ré su l ta t s de Tate sur le ft ( * * ) . P l u s préc i sément , à c h a -
que corps de nombres K , nous a s s o c i o n s un groupe universe l K^fc) , ana-

( * ) r - e x t e n s i o n s et invariants cyclotomiques - Ann. S c i . É c . Norm. Sup . 
5 (1972), 5 1 7 - 5 4 8 . 
( * * ) Relat ions between K0 and Galois cohomology - Inv. Math. 36 (1976), 

2 5 5 - 2 7 4 . 



logue au groupe symbolique K0iK) , et deux groupes f inis 7?_(K) et K) , c* Zi Zt 
qui correspondent aux noyaux régu l i er et h i lbert ien de la / f - théorie , et 
expl ic i tent les c o r r e s p o n d a n c e s remarquables entre c e s deux noyaux et 
cer ta ins groupes de Galois c l a s s i q u e s . Dans le premier c a s , qui fait 
intervenir le noyau régu l i er . ^ ( K ) et le s o u s - g r o u p e de tors ion % K du 
«t-groupe des c l a s s e s inf in i tés imales de K , la correspondance obtenue 
a déjà fait l'objet de travaux de Carrol l ( * ) , Greenberg ( ) , Kramer 
et Candiotti ( * * * ) . dans le s econd c a s , qui concerne les noyaux h i lber -
t iens e t ' e l , e e s t e n t i è r e m e n t n o u v e l , e * 

En appendice, nous donnons p lus i eurs formulations équivalentes 
de la condition su f f i san te de la conjecture de Leopoldt introduite par 
Bertrandias et Payan ( ) . Subs id ia irement , nous montrons qu'el le 
entrafne auss i la conjec ture de G r o s s . 

- Il -

Le chapitre II e s t c o n s a c r é à l 'arithmétique des inf inités imaux. 

La sec t ion 1 (INDEPENDANCE ^,-ADIQUE DE NOMBRES A L -
GEBRIQUES) trai te d'abord du problème de l ' indépendance ^,-adique, 
qui s e pose comme suit : Un nombre premier K> étant f ixé , les logari th-
mes d'Iwasawa, a s s o c i é s aux complétés de K pour les p laces a u - d e s s u s 
de permettent de c o n s t r u i r e un Z -morphisme surject i f {jog du ten-
s o r i s é multiplicatif fft̂ , = Z ^ K x du corps K sur un Z ^ - r é s e a u 

(* ) On the 2 -pr imary part of ^ ( O ) and on Z 2 ~ e x t e n s î o n s for imagina^y 
quadratic f i e l d s - P h . D . T h e s i s , Cambridge, Mass . (1973 ) . 
•k * 

( ) A note on K0 and the theory of Z - e x t e n s i o n s - Am. J . Math. 100 2 p 
(1978), 1235-1245 . 

it it it 
( ) On K2

 a n d Z ^ - e x t e n s i o n s of number f i e lds - Am. J . Math. 100 
(1978), 177-196 . * • • * . . ' K . ( ) r - e x t e n s i o n s et invariants cyclotomiques - Ann. S c i . E c . Norm. 
S u p . 5 (1972), 5 1 7 - 5 4 8 . 



log^ ft^ de son t e n s o r i s é additif Z ^ ^ • s e demande à quel le 
condition la re s t r i c t ion de ce t te application à un sous -module noethé-
rien % de ftK , engendré sur par des nombres a lgébr iques , es t 
une inject ion. Lorsque le c o r p s K est ga lo i s i en , et que le module 771, 
s table par G = Gai ( K / ® ) , ne contient ni p u i s s a n c e s de K ni r a c i n e s 
de l'unité , nous postulons que l o g ^ j ^ e s t inject ive si et seulement si 

% es t contenu dans la représenta t ion r é g u l i è r e de [ G ] . 
K 

Cette conjecture contient évidemment la conjecture de Leopoldt (pour 
laquel le % = Z ^ E ^ ) , e t , sous une r e s t r i c t i o n technique , c e l l e 
de G r o s s . Nous montrons qu'e l le e s t v é r i f i é e dès que l 'a lgèbre ® . [ G ] 

V 

est un produit direct de corps , c ' e s t - à - d i r e dans tous les c a s où les 
méthodes transcendantes é tab l i s sent c e s deux d e r n i è r e s c o n j e c t u r e s . 
Nous proposons enfin des minorations du rang <t-adique , directement 
d é r i v é e s d'un théorème de Waldschmidt (*) , qui conduit aux mei l l eures 
bornes connues et donne asymptotiquement le rang conjec tura l . 

La s e c t i o n 2 (CALCUL INFINITESIMAL DANS UN CORPS 
DE NOMBRES ALGÉBRIQUES) s ' i n t é r e s s e au groupe infinitésimal 
n qu'on peut déf inir comme sous -module de R., formé des é léments 
(globaux) d'image locale 1 aux p laces divisant £ : 

0 , = [ x 6 ( L l s . W - 1 clans K? = II lim K ^ / K ? ^ } . Via la théorie de 
! i | t V 1 1 

Kummer, le groupe permet de d é c r i r e les ^ - e x t e n s i o n s abél iennes 
^ - d é c o m p o s é e s du corps K ( i . e . c e l l e s pour l e sque l l e s les p laces a u -
d e s s u s de t s e décomposent complètement) ; dans l ' isomorphisme du 
corps de c l a s s e s , il correspond au contra ire aux «^-extensions (abél ien-
nes ) de K qui sont ^ -rami f i ée s ( i . e . non rami f i ées aux p laces é t rangères 
à <{,). Comme il e x i s t e des re la t ions p r é c i s e s entre radicaux (au s e n s o r -
dinaire) et c l a s s e s inf in i tés imales d'une part, radicaux au s e n s inf in i té -
simal et c l a s s e s (ordinaires) d'autre part, nous obtenons ainsi une double 
dualité entre les notions de ^-ramif icat ion et de «t-décomposition. Nous 
ca lculons ensui te la cohomologie des groupes infinitésimaux, ce qui g é n é -
r a l i s e les ré su l ta t s de Gras ( * * ) sur l ' inject iv i té du transfert pour les 

(* ) A lower bound for the p -ad ic rank of the units of an a lgebra i c num-
ber f i e l d - Actes c o n g r è s Budapest (1981) . 
( * * ) Groupe de Galois de la p -ex tens ion abél ienne p -rami f i ée maximale 
d'un corps de nombres - J . re ine angew. Math. 333 (1982), 8 6 - 1 3 2 . 



groupes de Galois des - t -extensions abé l i ennes maximales - t -ramif iées , 
relat ivement à une £ -ex tens ion de corps de nombres . Nous étudions e n -
fin les propr ié tés normiques des inf initésimaux qui commandent les q u e s -
tions de déploiement de la ramif icat ion dans les - t - extens ions . 

- III -

Le chapitre III es t c o n s a c r é à la théor ie des g e n r e s . 

La sec t ion 1 (LA FORMULE D E S C L A S S E S AMBIGES ET 
S E S GÉNÉRALISATIONS) commence par exposer la formule des c l a s -
s e s ambiges de Cheval ley dans le cadre des groupes de S - c l a s s e s de 
d i v i s e u r s . La su i te exac te obtenue contient pour d i v e r s e s spéc i f i ca t ions 
de S les formules données par Cheval ley ( * ) , pour les groupes de c l a s -

/ * * \ 

s e s d'idéaux au s e n s ord ina ire , par Gras ( ) pour c e l l e s au s e n s r e s -
treint, ainsi que par d'autres a u t e u r s . E l l e s 'appuie sur le formalisme 
des d i v i s e u r s qui e s t plus général que celui des idéaux. Dans un deux iè -
me temps, nous reprenons l 'ensemble des résu l ta t s obtenus pour les énon-
cer en termes de représen ta t ions <t-adiques dans le c a s s e m i - s i m p l e où 
l 'extension c o n s i d é r é e , cyc l ique de degré , es t métabél ienne sur un 
s o u s - c o r p s d' indice é tranger à L ' e x i s t e n c e de cet te s t ruc ture supp lé -
mentaire permet de mettre en re l i e f le rô l e du quotient de Herbrand, qui 
peut a l o r s ne pas s e s i m p l i f i e r . Nous nous i n t é r e s s o n s enfin au c a s d'une 
22 - e x t e n s i o n métabél ienne sur un s o u s - c o r p s . L e s formules que nous 
obtenons préc i sent et généra l i s en t à la fo i s c e l l e s données indépendam-
ment par Iwasawa ( * * * ) . E l l e s conduisent à des c r i t è r e s s imples de 
tr iv ia l i té ou de non tr iv ia l i t é des ^ -groupes de c l a s s e s . 

( ) Sur la théor ie du corps de c l a s s e s dans les corps f in is et les corps 
locaux - J . F a c . S e . Tokyo 2 (1933), 4 0 2 - 4 0 5 . 
(* ) Sur les ^ , -c lasses d'idéaux dans les ex tens ions cyc l iques re la t ive s 
de degré premier t - Ann. S c i . Inst. Four ier 23 (1973), 1-48 . 
( * * * ) On cohomology groups of units for Z ^ - e x t e n s i o n s - Am, J . Math. 
105 (1983), 189-200 . 



La sec t ion 2 (ELEMENTS DE THEORIE D E S GENRES) d é f i -
nit puis ca l cu le le nombre de S - g e n r e s et le nombre de S - c l a s s e s c e n -
trales de d i v i s e u r s pour une extens ion f in ie quelconque de c o r p s de nom-
b r e s . L e s formules obtenues contiennent, pour d i v e r s e s spéc i f i ca t ions 
de S , c e l l e s déjà connues pour les groupes de c l a s s e s d'idéaux au s e n s 
ord ina ire dans le c a s ga lo i s i en , au s e n s re s t re in t dans le c a s abé l ien . 
Nous étendons pour ce la aux ex tens ions f in ies le symbole de r e s t e n o r -
mique défini par H a s s e pour les ex tens ions abé l i ennes , et nous é t a b l i s -
sons dans c e cadre une réc iproque de la formule du produit . Nous r e -
prenons ensui te l 'ensemble de c e s r é s u l t a t s pour les exprimer en termes 
de représenta t ions dans le c a s s e m i - s i m p l e , fini d'abord, infini ensui te , 
évoqué plus haut, où l 'extens ion c o n s i d é r é e es t métabél ienne sur un s o u s -
c o r p s du corps de b a s e . Le résul tat e s s e n t i e l e s t que les représenta t ions 
obtenues , bien qu'ayant le même degré , ne coïncident pas avec c e l l e s don-
n é e s par les groupes de c l a s s e s ambiges . En part icu l ier , dans le c a s 
d'une ~Z. - e x t e n s i o n métabél ienne mais non abél ienne sur un s o u s - c o r p s , 
nos conc lus ions dif fèrent totalement de c e l l e s de Greenberg ( ) pour 
la tour cyc lotomique. 

- IV -

Le chapitre IV es t c o n s a c r é à la théor ie d 'Iwasawa. 

La sec t ion I (STRUCTURE D E S A [ A ] - M O D U L E S ) établit les 
théorèmes généraux sur la s t ruc ture des modules de type fini sur l 'a l -
gèbre (éventuellement gauche) d'un groupe abél ien A (d'ordre étr an -
ger à K> ) à c o e f f i c i e n t s dans un anneau d'Iwasawa A = [[ y-1 ]] . 

(*) On a certa in £ - a d i c représentat ion - Inv. Math. 21 (1973), 117-124. 



Nous introduisons e n s u i t e la n o t i o n - c l é de s u i t e paramétrée de Z . [ A ] -
v 

modules f in i s , qui g é n é r a l i s e la c l a s s i q u e formule d'Iwasawa sur le nom-
bre de c l a s s e s d e s c o r p s cyc lo tomiques , et ramène la r e c h e r c h e des in-
var iants d'un A [ A ] - m o d u l e noe thér ien , de tors ion ou non, à l 'étude s y s -
tématique de c e r t a i n s de s e s quotients f in i s : L o r s q u e A agit t r i v i a l e -

Z 
ment sur le groupe procyc l ique T = y , une s u i t e e s t p a r a -
métrée^par g , u , X et y s i , pour chaque c a r a c t è r e ^-adique i r r é d u c t i -
ble cp du groupe A , et tout n a s s e z grand , la <t-valuation x ^ d e l'or -
dre de la çp-composante de X n e s t donné par la formule : 

x n = < p ' c P > ( n + < | a , c p > - t n + <X, c p > n + < v , c p > . 

Une formule semblab le vaut dans le c a s non a b é l i e n . 

La s e c t i o n 2 ( R E P R É S E N T A T I O N S -t-ADIQUES A S S O C I É E S 
AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUES) applique les r é s u l t a t s qui p r é -
cèdent au c a s de la Z - e x t e n s i o n cyc lotomique d'un c o r p s de nombres . 

t 
Nous montrons, au moins s o u s les deux c o n j e c t u r e s de Leopoldt et de 
G r o s s , que les paramètres a s s o c i é s aux d i v e r s modules c l a s s i q u e s don-
nés par le c o r p s de c l a s s e s , la théor ie du Kummer, ou la /T-théorie 
(groupes de Galo i s r e s p e c t i f s des ^ - e x t e n s i o n s a b é l i e n n e s maximales 
-(,-ramifiée, h iIbert ienne, non rami f i ée , non rami f i ée et ^ - d é c o m p o s é e ; 
radicaux correspondant ; noyaux r é g u l i e r et h i lbert ien de la i f - théor ie ) 
s e déduisent tous de l'un quelconque d 'entre eux par des formules e x p l i -
c i t e s ne fa isant in terven ir que d e s invariants g a l o i s i e n s s imples du s c h é -
ma d ' e x t e n s i o n s . Nous montrons également que les paramètres lambda 
vér i f i en t un s p i e g e l u n g s s a t z plus fort que ce lui de Leopo ld t . Nous il -
lustrons enf in les r é s u l t a t s obtenus en calculant expl ic i tement le ca -
r a c t è r e de défaut d'une conjec ture de Coates (* ) . 

Deux tableaux , p r é s e n t é s en appendice , ras semblent les d i -
v e r s paramètres r e n c o n t r é s au c o u r s de c e t t e étude . 

( ) On K2 and some c l a s s i c a l c o n j e c t u r e s in a l g e b r a i c number t h e o r y -
Ann. of Math. 95 (1972), 9 9 - 1 1 6 . 
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L'ARITHMÉTIQUE D E S K, - EXTENSIONS ABELIENNES 

La théorie du corps de c l a s s e s global , t e l le qu'e l le fut déve -
loppée par Takagi , Artin et Cheval ley , a pour but la descr ipt ion de 
l'arithmétique des ex tens ions abé l i ennes d'un corps de nombres donné , 
à l 'aide des s e u l s é léments de ce c o r p s . Dans sa formulation plus an -
c ienne , c e l l e de Takagi , e l l e décr i t le groupe de Galois d'une e x t e n -
s ion abél ienne f inie L/K de c o r p s d e nombres comme groupe de congru -
e n c e s attaché à un d iv i seur Ï ( _ / k construi t sur les p laces rami f i ées 
dans ce t te extens ion . Ce point de vue , aujourd'hui encore le plus effi -
c a c e lorsqu'i l s 'ag i t d 'appréc ier numériquement une situation donnée , 
s o u f f r e cependant d 'ê tre limité au seul c a s des ex tens ions f in ie s . La 
ré interprétat ion par Cheval ley de l 'ensemble des ré su l ta t s de la théo -
r i e à l'aide des groupes d ' idè le s permet de pal l ier agréablement cet te 
d i f f icul té . Mais deux autres problèmes s u r g i s s e n t a lors : D'abord l'ap -
plication de r é c i p r o c i t é \|/ du groupe des c l a s s e s d ' idè les C ^ = J ^ / K x 

du corps K dans le groupe de Galois G a l ( K a ' 3 / K ) de l 'extension a b é -
lienne maximale de K n'es t jamais inject ive : S i [K : <B] = r̂  + 2 c K e s t 
la décomposit ion canonique du degré de K en s e s contributions r é e l l e et 
imaginaire , le noyau C ^ de I|J , qui e s t la composante connexe de l 'é lé -
ment unité dans C.. , es t le produit d'une droi te rée l le R , de (r + c k -1 ) 
solénoî'des ( R © Z ) / Z , et de c K t ores R / Z . L ' e x i s t e n c e de 
normes u n i v e r s e l l e s dans la théor ie e s t donc une première s o u r c e de 

complicat ions . Ensuite , la décomposit ion canonique du groupe de 
ab Galois G... = G a l ( K / K ) comme produit d irect de s e s p - c o m p o s a n t e s 

Qk = Q k / Q^ > pour tous les premiers p , ne s e traduit pas com-
k 

modément en termes de c l a s s e s d ' idè les , puisque ni le numérateur J , A rx y 
ni le dénominateur K ne sont des ZI-modules . 

— -

( ) Le groupe Z es t le complété profini de Z pour la topologie déf inie 
par s e s s o u s - g r o u p e s d' indice fini . 



Pour l 'ensemble de c e s r a i s o n s , nous proposons ici une pré -
sentat ion de la théor ie du corps de c l a s s e s , directement insp irée de 
c e l l e de Cheval ley , mais mieux adaptée , nous s e m b l e - t - i l , à l'étude 
spéc i f ique des «t-extensions abé l i ennes d'un c o r p s de nombres . 

1 . - PRELIMINAIRES A LA THEORIE DU C O R P S DE C L A S S E S . 

a # - D é f i n i t i o n des t - g r o u p e s fondamentaux . 

K, étant un nombre premier f i xé , nous dés ignons par Z = 
k Jim Z / K, Z l'anneau des e n t i e r s ^ - a d i q u e s . A chaque corps de n o m -

bres K ( de degré fini sur <H) , nous a l lons a s s o c i e r deux Z -modules : 
x 

Le premier R^ , global , défini à partir du groupe multiplicatif K des 
é léments non nuls de K ; le second p ^ , s e m i - l o c a l , défini à partir des y groupes multiplicati f s KA des complétés non complexes de K , r 

DÉFINITION [ . 1 . 1 . - Etant donné un c o r p s de nombres K , nous appelons 
/^-groupe des é léments g é n é r a l i s é s de K , et nous notons R ^ , le tenso -
r i s é £ - a d i q u e du groupe de s e s é léments non nuls : 

Le groupe R e s t la réunion des ^ - g r o u p e s de S - u n i t é s g é n é r a l i s é e s 
S S 

S ^ = Z ^ E ^ , lorsque S parcourt les ensembles f in is de p laces de 
K . Chacun des e s t compact pour s a topologie nature l le de Z mo-
dule noethér ien , et R . . e s t lui-même un Z -module topologique pour la S limite inductive des topologies des S ^ • 

Par déf init ion de la topologie limite inductive , les s o u s - m o -
dules ouver t s de R . . s o n t exactement ceux qui intersectent chacun des 

S «. suivant un sous -module relat i f ouvert , c ' e s t - à - d i r e ( puisque les 
c 

sont de type fini sur Z ) suivant un sous -module d' indice fini . La 
topologie ainsi obtenue sur R ^ e s t s tr ic tement plus f ine que c e l l e déf inie 
par s e s sous -module s d' indice fini . 

Remarques , - (i) L'applicat ion canonique de KX dans R^ n'es t pas g é n é -
ralement inject ive . P l u s préc i sément , son noyau es t le s o u s - g r o u p e |a'K 

des r a c i n e s de l'unité dans K d'ordre étranger à l . Le quotient KX / |_i ' , 
K 



qui s ' i n j e c t e dans , s ' i d e n t i f i e a ins i à un s o u s - g r o u p e partout d e n s e 
de fô^ . 

(i i) Convenons d 'ordonner les p l a c e s de K en posant S ^ = 

[ p | Np ^ n } , a v e c la convent ion Np = + 1 pour les p l a c e s a r c h i -
x S médiennes „ Nous avons évidemment K = (j E ^ , et chacun des 

n € M K 

E K = ( x ^ K * ! v | / x ) = 0 > ? P ^ s
n ) e s t u n z -module de type f i n i . En 

p a r t i c u l i e r f = (J <$7^ e s t réunion dénombrable de Z. - m o d u l e s 
K n € N K 1 

(*) 
compacts . u 

y y , y P 
( i i î ) D é s i g n o n s par K = lim K / K la limite p r o j e c t i v e des 

y 
quot ients d 'exposant t - p r i m a i r e du groupe K A . P a r p a s s a g e à la limite . p]k

 x . x j* 
à part ir de s s u r j e c t i o n s canoniques R^ R ^ / R ^ — K / K , le 
groupe R . , s ' i d e n t i f i e à un s o u s - m o d u l e s t r i c t de K x . Cependant , la t o -rs 
po log ie de R . . n ' e s t pas la r e s t r i c t i o n à R , - de la topolog ie na ture l l e de 

X ' x K définie par les sous-modules X 

DÉFINITION 1 , 1 . 2 . - Pour chaque p lace p du c o r p s K , nous appelons Z -
y 

groupe des é l é m e n t s généra l i s é s^du complé té K , la limite p r o j e c t i v e 
K * - J im K * / K J P 1 T P P 

Y 
des quot ients d 'exposant ^ - p r i m a i r e du groupe mult ipl icat i f K . Le 

x • groupe K e s t un 2 . - m o d u l e n o e t h e r i e n donc compact pour la topologie 
P *v 

dé f in ie par s e s s o u s - m o d u l e s d ' indice fini . 
(i) S i p e s t une p l a c e archimédienn e, deux c a s s e p r é s e n t e n t : 

V - ou bien p e s t complexe , et le groupe K e s t toujours nul . 
V 

- ou bien p e s t r é e l l e , et le groupe K £ e s t i somorphe à 

Z / 2 Z pour 1 = 2 , nul s inon . 
(i i) S i p e s t une p l a c e u l tramétr ique , le choix d'une unifor -

misante n permet d ' é c r i r e formel lement 
x Z » 

= 

/ 
en dés ignant par h ^ = J im U ^ / U ^ la limite p r o j e c t i v e des quotients 

d 'exposant ^ - p r i m a i r e du groupe des uni tés du c o r p s local K . 
(* ) Pour une déf in i t ion des va luat ions v a t t a c h é e s aux p l a c e s archimé -

P 
d iennes , vo ir C h . III. 1, 1 § 2 . 



l.t, 

- Lorsque p d iv i s e l , le groupe ty n 'es t autre que le 
r 

groupe des unités pr inc ipa les de K . 
- Lorsque p ne d iv i s e pas l , il s ' ident i f i e au - l - s o u s -

groupe de Sy low |j du groupe des rac ines de l'unité dans K . 
Dans les deux c a s nous d isons que e s t le groupe des unités 

d e K . • 
P 

Démonstration : 
(i) S i p es t une place archimédienne, le groupe multiplicatif 

K * es t so i t d iv i s ib le , lorsque p es t complexe , so i t le produit de { i l } 
par un groupe d iv i s ib le , lorsque p es t r é e l l e . La limite project ive K* 
es t donc nulle dans le premier c a s , isomorphe à 2 , / 2 2 dans le s e -

£ £ 
cond . 

(ii) S i p e s t une place ultramétrique , la décomposit ion du 
groupe multiplicatif K * 

o fait intervenir le groupe |i des r a c i n e s de l'unité d 'ordre étranger à p, 
1 " le s o u s - g r o u p e U des unités pr inc ipa les , et une uniformisante tt de 
P P 

V - S i p es t a u - d e s s u s de £ , le groupe u e s t ^ - d i v i s i b l e , 
1 P et le groupe U es t un Z -module noethérien, isomorphe comme tel à 
P V 

la limite projec t ive de s e s quotients f in is . Il vient donc : 
k k Jf 1 i o J 

y . = Jim U . / U = Jim U . / U ' — U , comme annoncé . 
P *TT r P ^ r P P p 

- S i p es t é t r a n g è r e à <£, , le groupe |j° e s t le composé 
direct de son ^,-Sylow |i et de son s o u s - g r o u p e ^ - d i v i s i b l e ^ . Enfin, 

I P P 
le groupe U es t un Z -module ( pour un p £ l ) , donc ^ - d i v i s i b l e , et 

r r 
i I vient ^ 

i 
"U ^ = lim U ^ / U ^ = u comme annoncé . 

P 1 T " P P P 
Dans les deux cas , le groupe K* est le produit d irect de ty et 

du Z -module l ibre de dimension 1 engendré par l 'uniformisante TT . 
«c p 

DEFINITION 1 , 1 . 3 . - Par ^ - g r o u p e des idè les g é n é r a l i s é s d'un corps de 
nombres K , nous entendons le produit : 

(* ) On a toujours u lorsque p es t ultramétrique mais non lorsque p 
r r 

es t r é e l l e , Dans c e dernier c a s , en effet , ty^ es t identiquement nul , et 

u = K* égal à Z . / 2 2 , 
P p l l 



S * 

P 6 P I k » 
des complétés prof in is des groupes mult ipl icatifs des c o r p s locaux K , 

p 
res tre in t aux famil les ( x ) - dont tous les é léments sont des uni-

p p € P f K 

tés , à l 'exception d'un nombre fini d'entre eux • 
L e g r o u p e CL. es t la réunion des ^ -groupes = II K* II , 

* K p € S I3 p ? S > 
S 

lorsque S parcourt les ensembles f in is de p laces de K . Chacun des 
es t compact pour sa topologie nature l le de Z ^ -module produit , et p^ 
es t lui-même un Z. ^-module topologique pour la limite inductive des to -
po logies des 

Par définit ion de la topologie limite inductive , les s o u s - m o -S 
dules ouver t s de p ^ sont ceux qui intersectent chacun des fy^ suivant 
un sous -module re lat i f ouvert . De fait , il e s t p o s s i b l e d'exhiber une 
base de s o u s - m o d u l e s ouver t s de p ^ en procédant comme suit : Pour 
chaque place ultramétrique p de K , fa i sons choix d'une uniformisante 
TT dans K ; s i p e s t rée l le , prenons TT = - 1 ; et , s i p es t complexe , r r r TT = 1 . Cela posé , le groupe p ^ s ' é c r i t comme somme d irec te t o p o l o -

P 
gique du sous -module compact = 1 1 V . , formé des é léments 

p 
unités , et du 2 -module © RR * , engendré par les TT , qui 

* p € P I k
 P P 

s ' ident i f i e au ^ - g r o u p e £ des d i v i s e u r s de K , Les produits rN 

( n U' ) . ( © r r f 
P € P I K ^ M P " K 

où , pour chaque place p de K , 11' e s t un sous -module d ' indice f in i de 
h égal à %( pour presque tout p , et n un entier naturel arb i tra ire , P P P 
forment une b a s e de s o u s - m o d u l e s ouverts de py^ . 

Remarques , - (i) L'applicat ion canonique du groupe des idè les J ^ dans 
le -6-groupe p ^ des idè les g é n é r a l i s é s n 'es t jamais in jec t ive . S o n noyau 

est le produit II K • II M-° . II U l, u 1, » s o n i m a 9 e e s t u n s o u s -
p | c o P P l ' t ' 3 p | œ 13 13 

groupe partout dense de p ^ . 
(ii) Convenons d'ordonner les p laces de K en posant S n = 

{ p ÇPI,>. I i l f p n } , a v e c la convention i l / 'p =41 pour les p laces a r c h i -S médiennes . Nous avons évidemment p = U > c e clu' nous montre 
n €IN 



que p ^ es t réunion dénombrable de Z ^ - m o d u l e s compacts . 
( i i i) On peut regarder le groupe Q comme sous -module s t r i c t 

du produit II K , Cependant , la topologie de n'est pas la r e s -
M P ' K p 

V 

trict ion du produit des topologies des K^ . 

- P r é s e n t a t i o n du ^.-groupe des c l a s s e s d ' idè les . 

THEOREME & DEFINITION 1 . 1 . 4 . - L'appl icat ion nature l le du t e n s o r i s é V 
•t-adique R ,̂ = Z K du groupe multiplicatif du c o r p s K dans le 
- t -groupe p ^ des idè les g é n é r a l i s é s , induite par l ' injection diagonale y de K dans J ^ , e s t un monomorphisme continu. Le groupe quotient e K = p K M K 

es t un ZI - module compact . Nous d isons que c ' e s t le - t - g r o u p e des 
c l a s s e s d ' idè les du c o r p s K . 

y tt v Démonstration : Par tons de l ' injection diagonale K e »• il K 
P € P " k

 P 

du groupe multiplicatif de K dans le produit de ceux de s e s complétés . 
Par p a s s a g e au quotient , nous en déduisons , pour chaque entier k , 
un morphisme naturel 

K x / K X l n K V K ^ , 
P € P I K P » 

qui es t injectif lorsque <£, e s t impair , et dont le noyau es t d 'ordre 1 ou 2 
dans tous les c a s ( c f . [ A T ] , Ch„ X , § 1 , th. 1 ) . Par p a s s a g e à la l i -
mite project ive , nous obtenons par conséquent un morphisme injectif : 
KX = J i m K X / K X l < - I] J h n K * / K X l = 11 K* . 

k p € P I k k P P p € P I K P 

S a r e s t r i c t i o n au départ à , à l ' arr ivée à p ^ es t le Z - morphisme 
c h e r c h é . Comme il e s t injectif d 'après c e qui précède , nous i d e n t i f i e -
rons désormais R^ avec son image canonique dans p ^ . Cela étant , 
nous a l lons établ ir s u c c e s s i v e m e n t : 

(i) que l 'application nature l le de R^ dans p ^ est continue ; 
(ii) que R^ e s t fermé dans p ^ ; 
(iii) que le quotient P ^ / f ô ^ e s t u n Z ^ - m o d u l e compact . 

(i) Le premier point r é s u l t e de la définit ion de la topologie 
l i m i t e î n d u c t i v e : P o u r c h a q u e e n s e m b l e f in i S d e p l a c e s d e K , le g r o u p e 

S S 
Sis = H e s t u n ^ -module de type fini , donc d'une façon et d'une —rv r\ K 4 

(* ) En fait, on a mieux, puisque la topologie de R ^ es t induite par ceI le de p^ , 
- 1 8 -



s e u l e un ~Z. - m o d u l e topologique . En part icul ier la topologie de <$ est 
S 

induite par c e l l e de ty^ • S i donc Q-^ es t un sous -module ouvert de p , 
les s o u s - m o d u l e s fl ty^ étant ouver t s dans les ty^ , il en es t de même 

S S 
des sous -module s fl dans les S K ; c e qui veut dire que fl fô^ 
e s t un sous -module o u v e r t de . En part icu l ier l ' injection canonique 
de ft^ dans p ^ es t bien continue . 

(ii) Le s econd point s ' é tabl i t comme suit : Etantdonné un idèle 
g é n é r a l i s é p de p ^ qui n 'es t pas dans , f ixons S a s s e z grand , 
contenant les p laces archimédiennes , pour avoir p € ty^ ; puis , pour 
chaque place p de K n'appartenant pas à S , c h o i s i s s o n s n a s s e z grand, de te l le s o r t e que le d iv i seur p so i t principal ( dans le ^ - g r o u p e 

g 
= ZI ^ k c ' e s d i v i s e u r s de K ) . Cela étant, comme tf^ es t f e r -

s S S mé dans , il e x i s t e un sous -module ouvert O de dont le t r a n s -
S S laté pO ne rencontre pas . Le ZI module Q engendré dans p ^ 

n* 
S -f 

par et les é léments t t ^ pour p 6 S es t a l o r s un sous -module o u -
vert de p ^ dont le trans laté x 0 n e rencontre pas . 

(iii) Pour établ ir le t ro i s i ème point , nous a l lons montrer que 
l'image fy^ ~ ^ « / ^ K d a n s , du sous -module compact de 
Pŷ  formé des idè les unités , en e s t un sous -module d' indice fini ( de 
s o r t e que C a s e r a compact comme réunion f in ie de compact ) , Or , ce la rs 
r é s u l t e de la proposit ion : 

PROPOSITION 1 . 1 . 5 . - Le quotient d u ^ - g r o u p e des c l a s s e s 
d ' idè le s du c o r p s K par le s o u s - g r o u p e formé des c l a s s e s des idè les uni-
tés s ' ident i f i e canoniquement au ^ - g r o u p e fini des c l a s s e s de d i v i s e u r s 
de K : 

Démonstration : Le groupe des d i v i s e u r s d'un c o r p s de nombres es t le 
groupe abél ien l ibre construi t sur s e s valuat ions : Comme la valuation v 
a s s o c i é e à une place de K es t tr iv ia le s i p e s t complexe , à va l eurs dans 
Z / 2 2 si p e s t r é e l l e , et dans Z si p es t ultramétrique , le groupe D K 

es t le produit d irec t de rK exempla ires de Z / 2 Z et du groupe I d ^ des 
idéaux de K . S o n quotient D ^ / P ^ par le s o u s - g r o u p e des d i v i s e u r s 

Y t principaux ( i . e . par l'image canonique de K dans D ^ ) es t fini, d 'après 



la géométr ie des nombres : dans la terminologie des idéaux , c ' e s t le 
groupe des c l a s s e s au s e n s re s t re in t ( c f . Ch. III. I, 1 § a ) . S o n £ -Sy low 

( D ^ / P ^ ) e s t donc canoniquement le quotient - ^ / P ^ du 

7 D ^ du groupe des d i v i s e u r s par celui 
C , K = 2 V 
t e n s o r i s é -t-adique ^ ^ = Z! 

P K = ^ P ^ du s o u s - g r o u p e principal P ^ • Maintenant, s ' i d e n -
t i f ie canoniquement à /"Uts > e t Pu- e s t l ' imag e canonique de R dans ® r\ r\ K K K 
A K ' 

La c o r r e s p o n d a n c e entre ^ - g r o u p e s de c l a s s e s d ' idè les et de 
d i v i s e u r s peut ainsi s e résumer par le diagramme commutatif exact (où 
toutes les f l è c h e s sont des Z. - m o r p h i s m e s ) : 

v K = n n 
p ç p i K »» 

1 

1 u K / s K 

= n * K* 
^ P I K P 

K Cl K 

SCOLIE I. 1 . 6 . - Pour tout ensemble fini S de p laces de K , le quotient 
K = ^ K ^ K ^K C'U /£-~g r o uP e c ' e s c l a s s e s d ' idè les par le s o u s -K 

S s 
groupe C ^ ( S ) — d e s c l a s s e s des idè les unités en dehors de S , 
s ' ident i f i e canoniquement au quotient du - t -groupe des 
c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps K par le s o u s - g r o u p e engendré par les 
c l a s s e s des d i v i s e u r s cons tru i t s sur les p laces de S . Nous d isons que 
C t . , es t le .{,-groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps K . r\ 



c . - V a l e u r s abso lues - t -adiques pr inc ipa les et formule du produit . 

On pourrait c ra indre que la <£,-adification des groupes d ' idè les 
f a s s e d i spara î t re la c l a s s i q u e formule du produit pour les va l eurs a b s o -
lues . Il n'en es t r ien , à condition naturellement de remplacer les v a -
leurs abso lues habituel les par des v a l e u r s abso lues £ - a d i q u e s conve -
nables . 

V 
Dés ignons pour ce la par Z . \e groupe multiplicatif des é l é -

£ 
ments i n v e r s i b l e s de l'anneau des nombres -L-adiques, par U = 1 + t Z Kj *L 
le s o u s - g r o u p e des unités pr inc ipa les de Z , et par u |-> (u ) la sur -

x / 
ject ion canonique de Z sur U ( de s o r t e que, pour -t impair, le quo-
tient u / ( u ) e s t l'unique rac ine de l'unité dans Z qui e s t congrue à u 
modulo 1 ; tandis que si i, vaut 2 , (u ) e s t toujours égal à u ) . Cela 
étant , nous avons : 

DEFINITIONS 1 . 1 . 7 . - Etant donnée une place p d' un c o r p s de nombres 
K , nous appelons va leur absolue -t-adique pr inc ipale d'un élément x 
du groupe KX , et nous notons | x I , l 'élément du Z -module multi -p ' 1 p 1 p ' l 
plicatif U = 1 + t Z défini par : 

I x p I p = 1 > s ' P e s t complexe ; 
| x | = <sg (x ) > , si p es t r é e l l e ; 

| x | = ( N pV* ^ ) , si p es t ultramétrique et é t rangère à t ; ^ ^ _ ( ) 
I X p I p = ^ ^K /CB (x) . J p > , s i p es t a u - d e s s u s de l . 

Enfin , nous appelons valeur abso lue ^ - a d i q u e principale d'un élément x 
de R,., relat ivement à la p lace p , et nous notons I x l la valeur absolue In 1 1 p 
-t-adique principale de l'élément s (x) , où s es t la surject ion ca -

X r r X X nonique de R., dans K , induite par l ' injection naturel le de K dans K K p p 

Remarques . - (i) La définit ion donnée ici d i f f ère de c e l l e de Tate 
(c f . [ T B S ] , Ch. VI , § 1 , déf . l . l ) , qui ne s ' é tend pas aux Z -mo 
dules . P lus préc i sément , pour chaque place p de K , la quantité | x | 

P 
es t le crochet de la valeur absolue de Tate ; c ' e s t pourquoi nous par -
Ions de valeur abso lue principale . 

(ii) L'appl icat ion x l-> I x I e s t trivialement un Z , -mor -
x p 1 p'p l 

phisme de K dans U , . En part icu l ier , e l l e es t continue et fermée 
p i> 



pour la topologie naturel le de c e s deux modules . S i p es t ultramétrique , 
son image I K X I es t , en outre , un sous -module d' indice fini de U , . 1 p ' p l 

PROPOSITION 1 . 1 . 8 » - (Formule du produit pour les va l eurs abso lues 
pr inc ipales ) - L'applicat ion 

* 1 1 ' X p ' p = l | p 1 1 

p P p € P I K
 P P 

es t un Z -morphisme continu du - t -groupe p^ des idè les g é n é r a l i s é s 
du c o r p s K sur le groupe U des unités pr inc ipales de l'anneau Z . 'L As 
Son noyau est un sous -module fermé de p , qui contient le t e n s o r i s é 
-t-adique R^ du groupe multiplicatif K x . 

Démonstration : Remarquons d'abord que la quantité II | x p | ^ e s t bien 
déf inie puisque , pour chaque idèle p de p^ , les composantes x étant 
des unités pour presque tout p , le produit infini n'a en fait qu'un nom -
bre fini de fac teurs d i s t incts de 1 . Cela étant, pour montrer que l'ap -
plication p l-> || p || e s t continue sur p^ , i I nous suff i t , d 'après la pro -
pr ié té un iverse l le de la topologie limite induct ive , de v é r i f i e r la c o n t i -

S 
nuité de sa r e s t r i c t i o n au sous -module ty pour chaque ensemble fini S rS. 
a s s e z grand de p laces de K . Pour ce la , nous pouvons supposer que S 
contient les p laces a u - d e s s u s de t , auquel c a s nous avons || p || = 

g 
II | x | , pour chaque p de fy ; et la continuité de | | . || r é s u l t e de 

p € S p p 

c e l l e des appl icat ions | . I sur chacun des fac teurs KX . ' 'p p 
Enfin , pour établ ir la formule du produit , il suff i t de noter 

qu'e l le es t trivialement v é r i f i é e sur le c o r p s des rat ionnels , puis d'é -
c r i r e que l'on a , pour tout x de R^ : 
I M I K

 = N L * L - n n M = n n | J k / < a (x> | -p e p i K » p ç p i ^ p I p » p ç p i ^ p I p K p / < W
P

 p 

=
 p n p | J ^ K / < * ( x ) I - I U K / ® ( X , I I ® • 1 • 

PROPOSITION I. 1 . 9 . - So i t p une place de K,et | | la valeur abso -
lue ^--adique pr inc ipale a s s o c i é e . 

(i) S i p ne d i v i s e pas l , le noyau de l 'application | . | 
y r 

est le sous -module des unités de K : 
P 

l X J v, = 1 * X v, € ^v, ° 1 p 1 p p p 



(i i) S i h d i v i s e £ , le noyau K* de l 'applicat ion I . I e s t 
P 1 1 P 

c a r a c t é r i s é par la condit ion : 

' x P ' P = 1 * ^ ^ K ^ / Q ^ P ^ ^ K ^ / Q ^ ^ ^ P ^ 0 -

Le groupe K * e s t le produit d irec t du s o u s - g r o u p e u d e s r a c i n e s de 
P y P 

I' unité dans K , et d'un Z , -module l ibre de rang [K : <R ] . 
p <0 p t 

Démonstrat ion : 
(i) L o r s q u e p ne d i v i s e pas £ , la condit ion |x I = 1 s ' é c r i t 

P P x 
tout a u s s i bien v ( x ) = 0 : e l l e c a r a c t é r i s e donc les unités de K ( On 

P P , P 

notera que , du fait des convent ions u t i l i s é e s , ( - 1 ) n 'es t pas une unité 
dans K X , s i p e s t r é e l l e et ^ égal à 2 ) . P (ii) L o r s q u e p d i v i s e £ , la condit ion | x I = 1 s ' é c r i t en -

P P 
i \ 

c o r e < N k / ( x ) / # p V ^ * ) = 1 , E l l e af f irme donc que la norme 
p7' l P 

de x s ' é c r i t comme produit d'une p u i s s a n c e de £ ( qui e s t n é c e s s a i r e -
P I } 

ment N p ^ ? ) et d'une r a c i n e de l 'unité . Mais ce t t e propr i é t é ca -
r a c t é r i s e préc i s ément le noyau du logarithme d'Iwasawa dans <H , c e 

x qui conduit à l ' équiva lence annoncée . Enfin, comme I K L e s t d ' indice 
( * ) 1 P ' P 

fini dans U , il v ient immédiatement : 

d i m 2 X * = d i m ^ K * - 1 -

COROLLAIRE 1 , 1 , 1 0 . - Le noyau dans des v a l e u r s a b s o l u e s princi -
pa les e s t le s o u s - m o d u l e compact : 

n n . n x* 
K P U œ

 p i K 1 

Le groupe e s t composé d i rec t du s o u s - g r o u p e II des idè les 
P | 00 P 

unités qui sont localement d e s r a c i n e s de l'unité , et d'un Z . - m o d u l e 
l ibre de dimension L [K :<£ ] = [ K : < f i ] , 

i u 1 1 

( * ) P a r dimension d'un Z -module noe thér ien X , nous entendons la di 'L 
mension du e s p a c e v e c t o r i e l <H ^ * • 

£ 



ISOMORPHISME DU CORPS DE C L A S S E S . 

a . - E n o n c é des théorèmes fondamentaux . 

Nous rappelons s a n s démonstration les ré su l ta t s fondamentaux 
du corps de c l a s s e s local pour les t - e x t e n s i o n s , puisqu' i l s sont e s -
sent ie l lement bien connus s o u s ce t te forme ( c f . par exemple , [ L a ] , 
Ch. VI , § 4 ) . Nous donnons en revanche la preuve des résu l ta t s g l o -
baux . 

THEOREME 1 . 1 . 1 1 . - ( Corps de c l a s s e s local ) - Etant donné un corps 
local K , l 'application de r é c i p r o c i t é induit un isomorphisme de Z -

P V . x / x £ 
modules topologiques du complété profini K (K ) = Jim K /K sur 

P P P 
âb LE groupe de Galois D ^ = Gai (K 7 K J de la £ - e x t e n s i o n abél ienne 

P P P 
maximale du corps K . Dans cet isomorphisme le groupe d' inert ie I = 
I n ( K a ^ / K ) e s t l'image du s o u s - g r o u p e K ) des unités de K X (K ), P P P P 

Si p ne d iv i se pas «L , la ramification es t modérée , et le 
groupe I e s t fini , isomorphe au £ - S y l o w (j, du groupe des rac ines de 

P P 
l'unité dans K . 

P 
Si p d iv i se K> , la ramification es t sauvage , et le groupe 

I es t infini . Dans c e c a s , la su i te des s o u s - g r o u p e s s u p é r i e u r s de P , i i ramif icat ion es t l'image dans D de la fi Itration canonique (U /. , = I P H P I > 1 
( 1 + p ). > 1 du groupe K ) . 

Remarques . - (i) L'appl icat ion de r é c i p r o c i t é locale établit une cor -
respondance b i jec t ive entre les s o u s - m o d u l e s fermés de K X (K ) et les 
l - e x t e n s i o n s abé l i ennes de K . P l u s préc isément toute s o u s - e x t e n s i o n 

ab p 
L de K es t le c o r p s des points f i x e s d'un unique sous -module fermé 

X / p \ de K (K ) . En part icu l ier , si H es t un s o u s - g r o u p e quelconque de 
X , . P 

K ( K J , et L ^ son corps des invariants , la fermeture de H dans 
K X ( K ) es t le sous -module de K X ( K ) a s s o c i é à L _ . P , . P V (ii) Dans la correspondance obtenue , les £ - e x t e n s i o n s abé -
l iennes f in ie s de K sont a s s o c i é e s aux s o u s - m o d u l e s fermés d' indice P 
fini de K X ( K ) , c ' e s t - à - d i r e aux s o u s - m o d u l e s ouverts de K X ( K ) . 

P P 
Ces s o u s - m o d u l e s sont donc c a r a c t é r i s é s comme groupes de normes a s -
s o c i é s aux £ - e x t e n s i o n s f in ies de K : P 



SCOLIE 1 . 1 . 1 2 . - Si L „ es t une - t -ex tens ion f inie quelconque de K , 
x / \ ^ le sous -module ouvert de K ) a s s o c i é par le corps de c l a s s e s local 

à la s o u s - e x t e n s i o n maximale L. m de L . , qui e s t abél ienne sur K , ? ? p ' 

es t l'image de K par la norme arithmétique . Il vient ainsi : 

< V K P ) " G A , ( L T / K P ) ^ ^ ^ P ^ ^ L / K ( K X ( L
?

, ) 
, a p b ( L / V = l n ( L t / K p ) = ^ K p ) / N \ - j K ^ S » ' 

T P 

Ce résul tat s ' é t end s a n s d i f f icul té aux ex tens ions inf inies , s i 
l'on convient de dire qu'un élément de K X (K ) es t norme dans une te l le 

P 
extens ion lorsqu'i l e s t norme dans chacune de s e s s o u s - e x t e n s i o n s f i n i e s . 
Dans c e c a s , le théorème d ' e x i s t e n c e du corps de c l a s s e s local aff irme 
que tout sous -module fermé de K X (K ) e s t le groupe des normes d'une 
unique -f ,-extension abél ienne de K . 

THEOREME 1 . 1 . 1 3 . - (Corps de c l a s s e s global ) - Etant donné un corps 
de nombres K , l 'application de r é c i p r o c i t é induit un épimorphisme con -
tinu du l - g r o u p e des idè les g é n é r a l i s é s de K sur le groupe de 
Galois G ^ = Gai ( K a ' 3 / K ) de la £ - e x t e n s i o n abél ienne maximale de K ; 
le noyau de ce morphisme es t le s o u s - g r o u p e formé des idè les prin -
cipaux . Dans la correspondance obtenue, le s o u s - g r o u p e de décompo -

V 
s i t ion D d'une place p de K est l'image dans G . , du sous -module K de p f r K p 
g ^ ; et son s o u s - g r o u p e d ' inert ie I e s t c e l l e du s o u s - g r o u p e ty des 

Y P P 
unités de K . 

P 

Démonstration : D 'après A r t i n - T a t e ( c f . [ A T ] , Ch. XIV , prop. 10 ) , 
le morphisme surject i f du groupe des idè les de K sur le groupe de Galois 
G ^ de la ^ - e x t e n s i o n abél ienne maximale de K es t nul sur le sous -
groupe £ - d i v i s i b l e J^T de J ^ . Comme le ^ - g r o u p e g é n é r a l i s é g ^ c o n -
tient canoniquement le quotient J ^ ( c f » d é f . 3 , r em. ( i ) ) , il s 'ag i t 

/ d ' v 

donc d'établ ir que le morphisme quotient G ^ s e pro -
longe de façon unique en un Z ^-morphisme i|r de g ^ sur G ^ , que c e 
prolongement es t continu , et que son noyau es t le groupe R^ des idèles 
principaux 0 



(i) e x i s t e n c e du prolongement : P o u r chaque p lace ultramé -
tr ique p de K , f a i s o n s cho ix d'une uni formisante TT ; prenons TT ^ = 1 , 
s i p e s t complexe ; TT = - 1 , s i p e s t r é e l l e . P u i s q u e le s o u s - g r o u p e 

r 
des uni tés de e s t contenu , par c o n s t r u c t i o n , dans celui U ^ de 

J ^ , l 'appl icat ion ty c h e r c h é e e s t bien dé f in i e s u r le s o u s - g r o u p e d e n s e 

Kk . © r\f • Ecrivant a l o r s ^ ( U . I I T T ^ ) = I|r (u) Il I|/( TT ) A , 
p € P I K

 P P P 

pour chaque fami l le ( a ) d ' e n t i e r s £ - a d i q u e s p r e s q u e tous nuls , nous 
P P 

obtenons le prolongement c h e r c h é . 
(îi) cont inui té de l 'appl icat ion obtenue : S i H e s t un s o u s -

groupe ouvert de G ^ , le c o r p s des points f i x e s qui lui c o r r e s p o n d par 
la théor i e de Galo i s e s t une £ - e x t e n s i o n a b é l i e n n e f in ie de K ; e l l e e s t 
r a m i f i é e en un nombre fini de p l a c e s . P a r s u i t e , s i S e s t la réunion 
des p l a c e s r a m i f i é e s et de c e l l e s a u - d e s s u s de l , nous avons é v i d e m -
ment ) c H , pour chaque p (ES . De plus , le quotient G ^ / l H P i 
étant un <t-groupe fini , il e x i s t e un s o u s - m o d u l e ouver t %( de ty. = 

,Pn!>2. ^ 
II %( , et , pour chaque p l a c e p , un s o u s - m o d u l e ouver t TT ^ de 

I | l 1 P 

TT dont l ' image par F e s t contenue dans H . L e produit 
** C*TL 
Il V . • "U « • © TT * e s t a l o r s un s o u s - m o d u l e ouvert de 

p € S 1 p € P I k P contenu dans i|/(H) ; c e qui prouve que ij; e s t cont inue . 
( i i i ) noyau : Nous s a v o n s déjà que le noyau de ty e s t un s o u s -

y 

module f ermé de g ^ , qui cont ient l ' image de K . Il cont ient donc la 
f ermeture de c e t t e image , qui e s t . P o u r vo ir qu'il n ' a p a s d 'autres 
é l éments , il su f f i t de remarquer que la c o n s t r u c t i o n des i d è l e s g é n é r a -
l i s é s a tué le s o u s - g r o u p e d e s normes u n i v e r s e l l e s , dont la s t r u c t u r e 
e s t bien connue ( c f . [ A T ] , C h . IX , § 1 ) , et qui e s t le noyau dans 
J ^ / K X de l 'appl icat ion de r é c i p r o c i t é . 

Enfin , le lien e n t r e le c o r p s de c l a s s e s global et le c o r p s de 
c l a s s e s local ne p o s e aucune d i f f i cu l t é p a r t i c u l i è r e puisque, pour c h a -
que p lace p de K , le Z . -module compact K* s ' i d e n t i f i e ( a l g é b r i q u e -'V p 
ment et topologiquement ) a v e c s o n image canonique dans le quotient 
e K = • p , u s g énéra l ement : 

LEMME 1 . 1 . 1 4 . - S i S e s t un e n s e m b l e fini de p l a c e s de K , la s u r j e c t i o n 
n a t u r e l l e © K * ( © K ^ R ^ / R , . C 0 , 

r < - b V ^ _ p y K ' K K p € S ^ p € S v 



(*) es t un isomorphisme de Z -modules compacts . 

Démonstration : Puisqu'un Z -module de type fini e s t d'une façon et •L 
d'une s e u l e un Z - m o d u l e topologique , il suf f i t de v é r i f i e r l ' inject ivité , 'O 
c ' e s t - à - d i r e le fait que rencontre trivialement chaque somme finie 

y 

© K . Or ce la r é s u l t e directement du fait que l'unité e s t le seu l é l é -
p € S p 

ment de hauteur infinie dans R . En ef fet , s i r = ( x ) e s t un idèle 
x P ^ principal contenu dans une somme f inie © K , les condit ions x = 1 

p € S p P 
pour p 6 S , montrent que p , qui e s t pu i s sance t - i ème locale en d e -
hors de S , pour tout k , es t pu i s sance <L - i ème globale pour tout k 
( c f . [ A T ] , Ch. IX , § 1 , th. 1 ) , i . e . de hauteur infinie dans . 

Remarques . - (i) L'applicat ion de r é c i p r o c i t é globale établit un iso -
morphisme de Z ^ - m o d u l e s topologiques du ^ - g r o u p e <3̂ , des idè les de 
K sur le groupe de Galois G ^ de la ^,-extension abél ienne maximale de 
K . E l l e met ainsi en bi ject ion les sous-modu les f ermés de p ^ qui c o n -
tiennent fôj-avec les /L-extensions abé l i ennes de K , chaque s o u s - e x -

ab 
tension de K étant le corps des points f i x e s d'un unique s o u s - m o -
dule fermé de p ^ contenant . 

(ii) Dans la correspondance obtenue , les ^ - e x t e n s i o n s a b é -
l iennes f in i e s de K sont a s s o c i é e s aux s o u s - m o d u l e s f ermés d' indice 
fini de p ^ contenant fô^ , c ' e s t - à - d i r e aux sous -module s ouver t s de 
p q u i contiennent . C e s sous -module s sont donc c a r a c t é r i s é s 
comme groupes de normes at tachés aux ^ - e x t e n s i o n s f in ie s de K : 

SCOLIE 1 . 1 . 1 5 . - S i L es t une £ - e x t e n s i o n f in ie quelconque de K , le 
sous -module ouvert de É® a s s o c i é par le corps de c l a s s e s global à la 

ab 
s o u s - e x t e n s i o n maximale L de L qui e s t abél ienne sur K est l'image 
de C-. par la norme arithmétique : 

L_ i Gai ( L a / K ) - aK / # L / K ( ) = pK / #L/K ( ) . 

(*) Ce résul tat n'est pas vrai dans la théorie c l a s s i q u e du corps de 
c l a s s e s , puisque l 'application © K x «* ( © K K X / K X 

p e s P S ^ 
c J ^ / K x n 'est pas un homéomorphisme pour les topologies habituel les 
de c e s deux groupes , dès que S contient plus d'une place . 



Dans c e t t e d e s c r i p t i o n , les s o u s - g r o u p e s de décompos i t ion et 
d ' iner t i e d'une p l a c e p dans l ' ex tens ion abé l i enne L. 3 ' 3 /K sont donnés 
par les i somorphi smes : 
D p ( L a b / K ) - K X / K X N # L / K ( 2 L ) R K & I P ( L . A B / K ) - V P / V P N I I R L / K ( ^ _ ) R , 

Remarque . - L o r s q u e L e s t une e x t e n s i o n abé l i enne de K , les groupes 
de décompos i t ion et d ' i n e r t i e d'une p lace p dans L / K s ' ident i f i en t r e s -
pect ivement aux g r o u p e s de Galo i s et d ' i n e r t i e de l ' ex tens ion abé l i enne 
l oca l e L / K . La c o r r e s p o n d a n c e entre le c o r p s de c l a s s e s local et 

P P 
le c o r p s de c l a s s e s global s e traduit a l o r s par les ident i tés : 

/ K ( K X ( L p ) ) = K X ( K p ) n j L / K ( ^ ) f i K 

P P 

& N. / K )) = K(K ) n n . / k ( r k . 
p ' p p p / 

Dans le c a s généra l , en r e v a n c h e , il n'en e s t pas de même : 
S i L e s t une t - e x t e n s i o n quelconque de K , l ' ex tens ion g a l o i s i e n n e 
loca le qui lui c o r r e s p o n d e s t l ' i n t e r s e c t i o n L = 0 L „ des c o m p l é -

P < M p ? 

tés de L pour les p l a c e s a u - d e s s u s de p ( p r i s dans une même c lô ture 
a lgébr ique de K ) . D ' a p r è s le c o r p s de c l a s s e s local , le groupe 

b P ab ab de Galo i s D a ( L / K ) = Gai ( L / K ) de la s o u s - e x t e n s i o n abé l i enne La 

P P P P 
de L e s t donné par l ' i somorphisme : 

P D a b ( L / K ) = G a l ( L a b / K ) - K X ( K ) / N. / l e ( K X ( L J ) 
P P P L p / K p P 

= K X ( K ) n N. /ve ( K X ( L _)) . » ? | p L / K p * 

Mais il peut a r r i v e r que l'on ait D ( L / K ) ^ D ( L a D / K ) , puisque 
ab ^ ^ l ' ex tens ion a b é l i e n n e loca le L peut conten ir s t r i c t ement la l o c a l i s é e 

P ab de l ' ex tens ion abé l i enne g loba le L . 

b . - P e s e r i p t i o n des ^ - e x t e n s i o n s a b é l i e n n e s fondamentales d'un c o r p s de 
nombres . 

Nous d é f i n i s s o n s ici que lques unes des p r i n c i p a l e s «{,-exten -
s i o n s a b é l i e n n e s d'un c o r p s de nombres é t u d i é e s dans c e t t e t h è s e . E l l e s 
sont d é f i n i e s le plus souvent s o u s une condit ion maximale de plongement, 
de décompos i t ion ou de ramif icat ion . P r é c i s o n s d'abord c e que nous 
entendons par là : 



DEFINITION I. 1. 1 6 . - Etant donnés deux ensembles f in is ( disjoints ) 
S et T de p laces d'un c o r p s de nombres , nous d i sons qu'une extension 
L de K es t T - r a m i f i é e et S - d é c o m p o s é e lorsqu'e l l e es t non ramif iée 
aux p laces ( f in ies ) é t r a n g è r e s à T , et complètement décomposée aux 
p laces de S ; autrement dit , lorsque pour chaque place p de K et chaque 
place f de L a u - d e s s u s de p , l 'extension locale L „ . /« es t non rami -

t r 
f i é e s i p n'appartient pas à T , et tr iv ia le s i p appartient à S . 

Convention : Lorsque p e s t une place r é e l l e , le groupe multiplicatif 
K X e s t égal à Z , / 2 Z , et son s o u s - g r o u p e des unités h es t t r iv ia l p I I p 
d 'après la définit ion 2 . La place p peut donc s e décomposer dans une 
1 - e x t e n s i o n ( a b é l i e n n e ) de K , mais non s e ramifier , s a n s contredire 
le théorème 11 . Lorsqu'une place r é e l l e n 'es t pas complètement dé -
composée dans une .{ ,-extension de K , nous d i sons qu'el le s e a ompl exifie • 
Nous parlons donc de c ompl exificati on là où d'autres auteurs parlent 
de ramification à 1 ' infini , et nous r é s e r v o n s le concept de ramifi -
cation aux s e u l e s p laces f in ie s . En part icul ier , une extens ion es t S -
ramif iée dès qu'e l le e s t non ramif iée aux p laces f in ie s (= ultramétriques) 
n'appartenant pas à S , quel que so i t le comportement des p laces à l ' i n -
fini (= archimédiennes ) . 

EXEMPLE 1 . 1 . 1 7 . - ( E x t e n s i o n «t-ramif iée maximale M ) - Nous d isons 
qu'une .{,-extension abél ienne d'un c o r p s de nombres K es t ^ - r a m i f i é e , 
lorsqu'e l l e e s t non ramif iée aux p laces ( f i n i e s ) é t r a n g è r e s à £ . 

D 'après la théorie du c o r p s de c l a s s e s , le groupe de normes 
a s s o c i é à la ^ - e x t e n s i o n abél ienne £ - r a m i f i é e maximale M d'un corps K 
es t l' image dans du produit 

? K = 11 = ïï 

des groupes d'unités loca les a t tachés aux p laces é t r a n g è r e s à -t . Le 
groupe de Galo is Gai (M/K ) s ' ident i f i e par conséquent au quotient : 

Gai ( M/K ) II K. . 
p Jf l P 

C'est un Z . - m o d u l e noethér ien et infini . 

EXEMPLE 1 . 1 . 1 8 . - ( E x t e n s i o n hi lbert ienne maximale H ) - Nous d isons 
qu'une - t -ex tens ion abél ienne d'un corps de nombres K est hi lbert ienne , 
lorsque chacune de s e s s o u s - e x t e n s i o n s cyc l iques peut s e plonger dans 



une ^ - e x t e n s i o n cyc l ique de degré arbitrairement grand . 
D 'après Ar t in -Tate ( c f . [ A T ] , Ch. X , § 2 , th. 6 ) , le 

groupe de normes a s s o c i é à la «t-extension hi lbert ienne maximale H 
d'un corps K es t l'image dans <3^ du produit 

= 11 ^p 
P y 

des ^ - g r o u p e s de r a c i n e s de l'unité des complétés non complexes de K . 
L' inc lus ion p ^ c p ^ montre que H es t contenue dans M . P l u s préci -
sèment , M est une £ - e x t e n s i o n abél ienne f inie de H , de groupe de 
Galois : 

Gai ( M/H ) — n u / [ n u N F T K = n | j / | j . 
p P Uœ P h ' «tCD 

EXEMPLE 1 . 1 . 1 9 . - ( Corps de c l a s s e s de v a l e u r s abso lues N ) - Nous 
d i sons qu'une ^ - e x t e n s i o n abél ienne d'un c o r p s de nombres K es t un 
corps de c l a s s e s de va l eurs abso lues , l orsqu'e l l e e s t f i x é e par le 
noyau 

të- n . n x* 
K Pli p P\I p 

dans p ^ des va l eurs abso lues £ - a d i q u e s . Comme p ^ es t un s o u s - m o -
dule compact de p ^ , son image <3* dans <3K e s t le groupe des normes 
a s s o c i é à la - e x t e n s i o n abél ienne maximale N de K qui e s t f i xée par 
p ^ . Nous disons que N es t le £ - c o r p s des c l a s s e s de va leurs abso lues 
de K . Son groupe de Galo is 

Gai ( N / K ) - R K - v . a . ( ) / v . a . ( R K ) 
s ' ident i f i e , en ef fet , au quotient du groupe v . a . ( p^ ) = © | X * | 

p € P I K P P 
des va leurs abso lues sur K par le s o u s - g r o u p e v . a . ( R k , ) des va leurs K 
abso lues des é léments de R . . . C'es t un ~Z. , -module noethérien et in-
fini . 

EXEMPLE 1 . 1 . 2 0 . - ( Extens ion non ramif iée maximale C ) - D'après la 
définit ion 16, une ^ - e x t e n s i o n abél ienne d'un c o r p s de nombres es t non 
ramif iée lorsqu'e l l e e s t non ramif iée aux p laces f in ie s . Le groupe de 
normes a s s o c i é à la ^ - e x t e n s i o n abél ienne maximale C de K q u i e s t n o n 
ramif iée es t l'image dans du groupe K = Il ty des idè les u n i t é s . 

K P P 

D'après la proposit ion 5 , le groupe de Galois Gai ( C/K ) 



s ' ident i f i e par conséquent au /^-groupe fini des c l a s s e s de d iv i s eurs de 
K : 

Gai ( C / K ) - = • 

EXEMPLE 1. 1 . 2 1 , - (Extension non ramif iée £ - d é c o m p o s é e maximale C1) -
Nous d i sons qu'une - t - ex tens ion abél ienne de K est £ - d é c o m p o s é e lors -
que les p laces de K a u - d e s s u s de £ s ' y décomposent complètement . Le 
groupe de normes a s s o c i é à la l - e x t e n s i o n abél ienne maximale de K qui 
es t non ramif iée et ^ - d é c o m p o s é e es t donc le produit 

= n K h . n x * . 
K P / * P P K * 

E n f i n , le groupe de Galois G a l ( c ' / K ) s ' ident i f i e au quotient = 
C^K ) du ^ - g r o u p e des c l a s s e s de d i v i s e u r s de K par le s o u s -
groupe engendré par les c l a s s e s des d i v i s e u r s constru i t s sur les pla -
c e s a u - d e s s u s de £ : 

Gai ( C ' /K ) = ^ / p ' K = C . 
Le groupe Of,1^ es t le ^ - g r o u p e des « t - c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps K . 

Les tro is ex tens ions M , H , et N contiennent la ~Z- - e x t e n s i o n 
cyclotomique K de K . En ef fet , d'un côté H contient par définit ion la CO 
composée Z des 21 . - e x t e n s i o n s de K , et en part icul ier K ; i I en es t CO 
donc de même pour M . Et d'un autre côté , nous avons trivialement 
N . . =3 N pour chaque s o u s - c o r p s F de K donc , en part icul ier N = rS r~ 
N . . I 3 N _ , Maintenant , s i t e s t impair , N _ es t préc i sément la Z . -

r\ CJU (ii IL 
extens ion cyclotomique <fi de <31 : et , s i h vaut 2 , c ' e s t une extens ion 

( * ) quadratique de (H . t» 
Lorsque - t e s t impair, nous obtenons ainsi le schéma de corps : 

(*) P l u s généralement , le corps N s ' i n t e r p r è t e comme - t -corps des 
genres a s s o c i é à l 'extension procycl ique K /K . 



En revanche , lorsque K> vaut 2 , i I peut a r r i v e r que H ne con -
tienne ni N ni C ! lorsque c e s deux ex tens ions s e complexif ient sur K . 
Pour c o n s e r v e r le même schéma de corps , il faut a l o r s imposer une 
condition de décomposit ion à l'infini . 

c . - L e s conjec tures de Leopoldt et de G r o s s . 

Les dimensions r e s p e c t i v e s ^ ^ des groupes de Galois Ga l (M/« ) , 
a s s o c i é à la <{,-extension abél ienne ^ - r a m i f i é e maximale de K , et 
G a l ( N / K ) , a s s o c i é au £ - c o r p s des c l a s s e s de va l eurs abso lues de K , 
sont gouvernées par les conjec tures de Leopoldt et de G r o s s , ou plutôt 
par des généra l i sa t ions convenables de c e s conjec tures excluant toute 
hypothèse r e s t r i c t i v e sur le c o r p s de base . Leopoldt a, en ef fet , énoncé 
sa conjecture sur la non null i té du régulateur <C-adïque dans le seul cas 
des corps de nombres totalement r é e l s , et G r o s s dans celui des exten -
s ions quadratiques totalement imaginaires d'un tel corps . Nous donnons 
ici les deux énoncés va lab les pour tout c o r p s , que nous continuons 
par abus à appeler conjec tures de Leopoldt et de G r o s s , l ' important 
étant que le premier énoncé soit bien équivalent à celui de Leopoldt 
lorsque K e s t totalement rée l , et le s e c o n d à celui de G r o s s lorsque K 
est une extens ion quadratique totalement imaginaire d'un corps F to ta le -
ment rée l vér i f iant la conjec ture de Leopoldt . 

THÉORÈME & DÉFINITION 1 . 1 . 2 2 . - Nous d isons qu'un c o r p s de nom -
bres K sa t i s fa i t la conjec ture de Leopoldt , lorsque les condit ions é q u i -
va lentes su ivantes sont v é r i f i é e s : 

(i) Le groupe de Galois G a l ( M / K ) de la - t - ex tens ion abé -
lienne ^ - r a m i f i é e maximale de K es t un 2 . -module de dimension c + 1 , 
où c^est le nombre de p laces complexes de K . 

(ii) L' image S^ du groupe S = Z. ^ E des unités généra -
l i s é e s du c o r p s K dans le groupe H . = Il "U, e s t un Z - m o d u l e de 

1 I \l 1 1 

dimension r + cK+ I , où nK e s t le nombre de p laces r é e l l e s et c j e nom-
bre de p laces complexes de K . 

(* ) c ' e s t - à - d i r e les dimensions sur d i n d e s e s p a c e s v e c t o r i e l s produits 
a s s o c i é s : <H <8>_ Gai . 

1 * l 
(**) C e s deux énoncés sont d i s c u t é s au chapitre II. 1 . 



(iii) L'application de s e m i - l o c a l i s a t i o n s £ = ( s j ) j | ^ induit 
un Z , -morphisme injectif du groupe S = Z . <8—, E des unités généra --t, 
l i s é e s de K dans le produit y . = II y T c Ç des groupes d'unités at ta-

* I \ l 1 

chés aux p laces I divisant <£, . 
(iv) Le quotient I I u u / u du produit des ^ - g r o u p e s de rac ines 

P * 
loca les de l'unité dans p par le s o u s - g r o u p e des r a c i n e s g lobales s ' i n -
jec te canoniquement dans le £ - g r o u p e des c l a s s e s d ' idè le s C du c o r p s K . 

(v) Pour qu'une unité g é n é r a l i s é e e £ S du corps K soi t une 
rac ine de l'unité , il faut et il suff i t qu'e l le so i t localement partout une 
rac ine de l'unité , c e qui s ' é c r i t : 

Remarque. - Lorsque le corps K es t totalement rée l , la condition (i) 
s ' é c r i t dim Gai (M/K ) = 1 . E l l e exprime qu'il n 'est d'autre Z 

l 1 

extens ion de K que la Z ^ -ex tens ion cyclotomique ; et cet énoncé es t 
bien équivalent à celui de Leopoldt . 

Démonstration des équ iva lences : 
(i) « (ii) <=> (iii) : D 'après l 'exemple 17 , le groupe de Galois 

GaI ( M/K ) s ' ident i f i e au quotient o / R II y • Nous obtenons donc 
p n p 

un 2 . -module de même dimension en remplaçant p par le sous -module 
d' indice fini R II t r ( c f . proposi t ion 5 ) . Il vient a lors : 

. . . P P ^ _ 

r n i / / R n v - n y./C ÏÏ^.hr n y,^ = yt/sA<$) = y / â . . 
P p p j f i p i \i 1 v i \ i 1 pJ(i p y 1 1 1 1 

Maintenant , y a pour dimension le degré [K : <£] = r + 2 c R d e K , et S 
le nombre de Dir ichlet r + c - 1 . Nous obtenons donc, comme annoncé : K K 

dim ^ Gai (M/K ) = c + 1 « dim Z <$̂  = rK + c K - 1 « s ^ J e s t injectif . 

(iii) « (iv) « (v) : Dans l ' identif ication de R = Z ^ K x avec 
son image canonique dans p, l 'application de S dans y ^ induitepar l 'ho-
momorphisme de s e m i - l o c a l i s a t i o n n'est autre que la re s t r i c t ion à S de 



la project ion canonique de h sur V, = II V, • " vient donc : 
1 I \l 1 

s . i injectif « S fl II V . = 1 . 
1 p j t p 

Et la condition de droite peut encore s ' é c r i r e <2 H I I |a = <? H , puisque 
P P 

le groupe II |a e s t fini . 
p j la P 

Bien entendu , si t e s t impair , ce t te dern ière identité s ' é c r i t 
tout simplement : S D I I |J = P * Cependant , s i l vaut 2 , la rac ine de 

P P 

l'unité ( - l ) n'est pas une unité dès que K p o s s è d e des p laces r é e l l e s , 
de s o r t e que , dans ce c a s , S fl II peut ê tre s tr ictement contenu dans 

P 
|i . Pour pal l ier cet te d i f f icul té , il es t commode de r e é c r i r e la c o n d i -
tion précédente sous la forme plus généra l e 

R n n M = M 
P P 

qui exprime que l 'application nature l le du quotient II |j / \x dans le l -
P P 

groupe (3= C/R des c l a s s e s d ' idè les de K est un monomorphisme . 

DEFINITION 1 . 1 . 2 3 . - Le noyau A Ucpeld(. de l 'application naturel le 
du groupe S fl Z ^ E des unités g é n é r a l i s é e s du corps K dans le 
groupe h . = II "U , des unités s e m i - l o c a l e s attaché aux p laces divisant 

1 ! l-t 1 

t e s t un Z ^-module l ibre de dimension f inie . Nous d i sons que ALEEÇLOLDT. 
e s t le groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt dans le corps K , 
et que sa dimension ôLeopokU. e s t le défaut dans K de cet te conjec ture . 

THÉORÈME & DÉFINITION 1 . 1 . 2 4 . - Nous d isons qu'un corps de n o m -
bres K sa t i s fa i t la conjecture de G r o s s , lorsque les condit ions équi -
va lentes su ivantes sont v é r i f i é e s : 

(i) Le groupe de Galois G a l ( N / K ) du ^.-corps des c l a s s e s 
de va leurs abso lues de K es t un Z . - m o d u l e de dimension 1 . Autre -

£ 
ment dit , N est une ^ - e x t e n s i o n f in ie de la Z . - e x t e n s i o n cyclotomique 
de K . 

(ii) Le noyau <$ ' * des appl icat ions va l eurs abso lues j | 
a t tachées aux p laces de K a u - d e s s u s de l , r e s t r e i n t e s au t e n s o r i s é 



£ - a d i q u e S ' = Z ^ E ' du groupe des l - u n i t é s de K , e s t un Z -
module de dimension c^ , o ù r^est Ie nombre de p laces r é e l l e s , et cK 

le nombre de p laces complexes du c o r p s K „ 
(iii) L'image | <$' | ^ du groupe S1 = Z E1 des ^ - u n i t é s 

g é n é r a l i s é e s du c o r p s K dans le groupe If . = ® I k * I e s t un 2 -
1 \ \l 1 1 1 

module de dimension g - 1 , où g es t le nombre de p laces de K a u -
d e s s u s de <£, . 

(iv) La fami I le I | » = ( | ! r ^ t | p c ' e s v a ' e u n s abso lues l --V l l j "V J 
adiques a t tachées aux p laces a u - d e s s u s de <£, envoie le groupe S = 
Z E 1 des ^ - u n i t é s g é n é r a l i s é e s de K sur un s o u s - g r o u p e d' indice 

I L ~ x fini de la somme d irec te t r . = © I K , I r e s t r e i n t e aux famil les 
1 I | l 1 1 

( cr ) j qui vér i f i ent la formule du produit . 1 l V 
(v) La famille ( I I ) des va l eurs abso lues «t-adiques a t -

P P X 
tachées aux p laces de K envoie le -t--groupe R, = Z . K des idè les 
principaux sur un sous -module d' indice fini de la somme d irec te 1>= 
© I K I r e s t r e i n t e aux fami I les ( c r ) qui vér i f ient la formule du p r o -
P P P P P 
duit II a = 1 . 

P P 

Remarque. - Si K est une extens ion quadratique totalement imaginaire 
d'un s o u s - c o r p s F totalement rée l , le groupe de Galois A = Gai ( K / F ) 
e s t un groupe d 'ordre 2 , engendré par la conjugaison complexe T . Il 
es t a l o r s p o s s i b l e d ' é c r i r e tout Z . -module noethérien X comme somme + - — 
d irec te "K. © K de s e s s o u s - m o d u l e s propres pour l 'action de T , et ce , 
de façon exac te s i l e s t impair , à un fini près s i -t vaut 2 . La conjec -
ture de Leopoldt pour F permet ainsi d'aff irmer que l 'application de <J+ 

dans V' induite par les va l eurs abso lues es t presque s u r j e c t i v e , et la 
condition (iv) postule a lors que le même résul tat vaut de S ' dans D- . 
Compte-tenu de l 'égal i té des dimensions , cec i revient à d ire que la 
re s t r i c t i on des va leurs abso lues ( I ] ) , à <?' es t inject ive , c e l l -L 
qui e s t préc i sément la conjecture de G r o s s . 

Démonstration des équ iva lences : 
(i) o (ii) » (i i i) : D 'après l 'exemple 1 9 , le groupe de Galois 

Gai ( N/K ) s ' ident i f i e au quotient II V . Il K* . 
P U P L U 



Nous obtenons donc un Z ^-module de même dimension en remplaçant Ç 
par le sous-module d'indice fini R II 11 . II K * . Il vient a lors 

p j f l P I 
r n i r i u * / » n ^ n k* n k ? / n k* 

p,\i p i \i 1 p\i h \i 1 i \i 1 i \i 1 

-t 1 

( R . N k S) n II K ? 
v pU ^ i k 1 

et <s\ dés igne l'image dans K ? du groupe <£* = Z <g> E 1 des l -unités 
g é n é r a l i s é e s , et I I l 'application de K* dans D" composée des va -
leurs absolues -t-adiques attachées aux p laces divisant l . 

Maintenant , = I K* I . e s t un Z -module de dimension g ; 
l'image | <J | . de 3 est contenue dans son sous-module de di -
mension g - 1 : et <f> lui-même est un Z . -module dedimension r+c-1+g . 
Nous avons donc , comme annoncé : 
d i m ^ GaI ( N/K ) = 1 « d i m ^ S ' * = cK « dim £ | S ' j ^ = g - 1 . 

£ 

(iii) » (iv) « (v) : L 'as ser t ion (iii) aff irme que la dimension de 
|<S' I- e s t c e l l e , g - 1 , du sous-module noethérien de'U' formé 

des familles ( c t j ) i | £ clu' vér i f ient la formule du produit . D'après la 
proposit ion 8 , e l l e exprime donc que | S | es t d'indice fini dans 
ce qui es t l 'assert ion (iv) . Enfin , l 'assert ion (v) aff irme que le même 
résultat vaut pour | dans 1?", ce qui es t encore équivalent , puisque 
le quotient U / I R l l K fl/ft II l( Il K* es t fini , qui s ' ident i f ie par 

* p\l P \ \ l 1 

l ' isomorphisme du corps de c l a s s e s au groupe de Galois Gal(C-' /K ) de 
la ^ - e x t e n s i o n abél ienne non ramifiée - t -décomposée maximale de K . 

DÉFINITION 1.1 . 2 5 . - Le noyau AFCRC>IS = / J I S ' I . du sous -
—• x g roupe V de la somme d i r e c t e © | K . L f o r m é des fami l les ( o ) , 

1 I |<L 1 1 I 1 

qui vér i f ient la formule du produit , par le radical J I <g' I de l'image 
i du groupe S des unités - t -unités g é n é r a l i s é e s du corps K , est un Z -•v Kj 

module libre de dimension f inie . Nous disons que Ac,ross es t le groupe 
de défaut de la conjecture de Gross dans K , et que sa dimension ôGross 

est le défaut dans K de cette conjecture 0 



3 . - P R O P R I E T E S NORM1QUES D E S { - -EXTENSIONS A B E L I E N N E S . 

a . - L a norme dans une ex tens ion quelconque de c o r p s de nombres , 

C o n s i d é r o n s une ex tens ion f in ie quelconque de c o r p s de nombres 
K/H . L'appl icat ion norme i l ^ / n e s t dé f in ie sur les groupes d ' idè l e s g é -
n é r a l i s é s par la formule : 

V h ( S V " ( 4 ^ A V V V 

où, pour chaque p lace p de H , et chaque p lace de K a u - d e s s u s de p, la 
y y . y j f t n norme locale E . / l , e s t le morphisme continu du groupe Km = Mm K 1,/K^ 

K V H P _ ? V ™ ™ 
v y / X/f 

dans le groupe U = lim H.A/H.AV indu ite par la norme nature l l e a t tachée à 

l ' extens ion locale K m / H . Bien entendu, s i r = ( x _ ) _ e s t un idèle p r i n c i -? P ? ? x pal ( i . e . s i p e s t contenu dans le t e n s o r i s é = 2 K ), s a norme 
y 

^K/h / ^ e S t e n c o r e u n i d è l e principal ( i . e . un é lément de R|_|= H ) : 
P l u s p r é c i s é m e n t , la r e s t r i c t i o n aux s o u s - m o d u l e s principaux R de la norme 
g é n é r a l i s é e il^/f-j n 'es t autre que l 'appl icat ion induite par la norme nature l l e 
de K X dans H x . 

P a r p a s s a g e au quotient, nous obtenons une appl icat ion continue et 
ouver te de dans C ^ , que nous continuons par abus à noter N ^ ^ , et que 
nous d é s i g n o n s s o u s le nom de norme arithmétique Dans l ' i somorphisme 
du c o r p s de c l a s s e s , la norme arithmétique c o r r e s p o n d à la r e s t r i c t i o n des 
automorphismes de Galo i s , c e qui s e traduit par la commutativité du d i a -

( * * ) gramme 

( * ) Ce qual i f icat i f d'ari thmétique doit ê t r e compri s en c o n c u r r e n c e de celui 
d 'a lgébr ique : S i K /H e s t g a l o i s i e n n e , la norme a lgébr ique 

u . / , , - Z ct, r e g a r d é e comme opérateur sur (V , , e s t composée 
K / H a € G a i (K/H) ^ 

de la norme arithmétique d e dans <2^, et de l 'homomorphisme 
d 'ex tens ion j d e dans C^ » 
( * * ) c f . [AT] , c h . XIV, § 5 , th. 6 . b . 



G K = Gai ( K a b / K ) 

L 

res, k / H . 

iiî k / h 

G H = Gai ( H a b / H ) 

où K a b (respect ivement H a b ) e s t la ^ -ex tens ion abél ienne maximale de 
K (respect ivement de H), et r e s K /._. 

— ah ' 

G,, obtenu par r e s t r i c t i o n à H 
H 

l'homomorphisme naturel de G ,̂ dans 
des automorphismes de G a l o i s . 

Une conséquence é lémenta ire mais e s s e n t i e l l e de ce diagramme 
es t le résu l ta t suivant : 

THEOREME 1 . 1 . 2 6 . - So ient K/H une extens ion f in ie quelconque de corps 
de nombres, et L une ^ - e x t e n s i o n abél ienne de K . Dés ignons par 
cj^ = l e sous -module fermé de C^ qui lui correspond par le corps 
de c l a s s e s . Alors : 

(i) Le sous -module fermé de C^ , qui e s t a s s o c i é à la ^-extens ion 
abél ienne maximale de H contenue dans L , e s t l'image c j ^ j de c j ^ par la 
norme arithmétique : 

avec 

(ii) Le corps L provient , par composit ion avec K , d'une ^-exten-
s ion abél ienne de H si et seulement s i le sous -module es t sa turé pour 
la norme arithmétique, c e qui s ' é c r i t : 

/ t J(2ik A _ , ( ; t )&*,_,). H 

Démonstration : 

(i) Dés ignons par g ! t = Gai ( K a b / L ) le s o u s - g r o u p e de G., rx rs 
a s s o c i é à L dans la c o r r e s p o n d a n c e de G a l o i s . La ^-ex tens ion abél ienne 
maximale de H qui e s t contenue dans L es t le corps des points f i x e s dans 
H a b de la r e s t r i c t i o n à H 3 du groupe G ^ . D 'après le diagramme, cet te 
r e s t r i c t i o n es t l ' image dans G ^ du s o u s - g r o u p e de (3^. Ainsi , 



K ab 

H a b ' 

k o H a b 

H 

K H a b 

K 

le sous -module de c3|_| a s s o c i é à 
L H H a b par la correspondance du 
corps de c l a s s e s e s t préc i sément 
l'image de cĴ T par la norme ar i th -
métique, c e qui es t bien l 'a s ser t ion 
(i) du théorème. 

(ii) S i maintenant L1 

est une autre { , -extension a b é l i e n -
ne de K , et le sous -module de 
Cŷ  qui lui correspond, la condition 

L'n H a b 3 L n H a b s ' é c r i t 

V H { c K , ) c V H { c k } ' ' • e ' c K C _ 1 

g j-, 
{ - e x t e n s i o n abél ienne de K qui contient Lfl H es t donc c e l l e a s s o c i é e 

g]-) 
au sa turé pour la norme du module . C'es t , bien entendu K ( L H H ) . 

En part icu l ier , l 'égal i té L = K (Lfl H a b ) a donc lieu si et seulement si 
ej^ es t sa turé pour la norme arithmétique • 

N, k / H ( i l k / H ( C K ^ ' L a p l u s p e t i t e 

L'étude des ex tens ions (abél iennes) d'un corps de nombres donné 
K , qui proviennent par composit ion avec K d'une extens ion abél ienne sur 
un s o u s - c o r p s donné H de K , r e l è v e à proprement parler de la théorie 
des g e n r e s . Notre propos n'étant pas de la développer ici ^ * \ donnons 
simplement la déf init ion du { - c o r p s des S - g e n r e s , avant d'appliquer sans 
plus attendre le théorème 26 au c a s de la tour cyc lotomique. 

DEFINITION 1 . 1 . 2 7 . - Etant donnés une extens ion quelconque de corps de 
nombres K/H , et S = S . , un ensemble fini de p laces de H , le { , -corps 
des S - g e n r e s de l 'extens ion K/H es t la { - e x t e n s i o n maximale de K , non 
ramif iée et S décomposée ( i . e . non ramif iée aux p laces f in ies et complè-
tement décomposée aux p laces de K a u - d e s s u s de S ) , qui provient par 
composit ion a v e c K d'une { , -extension abél ienne de H . Lorsque S es t 
l 'ensemble des p laces de H a u - d e s s u s de {,, nous parlons simplement 
du { - c o r p s des { , -genres de l 'extension K / H . 

( ) Une approche de la théor ie des g e n r e s fait l'objet de la s ec t ion 2 du 
chapitre III. 



b . -Appl i ca t ion aux ^ - g e n r e s cyclotomiques . 

P r é c i s o n s d'abord la d i f f érence , e s s e n t i e l l e lorsque £ vaut 2, 
entre la £-tour cyclotomique et la Z - e x t e n s i o n cyclotomique d'un corps 
de nombres K : 

DEFINITION fr PROPOSITION 1 . 1 . 2 8 . - Nous appelons ^-tour c y c l o t o -
mique constru i te sur un c o r p s de nombres K , et nous notons T^, la réunion 
des ^ - s o u s - e x t e n s i o n s f in i e s de l 'extension abél ienne K [|j. œ ] engendrée 

t 
sur K par les r a c i n e s d 'ordre ^-pr imaire de l 'unité. Le sous -module 
fermé de C^ a s s o c i é au corps T ^ par la théorie du corps de c l a s s e s es t 
le noyau dans C^ de la formule du produit : 

= O Ù ^ K I !L?LL= 

- S i £ e s t impair, le groupe de Galois Gai (T^ /K) =» ^ est 
isomorphe à Z . . Dans c e c a s , T . . n 'est autre que la Z . - e x t e n s i o n c y c l o -
tomique K de K . 

00 

- Si 1 vaut 2, le groupe de Galois Gai (T^ /K) — peut 
contenir un s o u s - g r o u p e de tors ion d'ordre 2. Lorsque ce la e s t , la tour 
T ^ es t une extens ion quadratique de la Z 2 ~ e x t e n s i o n cyclotomique de K ; 
dans le c a s contra ire , T . . e s t égal à K . En toutes hypothèses cependant, rx oo i I vient T. , = K fi ] . 

r \ oo 

Démonstration : Lorsque K es t le c o r p s <H des rat ionnels , la descr ipt ion 
du groupe ^ es t immédiate : Le groupe ^ des idè les g é n é r a l i s é s de <ft 
admet, en ef fet , la décomposit ion d i rec te : 

^ p € P | (B 

de s o r t e que nous obtenons immédiatement : 

p^i 

Il vient donc : 

V v - V 1 + 



et deux c a s s e présentent : 

- Si { e s t impair, le groupe h es t isomorphe à Z , et la 
~ l { 

{ - e x t e n s i o n abél ienne T ^ a s s o c i é e à p^ par la théorie du corps de 
c l a s s e s es t l'unique Z. - e x t e n s i o n , d i sons <£ , de 

{ 00 
- S i { vaut 2, le groupe l u es t isomorphe à ( Z / 2 Z ) x Z „ , et 

la 2 - e x t e n s i o n abél ienne T ^ a s s o c i é e à p^ es t une extens ion quadratique 
(totalement imaginaire) de la Z „ - e x t e n s i o n 51 de <£ . Comme e l l e es t non A 00 ramif iée en dehors de la place 2, c ' e s t , bien entendu, œ ] . 

La proposit ion est donc établ ie lorsque K éga le <£. P a s s o n s 
donc au c a s généra l , et supposons maintenant que K es t un corps de nom-
bres quelconque (de degré fini sur ©) . De l ' identité T ^ = K . T ^ , nous 
déduisons , par le théorème 26, que le sous -module de p^ correspondant 
à T ^ es t l'image réc iproque par l 'application norme il^^Q de celui p^ 
a s s o c i é à C'es t , comme annoncé p^ ; ce qui achève la démonstration. 

Cela posé , le lien entre la conjecture de G r o s s et la théorie 
cyclotomique des { - g e n r e s es t donné par le résul tat suivant : 

THEOREME 1 . 1 . 2 9 . - Le { - c o r p s des c l a s s e s de va leurs abso lues (*) 
d'un corps de nombres K es t la { - e x t e n s i o n abél ienne maximale de K, 
qui es t non ramif iée et { , -décomposée ( i . e . non ramif iée aux p laces f in ies 
et complètement décomposée aux p laces a u - d e s s u s de {) sur la tour c y c l o -
tomique T . . . Autrement dit, N est le { - c o r p s des { - g e n r e s de l ' exten-rS rs. 
s ion infinie T ^ / K . 

Démonstration : Il s 'ag i t d'établir (i) que le corps N ^ contient la tour 
T ^ ; (ii) que l 'extension N ^ / T ^ , e s t n o n ramif iée et { - d é c o m p o s é e ; 
(iii) qu'e l le e s t maximale enfin (parmi les { - e x t e n s i o n s abé l i ennes de K) 
sous c e s deux condi t ions . Examinons s u c c e s s i v e m e n t chacune des trois 
a s s e r t i o n s : 

(i) Nous savons déjà (cf . exemple 19) que le sous -module de 
N * * p^ a s s o c i é a N^, e s t le produit p^ = pK , ou ^ es t le noyau dans p^ 

(*) Le corps es t défini à l 'exemple 19. 



des va leurs abso lues £ - a d i q u e s . Comme d^ est trivialement contenu 
/ v ^ 

dans p^ , nous en concluons que N ^ contient T ^ . 

(ii) Nous savons auss i (c f . exemple 19) que N ^ es t £ - r a m i -
f i é e sur K ( i . e . non ramif iée aux p laces f in i e s é t r a n g è r e s à l ) . L ' e x -
tension N ^ / T ^ est donc - t -ramif iée . Pour montrer qu'e l le e s t en outre 
^ -décomposée , il nous suff i t de v é r i f i e r que les s o u s - g r o u p e s de décompo-
s i t ion D j ( N ^ / K ) a s s o c i é s aux p laces de K a u - d e s s u s de £ dans l ' exten-
s ion abél ienne N ^ / K rencontrent trivialement le s o u s - g r o u p e Gai (N / T ) ; 

K ^ ,, K K X X autrement dit, que nous avons XÇ fl p^ = K j H ^ , pour chaque place I 
x ~ 

de K a u - d e s s u s de t . Or, si p = (x ) e s t un élément de Xv fl p^ , nous 
i t 

avons x^= 1, pour p ^ I, donc | p | p = 1 pour chaque p dist inct de I , et 
par su i t e | p | ^ = 1 en vertu de la formule du produit : ||p|| = 1. Il vient 
donc 

K Ï n ^ K = K I C K Ï 0 £ 5 

ce qui es t le résu l ta t attendu. 

(iii) Réciproquement, si L es t une ^-ex tens ion abél ienne de K , 
non ramif iée et ^ -décomposée sur T^, , les c a l c u l s qui précèdent montrent 
que le sous -module ^ de p^ a s s o c i é à L contient et les groupes ty pour 
p X t (en vertu de la condition de -^-ramification), et les groupes Xj pour 
I \ l (en vertu de la condition de ^-décomposi t ion sur T j , ) , et, bien enten-
du . Ainsi p^ contient p^ fô^ ; le c o r p s L es t contenu dans N ^ ; et 
la maximalité de N ^ es t donc é t a b l i e . 

DEFINITION 1 . 1 . 3 0 . - Nous appelons groupe des c l a s s e s de va l eurs a b s o -
lues d'un corps de nombres le quotient 

du groupe 1/-a des va l eurs abso lues des idè les de m a s s e 1, par le s o u s -
groupe des v a l e u r s abso lues des idè les pr inc ipaux. Dans l ' isomorphisme 
du corps de c l a s s e s , le groupe s ' ident i f i e au groupe de Galois relatif 
Gai ( N ^ / T ^ ) d u £ - c o r p s des c l a s s e s de va l eurs abso lues N ^ sur la tour 
cyclotomique T ^ . 



D'après l ' a s s e r t i o n (v) du théorème 24, la conjecture de Gross 
pour le corps K postule préc i sément la finitude du groupe 3»^. 

c . - R é c a p i t u l a t i f des principaux groupes de normes . 

Nous présentons c i - d e s s o u s , sous forme de tableau, les s o u s -
modules fermés du { - g r o u p e des idè l e s g é n é r a l i s é s a t tachés par la théorie 
du corps de c l a s s e s aux pr inc ipa les { , -extens ions abé l i ennes d'un corps 
de nombres donné. 

Le corps de base K étant supposé f ixé , nous omettons l ' indice K . 

{ - e x t e n s i o n 
abél ienne 

Définit ion de la { , -extension 
abél ienne c o n s i d é r é e 

Groupe de normes 
a s s o c i é Commentaire 

K c o r p s de base n r e s Kx 
p p KX = lim KX /KX / f -m 

P V *> *> 

c ' non ramif iée 
{ - d é c o m p o s é e maximale n k?. n v . r 

i \ t 1 p j f i p V ^ V U F 

C non ramif iée maximale J I K • R 
P p 

T {,-tour cyclotomique 
r-w' 

P f p € ; | | l f | ! = 1 } 

N {,-corps des c l a s s e s 
de v a l e u r s abso lues n k*. n 

i l i 1 p / { P 
K* = { X j € Kj | | X j | x —_ f 3 

Z composée des 
2 - e x t e n s i o n s l 

Vn Hp.B U = torsion de XX 

^ P P 

c ' z composée de C1 et de Z n HH.R 
1 p u p 

J f ? radical dans KX 
{ { 

de l'image de £ 1 

c z composée de C et de Z J ï ~ . . n 
1 p / l p 

radical dans ^ 
de l'image de 4 

H hi lbert ienne maximale V » 

M { - r a m i f i é e maximale I I 
p / l p 

- a b maxima le R 



Nota. - S e u l s les groupes de normes a s s o c i é s à C'Z et CZ n'ont pas été 
c a l c u l é s plus haut. Ils s 'obtiennent comme in tersec t ions de ceux a s s o c i é s 
à Z et à C1 ou C . Nous avons noté l'image dans K* = I I K? du groupe 

1 , 1 I 1 

des { - u n i t é s g é n é r a l i s é e s S = Z <8u, E , et $ c e l l e , contenue dans l -L/ 
V= II y. , du groupe des unités g é n é r a l i s é e s g = 2L E . 



LA THÉORIE DE KUMMER ET LE K 2 D E S CORPS DE NOMBRES 

Nous é t a b l i s s o n s dans ce t te s e c t i o n un para l l è l e entre la théorie 
de Tate pour le fc des corps de nombres (c f . [Ta^ ] , [ T a £ ] , [ T a ^ ] ) et la 
descr ipt ion kummérienne des g e n r e s dans une tour cyc lotomique. Nous 
sommes amenés , pour ce la , à a s s o c i e r à chaque corps de nombres K un 
groupe universe l ^ ( K ) , analogue au groupe symbolique ^ ( K ) , et deux 
s o u s - g r o u p e s f in is e t 9U ' jouent, dans notre descr ipt ion , 

le même r ô l e que le noyau régu l i er J ^ K ) e t ' e n ° y a u h i lbert ien H2{K) 
dans la TT-théorie. Ces d ivers groupes sont remarquables à plus d'un 
t i tre : 

D'abord i l s admettent une interprétat ion s imple de type corps de 
c l a s s e s , de s o r t e que leur arithmétique r e l è v e directement des méthodes, 
c l a s s i q u e s ou non, de ce t t e t h é o r i e . 

Ensuite i ls const i tuent une bonne approximation des noyaux de la 
/jf-théorie, en c e s e n s qu' i ls possèdent le même rang (Si K contient les 
r a c i n e s <(,n-ièmes de l'unité, les groupes .^(K) et R {K) d'une part, H2(K) 
et H2(K) d'autre part, ont même ^ - r a n g ) , et un ordre équivalent (Dans 
une tour cyclotomique, les o r d r e s r e s p e c t i f s des groupes 7?_(K ) et z n 
HrXK ) sont donnés asymptotiquement, à un facteur borné p r è s , par les z n 
mêmes formules que ceux des groupes R0(K ) et #_(K ) ) . Zt n z n 

Le para l l è l e obtenu exp l i c i t e la correspondance , déjà remarquée 
par p lus i eurs auteurs (c f . [ C a 2 ] , [ G b j ] , [ K C ] ) , entre le ^,-Sylow du noyau 
régu l i er J?0(K) et le s o u s - g r o u p e de tors ion du groupe de Galois de la 

£ K 
^-ex tens ion abél ienne £ - r a m i f i é e maximale de K , mais r e l i e également le 
^,-Sylow du noyau hi lbert ien H2(VC) et le groupe de Galois de la ^-extens ion 
abél ienne non ramif iée ^ -décomposée maximale de K , et met en avant des 
interprétat ions nouve l l es de la conjecture de Leopoldt, l i ées aux symboles 
donnés par le c o r p s de c l a s s e s . 



0 . - CONVENTIONS ET NOTATIONS . 

Dans toute cet te s ec t ion , { e s t un nombre premier , et K / F r ' o ' o 
une extens ion abél ienne de corps de nombres , de degré d étranger à l , 
supposée contenir les r a c i n e s -t-ièmes de l'unité si { e s t impair , et les 
rac ines quatrièmes si l vaut 2 ( par exemple Kq = F [ £ ] , pour une r a -
c ine primitive { - i è m e de l'unité C , et { 4 2 ) : K = U K es t la tour œ n € M n 

cyclotomique cons tru i te sur K q , avec la convention d 'écr i ture K N = K q ] , 
où dés igne le groupe des r a c i n e s { n - i è m e s de l'unité dans (C . 

Nous notons yj^ = Iimr u^ la réunion des , puis T ^ = Jim jĵ  le 
module de Tate ( que nous identif ions à Z comme groupe abstrai t , via •v __ 
l 'exponentiel le complexe l / m B> exp (2 irr/m )) , et T ^ le module opposé 
( c ' e s t - à - d i r e le même groupe équipé de l'action opposée des groupes de 
Galois ) , qui n 'es t autre que le dual de Pontrjagin 

du groupe ||j. . Le c a r a c t è r e eu de l'action du groupe de Galois 
Gai ( K / F^ ) sur le module de Tate "D" e s t , par définit ion , le c a r a c -

00 o -o ^ 
tère cyclotomique ; le c a r a c t è r e opposé uu , défini par uu(T) = uu( T ) , 
es t le c a r a c t è r e anticyclotomique . 

Si r e s t le plus grand ent ier vér i f iant K = K q ( de s o r t e que KQ 

contient mais non ) > nous supposons implicitement dans les cal -
culs qui suivent n > r (et donc [Kn + 1 : K^] = l ) . En part icul ier , par yn 

nous entendons l'unique progénérateur du groupe Pn = Gai ( K ^ / K ^ ) dé -
fini par l ' identité : 

c Y - -
n 

> 

pour tout Ç de ( c ' e s t - à - d i r e par la condition uu( y ) = 1 + -tn ) . •{/ n 
Nous dés ignons enfin par A l'unique s o u s - g r o u p e d'ordre d de 

G a l ( K / F ) : nous notons F = K^ son corps des invariants , et , plus 00 O . 00 CD 
généralement , F n = K n , de s o r t e que nous avons canoniquement A =* 
G a l ( K / F ) . L 'a lgèbre Z [ A ] es t une a lgèbre s e m i - l o c a l e , composée n n 
d irecte d 'extens ions abé l i ennes f in ie s , non rami f i ées , de l'anneau Z . 

CONVENTION. - Etant donné un Z - module multiplicatif ï , nous disons 
qu'un élément x de ï e s t : 



(i) de hauteur m , lorsque c ' e s t une pu i s sance <tm-ième dans X o 
( i . e . j x m a , x = x ) . m m 

(ii) de hauteur œ > lorsqu'i l e s t de hauteur m pour tout m p 
( i . e . V m € IN 3 x m € ï , * = * m ) . 

(iii) divisible , lorsqu'i l peut ê t re indéfiniment d iv i sé 
/ • i \ r- l l L \ 
( l - e - 3 m m € N ' X = X o = X1 ' X1 = X 2 ' e t c — } ' 
Nous notons ï = fl le sous -module de H formé des é léments de 

m Ç IM 
hauteur infinie , et XAiv = ï d i v le sous -module de ï const i tué des é l é -v co 
ments d i v i s i b l e s de ï , 

Le module co ïnc ide a v e c X lorsque £ es t de cotype fini 
00 

( i . e . lorsque le s o u s - m o d u l e i , annulé par -t , e s t fini ) . Dans ce c a s , 
le sous -module de tors ion t(3Ê) s ' é c r i t comme somme d irec te du s o u s -
module t (3£) , . et d'un Z module fini 3 : di v <1 

'l 
Nous disons que h = dim _ ï e s t le rang de S , et c sa codimension . 

1 

1 . - DEFINITION DU RADICAL UNIVERSEL R . 

DÉFINITION 1 . 2 . 1 . - P a r £ - r a d i c a l un iverse l d'un corps de nombres K, 
nous entendons 
nous é c r i v o n s : 
nous entendons le t e n s o r i s é par <B / Z de son groupe multiplicatif , et •V 1 

Le groupe est un Z - m o d u l e de tors ion dont tout élément 
— m x admet une représentat ion de la forme -t <8> x , a v e c m Ç N et x € K 

La condition l m ® x = 1 s i g n i f i e a l o r s que l'élément x e s t le produit 
-P m x x = Çy d'une rac ine de l'unité et d'une p u i s s a n c e K> - i è m e dans K . 

a . - P r é l i m i n a i r e s : théor ie de Galois pour les radicaux u n i v e r s e l s . 

La tour cyclotomique K étant la réunion des s o u s - c o r p s K , 
œ n 

le radical un iverse l , qui lui correspond , s 'obtient naturellement 
00 

comme limite inductive des radicaux ft^ = ( ( R . / Z ) K* . Le point 
n 

e s s e n t i e l qui nous i n t é r e s s e ici e s t que les groupes vér i f ient la 
n 

théorie de Galois : 



PROPOSITION 1 . 2 . 2. - L'application naturel le de ft.. dans R.. es t un 
— — — — — — \ \ K. n co 
morphisme injectif . P lus précisément , pour chaque naturel n , le radi -
cal a s s o c i é au corps Kn s ' ident i f i e canoniquement au sous-module de 

n 
R., f ixé par le groupe de Galois r = Gai (K / K ) ; ce qui s ' é cr i t : r\ n oo n 

rn 

n oo 

( * ) x -1 Démonstration : Soit x un élément de K . La relation l <g> x = I 
n n 

dans entrafne Kn [ */><n ] < = K [ / v / x n ] = K , donc , d 'après la théorie de 
00 

Kummer . x =C ( mod x K X ^ ) , pour un Ç de u , c ' e s t - à - d i r e f inale -' n ^ n n ' K b n 'n ' 
ment <g> x = 1 dans . Autrement dit , tout élément d'ordre l de 

n 
s ' envo ie sur un élément d'ordre l de R ; et l'application natu -

n co 
re l i e de dans R.. e s t donc inject ive . 

r\. r \ n co 
Soit maintenant l p ® x un élément de f ixé par F , pour 

p K n P 
un n <. p . La condition t p <8ix^n = 1 nous prouve ( puisque les racines 

P y 1 
de l'unité sont d iv i s ib les dans K x ) que l'élément x 'n ~ e s t u n e puissance 

00 - -b p 
D X V — 1 £ X ^ - ième dans K . Ecr ivons donc que x Tn = y , pour un y dans K : 

p q q q ' .p 
et cons idérons l'élément N / (y ) . Nous avons N / (y ) -

y - i y -1 q / n q q / n q 

N / ( x ) = x 1 = 1 , de sor te que N / (y ) es t une racine de q /n p p ' ^ q /n 'q 
l'unité , disons Qn , de K p . Ecr ivons C n = ^ q / n U q ) , avec Çq € n ; 
nous obtenons N / (y / C ) = 1 , d'où ( en vertu du théorème 90 de q /n } q ' q ' 
Hilbert appliqué à l 'extension cycl ique K / K ) : y = Q , pour q n q q q 

v j> v "\Jf 
un z de K , En part icul ier l'élément ( x z ) = C est une q q p q b q 

~lf 

racine de l'unité . Posant a lors x = x z £ , nous pouvons r e -n p q b q ' K 

é c r i r e l'identité précédente sous la forme x ^ = 1 , ce qui nous prouve 
lf~" n x que x = x C z est le produit d'un élément de K , d'une racine p n b q q K n ' 

de l'unité , et d'une puissance { - ième ; de sor te que nous avons bien 
l~P ® x = ® x € 9... , comme annoncé . p n r\ n 
(*) c f . [G i„ ] , sect ion 2 , où es t établie l'identité . R., =( . R,. ) r . 

Z Y\ -£, rN n co 



Dans les s e c t i o n s qui suivent , nous s e r o n s amenés à cons idé -
rer les produits t e n s o r i e l s T ^ <g>2 et T ^ . Comme 

£ 0 0 £ o c 

nous avons convenu d' identi f ier Z , TT , et ~D~ en tant que groupes I I l 
abs tra i t s , c e s deux produits ne sont r ien d'autre que le radical R.. 

K. 

00 

équipé d'une action d i f férente des groupes de Galois . Le résul tat sui -
vant nous s e r a uti le : 

PROPOSITION 1 . 2 . 3 . - Supposons 1 ^ 2 . A lors l ' in tersect ion des sous -
modules r e s p e c t i f s de "T. <8>-_ et ~IT <g>_ f i x é s par F est l „ rS- ^L K n 

< , 0 0 co 

le sous -module de £ n - tors ion de : 
r n _ r 

RK ) " " O * ® * , KK ) n = / K ' -C 00 l 00 £ 

Démonstration : So i t -t p un élément de l ' in tersect ion . L' identité 

- «>( Yn> = , = t-P S x Y n - «T C Yn ) entrafne Yn = ^ . 
P __ P _1 „P 

L'élément l p ® x , annulé par ( v - y ) e s t f i xé par y , donc ( s o u s p 'n 'n n 
la condition l £ 2 ) par T . D 'après la proposit ion 2 nous pouvons donc 

y 
supposer x € K , auquel c a s nous obtenons immédiatement : 

^ ! ^ \ n 

U ~ P ®X " ^ Yrl ' = ( l ~ P ® x ) l = l ~ P + n ® x ; c e qui établit le ré -
P P P 

sultat . 

b . - R a p p e l de la descr ip t ion de Tate du groupe K ( K ) . £* n Ji 

Il e s t bien connu , depuis le résul tat de finitude de Garland , 
que le X^ d'un c o r p s de nombres es t un groupe de tors ion , produit di -
rect comme tel de s e s groupes de Sy low . P l u s préc isément , Tate a 
montré , dans le c a s qui nous i n t é r e s s e ici d'une tour cyc lo tomique , que 
les é léments d 'ordre ^-pr imaire de X^ (K n ) sont ceux provenant du groupe 
( <8>̂  K = ( T ^ par les symboles u n i v e r s e l s ^ ^ : 

l co 

( *) c f . [ T a 3 ] . 



THEOREME 1. £ . 4 . - Le £ - S y l o w kA K ) , du groupe K0( K ) es t donné, 1 , 1
 i i i z n <(/ z n ^ 

pour chaque naturel n , par la su i te exac te courte canonique de Z - m o -
•v 

dules : 

( î ) ( T * ® Z / K I 0 — C V z / K 1 
<, œ Oiv ^ oo 

La détermination de la codimension du s o u s - g r o u p e d iv is ib le 
( TT , ) e s t un des théorèmes e s s e n t i e l s de Tate sur le K0 des 

£ œ 
(*) 

corps de nombres . On peut meme dire que c e résul tat es t l'équiva -
lent , pour la /T-théorie, de la conjecture de Leopoldt pour la £ -rami f i -
cation . Avant de développer ce point de vue , d i sons tout de sui te que 
le résul tat de Tate peut s ' é n o n c e r de façon sens ib lement plus p r é c i s e 
en termes de représenta t ions . Pour chaque place à l'infini fy^ du corps 
F , dés ignons par A son s o u s - g r o u p e de décomposit ion dans l ' exten-p " 
s ion abél ienne K n / F n ( qui ne dépend que de la p lace p00 de F q a u - d e s -
sous de p°°) ; notons X « = 'n c ' \ 1 a l'induit à A du c a r a c t è r e de la n p "p" 
représentat ion unité de A p» ; et formons la somme : 

x°° = £ x = [K : K ] E x = [K : K ] X°° • 
n œ , oo L n 0 J œ , A œ L n O J 

Pp | oo p p | oo p 

Les résu l ta t s du chap i tre lV . 2 ( c f . 1 § c ) a s surent l ' ex i s t ence d'un 
isomorphisme de A ] - modules : 

d i v 

Autrement dit : 
P n l œ 

SCOLIE 1 . 2 . 5. - Le s o u s - g r o u p e d iv i s ib le maximal ( T . ) du -G , r\ div <£, co 
•p 

groupe ( T ) e s t un Z - m o d u l e d iv i s ib le de cotype fini . Sa 
<0 oo 

codimension es t é g a l e au nombre de p laces complexes c n du corps K n : 

J ^ CD 

(*) Il s 'ag i t de la conjecture pr inc ipale énoncée dans [Ta^ ] . Une dé -
monstration cyclotomique de cet te conjecture fait l'objet de [ T a 2 ] . 
Ul tér ieurement , Tate en a produit une preuve cohomologique [Ta^ ] . 



"P V P l u s p r é c i s é m e n t , son dual de Pontr jag in [( T „ 9.,, ) ] v = { 4L K div { 0° p 
Hom ( ( T . R., ) " , (H. / Z . ) e s t un Z , [A] - module project î f , qui a •V 4L „ rN d)V -0 Ji, { co 
pour c a r a c t è r e la somme x ^ = P ^ n ' ^ o ^ X °° d e s induits à A des c a r a c -
t è r e s d e s r e p r é s e n t a t i o n s uni tés de s s o u s - g r o u p e s de décompos i t ion des 
p l a c e s à l ' infini du c o r p s F dans l ' ex tens ion K / F . K K n n ' n 

On notera que le c a r a c t è r e x°° , somme d' induits de c a r a c t è r e s 
uni tés , e s t égal à s o n p s e u d o - i n v e r s e X °° (défini par x °°(t) = X ° ° ( t ^ )) • 

- D é f i n i t i o n des g r o u p e s kA K ) , et in terpréta t ion kummérienne , z n Ji 

THÉORÈME & DÉFINITION 1 . 2 . 6 . - P a r Y A K ) nous entendons le quo-1 1 2 n 
tient du groupe ) " P a r s o n s o u s - m o d u l e d i v i s i b l e maximal 

t œ 
— -p 

( *IT . ) 0 , c ' e s t - à - d i r e le { - g r o u p e de tors ion défini par l ' exac -{, Z „ K div 
{, oo 

titude de la s u i t e c o u r t e : 

( D i — ( T , ® a K » — - 2 ( K n ) — 1 . 
•i, 00 Ji co 

Le groupe K A K ) décr i t , v ia la théor i e de Kummer, l 'ensem -
ble des -L-extensions de K qui proviennent par composi t ion d'une e x t e n -00 
s i o n abé l i enne de K n , m o d u l o c e l l e s qui proviennent par composi t ion d'une 
Z - e x t e n s i o n de K . I n 

Démonstrat ion : D é s i g n o n s par X,^ le groupe de Galo i s de la { , - ex tens ion 
00 

r 
abé l i enne maximale de K œ , puis par n son quotient d e s g e n r e s r e -

00 

latif à l ' ex tens ion p r o c y c l i q u e K / K ( i . e . le plus grand quotient de X c» n w 00 

s u r lequel T n o p è r e tr iv ia lement ) . Nous avons X ^ = X K / ^ k " ~ 1 > 
00 00 co 

d'où : 

7 > Z , " K ) r " = C ° > z , HomCXK ' lH^))rn - Homr C X K > 
. { , 0 0 , { , 0 0 n co 

r 

rn 
Et comme es t le groupe de Galo i s de la plus grande { - e x t e n s i o n 



de K qui est abélienne sur K . s o n dual de Pontrjagin 9.., = 
co n -t, mL. . rx oo 

— y r , 
( ILI K ) n e s t bien le radical kummerien a s s o c i é . En particulier , " l Z ^ 00 

son sous -groupe div is ible maximal ( T . ® — est bien le radical •V 4L r\ div l co 
sur K de la composée Z des Z - ex tens ions de K . co n -c n 

La conjecture de Leopoldt pour le corps K ( et le nombre pre -n 
m ier l ) aff irme l 'ex is tence d'exactement ( c + 1 ) Z - ex tens ions linéai -n 
rement indépendantes sur K , c ' e s t - à - d i r e précisément l 'égalité entre 

^ —~ r la codimension du groupe div is ible ( "IT „<E>__ ) n et c e l l e c du -£. 4— . r\ d(v n ,1 oo 
groupe ( T . ) n . On sai t , de façon générale , que la codimen -•v D K div -L 00 
sion du radical ( T . ® - - ^ n'excède c que d'une quantité f inie •t , ^ d tV n 

•C 00 
d n , qui mesure donc le défaut de la conjecture de Leopoldt pour K n , 
et qui r e s t e d 'a i l leurs bornée lorsqu'on monte la tour cyclotomique 
K / K . Comme plus haut , c e s résul tats s'expriment en outre de façon oo O 

plus p r é c i s e en termes de représentations, la quantité d s ' interprétant 
comme le degré du c a r a c t è r e de défaut pour la conjecture de Leopoldt 
dans le corps K ( c f . Ch. IV. 2 , 2 § b ) , le point remarquable étant que , — p -p sous la condition d n = 0 , les groupes (IT^O^ S*K ^ et ^ 

-t 00 £ co 

déf in issent des représentat ions isomorphes ( c f . Ch. IV. 2 , 2 § c ) : 

SCOLIE 1 ; 2 . 7 . - Le s o u s - g r o u p e div is ib le maximal (T K,- du — — — — — — — £ W div L 00 
groupe (T„®__ est un Z -module de cotype fini , qui a pour -0 Z. K -t l 0° 
codimension le nombre c n de p laces complexes du corps K n augmenté du 
défaut d de la conjecture de Leopoldt : 

•t o° 
Plus précisément , lorsque le défaut d es t nul , i . e . lorsque le 

^ — r corps K n v é r i f i e la conjecture de Leopoldt , les groupes ^ ^ 
t 00 

•p 
et (TT . ®-„ ft., ) n sont isomorphes comme Z [ A ] - m o d u l e s . •t Z. K div -C 



2 . - INTRODUCTION DU NOYAU REGULIER «R . 

Le groupe étant t rè s gros , il e s t commode de fa ire inter -
00 

venir un s o u s - g r o u p e canonique plus petit , le noyau régul ier , que 
CD 

l'on peut définir comme suit : 

DEFINITION 1 . 2 . 8 . - Etant donné un corps de nombres K , dés ignons par 
D ^ le groupe des d iv i seu r s du l oca l i s é = [ l/<t ] e n - d e h o r s de l 
de l'anneau des e n t i e r s de K . L'application canonique x -* (x)' de KX dans 
I ' induit une surjec t ion naturel le du radical un iverse l 9.^ = {<îl./Z. ) <E>K X 

sur le produit t ensor ie l ( < Ê 0 / z „)®-» D* . Nous d i sons que le noyau de 
cet te application est le noyau régu l i er du radical universe l , et nous n o -
tons : ^ 

k k = {L~K ® X € I ( X ) ' 6 D*K 

Avant de jus t i f i er l 'appelation de noyau régu l i er donnée au grou -
pe 91 , démontrons rapidement les analogues des propos i t ions 2 et 3 pour 
les groupes . 

n 

PROPOSITION 1 . 2 . 9 . - Dans une tour cyclotomique , les noyaux régu -
l i ers vér i f i ent la théor ie de Galois ; ce qui s ' é c r i t : 

r 9? = 9Î n 
K K * n oo 

Démonstration : Les p laces é t r a n g è r e s à t étant non ramif iées dans une 
y 

Z - e x t e n s i o n , la condition (x )' € D.' , pour un x de K , s e lit in -JL ' n K ' n n ' ^ n 
différemment dans un K ou dans K : d'où le résul tat annoncé , en vertu n oo ' 
de la proposit ion 2 . 

( * ) Pour une définit ion du groupe des d i v i s e u r s , voi r Ch. III. 1 , 1 § a . 



PROPOSITION 1 . 2 . 1 0 . - Supposons {, ^ 2 . A l o r s l ' in tersect ion des s o u s -
modules r e s p e c t i f s de T ® et "D~ <g> K f i x é s par T e s t le 

Z 00 £ co 
s o u s - m o d u l e de { n - t o r s i o n de : 

n 

T T ® Z / K ^ N ( J T ® X » K F " " ,N » K * -C co -L co /O n 

Démonstration : Cela r é s u l t e immédiatement de la proposi t ion 3 , et de la 
proposi t ion 9 c i - d e s s u s . 

a . - I n t e r p r é t a t i o n symbolique : le groupe 7?r,(K ) Zt n t 

Rappelons d'abord la déf init ion des symboles r é g u l i e r s a t tachés 
à un corps de nombres K : Pour chaque p lace non complexe p de K , d é -
s ignons par v la valuation qui lui c o r r e s p o n d , et par ( , ) le c a r a c -

r r 
tère croche t a s s o c i é : 

- s i p e s t une p lace f in ie , le croche t ( x ) d'une p-unité x de 
y T 

K es t l'unique rac ine de l 'uni té , d 'ordre é tranger à p , du complété K^ , 
qui v é r i f i e la congruence ( x ) = x ( mod p ) ; 

- si p e s t une p lace r é e l l e , le croche t ( x } d'un élément x de 
KX n 'es t autre que son s i g n e dans le complété rée l K . r 

L'appl icat ion bi l inéa ire : 
v (x )v (y) v (y) v (x) 

(x, y) ^ ( x , y ) p = <(-1) P P x P / y » > 

e s t a l o r s un symbole sur K , à v a l e u r s dans le groupe des r a c i n e s de 
l'unité d 'ordre é tranger à p du complété de K pour la p lace p , appelé 
symbole r é g u l i e r a s s o c i é à p . En fait , les groupes é tudiés ici étant tous 
des Z - m o d u l e s , il e s t plus commode de trava i l l er non pas sur le sym -
bole régu l i er lui-même , mais sur sa { - p a r t i e , que nous continuons , 
par abus , à noter ( , ) . Cela étant , 

- si p e s t une p lace de K a u - d e s s u s de { , le { - s y m b o l e régu l i er 
( , ) e s t le symbole trivial ; 

P 
- si p en revanche e s t é t r a n g è r e à Z , le { , - symbole régu l i er 

( , ) prend s e s v a l e u r s dans le { , -Sy low tout ent ier |j du groupe des 
P P 

r a c i n e s de l'unité du complété K de K pour la p lace non complexe p . 



Cons idérons maintenant la su i t e exacte courte qui définît le 
groupe 

— — * ( V 2 V ® Z D K — 1 ' œ oo 
Tensor i sant par T , puis prenant les points f i x e s par F , nous o b t e -

1 n 
nons la su i te exacte de cohomologie : 

1 — O w ) F n — ) F n — Q h l ® Z D K j — H 1 Crn V k Kj oo , 0 0 00 £ 00 

l 

pn ! * 

Dans cel l e -c i , le terme de droite h ' ( T , TT SR., ) e s t nul en vertu n al . i n «C, œ 
(*) i r d'un résul tat de Tate ; le groupe ( p ^ ^ ^ ^ K ^ " S ' i d e n t i f i e à la 

00 
somme @ n des £ - S y l o w des groupes de rac ines de l'unité des com-

P n K P n 

piétés r e s p e c t i f s de K n pour les p laces f in ies é t r a n g è r e s à l (Il suff i t , 
pour s ' e n convaincre , de regarder la somme © |j , correspondant 

P n U K 

au corps K , comme étant plongée diagonalement dans c e l l e @ |a , 
P ~ U P o ° 

correspondant à K , et d'avoir à l 'espri t I ' isomorphisme canonique 00 
~ ® ^ b ^ ' e n ^ ' n l 'application r e s t induite par les sym -

co 
s , via le 

11 vient donc : 
boles r é g u l i e r s , via la propr ié té u n i v e r s e l l e du K^ . 

PROPOSITION 1 . 2 . 1 1 . - Le - t -Sy low i f ^ K j ^ du noyau dans K2 ( K n ) 
des symboles r é g u l i e r s e s t l ' image dans /T2( K ) . du noyau régul ier 

P n «c, 
( T ) n du groupe ( T ; c e qui s e traduit par l ' e x a c -

1 l • 1 t 00 

titude de la su i t e courte canonique : 

/L, 00 -L oo 

(* ) Il s 'ag i t de la conjecture principale , qui e s t démontrée dans [ T a „ ] , 



(*) 
Le théorème de Garland sur le /f des c o r p s de nombres 

montre que le groupe fl { K ) e s t fini . Ainsi , puisque le groupe ( T ^ ® ^ ft^ ^ n e s t c ' e c o t y P e f ' n ' > " e n e s t même du groupe 
{ 00 

r„ (T.<8>-_ 91., ) . En part icu l ier , les é léments d iv i s ib l e s de ( T . Si.. ) n •L . r\ JL „ K <0 00 ^ , 0 0 
sont exactement ceux de hauteur infinie . 

Autrement dît : 

SCOLIE 1 . 2 * 1 2 . - P o u r chaque naturel n , les é léments d iv i s ib l e s du 

groupe ( T „ K.. ) n sont ceux de hauteur infinie dans le s o u s - g r o u p e 
{ , OO •p 

de cotype fini ( T ® Uî̂ . ) n ; c e qui s ' é c r i t : 
1 l » 

- (TA.»K TZ= CVZ/K )R" • - [ , 0 0 -t 00 Jfj 00 co 

b . - Interpréta t ion kummérienne : le groupe fln( K ) . z n -c, 

D'après la théor ie de Kummer , la condition de pu i s sance { -
»k - k ième (x) € D^, , qui définit les é léments {~ (g> x du noyau régul ier 91^ , 

w 
c a r a c t é r i s e les ex tens ions K \ J~x ] / K qui sont { - r a m i f i é e s ( c ' e s t - à -00 03 ( • * 
dire non rami f i ées aux p laces f in ie s é t r a n g è r e s à l ) . Le groupe 
T Vï̂  e s t donc le radical kummérien de la { , - extens ion abél ienne {, rS { œ 
maximale { - r a m i f i é e M de K . En part icu l ier , son s o u s - g r o u p e in -co œ 7 

variant ( T . <8>-» 9?^ décr i t les { - e x t e n s i o n s de K qui proviennent 
1 l 00 

par composit ion d'une extens ion abél ienne { - r a m i f i é e de K n ( l a condi -
tion de { , -ramif icat ion s e lisant indifféremment sur K ou sur K ) . n œ 
P lus préc i sément , s i G e s t le groupe de Galois Gai (M / K ) et 
T c o CO 

n d = C l / ~ son quotient des g e n r e s relat ivement à l 'extension p r o -
cycl ique K / K „ , nous avons : j • œ' n 
(* ) Il s 'ag i t en fait d'un théorème d 'analyse harmonique , c f . [ Ba J 
pour plus de détai l s . 
(**) Les corps K n étant complètement imaginaires , il n'y a pas lieu de 
s e préoccuper des p laces à l'infini . 



t r 
< J t ® z > ) n = H o m r ( * ' W = H o m ( •C oo n 

DEFINITION & THEOREME 1 . 2 . 1 3 . - Pan iî (K I. nous entendons le 
__ z n £ 

quotient du groupe ^ ^ ) n P a r ' e s o u s - g r o u p e d iv is ib le 
z 00 

^K , c ' e s t - à - d i r e le ^-groupe de tors ion défini par l ' e x a c -
z 00 

titude de la su i te courte : 

(ii) 1 z 
^ n 

- , K Jdiv z 00 Z œ 

r 

Le groupe B ( K ) e s t un Z- groupe fini , qui s ' ident i f i e au c* n 
dual de Pontrjagin %* du s o u s - g r o u p e de tors ion = du groupe de 
Galois Cl = Gai (M /K ) de la /L-extension abél ienne maximale Z-r a -n n n 
mif iée du corps K . n 

Démonstration : La tour cyclotomique K / K étant une Z. - ex tens ion , -p oo n Z 
les groupes n d = GaI ( M / K ) et a = Gai (M / K ) ont le même n œ " " " n n ' n 
s o u s - g r o u p e de tors ion , conformément au schéma de corps : 

Cela étant , le groupe ( T «R^ )rn , qui es t le dual de Pontrjagin 
z •p 

de n Cl , contient le groupe d iv i s ib le ( "F 

T-V 

de Pontrjagin du quotient n = Gai ( Z^ / K n ) ; et la su i te ( î i ) a bien 

-p 
. ) " , qui e s t le dual 
z z. K d iv 

-L 00 



un s e n s . Cela étant , la théor ie du corps de c l a s s e s montre que le 
groupe Cl e s t un Z - m o d u l e de type fini . Le s o u s - g r o u p e de torsion n z __ 
S n e s t donc fini , et le même résul tat vaut pour son dual l ' c e 

qui achève la démonstration . 

SCOLIE 1 . 2 . 1 4 . - Pour chaque naturel n , les é léments d iv i s ib les du 
groupe ( T . ® ^ sont ceux de hauteur infinie dans le s o u s - g r o u p e 

1 ^l 00 
•p 

de cotype fini ( T ) n ; ce qui s ' é c r i t : 
* « 

œ CUV Jt oo d i v ^ œ oo 

c . - I n t e r p r é t a t i o n r é g u l i è r e de la conjecture de Leopoldt . 

Pour chaque naturel n , dés ignons par A = Z [ [ y - 1 ]] l'ai -o i, n 
gèbre d'Iwasawa constru i te sur le groupe Tn , puis par S le s o u s - g r o u p e 
de A - t o r s i o n du groupe de Galois Cl = Gai (M / K ) de la { - e x t e n s i o n n œ ' 00 

(*) abél ienne maximale { - r a m i f i é e du corps K . Nous savons , par un CO 
théorème d'Iwasawa ( c f . [Iw ] §8 , th. 18 ) , que le groupe Cl n'a pas de 
A - sous -module fini non nul , et que son quotient e s t A n ~ p s e u d o -
isomorphe au produit de c n cop ies de l 'a lgèbre An . En part icul ier , le 

groupe de Galois Cl/^âCl^ ~ ' e s t donc le produit direct de c n cop ies de 
Z , et la conjecture de Leopoldt , qui aff irme que le même résultat 

r v — i 
vaut pour le quotient des g e n r e s " Cl = C l / 6 7 , postule que le p o -
lynôme c a r a c t é r i s t i q u e du A - module de tors ion Ç es t é tranger au po -
lynôme cyclotomique uun = Yn - 1 , autrement dit , que ne p o s s è d e pas 
de sous -module infini f i xé par Tn . En r é s u m é , la conjecture de Leopoldt 
pour le corps Kn s ' é c r i t tout simplement : 

/ " = 1 . 

D'un autre côté , la théorie de Kummer nous donne les iso -
morphismes : 

(*) Comme on peut le v é r i f i e r s a n s peine , la définit ion de es t , en fait , 
indépendante de n . 



p 
n = H o m r , ) - Hom r ( t ® 2 , ® / Z 

n œ n £ oo 

« H o m ( r n ( T ® ÎKk ) , V 2 - t ) ' 
£ co 

•p 

{ , 0 0 < [ , 0 0 
de s o r t e que la conjecture de Leopoldt pour « n s ' é c r i t encore : 

" V n ' T ^ Z , * K ) = 1 ' 
l œ 

Revenons maintenant sur la su i te exacte courte qui définit le 
noyau régul ier 91 ̂  : 

00 

1 — KK —* — ( V Z { } — 1 • 00 00 00 
T e n s o r i s a n t par T . , puis prenant les points f i x e s par r , nous obte -«b n 
nons la su i te exacte de cohomologie : 

' — C V ^ K )rn — CV^K )In—*(Ji®xDU ) — H'(rn,T e 2 * > £ 00 t CO OO <f CC •i. fX ^ 

f>n 11 n 

Dans c e l l e - c i , le groupe H1 ( Tn , T ® z ) = ( / ( ( f i^®^*) Y " 1 

00 
(*) i r es t nul , par un argument de Tate ; le groupe ( Ip^^^^K ^ " s ' ' c ' e n _ 

00 
t if ie , par un argument déjà u t i l i s é , à la somme d irec te des opposés des 
{ - S y l o w des groupes de rac ines de l'unité des complétés r e s p e c t i f s de 
K pour les p laces f in ie s é t r a n g è r e s à { (v ia l ' isomorphisme canonique 
lu D,' = © u , et l ' injection diagonale de © u.. dans 

© u ) ; en f in , l 'application r e s t induite p a r l e s symboles r é g u l i e r s . 

(*) Les va l eurs s p e c t r a l e s de l'action de yn sur K * étant des rac ines de 
l'unité, leur produit par uu( yn) n 'est jamais 1, de s o r t e que ( y -1 ) opère 

y 
sur le produit surject ivement . 



Autrement dit : 

y 
THEOREME 1 . 2 . 1 5 . - L e s quatre condit ions su ivantes sont équi va lentes : 

(i) La conjecture de Leopoldt es t v é r i f i é e dans le corps K n 
( pour le nombre premier z ) . 

(ii) Le groupe de Galois tf = Gai (M / K ) de la -t-extension 
00 00 

abél ienne maximale ^ -rami f i ée sur la tour cyclotomique K n'a pas de 
r 00 

sous -module non nul f i xé par F , i . e . Cl n = 1 . 
^ 1 (iii) Le groupe de cohomologie H ( r , T ® K., ) e s t nul . n JC AL n r\ 

z CO 

(iv) Les symboles r é g u l i e r s induisent un épimorphisme du 
groupe fC ( K ) sur la somme d irec te © n des opposés r e s p e c t i f s 2 p 

des £ - S y l o w des groupes de r a c i n e s de l'unité des complétés de « n 

pour les p laces non complexes é t r a n g è r e s à z . 

SCOLIE 1 . 2 . 1 6 . - P o u r chaque naturel n , les symboles r é g u l i e r s at ta-
chés aux p l a c e s non complexes du corps « n donnent n a i s s a n c e à la su i te 
exacte courte de K - théorie : 
(iii) 1 BJK ) ^ K A K ) . ^ ^ © u * 1 . 2 n l 2 n l ^ ^ ̂  p 

Et la conjecture de Leopoldt dans K postule l ' ex i s t ence d'une su i t e 
analogue pour les modules o p p o s é s : _ 
(m) 1 * £ > ( K J , " tf^Kjj ® ^ 

f>n ̂  * 

Ce dernier résul tat s e r a p r é c i s é dans la sec t ion qui suit . 

INTRODUCTION DU NOYAU HILBERTIEN § . 

La définit ion du noyau régul ier ne faisant intervenir que les 
p laces é t r a n g è r e s au nombre premier z , il e s t n é c e s s a i r e , pour prendre 
en compte les p laces a u - d e s s u s de Z , de fa i re intervenir un groupe plus 
petit , le noyau hi lbert ien , que l'on peut définir comme suit : 

DEFINITION 1.2.. 1 7 . - Pour chaque naturel n , nous appelons noyau hil -
bert ien attaché au corps K n , et nous notons le s o u s - g r o u p e du r a -

n 

dical un iverse l R , . = ( (Û / Z ) K X , qui e s t engendré par les nor -

mes cyclotomiques : 



I 3 k É N . V m ^ n , a x m € K * , p = l ~ k ( x j } . 
n n ' 

La réunion = lim. g es t , par définition , le noyau hi lbert ien de K * rx 
oo n n 

la tour cyclotomique K . 

Bien entendu , les groupes fè^ vér i f i ent les deux propr ié tés 
n 

attendues : 

PROPOSITION 1 . 2 . 1 8 . - Dans une tour cyclotomique , les noyaux hil-
ber t i ens vér i f i ent la théor ie de Galois ; c e qui s ' é c r i t : 

S K = ®K * n œ 

Démonstration : Il s 'ag i t de s ' a s s u r e r de l 'égal i té fl = &K 
m n n 

pour chaque m > n . So i t donc p un élément de . Pour chaque 
m 

, - k un m' > m , nous avons par définit ion p = l <8 . / ( * „ i ) , pour ' m '/ m m1 
y ' 

x , de K , et un ent ier k indépendant de m' . S i maintenant r e s t dans m' m' 
Jt^ , la norme arithmétique N m / o p è r e sur p par é lévat ion à la p u i s -

n ' 
s a n c e TK : K 1 = i m n , et nous pouvons é c r i r e : L m n 

k _ ( m _ n ) ( } ] = ( x j 
t m / n L m '/ m m' m ' / n m' ' 

avec k' = k + (m - n ) indépendant de m' ; c e qui nous prouve que p es t 
dans 

n 

PROPOSITION 1 . 2 . 1 9 . - Supposons l ^ 2 . A lors , l ' intersect ion des 
sous -modules r e s p e c t i f s de e t P a r es t 

•t oo -t oo 
le sous -module de - i n - tors ion de : 

r _ n r 
« O " 0 ( T < ® Z »K ) " " n ® K --t œ -c oo n 

Démonstration : Cela ré su l t e directement de la proposit ion 5 , et de la 
proposit ion 18 c i - d e s s u s . 



1. SO 

a . - I n t e r p r é t a t i o n symbolique : le groupe * 

Pour chaque place non complexe p n du corps K n , dés ignons 

par ^ — l e symbole de Hilbert a s s o c i é à p n par le c o r p s de c l a s -

s e s local , ou plutôt la { - p a r t i e de ce symbole , qui prend s e s va leurs 

dans le - t -Sy low [i du groupe des r a c i n e s de l'unité du complété de 

K pour la p lace h . Le { - s y m b o l e ( — j envoie K X x K X sur n K ^ r n ' V p y n n rn 
le groupe (i tout ent ier , et co ïnc ide avec le symbole r é g u l i e r s ^ ne 

r 

div i se pas { . P l u s préc i sément , le théorème de Moore sur le K^ des 

corps de nombres (c f . [Ta ] , §8 ) af f irme que la famil le ( Y — ^ — , , 

des symboles de Hilbert induit un morphisme s u r j e c t i f d u groupe jiro(K ) 
sur le s o u s - g r o u p e © |a de la somme d irec te des n , formé des f a -

Pn Pn 
mil les (C ) qui vér i f i ent la formule du produit . Comme c e résultat 

Pn Pn 
es t vrai pour n , par p a s s a g e à la limite inductive, nous obtenons ainsi 
un morphisme surjec t i f du groupe k0( K ) = I im kn( K ) sur le sous -^ z n z * z n -c 
groupe © de la somme d i r e c t e des { - S y l o w des groupes de rac ines 

Pco 
de l 'uni té des complétés non complexes de K œ , formé des famil les 

(*) 
( Q ) qui vér i f i ent la formule du produit . Une autre façon d'ex -

Pco Pce» primer ce résul tat c o n s i s t e à d ire que les symboles de Hilbert 
K 

attachés aux p laces non complexes du corps K déf in i s sent un mor -co 
Y phisme surject i f du groupe T , = |_i K sur la somme di -{ 4L „ rs. -c 4L co 

"L, CO 

rec te r e s t r e i n t e © u Cela étant : 
P 

(*) On prendra garde que , du fait de l ' identif ication de chaque u 
Pn 

avec son image diagonale dans la somme © , la formule du pro -
P o J P n P œ 

g„ 
duit , qui s e lit II C. = 1 dans K , s e lit II t = 1 dans K , si g _ 

Poe 0 0 P n ' p 

dés igne l ' indice de décomposit ion de la place pn dans l 'extension K œ / K n # 



LEMME 1 . 2 , . 2 0 . - Le noyau de l 'épimorphisme du groupe T . K., = 
• l ^ , K l 00 

X ~ IN K sur la somme d i r e c t e r e s t r e i n t e © u , donné par les sym -Il al CO P 

boles de Hilbert ( — ) e s t le groupe T , <gi__ . v p y l al y\ r l 00 

Démonstration : Le noyau de cet épimorphisme est const i tué par les é l é -

ments Q <E> x de jjd^ qui vér i f i ent les condit ions loca les Çj> ' x = 1 
00 m̂ 

pour chaque m a s s e z grand , c ' e s t - à - d i r e , d 'après la définition n o r -
mique du symbole de Hilbert , pour lesque ls le nombre x es t norme l o -
ca l e partout dans chacune des ex tens ions cyc l iques , s i Q 
es t une racine primitive ^ - i è m e de l'unité . P r e n o n s donc un tel é l é -V ment Q <g> x , supposons par exemple x € K ^ , notons m' = m + k , et 
ut i l i sons le principe des normes de H a s s e pour é c r i r e x = N , / ( x . ) m '/ m m1 

a v e c x , € K x . . dès que m e s t a s s e z grand. La condition N , / ( x Y n . - ' m1 m ' m '/ m m1 

= = 1 , et le théorème 90 de Hilbert appliqué à l 'extension cyc l ique 
K , / K nous permettent d ' é c r i r e x Yn-^ = y , pour un y . de K X . . m' 7 m _ m' m' ' K 'm' m'1 

c ' e s t - à - d i r e x\~ = N / (y Y n , ) ( l 'opérateur norme étant pr is a lgé -m' m / n m' 
briquement ) , donc finalement x m , = i l f / n ( y m , ) . z m , , a v e c z m , Ç K X . 

11 suit : x = ff , / ( x .) - N , / ( y _ . ) . z , , i . e . Ç ® x = Ç ® ; i / ' I / ( y , m ' / m m' m ' / n 'm' m' ' b b m' /n 'm' 
ce qui nous prouve que Q ®x e s t bien dans "T. <8>-_ • C AL . r\ t 00 

Réciproquement , la définit ion normique du noyau hi lbertien 
montre de façon évidente que le groupe T e s t contenu dans le 

^ l 00 
noyau des symboles —^ j ; d'où , bien entendu , son nom . 

Cons idérons maintenant la su i te exac te courte donnée par le 
lemme 20 : 

1 — * — ^ P — 1 • z 00 ^ 0 0 P r 00 ~ 00 
Prenant les points f i xe s par T , nous obtenons la su i te exac te de co -

1 ^ homologie ( où le groupe H ( F , T . R,, ) est nul , par un argument n JL 4L1 rs. t 00 
déjà u t i l i s é ) : 



{ oo l oo h 'oo { o o r00 

t 
l 

rn 
Pu i s , par rapprochement avec la su i t e exac te de Moore pour le groupe 

KA K ) , nous concluons à la tr iv ia l i té du groupe de cohomologie Zs n 
H1 ( Tn , T t a insi qu'à l ' identité : 

{ 00 

THÉORÈME 1 . 2 . 2 1 . - Le { - S y l o w ffAK ) . du noyau dans J ( K ) des * 1 • 1 z n ^ z ri 
symboles de Hilbert e s t l'image dans K0 ( K ) du noyau hi lbertien z n t 
( T . ) n du groupe ( T ) " ; c e qui s e traduit par l ' exac -{ Z r\ l 4L r\ 

{ oo l œ 

titude de la su i te courte canonique : 

M , — ( r » R k ) r " — ( r « S K ) r n - > f f 2 ( K n ) t — 1 . 
•i, œ ^ 0 0 

SCOLIE 1 . 2 . 2 2 . - Pour chaque naturel n , le groupe (T^ 
l oo' 

es t l 'ensemble des é léments de hauteur infinie du groupe 
{ 00 

ce que nous é c r i v o n s : 

{ 00 { 00 00 
En part icul ier , le groupe HA K ) mesure donc l 'écart entre le sous -
groupe d iv i s ib l e maximal et le s o u s - g r o u p e des é léments de hauteur in -
f in ie du groupe ( T ^ ® ^ ) n • 

l oo 

Démonstration : L e s ré su l ta t s de Tate (c f . [Ta ] , §5 ) montrent que le 
groupe ffAK ) e s t le s o u s - g r o u p e fl KA K )j des é léments de hau-

Z n i k Ç IN n 

teur infinie dans KA K ) . Comme tout élément d iv i s ib le es t trivialement z n £ 
de hauteur infinie , ce t te c a r a c t é r i s a t i o n du noyau hi lbert ien s e r e l è v e 

•p 
dans ( T <2>-_ ) n ; ce qui donne le résul tat annoncé . I 2 r\ l oo 



- Interprétation kummérienne : Le groupe * 

L'introduction du noyau hi lbert ien S (sous une forme s e n s i b l e -
ment moins généra le ) e s t due à B e r t r a n d i a s et Payan , qui avaient en vue 
l'étude d'une condition su f f i sante de la conjecture de Leopoldt , l iée à 
un problème de plongement (cf . [ B P ] ) . D 'après Art in -Tate , en effet 
(c f . [ A T ] , 10 § 3 , th. 6 ) , une condition n é c e s s a i r e et su f f i sante pour .m 
qu'une extens ion cycl ique L = K [ V 5 T ] , déf in ie par un élément 

m ® x de » s e plonge dans une ^ -ex tens ion cyc l ique de K m de 
m 

degré arbitrairement grand e s t préc i sément que, pour chaque place non 
complexe pm de K m , l'une quelconque ç des rac ines primit ives de 
u so i t norme dans l 'extension locale K m [ £/x ] / K , c e Mpm m , p L V m ' m , p 
qui s e lit sur le symbole de Hilbert ""V , pour une rac ine pri -

"m 
mitive -f^-ième de l'unité Ç . P l u s généralement , s i l 'extension L b m ' m 
provient par composit ion d'une ^-ex tens ion cycl ique L n de degré 1 sur 
un s o u s - c o r p s K de K ( i , e . si l 'élément C <8> x tombe dans r -p n m m m 

( T . ) n ) , le même c r i t è r e appliqué à l ' ex tens ion globale 
l m 

L / K et l 'équivalence , donnée par le c o r p s de c l a s s e s local : 

^ ' " m , ? / K m , p . / K N(Ç ) , L ^ / K rm ' nn^ _ ^ Ç n̂ ' rn ' vn ^ _ f "m ' rn ' n̂ 

s C » x x 
montrent que la tr iv ia l i té des symboles ( J e s t e n c o r e la condi -

tion pour que l 'extension L n s e plonge dans une ^ -ex tens ion cycl ique de 
K , de degré arbitrairement grand . Autrement dit : 

PROPOSITION 1 . 2 . 2 3 . - Pour chaque naturel n , le groupe ( T <g>_ 
1 ^l » 

es t l 'ensemble des é léments de hauteur inf inie dans (T^®^ ^ ^ j c e 

' l oo 

que nous é c r i v o n s : 

^ 0 0 /£, 00 00 



DÉFINITION & THÉORÈME 1 . Z . 2 4 . - Par H A K ) nous entendons le — — — — — — — — — — — — n t 
quotient du groupe ( T Sj^ des é léments de hauteur infinie dans 

- t 00 

(TT R,. par son s o u s - g r o u p e d iv i s ib le maximal (~D\<g)_ Jt 
-f » K ^ £ , K •{/ 0 0 -C oo 

c ' e s t - à - d i r e le ^ -groupe de tors ion défini par l 'exactitude de la sui te 
courte : 

(ÏU) 1 — ( T ^ ) F n — ) F n — T 2 ( K n ) — 1 . 
/f, 00 00 

Le groupe ff0(K ) e s t le s o u s - g r o u p e des é léments de hauteur infinie ** n t 
dans K A K ) . C'est un -t-groupe fini , qui s ' ident i f i e au dual de 

i l -

Pontrjagin du s o u s - g r o u p e de torsion??^ = du groupe de Galois 
Wn = GaI ( H n / K n ) de la composée des ^ - e x t e n s i o n s cyc l iques de K n 

qui s e plongent dans une ^ - e x t e n s i o n cycl ique de K de degré a r b i t r a i -
rement grand . Nous d i sons que H n e s t la ^ -ex tens ion hi lbert ienne m a -
ximale du corps « n . 

__ "p 
Démonstration : N o u s avons vu que le groupe d iv i s ib le (TT®-^ R.. ) n -C 4L , r\ Z 00 

es t le dual de Pontrjagin du groupe de Galois G a l ( Z / K ) a s s o c i é à n œ 
la composée Z des Z. - extens ions de K . Le s o u s - g r o u p e des é té -n n 
ments de hauteur infinie ( "F ® R ) n correspond lui au groupe de 

" „ W » 
-G Œ 

Galois Gai (H / K ) a s s o c i é à la composée H des ^ - e x t e n s i o n s cy -n œ n 
c l iques de K , qui s e plongent dans une ^ -ex tens ion cyc l ique de degré 
arbitrairement grand . Leur quotient ff0(K ) e s t donc, comme annoncé, A n 't. 
le dual de Pontrjagin du groupe de tors ion 'G ^ = GaI ( H n / Z n ) . Le fait 
qu'il so i t fini r é su l t e de l ' inclusion immédiate Z c H c M , et de la M n n n ' 
finitude du groupe S = Gai (M / Z ) . 3 K n n ' n 

PROPOSITION 1 . 2 . 2 5 . - Pour chaque naturel n, les symboles de Hilbert 
a s s o c i é s aux p laces de K qui sont a u - d e s s u s de -t donnent n a i s s a n c e à n 1 1 / -w 

la su i te exac te courte ( où © dés igne la somme d irec te r e s t r e i n t e aux 
famil les qui vér i f i ent la formule du produit ) : 

(v) 1 — + H 2 ( K n ) l — + ^ ( K ^ — © — * 1 . 
1 n I 1 n 



I.5S 

Et la même su i te vaut pour les modules o p p o s é s s i la conjec ture de L e o -
poldt e s t v é r i f i é e dans le c o r p s K n : 

G , ! © — 1 . 
1 n 1 1 n 

Démonstrat ion : La première su i te provient directement du théorème de 
Moore sur le des c o r p s de nombres ( c f . [Ta^ ] , §2 ) , par r e s t r i c -
tion au noyau régu l i er . E l l e conduit à la formule bien connue : 

n l u , ! 
— — i n K n 

Pour démontrer la s e c o n d e su i t e , il suf f î t d'en v é r i f i e r l 'exactitude à 
droi te qui s e u l e pose problème , c ' e s t - à - d i r e , en fait , de montrer 
que la même formule : 

n l u , ! 
U n 

< * 2 < K N V T 2 , K N ,
4

) - — 

vaut e n c o r e s o u s la conjec ture de Leopoldt . Mais , comme le quotient 
B 0 { K ) / ff0( K ) e s t le dual de Pontrjagin du groupe de Galois Z n £ 2t n z 
Gai (M / H ) , c e t t e d e r n i è r e éga l i t é r é s u l t e de l ' i somorphisme déjà 

" n ( * ) connu , toujours s o u s la conjec ture de Leopoldt : 

G a l ( M n / H n ) - ( © ^ ) / . 

c , - Interprétation h i lbert ienne de la conjec ture de Leopoldt « 

Rappelons que nous avons d é s i g n é par Ap
 = [ [ y n - l ] ] l 'a i -

gèbre d'Iwasawa cons tru i t e sur le groupe Pn , par Ç le s o u s - g r o u p e de 
A - t o r s i o n du groupe de Galo i s (2 = Gai (M / K ) de la ^ -ex tens ion a b é -n œ' 00 
l ienne maximale -L-ramifiée de K , et par Z = M le c o r p s des inva-

oo œ oo 

riants de & . Introduisons maintenant la s o u s - e x t e n s i o n H de M , 
00 co 

réunion des e x t e n s i o n s hiIbert iennes H a s s o c i é e s aux é t a g e s f in is K n n 

de la tour cyclotomique , et notons M = H m ï i n son groupe de Galois . 

(* ) Ch.M • 



L'inc lus ion évidente Z ^ c H ^ c M nous montre que le groupe 
Gai (M / H ) e s t un A - m o d u l e de tors ion , autrement dit , que les 

œ oo n 

groupes de Galois û et U sont des A n - m o d u l e s de même dimension c n . 
En part icul ier , la conjecture de Leopoldt pour le corps K , que nous r rï 
avons é c r i t e Cl " = 1 dans la s ec t ion 2§ c , s e lit tout auss i bien sur le 

r„ Tout groupe H , et exprime la f initude du s o u s - g r o u p e invariant H 
p 

comme pour Cl n , ce t te condition e s t , en fait , équivalente à la nullité 
p 

du groupe M n • Admettons proviso irement c e résul tat , et retenons que 
la conjecture de Leopoldt dans K n ( pour le nombre premier l ) s ' é c r i t : 

= 1 . 
D'un autre côté , la théor ie de Kummer nous donne les isomor -

phismes : 

r 
H = Hom r. n 

( a K , Yi = Hom ( T . ( 
n 'l 

= Hom 
r n 

l -G oo 
i . e , 

r 
M n = H o m ^ H 1 ^ , T a , , )- H 

r , t ( n ' l S 
'l K 

de s o r t e que la conjecture de Leopoldt pour K^ s ' é c r i t encore : 

H : , ® k l 00 
= 1 

Reprenons maintenant , s o u s une forme légèrement d i f férente , 
la su i t e exac te courte donnée par le lemme 20, qui c a r a c t é r i s e le noyau 
hi lbert ien S ^ : 

T l S K T l • . K l «= 

© p. 

Prenant les points f i x e s par T , et notant que le groupe H^(r,T.<< n n 

es t nul , nous obtenons la su i te exac te de cohomologie : 

- r K
 --L oo 

Ç. 
K 

rn © p H 

7 ) 
l 00 

t> n 



Nous pouvons donc énoncer l 'analogue du théorème 15 : 

THEOREME 1 . 2 . 2 6 . - Les quatre condit ions su ivantes sont équivalentes 
(i) La conjecture de Leopoldt e s t v é r i f i é e dans le corps « n 

( pour le nombre premier t ) . 
(ii) Le groupe de Galois M = Gai ( H / K ) de la réunion H 

00 00 

des ex tens ions hi Ibertiennes maxima les a s s o c i é e s aux corps K n'a pas 
de sous -module non nul f ixé par r , i . e . H n = 1 . 

^ 1 (iii) Le groupe de cohomologie H ( r ) e s t nul . 
t œ 

(iv) Les symboles de Hilbert induisent un épimorphisme du 
groupe K 0( K ) sur la somme r e s t r e i n t e © n des opposés r e s p e c t i f s 

Pn
 n 

des - t -Sy low des groupes de r a c i n e s de l'unité des complétés non com-
plexes du c o r p s K n . 

SCOLIE 1 . 2 . 2 7 . - P o u r chaque naturel n , les symboles de Hilbert atta-
chés aux p laces non complexes du corps K n donnent n a i s s a n c e à la 
su i te exacte courte de K- théorie ( de Calvin Moore ) : 

(vi) i — , r 2 ( K n ) ^ © n — i . 
^n n 

Et la conjecture de Leopoldt postule l ' ex i s tence d'une su i te analogue 
pour les modules o p p o s é s : 

Gï) 1 — T 2 ( K n ) ^ — F 2 ( K n ) ^ - Z u © — 1 . 
^n n 

p 
Démonstration : Seul r e s t e à v é r i f i e r que le groupe tf n ne peut ê tre fini 
sans ê t re nul. Or, si la conjecture de Leopoldt était en défaut dans K^ , 
c e corps admettrait des Z - e x t e n s i o n s en e x c è s ; le polynôme c a r a c -
t ér i s tique du sous -module de j\ - t o r s i o n de H s e r a i t d iv i s ib le par ( y -1 ) > 
et le groupe 34 n s e r a i t inf ini . S a f i n i t u d e suppose donc v é r i f i é e la c o n j e c -
ture de Leopoldt . Mais, dans ce t te hypothèse , la s u r j e c t i v i t é de l'appli -
cation r , donnée par le s c o l i e 16 , et la proposi t ion 25 as surent la sur -— -p 
jec t iv i té de l 'application h , qui équivaut bien à l ' identité M " = 1 . 

-6,9-



L E S R E S U L T A T S FONDAMENTAUX DE LA DUALITE . 

a . -Compara i son des noyaux de la théorie de Kummer et de ceux de la K -
théorie : prél iminaires . 

Considérons d'abord les groupes K0(K ) et iT9(K ) . . z n ^ z n ^ 
Nous avons : 

THEOREME 1 . 2 . 2 8 , - Pour chaque naturel m s n , les symboles de 
Hilbert induisent un isomorphisme : 

_ _ j m ~ _ . m 

p ^n v n 

du groupe k 9(K ) . sur la somme d irec te des quotients d'exposant z n t 
JL des opposés r e s p e c t i f s des groupes de rac ines de l'unité des 
complétés non complexes de K , re s tre in te aux familles qui véri -n ^m 
fient la formule du produit ( pr i se dans / |a ) • Cet isomorphisme 
est le pendant exact de celui donné par Tate pour la A"-théorie : 

pn n 

Le même résultat vaut d'a i l leurs pour m > n , en-dehors du 
(*) cas spéc ia l , donc en part icul ier , dès que est impair . 

Démonstration : Comme k 0(K ) . es t le dual de Pontrjagin du groupe 
de Galois Gai (A / K ) attaché à la <{,-extension abélienne maximale n œ 
A de K , le théorème s e r a établi si nous montrons que le sous -n n ' 
groupe de <t - tors ion .mGal (A / K ) = . m GaI ( A /K ) s ' ident i f ie 
au quotient [ Il ] / tm\± du produit des groupes de rac ines <£, -

p ^ P 

ièmes locales de l'unité par l'image diagonale du sous -groupe des 

(*) Le cas spéc ia l a lieu lorsque, £ valant 2 , et les nombres - 1 , 
C + 2 , C ~ 1 . - ( C + 2 + C 1 ) n'étant pas des c a r r é s dans K , 
cette dernière propriété est localement en défaut aux p laces divisant 2 
(cf . [ A T ] , Ch. X , § 1 ) . 



rac ines { m - i è m e s g lobales . T r a n s p o r t é e par l ' isomorphisme du corps 
d é c l a s s é s (cf . théorème 1.1.13), ce t te condition s ign i f i e que les é l é -
ments { m du { - g r o u p e des c l a s s e s d ' idè les P n / R n du corps K n sont 
les images canoniques des rac ines { m - i è m e s de l'unité dans . 

- S o u s l 'hypothèse m i n , il e s t fac i l e de voir directement 
qu'e l le e s t trivialement s a t i s f a i t e , au moyen de la théorie de Kummer. 
Si , en effet , h es t un idèle g é n é r a l i s é représentant une c l a s s e n m 
d'ordre l dans Q /fà , l 'élément global r = b es t localement » n ' n ' * n J n m 
partout une p u i s s a n c e { , m - ième, et l 'extension kummérienne Kn [ vT^ ] 
e s t donc tr iv ia le , puisque complètement décomposée en chaque place 
p n de K n , c e qui montre que ç^ est la pu i s sance { , m - i ème d'un é l é -
ment Î de R . En part icul ier la c l a s s e de Î dans le quotient 

°n n ^ 0 n 
9 n / ^ n e s t r e p r é s e n t é e par le quotient U / 3 n , qui e s t bien une ra -
c ine <£,m-ième de l'unité . 

- Lorsque m est s tr ic tement plus grand que n , cet argument 
ne s 'appl ique pas . Dans c e c a s , il peut a r r i v e r que la propriété a -
vancée so i t en défaut: c ' e s t le cas spéc ia l r e c e n s é par A r t i n - T a t e . 
Il ne s e produit que lorsque {.vaut 2 ( c f . [ A T ] , Ch. X , § 1 ) . 

Du rapprochement de l ' i somorphisme obtenu et de celui donné 
par Tate ( c f . 3 > § 5 , th. 2 ) , nous déduisons immédiatement : 

COROLLAIRE 1 . 2 . 2 9 . - Pour chaque naturel m <n , il e x i s t e un i s o -
morphisme canonique , compatible avec l 'action de Galois : 

F 9 ( K ) . - ïï ® K J K ) . . ^m Z 2 n { ^m Z 2 n i 
Et le même résu l ta t vaut pour m > n , e n - d e h o r s du c a s spéc ia l . 

Bien entendu , c e résul tat n'apporte aucune information di -
r e c t e sur les noyaux h i lbert iens , puisque c e u x - c i ne font intervenir 
que les é léments de hauteur infinie . 

b . - D u a l i t é pour le noyau régu l i er et le noyau hi lbert ien . 

Revenons sur la su i te exacte ( i i i ) induite par les symboles 
r é g u l i e r s , donnée par le s c o l i e 16 : 

1 " T J K ) . — - F 9 ( K ) . 0 7L 1 . 2 n l 2 ni Pn\l Pn 



Prenant les p u i s s a n c e s <tm-ièmes , pour un m < n , puis formant le 
diagramme du serpent , nous obtenons la su i te exacte longue : 

_ .m m m_ 

tm 2 n t t m 2 n ( p j u m |in 2 2 | ^ ^ 

_ _ ^ .m 
^m n m ^ n ^h t> rn 

• m 
Dans c e l l e - c i , le quotient 7? 0(K ) s ' ident i f i e à la somme r e s -/L n 

~ _ 
treinte © fi , en vertu du théorème 28 ; le groupe ,m k 0(K ) , 

h Pn ^ ^ n 4 

rn 
provient de <g>̂  K * , par construct ion de K ^ ; et la somme 
d irec te © "H s ' ident i f i e canoniquement au produit tensor ie l P n M m 

jj. D ^ , où D^ dés igne le groupe des d i v i s e u r s du corps K n qui 
sont é t r a n g e r s à l . Rassemblant c e s résu l ta t s , nous obtenons la 
su i t e exac te courte : 

_ .m ~ »m _ 
1 u - * R 9 ( K ) , © * u 1 , 

m Z n I U P n 

n 1 

où dés igne le <t,-groupe des < t - c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps K n 

( i . e . le "t-Sylow du quotient D ^ / P ^ du groupe des d i v i s e u r s de « n 

é t r a n g e r s à K par l'image canonique de K * dans D ^ ) . En fait , le 
c o r p s K n étant supposé complexe , le groupe Ot^ s ' ident i f i e cano -
niquement au quotient du i, - groupe des c l a s s e s d'idéaux au s e n s o r d i -
naire par le s o u s - g r o u p e e n g e n d r é par les images des p laces au -
d e s s u s de «t . Nous d i sons , pour abréger , que C-t^ e s t le -L-groupe 
des l - c l a s s e s de K . n 

Bien entendu , la même méthode appliquée à partir de la su i te 
exacte ( i i i ) : 

* *2(Kn^—~ K 2 { K n \ ~ ® ^ —" 1 ' 
P n I n 

conduit à un résu l ta t analogue pour le quotient ) . • C'es t le 
Z M ^ 

résul tat de Tate ( c f . [ T a 3 ] , th. 6 . 2 ) . 



Le point remarquable es t que la su i te obtenue est s c i n d é e : 

THEOREME 1. 2 . 30 . - Pour chaque naturel m < n , les symboles de Hi l -
bert at tachés aux p laces de K p qui sont a u - d e s s u s de Adonnent n a i s -
s a n c e à la su i t e exac te courte s c i n d é e : 

. m ^ .m 
(vii) 1 — 

ln\l 

Dans c e l l e - c i , Cl1 es t le ^ - g r o u p e des ^ , - c l a s s e s du corps K , et 
(M 

le s igne © s ign i f i e que la somme es t r e s t r e i n t e aux famil les qui véri -
fient la formule du produit ( p r i s e dans |j ) . 

Lorsque le corps K^ v é r i f i e la conjecture de Leopoldt , la 
même su i te vaut pour les modules opposés : 

l m - . ^ ~ l m 

( v i i ) 1 — * 2 ( K © M j • . 
I n | l n 

Démonstration : D'après ce qui précède , seul r e s t e à v é r i f i e r le fait 
que les deux su i t e s sont bien s c i n d é e s . 
Ecr ivons les , pour s impl i f i er , s o u s la forme légèrement di f férente : 

m 

1 * — ^ 1 R n * ® 7L/lm7L—+\ , 

en désignant par B l'un quelconque des deux modules |j ® i?„(K ) et n n ^ n ^ 
^n * étant , l ' inject iv i té de l 'application naturel le 
l m i Ct, *• 7?n , pour chaque m s n , prouve que le quotient .m jm 

C<t̂  = OC^/Ot^ s ' ident i f i e à un sous -module pur de B n . Comme 
B est fini , ce la suff i t à montrer que la su i te exacte précédente es t 
s c i n d é e . 

COROLLAIRE 1 . 2 . 3 1 . - S o u s la conjecture de Leopoldt dans K , il 
e x i s t e un isomorphisme de Z ^ [ A ] - modules : 

L ' e x i s t e n c e de cet isomorphisme r é s u l t e naturellement du fait 
que les su i t e s e x a c t e s du théorème 30 sont s c i n d é e s . Comme 7?9(K ) 



e s t canoniquement le dual de Pontr jag in du groupe de tors ion <én (cf . 
théorème 13) , le c o r o l l a i r e 31 é t a b l i t u n e dual i té e n t r e le s o u s - g r o u p e 
de <{,n-torsion de % n ( qui e s t donc le s o u s - g r o u p e de <tn-tor -
s ion du groupe de Ga lo i s Cl = Gai (M / K ) a t taché à la - t - e x t e n s i o n n n n . n 
abé l i enne ^ - r a m i f i é e maximale de K ) et le quotient ^ ( K , - ) , n z n ^ 
d 'exposant K> du noyau modéré R r) ' a ^ " t h é o r i e . Le ré su l ta t 
établi cont ient donc la dual i té en tre les groupes ^ ^ e t 

r e l e v é e par Cramer et Candiotti , qui c o r r e s p o n d au c a s n = 1 ( c f . 
[CK ] ) . Mais il apporte surtout une information plus p r é c i s e : A l o r s 
que les dua l i t é s é t a b l i e s par Carro l l ( pour 1 = 2 ) , par Cramer et 
Candiotti ( pour <L impair ) ne c o n c e r n e n t que les s t r u c t u r e s de groupe, 
le c o r o l l a i r e 31 a f f i rme l ' e x i s t e n c e ( s o u s la c o n j e c t u r e de Leopoldt ) 
d'un i somorphisme de modules g a l o i s i e n s du t e n s o r i s é u n n ^ 
s u r le dual de Pontr jag in du groupe |j.n ^ n . 

Remarque 1. - 11 n'y a pas lieu d 'at tendre d ' i somorphisme canonique 
du t e n s o r i s é |an £ n J Ï ? 2^ K n^ s u r l e t e n s o r i s ^ Mn ' 
quoique c e s deux g r o u p e s so i en t e f f ec t ivement i somorphes en ver tu du 
c o r o l l a i r e 31 . L'un et l 'autre s o n t , en e f f e t , de s quot ients du s o u s -
groupe de -( /"-torsion du noyau r é g u l i e r 9ln . Cependant , le contre -
exemple de G r e e n b e r g ( c f . [Gb^] ) montre que les s o u s - g r o u p e s de 

. n K qui leur c o r r e s p o n d e n t ( à s a v o i r le radica l initial des Z t - e x -Ki n _ _ 
t ens ions ,n ( T . ®-„ K ),." , d'une part , et le noyau u n i v e r s e l <t £ Z œ <w 

.n ( T , <8>__ & ) " d 'autre part ) ne co ïnc ident pas toujours . JL, £ AL co div 

Remarque 2 . - L e s s u i t e s e x a c t e s (vii) et ( v i i ) étant s c i n d é e s , le t h é o -
rème 30 permet d 'expr imer les l m - r a n g s des groupes e t 

RAK ) . , pour chaque m < n , à part ir de c e u x correspondant au i, -z n ^ 
groupe des ^ - c l a s s e s O t ^ . Il donne également les c a r a c t è r e s des 

A ] - m o d u l e s nJ ^ 2 ^ e t ~ 2 ( K n * / ~ 2 ( K n ^ e n f o n c t i o n 

de ce lui du quotient C l ^ / C l ^ ( c f . [ J a ? ] , pour plus de dé ta i l s ) . 

P a r t o n s maintenant des deux s u i t e s (vii ) et (v i i ) , induites 
par les s y m b o l e s de Hi lbert , et données par le s c o l i e 27 : 
Appliquant le même p r o c é d é que plus haut , nous obtenons les s u i t e s 
e x a c t e s : 



n 1 n 1 

et : 

£ I <t -t n I \ l n n 1 n 1 

Désignons par Hn l'un quelconque des deux groupes ^ 2 ^ r) 1 
ou [in H r ) > e t appuyons-nous sur ( ' isomorphisme précédent 
^n ~ ^n ' d o n n ^ P a r , e c o r o l l a i r e 31, pour 
noter R ce dernier groupe . Nous pouvons a l o r s é c r i r e les deux 
s u i t e s précédentes sous la forme légèrement modif iée : 

91 * © Z/<tn Z —» H —» B » © Z/*!"1 Z > 1 , 

" ' n i * " " ' n i * 

où la f l è che de gauche es t induite par les symboles de Hilbert . 
11 vient donc : 

COROLLAIRE 1 . 2 . 3 2 . - S o u s la conjecture de Leopoldt dans K n , il 
e x i s t e un isomorphisme de Z ^[A] -modules : 

^n « Z ^ n ' r ^ n 8 ! ff2{Kn\' 

D'après le théorème 24 , l ' i somorphisme obtenu établit une 
dualité entre le s o u s - g r o u p e de <t n - tors ion 'S ' = , n H du groupe n v ^ 
de Galois JJn = GaI ( H n /K n ) de la ^ - e x t e n s i o n hi Ibertienne maximale 

de K et le quotient ) f du noyau hi lbert ien ff0{ K ) . de la n a ri ^ z n ^ 
K - théorie . 

c . - I s o m o r p h i s m e du miroir . 

Rappelons brièvement la définit ion des é léments infinitési -
maux d'un corps de nombres , re lat ivement à un premier i, f ixé ( c f . 
chapitre II , pour plus de détai l s ) : Le corps K étant donné, l ' i n j e c -
tion canonique du groupe multiplicatif K 1 des é léments de K* étran -
g e r s à K dans le groupe des unités de l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e K 

induit une surjec t ion naturel le du t e n s o r i s é = Z ^ ® ^ K 1 sur le 
s o u s - g r o u p e des unités pr inc ipales h\ = I I U 1 s e m i - l o c a l e s de K . 

K I \l 1 



Nous appelons infinitésimaux les éléments du noyau de cet te appl i -
cation . 

DÉFINITION 1 . 2 . 3 3 . - Nous appelons noyau infinitésimal d'un corps 
de nombres K , et nous notons > le s o u s - g r o u p e du noyau r é g u -
lier ft^ engendré par les images des infinitésimaux : 

S K = £ F 6 KK I 3 n 6 N ' ^ 3 K , p = ®x°°} 

Comme les infinitésimaux sont précisément les é léments glo -
baux d'image locale 1 aux p laces I de K divisant & , les symboles de 
Hilbert sauvages sont triviaux sur les é léments de £.' , et (S ' , qui 

r \ (S 
est contenu par définition dans le noyau régul ier , e s t en fait dans 
le noyau hi lbertien . 

Cela posé , écr ivons & ' = U S* le radical infinitésimal 
00 n €IN n 

a s s o c i é à la Z. . - e x t e n s i o n cyclotomique K = U K construite •C 00 y- ». 1 n n Ç IN 
sur K . Nous avons : 

1 
THEOREME 1 . 2 . 3 4 . - Le noyau infinitésimal £ es t le radical kum-— — — — — — — — — ' œ 
mérien a s s o c i é à la «t-extension abél ienne maximale non ramif iée et 
- t -décomposée ( i . e . non ramif iée aux p laces f in ies et complètement 
décomposée à c e l l e s divisant K | C ^ du corps K J . Il vient donc : 

S ' - Hom ( e ' , M . ) , 
CO 0 0 

puisque le groupe C,' = Jim Cl1 correspond à G a l ( c ' / K ) dans 00 * n 00 co n 
l ' isomorphisme du corps de c l a s s e s . 

Démonstration : D'après la théorie de Kummer , pour que l 'extension 

K [ f / x ] / K , déf inie par un élément p = <t~ ®x de 3î soi t l - d é -
CO CO 0 0 

composée , il faut et il suff i t que l'élément x so i t une puissance £ -
a 

ième dans l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e K = Z. . <g>_ K , pour chaque n n t JL n 
' • X a s s e z grand . Dés ignons par R n le t e n s o r i s é «t-adique 2 ^ ^ ^ n C'U 

groupe multiplicatif de K . Par sur jec t iv i t é de l'application de s e m i -
n <t local isat ion s , la condition requise , qui s ' é c r i t s (x ) = u dans n ' n n n 

A 

K , aff irme l ' ex i s tence d'un y de R véri f iant : n ' ' n n 



s n ( x ) = s n ( y ) ^ , i . e . s n ( x / y ^ ) = l . l l vient donc p = l k ® ( x / y ^ ) , 

avec x / y ^ 6 3 n > comme annoncé . 

PROPOSITION 1 . 2 . 3 5 . - Dans une tour cyclotomique , les noyaux in-
f ini tés imaux vér i f i ent la théorie de Galois : 

S* =<£' r . 
00 00 

En part icul ier , l ' isomorphisme fondamental de la théor ie de Kummer 
pour les noyaux infinitésimaux s ' é c r i t : 

£n ~ Homrn*E œ ' V • 

Démonstration : 11 s 'ag i t simplement de v é r i f i e r l 'éga li té £ fl K =& , 
K a m n n ' 

pour m > n , et plus préc i sément l ' inclus ion S 1 fl 3t c S ' . Soi t donc 
- k oo - k m n n

œ r = £ ® x = K <8: x un élément de l ' intersect ion , avec x œ 6 è m n ' m v'm 
œ <{, m et x „ Ç ft . Nous avons a l o r s x - Ç x œ y pour une racine l n n n m m m 

ième de l'unité C € U et un y convenable dans R , ce qui nous b m ' m m , m ' M 

P , A prouve que l 'extension s e m i - l o c a l e K [ Ju 1 / K ( où u = s (x ) ^ ^ n L v n J ' n v n n n 
es t l'image s e m i - l o c a l e de x n ) es t cyclotomique . P a r la théorie de 

tk 

Kummer , nous en concluons que u es t le produit Ç v d'une r a -' ^ n K . = n n • k * x c ine de l'unité s e m i - l o c a l e et d'une pu i s sance i, - i ème dans K n . 
Ecrivant v „ = s (y ) , puis c h o i s i s s a n t h a s s e z grand pour avoir n n n , 

/ ,k / jk .h 
§ n = 1 , nous obtenons donc s n ( x n / y n ) = ( u n / v ^ = 1 , 
d'où : 
p= i " k ® x n = ) - ® ( x n / y ^ ) l , et 

( x n / v n e 3 n ; 

c e qui es t le résu l ta t attendu . L' i somorphisme annoncé ré su l t e a lors 
du théorème 34 . 

L' importance des groupes tient au théorème fondamental 
suivant : 



THEOREME 1 . 2 . 3 6 . - Isomorphisme du miroir - Lorsque le corps K 
v é r i f i e la conjecture de Leopoldt , le noyau infinitésimal s ' i d e n -
t i f ie canoniquement au s o u s - g r o u p e de tors ion ^ ^ = du groupe 
de Galois M ^ = Gai ( H ^ / K ) de la composée des « t -extens ions cy -
c l iques de K qui s e plongent dans une extens ion cyc l ique de 
degré arbitrairement grand . Autrement dit , £ ^ est le dual de 
Pontrjagin du groupe H i • 

Démonstration : Pour établir c e résul tat , nous nous appuyerons sur 
la descr ipt ion des inf initésimaux donnée au chapitre I ( sec t ion 2 , 
§ 1 ) . Partons de la su i t e exac te (vi i ) de la proposit ion 25 : 

1 - ~ H 0 ( K ) , © ï ï . - 1 . 
Z 1 A * I l K 

La su i te duale s ' é c r i v a n t préc i sément : 

C ® ̂  1 » ( ffî n 1 / 11. . S . . »• S t 
, . . x K K K 

n 

nous a l lons démontrer le théorème 36 en la retrouvant directement , 
à partir de la descr ipt ion inf inités imale du groupe G ^ comme quo -
tient / P . , du groupe des d i v i s e u r s quas i - inf in i tés imaux par K , œ' K , œ r 

le s o u s - g r o u p e des d i v i s e u r s principaux infinitésimaux . Cons idérons 
pour ce la un div iseur quas i - inf in i tés imal et . Par définit ion du groupe 
A , nous pouvons trouver un naturel k tel que sa pu i s sance K -K , oo 
ième so i t pr incipale inf ini tés imale , c ' e s t - à - d i r e de la forme 

.k 

a = (x°°) pour un x°° de ^ ^ défini à une unité inf inités imale près . 
S o u s la conjecture de Leopoldt dans K , l 'élément x°° e s t unique , et 
l 'application naturel le : 

Q ( mod p . . ) l <8> X Œ 

K , œ 
est ainsi un épimorphisme de £ sur . Pour déterminer son 
noyau , cons idérons un d iv i seur Q d'image tr iv ia le , c ' e s t - à - d i r e v é -
rif iant Q = (x°°) , a v e c K, ® x.œ = 1 . Cette dern ière condition 
s ' écr i t xœ= Cy .avec Ç Ç et y convenable dans . E l l e s ign i f i e 
donc que le d iv i seur a es t principal , et qu'il e s t engendré par un élé— 

(*) Récemment , Nguyen Quang Do a proposé une démonstration coho-
mologique de c e résul tat ( c f . [ N g ^ ] ) . 



ment y € fô^ dont l'image s e m i - l o c a l e es t une rac ine de l'unité . 
Comme y es t défini à une rac ine globale de l'unité près , l 'application 
de s e m i - l o c a l i s a t i o n induit un isomorphisme : 

(y) (mod P K œ ) s K ( y ) (mod ) 
du noyau de l 'application précédente sur le quotient 

M- / n K
 = © M t /H > c e qui conduit à la su i te exac te attendue : 

l K \ l 

l K K . « 





L E S CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS 

Nous présentons c i - d e s s o u s une condition su f f i sante de la c o n -
jec ture de Leopoldt, introduite par Bertrandias et Payan [ B P ] et déjà 
étudiée par Gil lard [Gî j ] et Miki [Mi^] . Nous en donnons des formula-
tions équivalentes via la théorie { - a d i q u e du corps de c l a s s e s , ou au 
moyen de la K - t h é o r i e des corps de nombres . Nous montrons en outre 
qu'e l le implique également la conjecture de G r o s s . 

L e s notations sont c e l l e s des s e c t i o n s 1 et 2 . 

THEOREME I . A . 1. - So ient { un nombre premier , et K un corps de 
nombres a lgébr iques contenant les r a c i n e s 2 { - i è m e s de l 'unité. Les s i x 
condit ions su ivantes sont équivalentes : 

(i) Le { ,-Sylow ^ ( K ) du noyau dans ^ ( K ) des symboles de 
Hi Ibert e s t nu I. 

(ii) Le corps K p o s s è d e exactement cK + 1 ex tens ions cyc l iques 
de degré { l inéairement indépendantes qui sont cycliquement plongeables 
( i . e . p longeables dans une { - e x t e n s i o n cyc l ique de degré arbitrairement 
grand) ( * ) . 

(iii) Le noyau infinitésimal attaché au corps K est nul . rS. 
(iv) Le noyau infinitésimal attaché à la Z - e x t e n s i o n c y c l o -00 { 

tomique K de K es t nul . 
oo 

(v) La Z - e x t e n s i o n cyclotomique K de K ne p o s s è d e pas de 
{ 

{ - e x t e n s i o n abél ienne ramif iée ^ -décomposée non t r iv ia l e . 

(vi) Le groupe 3L, = 1f= /Vn des c l a s s e s de va leurs abso lues K a K PK 
du corps K es t nul. 

(* ) Le corps K étant supposé ici totalement imaginaire, l 'entier c . , vaut 
i K 

donc ^ [K : © ] . 



L o r s q u ' e l l e s sont s a t i s f a i t e s , les conjectures de Leopoldt et de 
G r o s s sont v é r i f i é e s à chaque é tage fini de la tour cyclotomique K / K . 00 

La condition (ii) e s t c e l l e introduite par Bertrandias et Payan. 
E l l e implique en part icul ier que le corps K p o s s è d e au plus (et donc e x a c -
tement) cK + 1 Z - e x t e n s i o n s l inéairement indépendantes ; c e qui es t p r é -

'v 
c isément la conjecture de Leopoldt pour K (cf . th. I . 1 .22 , a s s e r t i o n (i )) . 
La condition (v) es t c e l l e c o n s i d é r é e par Gil lard, qui note qu'e l le ré su l t e 
de ( i i ) . Pour voir qu'e l le e n t r a m e en fait la conjecture de Leopoldt dans 
la totalité de la tour K / K , il suff i t de remarquer que, ci c e l l e - c i était CO y en défaut à un étage donné, d i sons K , le t e n s o r i s é £-adique Z . <&_ K 3 ' n ' l Z n 

contiendrait une unité inf ini tés imale non tr iv ia le en de s o r t e que l ' exten-

s ion abél ienne K [ J ë ~ ] / K s e r a i t infinie non ramif iée et ^-décomposée , 
œ n oo 

contrairement à (v) . L 'équiva lence de (ii) et de (v) a é té é tabl ie par 
Gil lard, et indépendamment par Miki, sous la condition subs id ia i re que 
les é tages initiaux de la tour K /K ne so ient pas -{,-décomposés. Comme 00 

nous a l lons le vo ir , ce t te r e s t r i c t i o n n'est nullement n é c e s s a i r e . 
Auparavant, notons que la condition (i) implique la conjecture de 

Leopoldt, et la condition (vi) c e l l e de G r o s s , Le dernier point ré su l t e 
trivialement du théorème I. 1 .26 , puisqu'une façon d'énoncer la c o n j e c -
ture de G r o s s c o n s i s t e préc i sément à af f irmer la f initude du groupe . 
Le premier s 'é tabl i t comme suit : S o u s la condition H„(K) = 1, le noyau 

a ^ b 
dans K^K des symboles u n i v e r s e l s {(* , . } co ïnc ide avec celui des 
symboles de Hi lbert . Or le théorème fondamental de la j f - théorie des 
corps de nombres montre que ce noyau universe l e s t un IF - e s p a c e v e c -
toriel de dimension + 1. Comme le noyau hi lbert ien contient év idem-r\ ment le radical initial des ~Z. - e x t e n s i o n s , la conjecture de Leopoldt £ 
pour K en r é s u l t e . 

Démonstration : Nous avons les équ iva lences : 

(i) » (ii) , sous Leopoldt ; d 'après le c o r o l l a i r e 1 . 2 . 3 2 qui donne 
5_(K) = 1 « K) = 1, et puisque, s o u s Leopoldt, la condition (ii) s ' é c r i t 2 2i £ 
encore = 1 ' 

(ii) » (iii) , sous Leopoldt ; en vertu du théorème 1 . 2 . 3 6 qui montre 
que es t le dual de Pontrjagin de K0(K) . . 



(iii) « (iv) car étant le s o u s - g r o u p e de s ' f ixé par 
00 

r = Ga I (K /K) , l ' identité = 1 entraîne g / . = 1, pour tout n , i . e . 
, 00 K ^n 

E k = 1 (cf . proposit ion 1 . 2 . 3 5 ) . 
00 

(iv) « (v) car EK e s t le radical kummérien de la ^-extens ion 
00 

abél ienne non ramif iée ^ -décomposée maximale C1 de K . 
00 00 

(v) « ( v i ) car ^ es t le quotient des ^ - g e n r e s ^Gal ( C ^ / K ^ ) 
de l 'extension procyc l ique K œ / K (cf . théorème 1 . 1 . 2 9 ) . 

Comme nous savons déjà que les condit ions ( i ) , ( i i ) et (v) e n -
traînent la conjecture de Leopoldt, le théorème en r é s u l t e . 





CHAPITRE II 

INDÉPENDANCE t - ADIQUE DE NOMBRES ALGEBRIQUES 
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INDÉPENDANCE { - ADIQUE DE NOMBRES ALGÉBRIQUES 

Le problème de l ' indépendance { - a d i q u e de nombres a l g é -
briques s ' e s t posé historiquement à l 'occas ion d'un calcul analytique : 
On sai t depuis longtemps que la fonction zêta complexe d'un corps de 
nombres s e prolonge en une fonction méromorphe sur le plan complexe 
avec un unique pôle , s i m p l e , au point 1 , et que l ' express ion du rés idu 
en c e point fait intervenir le produit du nombre de c l a s s e s de ce corps 
par le régulateur complexe du groupe de s e s unités . De façon tout à 
fait semblable , on sa i t aujourd'hui que la fonction zêta { - a d i q u e , qui 
e s t méromorphe sur le disque unité fermé du corps (C , admet un unique 

L̂• 

pôle éventuel au point 1 , avec pour rés idu , outre un certa in nombre 
de fac teurs canoniques , le produit du nombre de c l a s s e s par le régu -
lateur { ,-adique des unités , la non null i té de c e régulateur étant la 
condition de la p r é s e n c e e f f e c t i v e du pôle (c f , [Se^ ] ) • 

En fait, c ' e s t en 1962 que Leopoldt, dans son étude sur l 'ar i th-
métique des corps abé l i ens (c f . [ L e ^ ] ) , introduit le régulateur { - a d i q u e 
des unités , et suggéra sa fameuse conjecture sur l 'égal i té du rang { , -
adique des unités et du nombre de Dir ich le t rK + cK -1 . En 1965 , Ax 
(c f . [ A x ] ) , s'appuyant sur un analogue {,-adique dû à Mahler du théo -

(*) 
rème de Gue l ' fond-Schne ider , démontra ce t te conjecture dans un 
certa in nombre de c a s par t i cu l i er s ; mais c ' e s t Brumer , en 1967 , en 
généra l i sant au cadre { , -adique le récent résul tat de Baker sur l ' i n d é -
pendance { - a d i q u e de nombres a lgébr iques (c f . [Br ] ) , qui é t a b l i t f i n a -
lement le résul tat pour tous les c o r p s abé l i ens . Dans les autres cas , 
cependant , la conjecture n'a guère avancé depuis : les méthodes a l g é -
briques , i l l u s t r é e s au Chapitre IV (c f . Ch. IV. 2 , 3 § b ) , donnent des 
r é s u l t a t s p r é c i s , mais qui ne permettent de conc lure que pour des 
c o r p s par t i cu l i er s ; les méthodes transcendantes donnent seulement 
(*) Il s 'ag i t de la v e r s i o n { - a d i q u e du sept i ème problème de Hilbert . 



des minorations du rang adique : le résul tat actuellement le plus fin , 
dû à Waldschmidt ( c f , [ W a ] ) , et sur lequel nous rev iendrons plus loin , 
permet ainsi d'aff irmer que le rang -t-adique des unités e s t du moins la 
moitié du nombre de Dir ich le t , De c e fait , une démonstration de la 
conjecture de Schanuel t - adique résoudrai t complètement le problème . 

D'un autre côté , la conjecture de Leopoldt sur la non null ité 
du régulateur t- adique des unités et les re la t ions attendues entre ce 
régulateur et le rés idu au point 1 de la fonction zêta adique ont é té 
g é n é r a l i s é e s par S e r r e aux fonct ions L d'Artin £ - a d i q u e s a t tachées à 
c e r t a i n e s représenta t ions g a l o i s i e n n e s . Etudiant le comportement de 
c e s mêmes fonct ions au vo i s inage de 0 , G r o s s énonça une conjecture 

(**) 
analogue à c e l l e de Leopoldt , mais faisant intervenir ce t te fo i s le 
régulateur adique construi t sur les l - unités imaginaires d'un corps 
à conjugaison complexe, conjec ture qu'il démontra dans le c a s a b é l i e n , 
à l 'aide du théorème de Baker - B r u m e r . 

Le parallèle extrêmement intéressant entre c e s deux conjec -
tures appel le p lus ieurs commentaires : D'abord la d i f f érence , sou l ignée ( * * * ) 

par p lus i eurs auteurs , entre les régu la teurs qui leur c o r r e s -
pondent , e s t en grande part ie fac t i ce : Leopoldt a introduit sa c o n j e c -
ture pour un corps totalement rée l ; G r o s s pour un corps à conjugaison 
complexe ( i . e . pour une extens ion quadratique totalement imaginaire d'un 
corps totalement rée l ) ; dans les deux c a s , pour un type de corps dans 
lequel le comportement des p laces à l'infini e s t t rès part icul ier . En 
l 'absence de condit ions du même ordre sur les p laces a u - d e s s u s de l , 
il n'y a pas lieu de s 'é tonner s i réapparaît dans le résul tat la d i s s y m é -
trie introduite dans les h y p o t h è s e s . De fait, l 'étude synoptique du c h a -
pitre IV ( c f . C h . I V . 2 , 3 § c ) fait apparaî tre une parfaite dualité entre 
les interprétat ions arithmétiques de c e s deux conjec tures , et fournit 
un même c r i t è r e a lgébrique de leur val idi té . Enfin , et c ' e s t c e qui 
(*) On a même une conclus ion sens ib lement plus p r é c i s e ( c f . t h . 15 ) . 
(**) Il s 'ag i t de la " première conjecture " de G r o s s . La " s econde 
conjecture " c o n c e r n e les re la t ions entre le régulateur des l - unités et 
le coe f f i c i ent dominant du développement Tay lor ien de la fonction L 
d'Artin au vo i s inage de l 'or ig ine . Pour plus de déta i l s sur les conjec -
tures de G r o s s , on pourra consul ter le l ivre de Koblitz [Ko] . 
(***) Ainsi [Ko] , [Fe ] , . . . : les deux régulateurs n'ont pas la même 
dimension . 



nous i n t é r e s s e plus part icul îèrement ici , les arguments de transcen -
dance invoqués pour jus t i f i er l'une ou l 'autre de c e s conjec tures ne 
prennent jamais en compte la nature arithmétique des é léments a lgé -
briques manipulés . 

C'est pourquoi nous avançons ici une conjecture généra l e , 
contenant c e l l e s dues à Leopoldt et à G r o s s , qui décr i t le comporte -
ment -t-adique de n'importe quel sous -module noethérien du groupe 
multiplicatif des é léments non nuls d'un corps de nombres a lgébriques . 
P lus préc isément , nous postulons que le rang £ - a d i q u e d'un tel mo -
dule s e lit sur le c a r a c t è r e de la représenta t ion ga lo i s i enne qui lui es t 
a s s o c i é e . 

Avant d'énoncer ce t te conjecture , t raçons d'abord le cadre 
général du problème : 

1 . - POSITION DU PROBLÈME ET ÉNONCÉ DE LA CONJECTURE . 

a . - L e s deux complét ions mult ipl icat ives d'un corps de nombres . 

Un c o r p s de nombres K étant donné , il e x i s t e deux façons 
(au moins ) de cons tru i re un Z - m o d u l e à partir de son groupe multi-

•V 

plicatif : 
- La plus s imple c o n s i s t e à former directement le produit ten -

s o r i e l R = Z.. <g>_ KX . Le groupe obtenu e s t un Z. - m o d u l e qui n'est ni 
de type fini , ni même compact pour la topologie des sous -modules d ' in-
dice fini , mais cependant réunion dénombrable de sous -module s com -
pacts : S i ( S n ) n ^ es t une su i t e c r o i s s a n t e de part ies qui recouvre 
l 'ensemble PI des p laces non complexes de K , le groupe B es t la réu -
nion c r o i s s a n t e , lorsque n décr i t N , de s e s sous -module s noethér iens 

S S S S , où S = Z , E dés igne le t e n s o r i s e £ - a d i q u e du groupe 
S 

des S unités de K ( i . e . la fermeture de l'image de E dans R ) . 
- Une autre façon de procéder c o n s i s t e à introduire d'abord le 

complété s e m i - l o c a l de K pour les p laces a u - d e s s u s de l , et à c o n s i d é -
rer ensu i te le groupe multiplicatif K * = ( K ) x de l 'a lgèbre obte -
nue . Comme K e s t la somme d irec te des complétés de K pour les pla -

x c e s a u - d e s s u s de l , le groupe K * es t le produit des groupes multi 'L 
pl icat i f s des corps locaux K . : 



K * = © K* = © [ |a t . U . . TT , ] 
1 I \ l 1 I \ l 1 1 1 

S a décomposit ion d i rec te fait donc intervenir les groupes |a ° de rac ines 
loca les de l'unité d 'ordre é tranger à l , les groupes locaux d'unités 
pr inc ipales U j = ( 1 + ï ) , et autant de Z - m o d u l e s l ibres de rang 1 a s -
s o c i é s à une uniformisante locale TÎJ qu'il y a dans K de p laces a u - d e s -
sus de l . Le s o u s - g r o u p e 1x = © U . étant déjà un Z - m o d u l e , la 

1 \ \l 1 1 

manière la plus économique de fabriquer un Z - m o d u l e à partir de K * 
es t de former le complété profini : 

k k Z 
K? = J im K * = © lim K ? / K ^ = © U . . T T . . 

1 ^ r 1 1 1 1 1 i |-t 1 1 

v y Le groupe K ainsi construit , produit d irect des complétés prof in is K, </ l 
des groupes mult ipl icat i fs des c o r p s locaux K . es t un Z - m o d u l e com -l -L 
pact , et même noethér ien . 

Cela p o s é , l ' injection naturel le de K X dans K * ( j . e . l 'applica -
tion diagonale de KX dans le produit © K * ) s e prolonge de façon unique 

I | l 
y 

en un morphisme continu du tensori s é B = Z ® _ K dans le complété p r o -
o 

fini K* = lim K * / K * . Nous a l lons voir que cet homomorphisme e s t 

surjec t i f . 

'I V l 

THEOREME & DEFINITION II. 1 . 1 . - Etant donné un corps de nombres K , 
y 

l 'application nature l le s du t e n s o r i s é £ - a d i q u e K = Z ^ ® ^ K du groupe 
y y / y Jt multiplicatif de K dans le complété profini K * = Jim K K * du groupe 

•v "C 

des é léments invers ib l e s de l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e K = Z , e s t un 

épimorphisme continu appelé application de s e m i - l o c a l i s a t i o n . 

Démonstration : La sur jec t i v i t é de l 'application s r e p o s e sur deux argu -
ments : 

- D'une part , chaque c l a s s e d'idéaux d'un corps de nombres 
contient un idéal é tranger à un nombre fini de p laces données . En par -
t icul ier chacun des idéaux premiers I de K a u - d e s s u s de l e s t a s s o c i é à 
un idéal ctj é tranger à - t . Ecrivant I = x ^ ctj , nous voyons qu'il e s t d o n c 



toujours pos s ib l e de trouver dans K x une famil le d'éléments (xT ) • v é -l l i Z 
rifiant les condit ions de valuation : 

v j ( x ) = 1 ) ; 
(i) Xj es t une uniformisante locale pour la place I ( i . e . 

(ii) Xj es t une unité locale pour les p laces I' | I autres 
que I ( i . e . v , (x j ) = 0 ) . 

- D'autre part, le corps K es t dense dans le produit K - © K T 
1 \ ) t 1 

de s e s complétés pour les p laces a u - d e s s u s de { . Si donc (u . ). i i ï , . . . , n 
es t une fami I le g é n é r a t r i c e du Z - module = © U . , et m un entier 

1 1 I \ l 1 

y 

naturel , il e s t encore p o s s i b l e de r é s o u d r e dans K les n s y s t è m e s de 
congruences : 

(iii) s (y. ) s u . ( mod I m ) , Y I \l . 

Cela étant , si m es t chois i plus grand que le module d'hyper -
primarité des p laces a u - d e s s u s de { ( i . e . s i le produit © (l + Im ) es t V I | l 
contenu dans J , le lemme de Nakayama montre que les é léments 

x ( s (x. ) ) . t . et ( s (y. )). engendrent conjointement le Z -module K* , i l -o i i - l , . . . , n 1 
ce qui établit le théorème . 

Il e s t bien c la i r , en revanche , que l 'application de s e m i - l o c a -
l isation s n 'es t jamais inject ive ( comme s a " re s t r i c t i on " à K X ) , le 

X 
'l 

Le premier problème de l ' indépendance { - a d i q u e es t donc le suivant 
groupe KX étant un Z - m o d u l e de type fini , mais non le t e n s o r i s é R . 

v 
Problème 1 . - Etant donnés dans K , a quel le condition la r e s -
trict ion de s au sous -module Z - e n g e n d r é par les images de c e s é l é -
ments dans £ e s t - e l l e inject ive ? 

P o s é e s o u s ce t te forme , la quest ion n 'es t cependant pas to ta le -
y 

ment s a t i s f a i s a n t e , le rô le dans K^ des p laces a u - d e s s u s de { étant par •L 
trop part icul ier : il e s t c la i r , par exemple, que les images s (x. ) , pour 
i = 1 , . . . , n , d'un nombre fini d'uniformisantes loca les a s s o c i é e s à des 
p laces d i s t inc tes a u - d e s s u s du premier l sont trivialement indépen -
dantes ; mais ce résul tat e s t en défaut pour tout autre premier p ^ { . 
Pour l i s s e r la s i tuation , il e s t naturel de f a i r e appel au logarithme 
adique : L'application Log , qui e s t déf inie sur le s o u s - g r o u p e princi -
pal de par son développement en s é r i e e n t i è r e : 



L o g , u - Z °° (-1 ) k _ 1 , 
^ k = 1 k 

y 
s e prolonge de façon unique à K g r â c e à son équation fonct ionnel le •L 

Log^ xy = Log^ x + Log^ y , 
s i l'on convient de poser Log l = 0 , pour chaque place de I de K au-

x 
d e s s u s de £ , en désignant par l j l'image dans K j du nombre premier l . 
Il vient a lors : 

LEMME 1 1 , 1 . 2 . - Le logarithme d'Iwasawa Log e s t un morphisme continu 
x du groupe multiplicatif K „ dans le groupe additif K = © K T . Son 
1 1 ï \l 1 

Y image Log K, e s t un Z -réseau de K , S o n noyau est le radical dans 
K: du Z -module l ibre engendré p a r l e s images £ T du nombre premier l 

x dans chacun des fac teurs locaux K j ; en part icul ier , il contient le 
y 

groupe |a = © |iT des r a c i n e s de l'unité dans K, . 
•v T I P ^ 

DEFINITION 1 1 . 1 . 3 . - Nous notons log et nous appelons logarithme l -
adique l'homomorphisme naturel Log o s du t e n s o r i s é multiplicatif 

x K = Z K dans le t e n s o r i s é additif K = Z <g>_ K composé du lo -•C Al. ^ Je A— 
garithme d'Iwasawa et de l 'application de s e m i - l o c a l i s a t i o n . 

Cela posé , le problème fondamental de l ' indépendance ^-adique 
peut s ' é n o n c e r comme suit : 

y 

Problème 2 . - Etant donnés x ^ , . . . , x n dans K , à quel le condition la 
re s t r i c t i on du logarithme -t-adique log^ au sous -module de R cjui e s t Z^ 
e n g e n d r é par les i m a g e s de c e s é léments e s t - e l l e inject ive ? 

• Enoncé de la conjecture . 

La not ion-c l é de ce t te conjecture étant c e l l e de représentat ion 
monogène, commençons par énoncer les principaux résu l ta t s sur les r e -
présentat ions qui nous seront ut i les : 

Etant donnés un groupe fini G et un c o r p s F de carac tér i s t ique 
nulle , é c r i v o n s : 

r 
F [G ] = © F [ G ] e . = © A . 

i=1 1 i=1 1 



la décomposit ion s e m i - s i m p l e de l 'a lgèbre F [ G ] a s s o c i é e aux îdempotents 
centraux minimaux e . de F [ G ] . 
Chacune des a l g è b r e s s imples A . = F [G ] e . s ' é c r i t comme somme di -
rec t e d' idéaux à gauche minimaux deux à deux isomorphes : 

ri ri 
A . = © F [G ] e .. = © V.. 

' J-1 IJ J-1 IJ 

où les ( e . . ) . _ sont un s y s t è m e complet d'idempotents primitifs 1J J 1> •••> « j 
( non centraux pour r . > 1 ) a u - d e s s u s de e . , 

Le c a r a c t è r e régu l i er de F [G ] s e décompose a l o r s comme 
somme : r 

X ' = £ r • X-
re3 I - i 1 1 

des c a r a c t è r e s Xj at tachés aux modules indécomposables V. . = F [G ] e.^ , 
avec les mult ipl ic i tés r . 

Cons idérons maintenant un F [G ] - module M , et écr ivons 
r 

X = £ m . X- ' a décomposit ion irréduct ib le du c a r a c t è r e a s s o c i é . Si 
i=1 ' ' 

N- F [ G ] . x es t un sous -module monogène de M, le c a r a c t è r e x ^ qui lui 
correspond es t contenu à la fo i s dans X/>? ( puisque # e s t contenu dans m) 
et dans X ' (puisque N s ' ident i f i e à un quotient de F [G ] ) . Autrement 
dit , nous avons simultanément : 

X ^ X e t X ^ X ' » 
ce que nous pouvons e n c o r e é c r i r e : 

r 
en convenant de noter x A X - = £ m i n { m • » r • } X- le plus grand 

v Tt3 j = ] 1 1 

c a r a c t è r e contenu à la fo i s dans x . e t dans X . Nous al lons voir A/ re9 
que ce t te d e r n i è r e inégal i té c a r a c t é r i s e les s o u s - m o d u l e s monogènes 
de M : 

THEOREME 1 1 . 1 . 4 . - Pour qu'un F [ G ] - m o d u l e noethér ien so i t mono -
gène , il faut et il suff i t que son c a r a c t è r e so i t contenu dans le c a r a c -
tère régu l i er . 

Démonstration : So i t N un F [ G ] - m o d u l e noethér ien dont le c a r a c t è r e 
r 

v = S n . X- e s t contenu dans le c a r a c t è r e régul ier . L' identité 
» i=1 ' ' 



n . £ T. pour i = 1 , . . . , r , s e traduit par l ' ex i s t ence d'un isomorphisme cp 
de F pour la somme d irec te : 

r n4 
n ~ e © v.. . 

i=1 j=1 ,J 

-1 r 
P o s o n s a lors x . . = cp ( e . . ) , puis x = Z E x . . : et cons idérons le 

, J 1 - 1 J - 1 , J 

F [ G ] - m o d u l e engendré par x , Nous obtenons s a n s p e i n e , par or thogo-
nalité des idempotents e . j , la décomposit ion : 

r n( r n; 
F [ G ] x = © © F [ G ] x . . ~ © © V . . . 

i = 1 j=1 U Î=1 j = 1 IJ 

Et F [G] x , sous -module de N de même c a r a c t è r e , ne peut ê t re que N , 

COROLL Al RE II. 1 . 5 . - Dans un F [ G ] - m o d u l e noethérien m , les sous -
modules monogènes maximaux sont ceux de c a r a c t è r e X w A X rj • En 
part icul ier , i ls sont deux à deux isomorphes . 

Démonstration : D'après c e qui précède , il s 'ag i t de v é r i f i e r que les 
sous -module s monogènes de c a r a c t è r e maximal sont exactement les sous -
modules monogènes maximaux . Or , d'un c ô t é , tout sous -module de ca -
r a c t è r e x ^ A X ré3

 e s t monogène maximal , puisqu'il es t monogène d ' a -
près le théorème , mais qu'aucun sous -module de m s tr ictement plus 
grand ne peut l 'ê tre ; et , d'un autre côté , s i # e s t un sous-module de M, 
de c a r a c t è r e \ N < ( x ^ A X ^3 ^ » e t ^î u n f a c t e u r i rréduct ible de 
( A ) ~ ^/y > ' e quotient m/n contient un sous -module de c a r a c -
tère Xj j dont l'image réc iproque dans M es t un sous -module contenant 
s tr ictement N , de c a r a c t è r e \ N + X| £ ( X^ A X re'g ) , donc monogène. 

V e n o n s - e n maintenant à notre sujet : S o i t K une extens ion 
ga lo i s i enne f in ie du c o r p s de rat ionnels ; notons G songroupe de Galois , 
et l un nombre premier . Le corps K , r egardé comme © [ G ] - module , 
étant l ibre et de rang 1 , son l oca l i s é K = CD ® K es t donc un <û [G ] -
module l ibre et monogène , c ' e s t - à - d i r e un © [ G ] - m o d u l e de c a r a c t è r e 'L 
Xr£g • Cons idérons un sous -module noethérien M du groupe multiplicatif 
K x , et notons m = log ( Z m) le sous -module de K Z - engen -
dré par les logarithmes des é léments de m . S i m e s t s table par G , il 



en e s t de même de M ( puisque le logarithme commute à l'action de 
Galois ) , et le c a r a c t è r e XM du <£ [ G ] - m o d u l e <û ® M = <£ Log M 

/C-
est contenu à la fo i s dans celui X rég c'u [ G ] - m o d u l e K^ ( puisque 

log # e s t un sous -module de K ) , et dans celui XM du <£ [ G ] - mo -
du le © <g>_ M (puisque Cfi ® M. e s t l ' image de CD <g _ ( 2 ® M ) = <H. <8l_ M V Ji £ ^ j -i •L 

(*) par le logarithme £ - a d i q u e J . En part icul ier , l 'égal i té = 
ne peut avoir lieu que si e s t contenu dans Xrég > '» e* > d 'après le 
théorème 4 c i - d e s s u s , s i le <& [ G ] - m o d u l e Œ. M e s t monogène s 

Ce résul tat nous amène à poser la conjecture suivante : 

CONJECTURE 1 1 . 1 . 6 . - So ient K une extens ion ga lo i s i enne f in ie du corps 
des rat ionnels , G son groupe de Galois , et L un nombre premier . 

V 
Etant donné un sous -module noetherien M du groupe multiplicatif K , 
s tab le pour l 'action de G , la r e s t r i c t i o n du logarithme £ - a d i q u e log •V au Z [G ] - module %= Z ® M, engendré par l'image de M dans le ten-

v 
s o r i s é Z , es t inject ive s i et seulement s i les tro is conditions 

-L 
su ivantes sont réunies : 

(i) Le groupe M ne contient pas les r a c i n e s £ i e m e s d e | iunité . 
(ii) Le radical de yi/dans KX ne contient pas l , i . e . l ^ J~M . 
(i i i) Le ® [G ] - m o d u l e e s t monogène , i . e . X ^ ^ X , ^ • 

Les deux premières condit ions sont évidemment n é c e s s a i r e s 
(**) 

puisque les rac ines 1 - pr imaires de l'unité et le nombre premier l 
sont contenus dans le noyau du logarithme £ - a d i q u e ; la tro i s ième d ' a -
près la d i s c u s s i o n qui p r é c è d e . La conjecture énoncée postule donc que 
c e s condit ions sont également s u f f i s a n t e s . Avant de la d iscuter , t i r o n s -
en immédiatement une conséquence : 
(* ) Nous notons indifféremment Y le c a r a c t è r e du <£[G]-module ©iSu, M M /SL 
et celui du <£ [ G ] - m o d u l e <£ ® M . 

(**) Le produit tensor ie l par ZL a tué les r a c i n e s de l'unité d ' o r d r e •L 
étranger à l . 



THEOREME 11. 1 , 7 , - S o u s la conjec ture précédente le caractère XM 

du <H [ G ] - m o d u l e <û Log M , engendré dans K par l'image M, -
log ( Z 9%-m jV) du t e n s o r i s é £ - a d i q u e de M, es t donné , en fonction du 
c a r a c t è r e X^ du <û[G]-module M , par la formule : 

(i) XM - X^ A Xrks » s i t n'appartient pas au radical de M. 
(i i ) X u = ( X U - ' ) AV , , dans le c a s contra ire , 

"g " re9 

Démonstration : Quittes à remplacer # p a r l'une de s e s p u i s s a n c e s # n , 
nous pouvons toujours supposer que M ne contient d'autre rac ine de 
l'unité que 1 , Cela étant, dist inguons les deux éventual i tés : 

(i) -t ^ >JM . Dans ce c a s , nous avons évidemment x ^ ^ XM 
e t XMe * Xré3 ' c o m m e v u p , u s h a u t » d o n c XMt

 5 ( XM A Xr'e3 ) . Réci -
proquement , le c o r o l l a i r e 5 nous donne l ' inégal i té opposée X ^ ^ 
( XM h Xfég ^ ) puisque , s i N e s t un sous -module monogène maximal de 
©<8>-y M , et x £ M un générateur de N ^ \ la r e s t r i c t i on du logarithme 

~ZL TG 1 - t -ad iquedu Z [ G ] - m o d u l e x J e s t inject ive , en vertu de la 'C 
conjecture . 

(ii) l € fjM . Dans ce c a s , il e x i s t e un naturel m > 1 , et un 
m Z 

sous -module N de M, de c a r a c t è r e = xM - 1 , tel que la somme 
soi t d i rec te et d' indice fini dans M, L'argument précédent appliqué à N 
permet a l o r s de conc lure . 

c . - D i s c u s s i o n de la conjecture énoncée . 

DEFINITION 1 1 . 1 . 8 . - Convenons de d ire qu'un Z [ G ] - m o d u l e noethé-
rien M e s t quas i -monogène lorsque le <H[G]- module a s s o c i é M e s t 
monogène , Un Z [ G ] - m o d u l e quas i -monogène es t donc un s u r - m o d u l e 
d' indice fini d'un Z [ G ] - m o d u l e monogène , 

PROPOSITION 11, 1. 9 . - La conjecture précédente e s t vra ie pour les mo-
dules yi/dont tous les é léments sont é t r a n g e r s à l , sous la conjecture de 

(**) Schanuel £ - a d i q u e . 

(* ) Le groupe M étant pr i s s a n s tors ion, il e s t canoniquement un sous -
module de son t e n s o r i s é M . 
(**) S o u s la forme faible , la conjec ture de Schanuel ^ - a d i q u e postule 
que les logarithmes £ - a d i q u e s de nombres a lgébr iques <H-multiplicative-
ment indépendants et é t r a n g e r s à l sont Q-algébriquement indépendants . 



Pour établ ir ce t t e proposi t ion , nous nous appuyerons sur le 
lemme : 

LEMME 1 1 . 1 . 1 0 . - Tout sous -module quas i -monogène M du Z [ G ] - m o d u l e 
KX , dont tous les é léments sont é t rangers à l , e s t contenu dans un 

y 

sous -module quas i -monogène J d e K qui p o s s è d e les tro is propr ié tés 
su ivantes : 

(i) Les é léments de N sont é t r a n g e r s à l . 
(ii) Le <£[G]-module <H N e s t l ibre et monogène . 
(iii) Œ ® ^ ^ e s t f a c t e u r d irect de N . 

Démonstration du lemme : Pui sque M e s t de type fini , nous pouvons 
trouver un nombre premier p , é tranger à l et à tous les é léments de M, 
qui s e décompose complètement dans l 'extens ion ga lo i s i enne K / (£ . 
Notons x un générateur d'une p u i s s a n c e pr inc ipale d'un quelconque des 
idéaux premiers p de K a u - d e s s u s de p . Par hypothèse , le groupe de 
Galois G o p è r e f idèlement sur les p laces de K a u - d e s s u s de p ; le s o u s -
module x Z ^ ^ , engendré dans KX par x et s e s conjugués , e s t donc 
isomorphe à Z [G ] • Il e s t l inéairement disjoint de M , puisque p es t 
é tranger à tous les é léments de M • Cons idérons le <£[G]- module 
_ ^ Tq 1 
p - CD. ( M © x ) engendré par M et x : Il contient la représenta -
tion r é g u l i è r e ; et le c o r o l l a i r e 5 nous a s s u r e donc que s e s s o u s - m o -
dules monogènes maximaux sont tous i somorphes à <H[G] . C h o i s i s s o n s -
en un N , qui contienne M = M ; le s o u s - g r o u p e N formé des é l é -
ments de M qui tombent dans If convient . 

Démonstration de la proposit ion : Il s 'ag i t d'établir que, pour tout s o u s -
module quas i -monogène et s a n s Z - t o r s i o n M du Z [ G ] - m o d u l e K , le 
rang l - adique rg_, log ( Z <g> M ) du Z - m o d u l e libre engendré par 

l ^ l 

l'image logarithmique de # d a n s K „ es t égal au rang rg M du Z - mo -
dule l ibre M, dès lors que tous les é léments de M sont é t rangers à l . 
D'après le lemme , il su f f î t de fa i re la démonstration lorsque <H<S>̂  M 
es t la représenta t ion r é g u l i è r e de <£[G] . Cela étant , notons x Ç M 
un générateur du <H[G ] - m o d u l e ^ > e t cons idérons la matrice t -
adique : 



X { , = [ L ° g { . x G T ] ( a , T ) € G x G • 
Son déterminant es t un polynôme en les logarithmes { - a d i q u e s des c o n -
jugués de x , qui n 'es t pas le polynôme nul : En effet , les conjugués de 
x étant par hypothèse <H-multiplicatîvement indépendants , la matrice 
r é e l l e : 

X - [ L o g | x a T | ] ( 0 f T ) g G x G 

r K • © i 
es t r é g u l i è r e , puisque l'image de / / d a n s R L par le plongement 
logarithmique : 

cc G , et c T n x a » 0 _ o g i n x a 
a € G G 6 G T € G 

es t un r é s e a u de R ^ * ® ^ , en vertu d'un argument c l a s s i q u e de géo -
métrie des nombres (c f . [ S a 1 ] , C h . l V , § 4 ) . La conjecture de Schanuel 
permet a l o r s d'aff irmer que la matrice X es t également r é g u l i è r e , c e 

•V 

[K * © 1 qui s i gn i f i e que l'image de # d a n s K ^ J par le plongement l o g a r i t h -
•V 

mique : 
A ~ A / - / - CC G T ^ ^ 

n x a — » (Log . r n x CT ) ) 
G € G v

 G € G T € G 
["K • © 1 es t un r é s e a u de K L " , et implique en part icul ier que les nombres 

G ( L o g . x ) _ _ sont K - l i n é a i r e m e n t indépendants . 
Z G C 

Pour pouvoir appliquer au module M la conjecture de Schanuel , 
nous avons supposé que tous les é léments de M étaient é t r a n g e r s à l . 
De fait , la conjec ture énoncée plus haut requiert seulement que M ne 
contienne aucune p u i s s a n c e de t . Il parait donc ra isonnable d'énoncer 
la conjecture de Schanuel { , -adique s o u s la forme faible plus généra le 
suivante : 

Conjecture de Schanuel modif iée . - S i les logarithmes { , -adiques de 
nombres a lgébr iques sont © - l i n é a i r e m e n t indépendants , i ls sont <û-al -
gébriquement indépendants . 

Cela p o s é , la propos i t ion 9 s e g é n é r a l i s e immédiatement sous 
la forme : 



PROPOSITION 11 .1 .11 . - La conjecture énoncée e s t v r a i e sous la con -
jec ture de Schanuel modif iée . 

Ce dernier résul tat e s t l'une des présomptions les plus fortes 
que nous ayons en faveur de la conjecture énoncée . 

2 . - MINORATIONS DU RANG l - ADIQUE ET P R E U V E DE LA CONJECTURE 
DANS LE C A S ABELIEN . 

a . - P r e u v e de la conjecture dans le c a s abél ien . 

Cons idérons un sous -module noethérien et s a n s tors ion M du 
groupe multiplicatif KX ; notons r. = rg M son rang , et r, = r g M n AL ̂  i 

celui du Z - m o d u l e l ibre log ( 2. M) . S i M e s t s tab le pour l'action 1 I I al 
de G , les en t i er s ^ et ^ sont les d e g r é s r e s p e c t i f s des représenta -
tions a s s o c i é e s à M et à M : l 

r„ = deg X „ et r^ = deg . 

En part icu l ier , le rang conjectural du module Mt e s t donné par les for -l 
mules : 

"t 

deg [( X^ - 1 ) A X re'a ] , si U / F , 

. deg [ X „ A X/^ ] , s inon , 

c e qu'il e s t commode d ' é c r i r e de façon ind i f férenc iée : 

r /V|{ = deg [ X J , A xr e '9 ] , en posant x ^ = 
XM~ 1 , s i l € J Y 

X î , dans le c a s contra ire . 

Nous a l lons voir que la conjecture énoncée es t v r a i e dès que le 
groupe G e s t abél ien , c e qui nous donnera au p a s s a g e une première mi -
noration du rang adique r^ . 

/ v 

THEOREME 1 1 . 1 . 1 2 . - So i en t M un sous -module noethérien du groupe 
multiplicatif KX , s tab le pour l 'action de G = Gai ( K / <£ ) , puis X^ le 
c a r a c t è r e du <û [ G ] - module M , et xM& celui du <H^[G ] - module 
® . M „ , engendré dans K par l'image M. = log ( Z » m) du l £ l ^ ^ ^ 



t e n s o r i s é £ - a d i q u e de M . A lors le c a r a c t è r e \ contient chaque c a -
r a c t è r e £ - a d i q u e irréduct ib le i|f r e p r é s e n t é dans le c a r a c t è r e x ^ défi-
ni P ^ = XM~ 1 , s i £ = J T ; = X„ s î n o n : 

»l t s< x ' 

En part icul ier , la conjecture énoncée es t v r a i e dès que le groupe G 
est abél ien , et , plus géi 
produit d irect de c o r p s . 
es t abél ien , et , plus généralement , dès que l 'a lgèbre <£ [G] es t un 

Démonstration : Supposons d'abord que M ne contienne pas de pu i s sance 
de l . Pour chaque c a r a c t è r e rationnel irréduct ib le X r e p r é s e n t é dans 
XM , nous pouvons trouver un x dans # q u i engendre un (B [G ] - module ri 
irréduct ible de c a r a c t è r e x • 

- S i X e s t i rréduct ib le sur <H , le (Û [ G ] - m o d u l e engendré 
par Log x ( qui e s t non nul , puisque M ne contient pas de pu i s sance £ X 
de -t ) e s t e n c o r e irréduct ib le de c a r a c t è r e x î e t il n'y a r ien à démon-
trer . 

- S inon X s ' é c r i t comme somme de c a r a c t è r e s f , i rréduct ib les 
sur , à v a l e u r s dans une extens ion cyclotomique de <£. F a i s o n s choix 
d'une base ( x 0 ) ^ ^ ^ du ( C - e s p a c e x ^ ^ ^ , formé de conjugués de x . 
S i l'un des c a r a c t è r e s a u - d e s s u s de x , d i sons \|f , n'était pas repré -
senté dans le <31 [ G ] - m o d u l e <H ® M, , nous aurions simultanément : £ -u £ •C 

Z ) Log x a = 0 
a <E G 

dans K , mais 'L 
Z f ( a ~ 1 ) a 

x a € G ^ 1 , dans M , 

donc , en exprimant les conjugués de x en fonction des s e u l s ( x * ^ ^ , 
une re lat ion de dépendance l inéaire non tr iv ia le , à c o e f f i c i e n t s a lgé -
briques , entre les logarithmes £ - a d i q u e s des ( x a ) ^ ^ |_| , contrairement 
au théorème d' indépendance de B a k e r - B r u m e r ( c f . [Br ] ) . 

(* ) Cette inégal i té peut ê t r e r e g a r d é e comme une généra l i sa t ion du théo -
rème fondamental de [ E K W ] pour le module des unités . 



Enfin, si M contient des p u i s s a n c e s de l , il suff i t de remarquer 
que M contient un sous -module d' indice fini de la forme t,m®N , où N 
est un Z [ G ] - m o d u l e de c a r a c t è r e XM - 1 = X̂ ? > e t de r a i s o n n e r s u r 
ilT pour s e ramener au c a s précédent . 

En résumé , la conjecture es t ainsi é tabl ie dans tous les cas où 
les c a r a c t è r e s - t -adiques i rréduct ib les sont r e p r é s e n t é s une fo i s et une 
s e u l e dans le c a r a c t è r e régu l i er , c ' e s t - à - d i r e ( c f . [ M y ] , p r o p . 3 ) l o r s -
que l 'a lgèbre de groupe <H [G ] e s t un produit d irect de corps . 'L 

COROLLAIRE 1 1 . 1 . 1 3 . - Le rang £ - a d i q u e d'un Z [ G ] - module mult ipl ica-
tif M e s t au moins la rac ine c a r r é e de son rang conjectural r^0"*1 = 
d e 9 ( X ^ ) : 

rH - • He 

Démonstration : Dans la décomposit ion x r - = E d cp du c a r a c t è r e ré -3 Cp 
gul ier comme somme de c a r a c t è r e s absolument i rréduct ib les ( à va l eurs 
dans une extens ion cyclotomique de <û) , les indices d sont les degrés 
r e s p e c t i f s des c a r a c t è r e s cp ( c f . [ S e ^ ] , Ch. I , § 2 . 4 ) . Comme , d 'après 
le théorème 12 c i - d e s s u s , chaque c a r a c t è r e absolument irréduct ib le cp 
r e p r é s e n t é dans x ^ l 'est e n c o r e dans x ^ . i' vient donc : 

r > £ deg cp= £ Jà deg cp < J Z d deg cp = Jdeg ( Z d cp ) 
« P l x i c p | x ; * c p | x ^ * c p | x ^ 

* y d e g x';;1 = . 
C'es t le résul tat démontré par Emsalem , K i s i l evsky , et Wales ( c f . 
[ E K W ] ) , lorsque M e s t le groupe des unités . 

b . -Minorat ion du rang . t -adique . 

La minoration du rang £ - a d i q u e donnée par le c o r o l l a i r e 13 
peut ê t re sens ib lement amél iorée à l'aide d'un résul tat de transcendance , 
dû à Waldschmidt , sur les matr ices à c o e f f i c i e n t s logarithmes de nom -
bres a lgébr iques . Il vient , en ef fet : 



PROPOSITION 11. 1. 1 4 . - Le rang { - a d i q u e r = deg v ^ d'un sous -
module noethér ien M du ZI [ G ] - m o d u l e K es t au moins la moitié du rang 
conjectural = deg ( x ^ A X ) : 

J. tonj 
rHt - 2 rH( 

Démonstration : Il suf f i t naturel lement d'établ ir c e résul tat lorsque M 
es t un Z [ G ] - m o d u l e sans Z - t o r s i o n ne contenant pas de p u i s s a n c e s de { . 
Cela étant , prenons un x dans M engendrant un sous -module monogène 
maximal du produit M =®<8>2 M ; et posons ff= x ^ ^ ^ . La proposit ion 
s e r a démontrée s i nous prouvons l ' inégal i té r , r , • Cons idérons Nf z N 
pour ce la la matrice en les logarithmes r é e l s des modules des conjugués 
de x : 

X = [ L o g | x C T T | ] ( G ; T ) € G x G . 

Par un argument de géométr ie des nombres déjà invoqué (cf . [ S a ^ ] , 
Ch . lV , § 4 ) , ce t te matrice a pour rang rN . Le théorème de Waldschmidt 
(c f . [Wa^ , §1 , th. 1.1 ) permet a lors d'aff irmer que la matrice en les l o -
garithmes { - a d i q u e s : 

X ^ = [ L o g ^ T ) ] ( C T j T ) 6 G x G 

1 (*) a pour rang au moins — rN • L ' inéga l i té annoncée en ré su l t e . 

Enoncé en termes de représen ta t ions , le théorème de Waldschmidt 
conduit même à un résul tat sens ib lement plus p r é c i s : Ecr ivons Xr^3

 = 

E r X la décomposit ion du c a r a c t è r e régu l i er comme somme de c a r a c -
X 

t è r e s rat ionnels i rréduct ib les . Nous avons : 

(* ) En fait , le théorème énoncé dans [Wa^ suppose que les x ° T so ient 
des unités { - a d i q u e s . Cependant , ce t t e condition n'est nullement indis -
pensable : Dans les démonstrat ions techniques , en effet , le changement 
de var iab le s x = exp ( { m Log x ) , avec m grand , permet toujours de 
s e ramener à des unités pr inc ipa les . Outre l 'a lgébr ic i té de x , s e u l e 
es t donc requ i se la val id i té de l' implication E a Log xCT = 0 => 

a € G a 1 

Z a Log |xCT I = 0 ( pour des (a ) dans Z ) , c ' e s t - à - d i r e le fait 
a € G ° a 

que le Z [ G ] - m o d u l e multiplicatif engendré par x ne contienne pas de 
pu i s sance de { . 



THEOREME 1 1 . 1 , 1 5 . - Soient M un sous -module ga lo i s i en isotypîque du 
V 

groupe multiplicatif K , ne contenant pas de pu i s sances de l , de c a -
r a c t è r e X/vf = m X , e t ' e c a r a c t è r e du [ G ] - m o d u l e 

- S i le c a r a c t è r e rationnel irréduct ib le X n e s e décompose pas 
sur (R ( i . e . s i x e s * u n multiple s i|f d'un c a r a c t è r e ^,-adique i r r é d u c -
tible i|f ) , le c a r a c t è r e \ v é r i f i e les minorations : 

- T x = 2 Xm ' SÎ XM e s t contenu dans 

( i . e , s i m s r ) . 
k k , . X 

y-H, > '"yX ( XM A Xré_ ) . "£ k+1 X k+1 n r e g 

a v e c k = m 
r. dans tous les autres c a s 

X ' 
- S i le c a r a c t è r e rationnel i rréduct ib le x s e décompose sur 'L 

( i . e . s ' i l e x i s t e au moins deux c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s irréduct ib les dis -
t incts r e p r é s e n t é s dans \ ) , les formules précédentes res tent va lables 
pour les d e g r é s : 

1 conj 1 \ = 2 rM ' S î e S t c o n t e n u d a n s • 

k+1 

conj 
r , avec k = 

X' 
, dans tous les autres cas , 

Démonstration : Lorsque XM
 e s t contenu dans X ̂  » l ' inégal i té 7- s 

4 r e s t donnée par la proposi t ion 14. Si le c a r a c t è r e X e s t u n multiple Z M 
s i|r d'un c a r a c t è r e .(,-adîque irréduct ib le tji , le c a r a c t è r e \ es t lui — 

"e 1 
même un multiple de f ( tout comme x M ) e t l ' inégal i té r ^ rM M TFG " 
s ' é c r i t donc : 

- 2 Xh > comme annoncé . 

On notera que cet te inégal i té , qui s ' é c r i t encore X^ > t y > donne 
r ^ « i 

i(j , puisque f e s t contenu un nombre entier de en f a i t x M ^ Ht 2 
fo i s dans x w (mais ce résul tat pourrait ê tre en défaut pour x ) • 

Supposons donc désormais m > r , e t posons k = m 

X 
Par 

V 
hypothèse , nous pouvons trouver dans yi/un sous -module ff, somme di -
rec t e de k s o u s - m o d u l e s monogènes x ? ^ ^ ( pour i = 1, . . . , k ) , i s o t y -
piques de c a r a c t è r e r X î e t ' e théorème s e r a établi s i nous prouvons k ^ l ' inégal i té r ^ r deg x * Pour ce la , introduisons l ' idempotent 

Mt k+1 X 



central e de l 'a lgèbre <B [G ] attaché au c a r a c t è r e x î fa i sons choix 
X l 

d'une base H c G du ( f i -espace vec tor ie l <B[G]e ; et cons idérons le 
H Z -module X , de rang k r deg x > engendré dans K par les images 

OT \ ^ ( L o g . x . ) , , des conjugués des x . dans le plongement logarithmique <o I CJ fc M I 
de M dans K . Nous pouvons naturellement l ' é c r i r e comme somme di -

*v 
rec te X = © X . des Z -modules a s s o c i é s à chacun des x . , de s o r t e 

1 - 1 ' 

qu'en vertu d'un lemme d'Emsalem (c f . [ E ] , lemme 4 ) , le coef f i c ient 
6 ( X , K ^ ) défini par : 

l_l c o r g z ( v n x ) rg^ X - rg^ ( V H X ) 
0 ( X , K ) = min = min — 

^ V codin-v V V dim.. K ^ - d i m . , V 
1 Kt 

( lorsque V parcourt les s o u s - e s p a c e s s t r i c t s de K qui sont rat ionnels 
sur © ) , v é r i f i e la minoration : 

6 ( X , K " ) S z k 6 ( X . = Z 1 = k . 
^ 1 = 1 1 * i=1 

Le théorème principal de Waldschmidt ( c f . [WaJ , c h . 4 , th. 4 . 1 ) 
conduit a lors à la minoration : 

C 9 n , ~ k h - ( r
x

d e g X ) ' 

ce qui e s t le résul tat attendu . 

Remarque : Nous avons supposé , dans l 'énoncé du théorème 15 , que le 
module M ne contenait pas de p u i s s a n c e s de l . De fait , lorsque M es t 
isotypique , la condition £ € M ne peut avoir lieu que si XM

 e s t un mul -
tiple m 1 du c a r a c t è r e unité . Mais comme celui - ci n'est r e p r é s e n t é 
qu'une fo i s dans le c a r a c t è r e r é g u l i e r , le c a r a c t è r e x H (

 = ( X M - t ) A Xrég 
es t a lors égal à 0 ou à 1 suivant que x contient une ou p lus ieurs fo is 
le c a r a c t è r e unité . Dans le premier cas , X/y e s t trivialement nul ; 
dans le second , le module M contient un nombre algébrique x £ KX qui 
n'est pas dans le noyau du logarithme Log , et le c a r a c t è r e \ n'est •C f't 
pas nul . Dans les deux c a s , il vient donc directement Xm = X*0*' = 

nl Me 
( Xtf ) A Xré9 > sans qu'il so i t n é c e s s a i r e de f a i r e appel à un quel -
conque argument transcendant . 



(*) COROLLAIRE 11.1 .16 . - Le rang ^-ad ique 7- d'un sous -module 
ga lo i s i en M de K x e s t égal à son rang conjectural rTn> dès que M e s t 

"t 
a s s e z grand en un s e n s indépendant de L . P l u s p r é c i s é m e n t , si chaque 

c a r a c t è r e rationnel irréduct ib le x r e p r é s e n t é dans XM l 'est au moins — 
SX 

tonj 
fo i s , le c a r a c t e r e X ^ a sa valeur conjectura le X^ = X^ A Xré3 • *~es 
en t i er s r^ et s ^ sont déf in i s par la représentat ion matricie l le <H[G ] e — 
M (D ) du facteur s imple de l 'a lgèbre <Û[G] a s s o c i é au c a r a c t è r e x : r x X 

le premier r e s t le nombre de fo i s où X e s t r e p r é s e n t é dans le carac -
X 

tère régu l i er ; le second s , égal au degré sur <H du centre du corps 
A. 

gauche D , e s t l ' indice de Schur du c a r a c t è r e x • 
X 

Démonstration : Il suf f î t évidemment de f a i r e la démonstration lorsque M 
est isotypique , i . e . quand x ^ est de la forme m X , pour un c a r a c t è r e 
rationnel irréduct ible x • S i les c a r a c t è r e s absolument irréduct ib les cp 
a u - d e s s u s de X sont de degré 1 , i ls sont r e p r é s e n t é s une s e u l e fo i s 
dans le c a r a c t è r e régu l i er , et le théorème 12 donne immédiatement 

conj 
X^ = xM t • C'es t le c a s en part icu l ier lorsque x es t le c a r a c t è r e 
unité 1 . Dans tout ce qui suit , nous pouvons donc supposer X ^ 1 , 
auquel c a s M ne contient pas de p u i s s a n c e s de l . Cela étant , d 'après le 
théorème 15 , pour m > r nous avons : A 

k r deg x 
\ ~ k + ï r x d e g X > r x d e g X ~ ' a v e c k = 

m 
r l X 

Ecr ivons a lors X = S Z cp la décomposit ion absolument irréduct ible 
X cp | x 

du c a r a c t è r e x ( de s o r t e que nous avons r v s = deg cp ) . S i le c a r a c -
X. Conj 

tère x était s tr ictement infér ieur a sa valeur conjectura le x = r X > 

r deg x 
nous aurions : r g r deg x - deg cp . 

"t X 
w n j Y "" • 

L'éga l i t é X U = XM a donc lieu dès que la quantité —6—r est infe 
"c nt K 

r i e u r e à deg cp , c ' e s t - à - d i r e pour 

k > r deg X ^2 deg X = ^ d e q v 
k - r

X d e g cp ' m " rX deg cp S x ° e g X • 

(*) L 'éga l i t é rM = r ^ dès que M e s t a s s e z grand , en un s e n s indé-
pendant de t , e s t due à Emsalem : C'es t le résu l ta t principal de [ E ] . 
La borne proposée ici e s t plus f ine que c e l l e de [E ] . 



c . - C o m p a r a i s o n des résu l ta t s obtenus „ 

Donnons d'abord quelques exemples , qui i l lustrent les limites 
des résu l ta t s précédents : 

Exemple 1 . - Si G e s t le groupe quaternonien Hg , l 'a lgèbre © [ G ] 
© © © © © © © © H es t composée de quatre exempla ires de © , et d'un 
du c o r p s des quaternions sur © . 

- S i l vaut 2 , le facteur s imple © 2 H es t le corps H 2 des 
quaternions sur © 2 > l 'a lgèbre © 2 [ G ] es t un produit d irect de corps , 
et la conjecture es t v r a i e en vertu du théorème 12 . 

- Dans tous les autres c a s , le produit t ensor ie l ©^ •—I est 
isomorphe à #_(©) ; le c a r a c t è r e rationnel p correspondant à H s ' é c r i t 
p = 2 TT , pour un c a r a c t è r e { - a d i q u e ( absolument ) irréduct ible TT . Si 

y 

donc M est un sous -module ga lo i s i en de K , ne contenant pas de puis -
s a n c e s de <t , ayant pour c a r a c t è r e le c a r a c t è r e régu l i er 

XM = 1 + X1 + X 2 + X 3 + P ' 
le théorème 12 donne seulement : 

* 1 + X, + X 2 + X 3 + TT. 
D'après le c o r o l l a i r e 16 , en revanche , l ' egal i te x = xM es t a s su -nt "t 
r é e dès que \ M contient deux fo i s le c a r a c t è r e p : 

XM * 1 + X, + X2 + X 3 + 2 P =» xHi = 1 + X, + x 2 + x 3 + P . 

Exemple 2 . - Si G es t le groupe métacycl ique Mg^ , la décomposit ion 
s e m i - s i m p l e de l 'a lgèbre © [ G ] s ' é c r i t : 

© [ G ] - © @ © [ / 3 ] © 3 ( © [ v ^ 7 ] ) . 
L ' é c r i t u r e rat ionnel le i rréduct ib le x * = 1 + X+ 3 p du c a r a c t è r e ré -re<3 
gulier fait donc intervenir un c a r a c t è r e X de degré 2 ( qui s e décompose 
sur © . comme somme de deux c a r a c t è r e s absolument i rréduct ib les , 
lorsque ( -3 ) e s t un c a r r é dans © . ) et un c a r a c t è r e p de degré 6 . 

- S i ( -7) n 'est pas un c a r r é dans © , le c a r a c t è r e p es t i rré -
x 

ductible sur © . . Par su i t e , s i # e s t un sous -module ga lo i s i en de K , 
ne contenant pas de p u i s s a n c e s de , ayant pour c a r a c t è r e le c a r a c -
tère régul ier Xw

 = X rég ' ' e théorème 12 donne xr tg ^ 1 + X + P > et le 
théorème 15 : x ^ > 1 + X + 2 p . Enfin , d 'après le c o r o l l a i r e 16 , 
l 'égal i té x = X'0"'* a lieu s o u s la condition su f f i san te X s 1 + x + 18 p . Ma M j M 



- Si ( -7) e s t un c a r r é dans © , le c a r a c t è r e p s e décompose 
£ 

comme somme p̂  + p^ de deux c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s (absolument) ir -
réduct ib les , de degré 3 . S i donc , comme plus haut , M e s t un sous -
module ga lo i s i en de K , ne contenant pas de p u i s s a n c e s de l , ayant 
pour c a r a c t è r e le c a r a c t è r e régu l i er x^ = X rég ' ' e théorème 12 donne 
toujours xM< ^ 1 + X+ P , mais le théorème 15 permet seulement d'af -
f irmer que l ' inégal i té e s t s t r i c t e , sans p r é c i s e r celui des c a r a c t è r e s p. 
a u - d e s s u s de p qui f igure au moins deux fo i s dans x • Enfin , le co -

coni 
r o l l a i r e 16 donne encore X = XM , s o u s la condition suf f i sante nt ne 
X > 1 + X + 1 8 p . 

Exemple 3 Si G es t le groupe symétrique S ^ , la décomposit ion 
s e m i - s i m p l e de l 'a lgèbre © [ G ] s ' é c r i t : 

© [ G ] - © ® <B e M2(® ) @m3(<&) ®M3(<&) , 
et la décomposit ion du c a r a c t è r e régu l i er comme somme de c a r a c t è r e s 
rat ionnels i rréduct ib les 

*ré3 = 1 + e + 2 e + 3 t + 3 e t , 
fait donc intervenir deux c a r a c t è r e s de degré 1, un c a r a c t è r e de degré 
2 , et deux c a r a c t è r e s de degré 3 . Tous sont absolument irréducti -

( * ) x bles . En part icul ier , s i M es t un sous -module ga lo i s i en de K , 
ne contenant pas de p u i s s a n c e s de t , ayant pour c a r a c t è r e le c a r a c -
tère régu l i er xM

 = Xrég » ' e théorème 12 donne l ' inéga l i t é 

XM >1 + e + 6 + iJf+ei | i , et le théorème 15 I ' inégal i té plus forte 
XM >1 + e + 0 + 2 i ) / + 2 e i ) f . Enfin , le corol laire 16 a s s u r e l 'égal i té 
XM = X̂ "* > sous la condition su f f i sante XM ^1 + e + 4 0 + 9 \ | f + 9 e \ | ; . 

On voit sur c e s exemples que le théorème 15 , s ' i l ne permet 
en aucun cas d'étendre le domaine de val idité de la conjecture é n o n c é e , 
conduit toujours néanmoins à des est imations du rang -t-adique s ens i -
blement me i l l eures que c e l l e s résultant du théorème 12 . La d i f f érence 

(* ) P lus généralement , toutes les représenta t ions de <5n étant réali -
s a b l e s sur © , les c a r a c t è r e s d'un tel groupe sont à va leurs ra t ionne l -
les , et le théorème 12 vaut donc trivialement pour les groupes s y m é -
triques en l ' abscence de tout argument transcendant . 



Il. ii 

entre les minorations obtenues es t d 'a i l l eurs d'autant plus nette que les 
c a r a c t è r e s i rréduct ib les ont un indice é l e v é : Par exemple , s i M es t 
un sous -module isotypique de KX de c a r a c t è r e XM

 = m X ( a v e c X i1 1 ) 
contenu dans le c a r a c t è r e régu l i er , le rang <£,-adique r es t donné 
en fonction du rang r par le tableau suivant : 

Tableau, i 

r y d t ç j V -

A 

J" " 

valeur M>niet-»u.rjle 

...S - J " 

ii 

, minotaUô  <ie WaldscVroCtlt 

. j. mi'notuiKon de fcaktc- Biurfitr 
<*«3V rydwjX 

Pour m >, , il vient de même : 

Tableau 2. 
'"t 

r yÛt̂ X - — 
valeur 
<-onj«c.tutale 

i 

ïAvyWgY • J 
1 At uliMtdnvnidV 

i/l ry dejX i/l ry dejX 
minoration éi taVtr - î>(u\Y>£r 

-1 . 1 . w 
"ï&SY - î ' ^ ï M 



3. - APPLICATION AUX CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS . 

a . - L a conjecture de Leopoldt et le problème du rang 1,-adique des S - u n i t é s . 

L e s s o u s - g r o u p e s de type fini de K les plus in téres sant s du 
point de vue de l'arithmétique sont naturellement les groupes de S - u n i t é s . 
Rappelons que, s i S dés igne un ensemble fini de p laces du corps des 
rat ionnels , contenant la place à l ' infini, et S.., l 'ensemble des p laces de 

r\ 
K a u - d e s s u s de S , les S - u n i t é s du corps K sont les é léments i n v e r s i -

S 

b les de l'anneau des S - e n t i e r s de K : 

= [xÇK | v (x) > 0 , V p ^ S K } . 

P l u s généralement : 
DEFINITION 1 1 . 1 . 1 7 . - Etant donné un ensemble fini quelconque S = S p 
de p laces d'un s o u s - c o r p s F de K , nous appelons groupe des S - u n i t é s 

S du corps de nombres K , et nous notons E ^ , le noyau, dans le groupe 
y 

multiplicatif K , des valuat ions a s s o c i é e s aux p laces de K a u - d e s s u s 
de S (*) : 

[ x€K X | v p ( x ) = 0 , V p ^ S K } . 

Les S - u n i t é s sont donc les S - u n i t é s au s e n s ordina ire qui sont 
pos i t i ve s en chaque place p de K n'appartenant pas à S^, . 

Comme les p laces complexes ne jouent aucun rô le dans la déf in i -
es 

tion des groupes E ^ , et que les c a r r é s vér i f i ent trivialement la condition 
de pos i t iv i té aux p laces r é e l l e s , les groupes de S - u n i t é s ont la même di -
mension ( * * ) qu'i ls so ient pr is au s e n s ordina ire ou au s e n s de la d é f i -
nition précédente . Nous supposerons donc pour s impl i f i er , dans tout ce 
qui suit , que l 'ensemble S ^ contient les p laces archimédiennes du corps 
K , auquel c a s les deux déf ini t ions co ïnc ident . Cela posé , lorsque le 

(*) Pour une définit ion des valuat ions a s s o c i é e s aux p laces d'un corps 
de nombres, voir Ch. 111.1, § 1, a . 
( * * ) Nous appelons dimension d'un Z - m o d u l e M, dimension sur <H de 
l ' e space vec tor ie l © M. 



II. Ih 

corps K es t ga lo i s i en sur Q , le groupe © E ^ es t un module noethé-

rien sur l 'a lgèbre de Galois dont le c a r a c t è r e ^ es t connu depuis H e r -

brand : 

PROPOSITION 1 1 . 1 . 1 8 . - So ient K / F une extens ion ga lo i s i enne de corps 
de nombres, G = Gai (K/F) son groupe de Galois , et S un ensemble fini 
de p laces de F , contenant les p laces arch imédiennes . Pour chaque p de 
S , dés ignons par X^ l'induit à G du c a r a c t è r e de la représenta t ion unité 
du s o u s - g r o u p e de décomposit ion D ^ d e l'une quelconque des p laces de K 
a u - d e s s u s de p ; notons enfin Xg la somme des lorsque p décri t S . 
Le c a r a c t è r e du © [ G ] - m o d u l e © E ^ construi t sur les S - u n i t é s de K 
e s t donné par la formule : 

X S = X S - 1 = Z X - 1 . pes p 
s Nous d i sons que y es t le c a r a c t è r e du groupe des S - u n i t é s dans l 'exten-

s ion K / F . 

Démonstration : Le c a s des unités , où S s e réduit aux p laces archimédien-
nes , const i tue le théorème de Herbrand proprement dit (cf . [He ] ) . La pro-
posit ion s ' e n déduit faci lement, puisque, s i S ' es t réunion de S et d'une 

S ' / S 
place p, le quotient E ^ / E ^ s ' ident i f i e au s o u s - g r o u p e principal du grou-
pe ld^,(p) des idéaux de K constru i t s sur les premiers a u - d e s s u s de p. 
11 vient donc : 

® ^ ( E ^ / E ^ ) - © ldK(p) — © [G/D ^ ] , 

puisque G opère transit ivement sur les p laces de K a u - d e s s u s de p ; 
d'où, comme attendu : 

S 1 S ^ 
X = X + X P -

s s Introduisons maintenant le t e n s o r i s é { - a d i q u e = 2 . <81_ E. . rx ^ £ r\ 
du groupe des S - u n i t é s . D'après le théorème 7 , nous pouvons énoncer 
directement la proposit ion : 

PROPOSITION 1 1 . 1 . 1 9 . - So ient K / © une extens ion ga lo i s i enne du corps 
des rat ionne ls , et S un ensemble fini de p laces de © contenant la place 



à l ' inf ini . S o u s la conjec ture énoncée plus haut, le c a r a c t è r e du Z -
S ^ 

module construit sur les S - u n i t é s du corps K ( i . e . le c a r a c -
tère de l 'action du groupe de Galois Gai (K/©) sur le © - e s p a c e v e c -

S 
toriel ©^ igL̂  ^ 6 S t c ' o n n ® P a r ' a f ° r m u l e : 

b 

x f - XS A ^ ^ , s i ^ S ; 

XK = ( X S " D A V é g , si £ € S . 

COROLLAIRE 1 1 . 1 . 2 0 . - Lorsque l 'ensemble S ne contient pas t , le 
S S S noyau de l 'application nature l le du groupe Q.. = Z . ® E. . des 
r \ , oo W /J, J L rS 

S - u n i t é s g é n é r a l i s é e s dans le groupe vf = 'ul< . d e s unités pr inc ipales 
s e m i - l o c a l e s du corps K , e s t un Z [G]-module ( ) dont le c a r a c t è r e 

S )( e s t donné, s o u s la conjecture précédente , par la formule : 

s - s ( s A t X œ " X " ( X A X p é g ) . 

Remarque. - Le c o r o l l a i r e 20 et la proposit ion précédente valent, indé-
pendamment de la conjecture énoncée , dans deux c a s par t i cu l i ers impor-
tants : 

(i) S i les s o u s - g r o u p e s de décomposit ion des p laces de S sont 
d is t ingués et à quotient abél ien : Dans ce c a s , les c a r a c t è r e s absolument 

S 
i rréduct ib les r e p r é s e n t é s dans y le sont une fo i s et une s e u l e dans le 
c a r a c t è r e r é g u l i e r , et le théorème 12 a s s u r e la conc lus ion . De fait la 
condition r e q u i s e sur les groupes de décomposit ion s ' in t erprè te comme 
suit : Il e x i s t e un s o u s - c o r p s F de K , abél ien sur © , tel que les p laces 
de S ne s e décomposent pas dans l 'extens ion re la t ive K / F . Comme S 
contient par hypothèse les p laces archimédiennes , ce la implique en part i -
cu l ier , que K es t so i t une extens ion abél ienne de © , so i t une extension 
quadratique totalement imaginaire d'un c o r p s abél ien r é e l . 

(ii) Si l 'ensemble S es t a s s e z grand ; c e qui peut s ' entendre 
dans deux s e n s : 

- En un s e n s arithmétique : So i t u Ç y une unité s e m i - l o c a l e 
engendrant un Z [G]-module y1 d ' indice fini dans y ; c h o i s i s s o n s m 

_ -
(*) Nous d i sons que S,.. e s t le groupe des S - u n i t é s inf in i tés imales du 

K , 00 

corps K . 
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m Jt supér ieur au module d'hyperprimarité pour avoir © (1 + 1 ) c In ; et 
I \l 1 

invoquons le théorème d'approximation s imultanée pour exhiber un x de 
y 

K qui v é r i f i e la congruence 

s (x) = u (mod © (1 + Im) ) . 
* I I* 

Le lemme de Nakayama nous a s s u r e a l o r s que les images dans h des 
conjugués de x engendrent le Z -module y* , et donc que le logarithme 
£-adique Log x de l'élément x es t une base normale de l 'a lgèbre 

Z ^ K sur le c o r p s . En part icu l ier , il suit immédiatement : 

x f = X S A X r é g = V é g ' 

dès que l 'ensemble S . , contient les p laces de K qui divisent x . rs 

- En un s e n s a lgébrique indépendant de t : D'après le r é -
S sultat d'Emsalem, en ef fet , l 'égal i té entre y et sa valeur conjecturale 

S a lieu dès que le c a r a c t è r e y es t a s s e z g r o s , par exemple si dans la 
famille (3 ) des c l a s s e s de conjugaison dans G des s o u s - g r o u p e s de 

P p € S 
décomposit ion at tachés aux p laces de S^. , chaque élément r e p r é s e n t é 
apparaît au moins [ K : ® ] fo i s (c f . corol laire 16 s u p r a ) . Dans l ' inter-
prétation du corps de c l a s s e s (c f . Ch. I. l) , c e dernier résul tat a la 
conséquence su ivante : Il e x i s t e un ensemble fini S^, de p laces de K tel 
que l 'extension abél ienne maximale S ^ - d é c o m p o s é e du corps K ne c o n -
tienne de Z - e x t e n s i o n pour aucun premier l . 

COROLLAIRE 1 1 . 1 . 2 2 . - La conjecture énoncée plus haut contient la 
conjecture de Leopoldt . 

Démonstration : S o u s sa forme for te (c f . théorème 1 . 1 . 2 2 ) , la conjecture 
de Leopoldt aff irme que la dimension -t-adique du groupe des unités d'un 
corps de nombres es t é g a l e au nombre de Dir ichlet , autrement dit que 
l 'application de s e m i - l o c a l i s a t i o n S envoie injectivement le t e n s o r i s é 

1 ^,-adique $ = Z . (gL, du groupe des unités dans le groupe y = © U , 
r\ h 4L. r\. I j <t 

des unités pr inc ipa les s e m i - l o c a l e s de c e c o r p s . Naturel lement, si la 
conjecture de Leopoldt était f a u s s e dans K , e l l e le s era i t a fort iori dans 
tout corps de nombres plus grand. Auss i n ' e s t - c e point r e s t r e i n d r e la géné-



ra l i t é que supposer K ga lo i s i en sur © . Cela étant, lorsque S s e réduit 
à la place à l ' infini, nous avons 

S 
y = 1 ^ \ - é g ' e n v e r t u c'u théorème de Herbrand, 

donc, comme attendu : 

S S X^ = % = x œ ~ 11 P a r ' a proposit ion 19, sous la conjecture 

é n o n c é e . En d'autres termes , le t e n s o r i s é = E ^ étant 
quasi monogène, la r e s t r i c t i o n à de l'homomorphisme de s e m i - l o c a l i -
sat ion est conjecturalement in jec t ive . 

b . - L a conjecture de G r o s s et le groupe des va leurs abso lues {,-adiques des 
S - u n i t é s . 

So ient K une extens ion f in ie quelconque du corps des rat ionnels , 
n = [ K : © ] son degré , et g le nombre de p laces de K qui sont a u - d e s s u s 
de La trace s e m i - l o c a l e Tr es t une application continue de l 'a lgèbre 
art inienne K = Z (gu, K = © K , de dimension n sur © , sur la s o u s -

•v 4L. j i « l V 
déc ^ a lgèbre K = © © de dimension g . S e s composantes (Tr ) , sont les 
1 I \i 1 1 1 I * 

t races loca les Tr ^ = a s s o c i é e s aux complétions de K pour les 
ï { 

p laces a u - d e s s u s de { ; et la t race globale Tr = T r ^ y'qj , qui e s t induite 

par la trace arithmétique de K sur © , e s t simplement la composée de la 
trace s e m i - l o c a l e Tr et de la surjec t ion canonique ^ x r c ' e 

{ ' M i l * 
© © sur ® . 1 ^ 

I | l 1 

Cela dit, le problème de l ' indépendance { - a d i q u e des t races lo-
c a l e s de logarithmes de nombres a lgébr iques s e pose comme suit : 

y 

Problème 3 . - Etant donnés x ,̂ . . . , x n dans K , à quel le condition la r e s -
trict ion de l 'application Tr 0 {og au sous -module % du produit tensorie l 

Z <8>_ K ~Z. - e n g e n d r é par c e s é léments e s t - e l l e inject ive ? 

La première conjecture de G r o s s postule cet te inject ivi té , aux 
rac ines de l'unité p r è s , dans la s i tuation suivante : K es t une extension 
quadratique totalement imaginaire d'un s o u s - c o r p s totalement rée l , et 1ï[ 



Il .23 

es t le t e n s o r i s é ^-adique Z <g> E1 du groupe E1 des ^,-unîtés imagi-
na ires de K ( ) . 

Pour examiner ce t te conjec ture à la lumière de la conjecture 
généra le sur l ' indépendance ^-adique énoncée plus haut, nous pouvons, 
sans r e s t r e i n d r e la généra l i t é , nous ramener au c a s où le corps K es t 
ga lo i s i en sur © . Cela étant, la représenta t ion ga lo i s i enne de l 'a lgèbre 

déc K es t induite par l 'action trans i t ive du groupe G sur les p laces de K 
^ A a u - d e s s u s de t . Son c a r a c t è r e v = lnd" 1 n e s t donc l'induit au groupe 

l u J ^ j 
G = Gai (K/<H) du c a r a c t è r e de la représentat ion unité du s o u s - g r o u p e de 
décomposit ion de l'une quelconque des p laces I de K a u - d e s s u s de l . 

Si donc M es t un s o u s - g r o u p e noethérien du groupe multiplicatif y K , s table par Galo is , et ^ le c a r a c t è r e de la représentat ion a s s o c i é e , 
le c a r a c t è r e X-r- du module image T = Tr 0 Ipg (Z. M ) v é r i f i e i ^ I l I) 
les deux inégal i tés : 

ce que nous pouvons résumer par la formule : 

- *MA V 

P lus préc i sément , s i M contient des p u i s s a n c e s de ^, nous avons 
même y-p < - 1 (d'après les propr ié tés du logarithme ^,-adique rappe-

lées en 1 . b ) , d'où finalement : 

en posant, comme plus haut : 

, s i M ne contient pas de pu i s sance de £ 

- 1, dans le c a s c o n t r a i r e . 

11 vient donc : 

( ) Si T e s t la conjugaison complexe, les -t-unités imaginaires sont c e l l e s 
qui vér i f i ent l ' identité x T = x 



PROPOSITION 1 1 . 1 . 2 3 . - So i en t K une extens ion ga lo i s i enne f in ie du 
c o r p s des ra t ionne l s , G son groupe de Galo i s , £ u n nombre premier , 
et "x l'induit à G du c a r a c t è r e de la représenta t ion unité du s o u s - g r o u p e 
de décomposit ion de l'une quelconque des p lace s de K a u - d e s s u s de i , 
Etant donné un s o u s - m o d u l e noethér ien M du groupe multiplicatif K x , 
s tab le pour l 'action de G , la r e s t r i c t i o n de l 'application Tr „ -tog com-

p o s é e de la t race s e m i - l o c a l e et du logarithme -t-adique au Z -module 
y 

engendré par l' image de M dans le t e n s o r i s é K , 
n 'es t inject ive que si les t ro i s condit ions n é c e s s a i r e s su ivantes sont 
réun ies : 

(i) Le groupe M ne contient pas les r a c i n e s ^ - i èmes de l 'unité. 

(ii) Le radical de M dans K x ne contient pas l , i . e . I Jm . 

(iii) Le c a r a c t è r e a s s o c i é au module M e s t contenu dans . 

Comme plus haut, il s 'ag i t évidemment de s a v o i r si les condit ions 
a v a n c é e s sont également s u f f i s a n t e s . Nous avons ainsi : 

THEOREME 1 1 . 1 . 2 4 . - Conservons les notations de la proposi t ion p r é c é -
dente, et notons x» = X ' ~ X» ' e supplémenta ire du c a r a c t è r e v . Si •C r e g £ _ *L 
les deux c a r a c t è r e s A X^ ET X^ A X^ sont é t r a n g e r s (autrement dit, si 
nous avons A a l o r s , s o u s la conjec ture g é n é r a l e d ' indé-
pendance £-adique énoncée plus haut, les tro is condit ions n é c e s s a i r e s 
de la proposi t ion 23 sont également s u f f i s a n t e s . 

Démonstrat ion : Supposons réun ie s les t ro i s condit ions de la proposit ion 
23. D 'après la conjec ture 6 , nous avons a l o r s = * ' - ) 'u n a u t r e 

£ 
côté , le noyau Ker Tr dans l 'a lgèbre K de la t race s e m i - l o c a l e Tr 

•V ' v "C 

es t évidemment un <B [G ] -module de c a r a c t è r e \ , - v = "y . Son inter -reg £ £ 
s e c t i o n a v e c le Z [G ] -module noethér ien M = £og ( Z M ) e s t donc 
un s o u s - m o d u l e de c e l u i - c i dont le c a r a c t è r e a s s o c i é e s t au plus ^ 
Il suit donc : 

XT > Xm- (XJ^ A X^) = XFV,A c e qu' e s t préc i sément le 

résu l ta t attendu. 



COROLL Al RE 1 1 . 1 . 2 5 . - So i t K une extens ion ga lo i s i enne du corps des 
rat ionnels , pour laquelle le c a r a c t è r e x . e s t sa turé ( i . e . v é r i f i e l ' iden-
tité X. A "x , = 0 ) . A lors , la conjecture généra l e sur l ' indépendance £-adi-
que énoncée plus haut entraîne la conjecture de G r o s s pour le corps K . 

Démonstration : D'après le théorème 1 . 1 . 2 4 , une façon d'énoncer la con-
jec ture de G r o s s g é n é r a l i s é e pour le corps K c o n s i s t e à dire que les va-
leurs abso lues £~adiques a t tachées aux p laces de K a u - d e s s u s de t e n -
voient le t e n s o r i s é £-adique = Z E ^ du groupe des ^-unités de 
K sur un sous -module d' indice fini de la somme d irec te © (1 + ) 

I \l 1 

r e s t r e i n t e aux fami Iles (Vj ) j qui vér i f i ent la formule du produit 

n v . = i . 
111 1 

T r a n s p o s o n s c e résu l ta t à l 'aide du diagramme commutatif : 

K' 

log 
l 

V © K 
i k 

= ( r i k 

T r v ^ V i u 

© ( 1 + i Z , ) 
I \l 

Log 

© <H = K 
l\l * K 

l 

déc 

L'image du module © (1 + ) par le logarithme Log étant un Z -
Il • V "C 'v 

aec I 
r é s e a u de K^ , une autre façon d'énoncer la conjecture de G r o s s g é n é -
r a l i s é e c o n s i s t e à d ire que l'image T r ^ o t o d ^ i S ^ ) de dans est R^J çjeC — 
un Z - r é s e a u de l'hyperplan vec tor i e l K d'équation £ x = 0 . En 

l l j ^ I 
termes de représen ta t ions , ce la revient à dire que le c a r a c t è r e de la 
représenta t ion ga lo i s i enne a s s o c i é e à T r l C ^og , ( ) e s t égal à v - I , •C £ rs 

Maintenant, nous conna i s sons le c a r a c t è r e a s s o c i é au groupe des 
^,-unités E.' . D 'après la proposi t ion 18, il e s t égal à X + X . - 1 » E n 

rS co ^ 
part icul ier E^, contient donc un Z [G]-module l ibre, d i sons M , de c a r a c -
tère x . ~ 1 • Et ' e théorème 24 nous montre a l o r s que, sous la condition 

la r e s t r i c t i o n au t e n s o r i s é Z ^ M de l 'application 
e s t in jec t ive . Le groupe "Tr^ 0 t * 3 9 ^ ^ ) contient donc un Z ^ [ G ] - m o d u l e 



l ibre de c a r a c t è r e x - 1 , c e qui e s t bien le résul tat annoncé . 

R e m a r q u e s . -

(i) La condition s u b s i d i a i r e invoquée v A "x, = 0 e s t t r i v ia -
lement v é r i f i é e lorsque le groupe G es t abél ien, et, plus généralement , 
dès que l 'a lgèbre <H[G] es t un produit direct de corps , donc dans tous 
les c a s où la conjecture 6 e s t é tabl ie par des arguments de transcendance . 

(ii) Lorsque le corps K es t une extens ion quadratique totalement 
imaginaire d'un s o u s - c o r p s totalement r é e l , on peut la remplacer par la 
condition plus fa ible v A x . = ® X dés igne la part ie imaginaire d'un 
c a r a c t è r e x) > puisque la part ie r é e l l e de la conjecture de Gross g é n é r a -
l i s ée es t contenue dans la conjec ture de Leopoldt . 

(i i i) Dans le c a s généra l , cependant, lorsque la décomposit ion 
de l 'a lgèbre <û [G ] fait intervenir une ou p lus i eurs a l g è b r e s s imples non 
in tègres , ce t te condition peut n 'ê tre pas v é r i f i é e , et il n'y a plus a lors 
d 'év idence a lgébr ique en faveur de la conjecture de G r o s s . 

c . - A p p l i c a t i o n aux problèmes normiques dans les Z - e x t e n s i o n s . 

Le problème du rang ^-adique des groupes de S - u n i t é s gouverne 
directement l 'arithmétique des Z - e x t e n s i o n s d'un corps de nombres . En 

l 
part icul ier il intervient de façon e s s e n t i e l l e dans l'étude des propr ié tés 

y normiques des s o u s - g r o u p e s de type fini de K dans une Z - e x t e n s i o n 
l 

donnée K /K : S i K = U K e s t une Z . - e x t e n s i o n de K , les é léments 
œ n€isi n 1 

de K x qui sont normes dans l 'extens ion procyc l ique K / K sont, par d é f i -00 
nition, ceux qui sont normes dans chacune des ^ - e x t e n s i o n s f in ies K^/K , 
c ' e s t - à - d i r e , d 'après le principe de H a s s e , ceux qui sont normes loca les 
partout dans chacune des ^ - e x t e n s i o n s cyc l iques K / K . P lus g é n é r a l e -

y 
ment, nous d i sons qu'un élément x du t e n s o r i s é ft= Z K es t une 
norme dans l 'extens ion procyc l ique K / K , lorsqu'i l e s t contenu dans le 00 y 
t e n s o r i s é du groupe des normes Z ( fl il/ĵ  / is (K ) ) . 

4 n € N n n 

En une p lace b de K complètement décomposée dans K /K , ' 00 

les ex tens ions loca les K n ^ / K ^ étant t r i v i a l e s , tous les é léments sont 

des normes loca les et le problème normique ne s e pose donc p a s . 



En une place b de K presque totalement inerte dans K /K 
CO 

les d i v e r s e s ex tens ions loca les K œ ^ / K u (correspondant aux p laces de 

K œ a u - d e s s u s de p) étant inf inies et non rami f i ée s , les é léments de R 
qui sont normes loca les sont ceux é t r a n g e r s à p . 

Le problème des normes loca les dans une Z - e x t e n s i o n ne s e 
pose donc en fait qu'aux p laces r a m i f i é e s . Or, pour c e l l e s - c i , il e s t tou-
jours p o s s i b l e d'en r e s t r e i n d r e l'étude aux s e u l s groupes d ' inert ie 
l j ( K œ / K ) : S i I e s t une te l le p lace , en ef fet , le groupe l j ( K œ / K ) , qui 
e s t isomorphe à Z , e s t d' indice f ini , d i sons / dans le groupe de d é -
composit ion D ( K œ / K ) , également isomorphe à Z . . Ainsi , pour décider l "U 
si un élément x de R es t norme locale en I dans l 'extension K œ / K , il 
suf f i t de déterminer si sa p u i s s a n c e / j - i è m e (ou toute autre pu i s sance 
plus grande au s e n s de la d iv i s ib i l i t é ) a une image tr iv ia le ou non dans 
le groupe I ( K œ / K ) , via l ' i somorphisme du corps de c l a s s e s local, qui ' 1 
identi f ie I (K / K ) à un quotient du groupe U T des unités pr inc ipales 1 l 
du corps K j . En résumé, lorsque l'élément x e s t donné, la procédure 
s e présen te comme suit : 

(i) V é r i f i e r d'abord que x es t é tranger aux p laces de K qui 
sont presque totalement iner te s dans K œ / K ; 

(ii) puis, pour chaque p lace I de K ramif iée dans K œ / K , 
y 

fa i re choix d'un élément TT. de KÇ, non unité, qui so i t norme dans l ' ex -
1 tension locale K œ j / K j , et envoyer x dans LL par l 'application de 

' oo • IR 
loca l i sat ion s^ en tordant par une p u i s s a n c e convenable de tt j. ( ) , 

- v ( x ) / V j ( T T j ) 
x l S j (x) • TT j 

(iii) Regarder enfin l'image dans l j ( K œ / K ) de l'élément obtenu. 
La première étape étant s a n s mal ice , nous a l lons nous i n t é r e s s e r ici à 
la s e c o n d e ; la t ro i s i ème, qui r e l è v e en fait de la théor ie des genres , es t 
é tudiée au chapi tre I I I . 2 . 

Supposons , pour s impl i f i er , que K et K œ so ient tous deux g a l o i -
s i e n s sur <H. Dans ce c a s , les p laces rami f i ée s dans K œ / K sont e x a c t e -

(*) Comme expliqué plus haut, quitte à remplacer x par l'une de s e s 
p u i s s a n c e s , on peut toujours supposer que v (TT.) d iv i s e v . ( x ) . 



ment les p laces de K a u - d e s s u s de et i I e s t pos s ib l e de cho i s i r les 
é léments ( t î j ) j de façon compatible avec l'action de Galois en impo-

r t é d sant l ' identité de conjugaison : 

T T 
T NI , V T€G = GAI (K/<Û). jT "I 

Cela étant, le premier problème qui s e pose es t le suivant : 

Problème 4 . - So ient K une extens ion ga lo i s i enne f in ie du corps des r a -
t ionnels , et G son groupe de G a l o i s . Supposons cho i s i , pour chaque place 

V 
I de K a u - d e s s u s de un élément t î j de K^, non unité, de te l le s o r t e 
que nous ayons : 

n T = TTT , V T € G (dans l 'a lgèbre K = © K ) . 
l T 1 1 \\l 1 

y 

Etant donné un sous -module noethér ien M du groupe multiplicatif K , 
s table pour l 'action de G , et s a t i s fa i s an t la condition Vj(TT|)/vj(x) pour 
tout x de M dist inct de 1, et tout I divisant t , que peut-on dire de l'ima-
ge de son t e n s o r i s é M dans le groupe ^ des unités pr inc ipales 
de K donnée par l 'application 

- V J(x) / v ( T I J ) 

x l > ( S J ( X ) . T T J ? 

Plus préc i sément , peut-on exprimer le c a r a c t è r e \ de la r e p r é s e n t a -
n t 

tion ga lo i s i enne a s s o c i é e à % en fonction de celui X^ de la r e p r é s e n t a -
tion ga lo i s i enne a s s o c i é e à M ? 

La proposi t ion su ivante apporte un élément de r é p o n s e : 

PROPOSITION 1 1 . 1 . 2 6 . - So ient S un ensemble fini de p laces de <£, et 
M un s o u s - g r o u p e d' indice fini du groupe des S - u n i t é s de K . S o u s les 
hypothèses du problème 4 , tous les c a r a c t è r e s £ -ad iques i rréduct ib les 
r e p r é s e n t é s dans y ^ , sauf un peut - ê t re , le sont e n c o r e dans X^ . 

Démonstration : S i S ne contient pas Ji, les é léments t î j n' interviennent 
pas, et Mt n 'es t autre que l'image canonique dans h du t e n s o r i s é 
Z M. Dans c e c a s , la proposi t ion r é s u l t e directement du théorème 12. «C AM 



Si S contient les c h o s e s sont plus c o m p l e x e s . F a i s o n s choix 
d'une p lace I de K a u - d e s s u s de -t, et d'une I-unité non tr iv ia le x dans 
M ; puis c o n s i d é r o n s le s o u s - m o d u l e fl = ^ ^ de M engendré par l ' é l é -
ment x et s e s conjugués . D ' a p r è s c e qui p r é c è d e , la proposi t ion s e r a 
é tabl ie s i nous montrons que tous les c a r a c t è r e s £ -ad iques i rréduct ib les 
r e p r é s e n t é s dans X„ le sont e n c o r e dans . Raisonnons par l 'absurde, 

en supposant qu'il e x i s t e deux c a r a c t è r e s £ -ad iques i rréduct ib le s d i s t incts 
cp et \jf r e p r é s e n t é s dans X^ mais non dans X^ . L e s deux é léments 

H XCP(T_ 1)T & N XI | /(T"1)T 
T€G T£G 

sont a l o r s Z - l inéa irement indépendants dans Z <gu, M> mais d'image •i 'L AL. 
tr iv ia le dans h . Il vient donc : l 

E Cp(T_1) [-tpgj X T - V j ( x T ) / v j(nj) <tpgj TTj ] = 0 = 
T€G 

= E ) [^og J x T - V j ( x T ) / v ^TTj) -tog J TTj ] . 
T€G 

Dans la formule obtenue, la quantité Vj(xT) e s t nulle dès que t n 'appar-
tient pas au s o u s - g r o u p e de décomposit ion D j de la p lace I dans K/<B. 
En part i cu l i er , les c a r a c t è r e s cp et i); doivent agir tr ivialement sur D 

G ( c ' e s t - à - d i r e qu' i l s sont contenus dans le c a r a c t è r e X.= lnd_ 1_ défini l D j D j 

plus haut) s a n s quoi nous aur ions E cp(î ') = 0 ou E I|/( T ^ ) = 0 , 
T€D J T€D J 

et, par conséquent 

E cp ( T ^ ) log j x T = 0 ou E I|I(T 1 )-tog j x T = 0 , 
T€G T£G 

en contradict ion a v e c le théorème d' indépendance de B a k e r - B r u m e r . 
Mais s i cp comme îjf a g i s s e n t tr ivialement sur le s o u s - g r o u p e D^ , nous 
obtenons par d i f f é r e n c e l ' identité : 

E [ cp(T-1 ) i|r(l) - cp(l) l - t p g . x T = 0 
T€G 1 

qui contredit à nouveau le théorème de B a k e r - B r u m e r . D'où le r é s u l t a t . 



COROLLAIRE 1 1 . 1 . 2 7 . - Lorsque le groupe G es t abél ien (et, plus g é n é -
ralement, dès que l 'a lgèbre <û [G ] e s t un produit d irect de c o r p s ) , le 
c a r a c t è r e s ' é c r i t 

où i|r es t so i t le c a r a c t è r e nul, so i t l'un des fac teurs i rréduct ib les du 
c a r a c t è r e X. . 

L e s c o n s é q u e n c e s arithmétiques de c e résu l ta t étant déve loppées 
dans la deuxième s e c t i o n du chapitre III , l imitons-nous ici à quelques r e -
marques : 

Remarque 1 . - Il peut e f fect ivement a r r i v e r que l'un des c a r a c t è r e s 
adiques i rréduct ib les r e p r é s e n t é s dans X,,ne le so i t plus dans M. • P r e -

M ni* 
nons par exemple pour TTj l'image du nombre premier 1, dans le complété 
K j . Dans ce c a s , le logarithme I-adique Log TÏJ étant nul, le groupe 
Log M. n'est autre que £og ( Z M)» Et la conjecture 6 postule que 
son c a r a c t è r e , qui e s t e n c o r e Xy , e s t égal à X^ A . En part icul ier , 

si M contient des p u i s s a n c e s de mais une s e u l e fo i s la représentat ion 
unité, le c a r a c t è r e unité e s t r e p r é s e n t é dans \ mais non dans X^ • 

K/ 

Remarque 2 . - Il e s t f ac i l e de vo ir , s o u s la conjec ture généra l e d ' indé-
pendance <t,-adique énoncée , que le c a r a c t è r e X^ v é r i f i e la minoration : 

Il e s t c la i r cependant qu'en général ce t t e inégal i té e s t s t r i c t e . De fait, 
il n 'est pas évident de préd ire la valeur du c a r a c t è r e Xŷ  dès qu'un ou 

h 
plus ieurs c a r a c t è r e s ^-adiques r e p r é s e n t é s dans X^ interviennent dans 
X , avec une mult ipl ic i té , reg 

Disons pour f inir que, lorsque K œ e s t la - e x t e n s i o n c y c l o t o -•V 
mique de K , l 'application nature l le du groupe v dans la somme d irec te 

© I ï ( K œ / K ) des groupes d ' inert ie a s s o c i é s aux p laces a u - d e s s u s de JL, 
I \l 1 

s e f a c t o r i s e par la t race s e m i - l o c a l e Tr . Dans ce c a s le problème n o r -
mique es t exactement "résolu" par la conjec ture de G r o s s g é n é r a l i s é e . 
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CALCUL INFINITÉSIMAL DANS UN CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES 

Nous exposons dans ce t te sec t ion les ré su l ta t s fondamentaux de 
l'arithmétique des infinitésimaux . Notre propos es t de montrer comment 
les groupes introduits s ' in tégrent dans un formal isme très souple , par -
t icul ièrement adapté à l'étude des { - e x t e n s i o n s abé l iennes de corps de 
nombres . 

La not ion-c l é de ce t te sec t ion e s t cel le d'élément infinitésimal 
d'un corps de nombres a lgébr iques : L e s infinitésimaux sont les limites 
( en un s e n s t rè s p r é c i s ) des su i t e s convergentes d'é léments globaux 
qui sont ultimement arbitrairement près de 1 , en chaque place au -
d e s s u s de { , et , plus généralement , en chaque )d d'un ensemble fini T 
donné ; nous parlons a lors d'é léments T - i n f i n i t é s i m a u x . Par les p r o c é -
dés usue l s , c e s é léments permettent de cons tru i re des groupes de c l a s -
s e s inf in i tés imales ( un d iv i seur principal infinitésimal étant un div iseur 
principal engendré par un élément infinitésimal ) et des radicaux inf ini -
tésimaux ( un radical au s e n s de Kummer étant infinitésimal s ' i l peut 
ê tre r e p r é s e n t é par des inf ini tés imaux) . D'un côté , la théor ie du corps 
de c l a s s e s interprète le groupe des c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s de divi -
s e u r s comme groupe de Galois de la { , - ex tens ion abél ienne T - r a m i f î é e 
maximale du corps c o n s i d é r é , et permet donc de donner dans le cadre 
de la T-rami f i ca t ion des énoncés tout à fait analogues à ceux que l'on 
connaît dans le cadre de la non-ramif icat ion : ca lcu l s de c l a s s e s inva -
r iantes , problèmes de norme , de théor ie des g e n r e s , de capitula -
tion , e tc . . . D'un autre côté , la théor ie de Kummer interprète le ra -
dical T- in f în i t é s imal comme radical kummérien a s s o c i é à la { - e x t e n s i o n 
abél ienne T - d é c o m p o s é e maximale du corps c o n s i d é r é . Enfin, c e s deux 
interprétat ions ( l'une ga lo i s i enne , l 'autre kummérienne ) ouvrent sur 
une approche nouvel le de la dualité : L e s r é s u l t a t s p r é s e n t é s , qui font 
intervenir deux ensembles f in is de p laces S et T , mettent doublement 
en re lat ion la { - e x t e n s i o n abél ienne maximale S - d é c o m p o s é e et T - r a -
mîf iée du corps c o n s i d é r é , et cel le qui e s t T - d é c o m p o s é e et S - r a m i f i é e ; 



i ls sont obtenus de façon extrêmement s i m p l e . Bien entendu, du fait des 
limites propres à la théor ie de Kummer, cet te dualité ne trouve sa pleine 
e x p r e s s i o n qu'en p r é s e n c e des r a c i n e s de l'unité , c ' e s t - à - d i r e dans la 
p e r s p e c t i v e de la théor ie cyclotomique , e x p o s é e plus haut . 

1 . - ELEMENTS INFINITESIMAUX D'UN CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES, 

a . - D é f i n i t i o n des é léments infinitésimaux . 

Un nombre premier l étant f ixé , nous avons a s s o c i é à chaque 
corps de nombres a lgébr iques K deux Z -modules mult ipl icatifs •i/ 
( c f . s ec t ion 1 , 1 § a ) : 

y - le t e n s o r i s é -t-adique R = Z K du groupe multiplica -
k X ; 

- le complété profini K* = rlim du groupe des é l é -
m 

ments invers ib l e s de l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e K =~Z. <g)_, K . 
x Nous avons vu , en outre , que l ' injection nature l le de K dans 

K* ( induite par l ' injection diagonale de K dans le produit K = © K 
l l j | K I 

de s e s complétés pour les p laces a u - d e s s u s de l ) s e prolonge de façon 
unique en un épimorphisme continu s^ de B sur K ^ ( c f . II. 1.1 ) , que 
nous avons appelé application de s e m i - l o c a l i s a t i o n . Le groupe qui nous 
i n t é r e s s e ici e s t le noyau de cet épimorphisme : 

DEFINITION 11.2.1 . - Etant donné un corps de nombres K , nous appe -
Ions groupe des é léments infinitésimaux du corps K , et nous notons R , 

00 

le noyau dans R de l 'application de semi - local i sat ion , i . e . le sous -
groupe de R défini par l 'exacti tude de la su i t e courte canonique de Z 
modules : 

1 - R R S * * X ? >• 1 . co £ 

L'appellation d' infinitésimal peut s e comprendre comme suit : 
les infinitésimaux sont les l imites dans R des s u i t e s convergentes d ' é l é -

x x ments de K dont les images dans K convergent v e r s 1 ; c e sont donc 'L 
les é léments globaux g é n é r a l i s é s , qui sont localement arbitrairement 
près de 1 ( l a théorie e s t multipl icative) , pour les p laces a u - d e s s u s de -t. 



Remarque 1 . - Le groupe R peut s e définir à partir de la f i l trat ion c a -
— _ _ _ _ _ CO V 
nonique du s o u s - g r o u p e principal ty de K , : Pour chaque naturel n ^ 1 , 
dés ignons par Rn le s o u s - g r o u p e des é léments de K dont l'image semi -
locale tombe dans © ( 1 + 1° ) , c e que nous pouvons é c r i r e : 

I \l 
RN = { x (E R | ^(x) H i ( mod x In ) , V I | { } . 

P o s o n s de même R = s ( ty ) (le groupe R es t le t e n s o r i s é Z . ® K X 
o £ l o { Z o 

du groupe des é léments de K x qui sont é t r a n g e r s à {, ) . Nous obtenons 
immédiatement : 

R = n R . 00 , _ i n n 6 IN 
En part icul ier , le groupe R e s t s a n s Z - t o r s i o n . œ £ 

Remarque 2 . - S i nous r e s t r e i g n o n s l 'application de s e m i - l o c a l i s a t i o n au 
S S groupe des S - u n i t é s g é n é r a l i s é e s S = Z . ® E , pour un ensemble fini 

S quelconque S de p laces non complexes de K , le noyau obtenu S est un 00 
Z - m o d u l e noethér ien et s a n s tors ion , donc l ibre de rang fini . Nous 

S ( *) d i sons que S e s t le groupe des S - u n i t é s inf in i tés imales du corps K . 00 s 
Lorsque S es t vide , S es t le groupe S des unités inf in i tés imales ; il 00 00 ____________________ 
mesure le défaut de la conjecture de Leopoldt dans le corps K . 

Il e s t in téressant de comparer le groupe R au noyau du loga -00 
y 

rithme { -ad ique dans R . Nous savons que le noyau dans K1; du loga-o / 
rithme d'Iwasawa L o g . e s t engendré par les r a c i n e s de l'unité et les 

y 

images r e s p e c t i v e s { ^ du nombre { dans chacun des fac teurs locaux K . 
Comme Rq e s t préc i sément le s o u s - g r o u p e des é léments de R qui sont des 
unités loca les , le noyau dans Rq du logarithme l -adique es t l'image r é -
ciproque par l 'application de s e m i - l o c a l i s a t i o n du groupe |a des rac ines 
de l'unité dans K. : c ' e s t donc le radical du s o u s - g r o u p e infinitésimal R . <0 oo 

PROPOSITION 11.2 ,2 . - L e noyau dans Rq du logarithme {,-adique es t le 
radical VR du s o u s - g r o u p e infinitésimal de R . Nous d i sons que VR es t V 00 00 
le groupe des é léments quas i - in f in i tés imaux du c o r p s K . Le quotient 
VR / R s ' ident i f i e au s o u s - g r o u p e N des r a c i n e s de l'unité dans K X , oo œ £ 
i . e . au { - S y l o w du groupe des r a c i n e s de l'unité de l 'a lgèbre semi -
locale K^ = Z ^ K . 

g 
(*) Le c a r a c t è r e de la représenta t ion ga lo i s i enne a s s o c i é e au groupe g co 
a été c a l c u l é dans la s ec t ion I § 5 ( cor . II. 1 .20) , s o u s la conjecture d ' in-
dépendance { - a d i q u e formulée dans ce t t e s e c t i o n . 



b. - Interpré ta t ion kummerîenne des infinitésimaux . 

S i n dés igne le £ - S y l o w d u groupe des rac ines de l'unité dans K , 
et -tm l 'ordre de |_t , la théor ie de Kummer établit un isomorphisme entre 
le groupe de Galois de l 'extension abél ienne maximale d'exposant t m de 
K , et le groupe Hom ( K X , |a) =» Hom ( E, |j) . Cet isomorphisme s 'obtient 
en a s soc ian t à l'élément a du groupe de Galois , l'homomorphisme f 
défini par la formule : m 

, , . i r ( a - 1 ) f (x) = V x 

Nous disons que le quotient ( l m z / z ) ® KX = ( l ~ m Z . / Z ) ® R 

es t le radical kummérien de l 'extension c o n s i d é r é e . P l u s généralement 
à chaque ^ - e x t e n s i o n abél ienne de K correspond un s o u s - g r o u p e de ce 
radical , défini par l ' identité : ^ 

Rad ( L / K ) = {l~k®x € | K [ J / T ] c L ] , 
et c a r a c t é r i s é par l ' isomorphisme de duali 

té : Rad(L/K) — Hom(Gal(L/K), (j). 
Nous d i sons que L es t kummérienne lorsque Rad ( L / K ) et Gai ( L/K ) ont 
le même ordre , c ' e s t - à - d i r e lorsque L/K es t d'exposant <£,m. Cela p o s é , 
nous avons : 
THÉORÈME 1 1 , 2 . 3 . - Une extens ion kummérienne L /K est «t-décomposée 
(en c e s e n s que les p laces de K a u - d e s s u s de t s e décomposent complète-
ment dans L / K ) , si et seulement s i les é léments de son radical peuvent 
ê t re r e p r é s e n t é s par des infinitésimaux . 

Démonstration : Cons idérons une extens ion kummérienne l_/K , et notons 
(g x un élément de son radical . S i l 'extension L / K est ^ - d é c o m p o -

s é e , a l o r s pour chaque place I de K a u - d e s s u s de t , l 'extension locale 
K [J/x ] / K . es t tr iv ia le , et l 'élément x e s t donc une pu i s sance l - i ème I l . k 
dans l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e K = © KT . Ecr ivons a lors s (x) = u , 

1 l\l 1 1 

pour un u de KX , et c h o i s i s s o n s y dans B a u - d e s s u s de u . Nous obte -
$v <Lk -Û nons s ( x ) = u = s ( y ) , et l 'élément infinitésimal xy a même c l a s s e 

^ yk — k 
que x modulo R . Réciproquement , si chaque élément l <S> x du radical 

Ù de 1_ peut ê tre r e p r é s e n t é par un infinitésimal , i . e . si x s ' é c r i t x y 
i 00 

avec x € R , l ' identité s i x ) = s i y ) montre que les é léments x sont 00 oo X C 

des p u i s s a n c e s 1 - i è m e s l o c a l e s . Toutes les s o u s - e x t e n s i o n s cyc l iques 

- 1 . 2 8 -



U 

K [ , / x ] / K sont a lors £ - d é c o m p o s é e s , c e qui prouve que L /K e l l e -
même es t £ - d é c o m p o s é e . 

Parmi les ^ - e x t e n s i o n s abé l i ennes de K , c e l l e s qui sont l -
ramif i ées nous in téres sent plus part icul ièrement : 

PROPOSITION 11 .2 ,4 . - N o u s d i sons qu'une extens ion de K es t t-r ami -
f i é e lorsqu'e l l e e s t non ramif iée aux p laces ( f in i e s ) é trangères à t . Le 
radical R a d ( M / K ) de la -{--extension abél ienne <l-ramif îée maximale 
de K e s t le noyau 5R , dans ( m Z / Z ) K* , des valuations a s s o -
c i é e s aux p laces f in ie s et é t r a n g è r e s à £ du corps K : 
Rad (M/K ) = { l~k ®x € ( Z / Z ) ® KX | v (x) = 0 (mod l k ) , Y p ][ln} 

r 

Démonstration : C 'es t un résul tat c l a s s i q u e de la théor ie de Kummer . 

COROLLAIRE I I . 2 . 5 , - Le radical R a d ( C ' / l < ) de la ^ - e x t e n s i o n abé -
lienne non ramif iée .£,-décomposée maximale de K es t le s o u s - g r o u p e de 
Rad ( M/K ) engendré par les c l a s s e s des infinitésimaux : 
Rad(C' /K ) = [l~k ®x € U ~ m Z ^ / Z ^ ) R | x € Rœ& v (x) =0 (modl ) .Vf»^®} 

Démonstration : D'après la proposi t ion 4 , la condition sur les valua -
tions s i g n i f i e que l 'extension es t t - r a m i f i é e ; et d 'après le théorème 3 , 
c e l l e sur la représenta t ion par des inf in i tés imaux, qu'e l le e s t en outre 
- t -décomposée , 

Il e s t d 'a i l l eurs extrêmement in téressant de comparer le groupe 
Rad (C'/K ) au noyau dans ( ^ - m Z . / Z ) ® R des valuations : -i £ Ĵ  00 

PROPOSITION I I . 2 . 6 . - Dés ignons par : 

3t = [ l ~ k ® x <E U ~ m Z , / Z . ) ® _ R Iv (x) = 0 (mod l k ) , ? p > lco } , CO Z Z p CO 1 p 1 
'L 

le noyau , dans le groupe ( Z m Z / Z , ) <S>__ R , des valuations atta --t/ v £ °° 

c h é e s aux p laces f in i e s et é t r a n g è r e s à £ . 11 e x i s t e une su i te exacte 
courte canonique (où m n es t le s o u s - g r o u p e de <C,m-torsion du groupe 

y . 1 1 

multiplicatif K*) : 
1 * ^ \d 9?œ R a d t c ' / K ) s- 1 . 



11.41 

Démonstration : D'après le c o r o l l a i r e 5 , l 'application nature l le de SFT 
dans R a d ( C ' / K ) es t une sur jec t ion . Le problème est donc de déter -
miner son noyau . Or , si £ m (g x es t un élément de K d'image 1 

00 00 

dans R a d ( C * / K ) , l ' infinitésimal x es t une pu i s sance | m - i è m e dans 
X L ™ ° ° L ™ K . De l 'égal i té x = y , nous t irons s (y) = 1 , c e qui montre que CO 

s(y) es t une rac ine - t m - ième de l'unité dans K* . Comme y es t connu à 
une rac ine g lobale de l'unité près , nous d é f i n i s s o n s un homomorphisme 
du noyau étudié dans le quotient m jj. . / |j. en a s soc ian t à l'élément 

— m l <8 x du noyau la c l a s s e de s (y) dans _ u . / u . R e s t e à v é r i f i e r 00 ^ <0 
que ce morphisme es t bijectif . D'un côté l ' identité s ( y ) € |j implique 
que y so i t le produit d'une rac ine globale de l'unité et d'un infinitésimal 

m y ; dans c e c a s , x = y - y es t la pu i s sance l - i ème d'un inf ini-
o o oo œ 

tésimal , et C <8 x vaut 1 : c e qui prouve l ' inject ivi té . D'un autre 
c o 

côté , si C es t une rac ine l - i è m e de l'unité dans K? , et y un é l é -
X JLM 

ment de K a u - d e s s u s de Q , l 'élément x = y es t un infinitésimal , 
et le produit m ® x e s t dans K : ce qui achève la démonstration . 

CO 00 

c . - D é f i n i t i o n des d i v i s e u r s infinitésimaux . 

Rappelons que le groupe des d i v i s e u r s d'un corps de nombres 
es t le groupe abél ien D construi t sur les valuations a t tachées aux 
p laces non complexes de ce c o r p s . Comme les valuations ultramé -
tr iques , a t tachées aux idéaux premiers non nuls , sont à va leurs 
dans Z , et les valuations rée l les à va leurs dans Z / 2 Z , le groupe 
D es t le produit d irect du groupe Id des idéaux de K , et d'un F ^ - e s -
pace vec tor i e l de dimension é g a l e au nombre de plongements r é e l s de K 
(cf . III. 1, §1 , pour plus de déta i l s ) . S o n s o u s - g r o u p e principal P , 

Y 
image canonique de K dans D , e s t , par déf init ion , le groupe des 
d i v i s e u r s principaux du corps K . 

DEFINITION I I . 2 . 7 . - Par groupe des d i v i s e u r s généra l i s é s du corps K , 
nous entendons le t e n s o r i s é -t-adique Z D du groupe des di -
v i s e u r s de K ; par groupe des d i v i s e u r s principaux g é n é r a l i s é s , le 
t e n s o r i s é £ - a d i q u e p = Z du s o u s - g r o u p e principal P . Le 

x 
groupe P e s t l ' image canonique dans ^ d u groupe multiplicatif ft ; et 
le quotient fini C t = 3 / P es t le - t -groupe des c l a s s e s de d iv i s eurs du 
corps K . 



PROPOSITION I I . 2 . 8 . - P o u r chaque naturel n , é cr ivons Pn l ' image 
dans le groupe des d i v i s e u r s £ du s o u s - g r o u p e de R . L ' i n t e r s e c -
tion P = fl P e s t l'image dans £ du groupe infinitésimal (siX . 

œ _ , n c o n Ç M 
Nous d i sons que p e s t le groupe des idéaux princ ipaux- inf in i tés imaux 00 
du corps K . 

Démonstration : So i t x un élément de R engendrant un d iv i seur princi -
pal g é n é r a l i s é q € fl P » Pour chaque naturel n , il e x i s t e a lors 

n € M " 
une unité e n dans S , et un élément x n dans Rn , qui vér i f i ent x = e n x n . 
Cela étant , puisque le groupe S es t compact , la su i te ( e n ) n ^ ^ pos -
s è d e une valeur d 'adhérence e . L'élément x = x / e , qui s ' é c r i t 

o o o o œ 

x = x e / e pour n arbitrairement grand es t infinitésimal : d'où le œ n n œ 
résul tat annoncé : Q = (x) = ( x ) . L e s idéaux principaux infinitési -00 
maux sont donc les idéaux principaux engendrés par les é léments in -
f inités imaux . 

DÉFINITION 1 1 . 2 . 9 . - Nous d isons qu'un d iv i seur g é n é r a l i s é Q est 
( * ) l k 

quas i - inf in i tés imal lorsqu'une de s e s p u i s s a n c e s o es t princi -
pale inf ini tés imale . Le groupe £ des d i v i s e u r s quas i - inf in i tés imaux 00 
e s t donc le radical ,Jp dans £ du s o u s - g r o u p e des d i v i s e u r s pr inc i -
paux- inf ini tés imaux . 

Remarque. - Les d i v i s e u r s principaux qui sont quas i - inf in i tés imaux ne 
sont pas , en général , inf initésimaux . En fait , la condition (x) € £ 
s ' é c r i t s (x) € Jsl$) ; tandis que la condition (x) € p s ' é c r i t s ( x ) € s(<S). 00 
Le groupe quotient ( p fl Jb ) / p e s t donc isomorphe au s o u s - g r o u p e de 00 00 
tors ion du quotient 1( / s ( S ) . 

PROPOSITION 1 1 . 2 . 1 0 . - Le quotient (2 = £r / p du groupe des d iv i s eurs 
g é n é r a l i s é s é t r a n g e r s à l par le s o u s - g r o u p e des d i v i s e u r s princi -
paux-infinitésimaux es t un Z. ^-module noethér ien . Nous d isons que G 
es t le { - g r o u p e des c l a s s e s inf in i tés imales du corps K . Son sous -
groupe de tors ion , qui e s t fini , s ' ident i f i e au quotient JB / p du 00 00 
groupe des d i v i s e u r s quas i - in f in i tés imaux par le s o u s - g r o u p e pr inc ipa l -
infinitésimal . 

( * ) C e s idéaux sont dits inf initésimaux dans [Ja ] . La remarque qui suit 
jus t i f i e le changement de vocabula ire . 



Démonstration : Il s 'ag i t d'établir que d e s t de type fini . Introduisons 
pour ce la le s o u s - g r o u p e PQ

 = HP des d i v i s e u r s principaux étran -
g e r s à l , et cons idérons la su i te exac te courte canonique : 

1 P / p / P & n / p n 1 . o c o o o o o o 
Le terme de gauche p / p s ' ident i f i e au quotient h . / s($) ; il e s t O oo £ 
donc de type fini , comme quotient de %(̂  . Le terme médian es t le 
groupe d . Enfin , le terme de droi te ^ Q / P 0 s ' ident i f i e au ^ - g r o u p e Cl 
des c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps K ; il e s t donc fini 0 

Nombre de propr ié té s u s u e l l e s du <t.-groupe des c l a s s e s C-t s e 
transportent s a n s d i f f icul té au groupe des c l a s s e s inf in i tés imales d . 
Par exemple : 

PROPOSITION II. 2 .1 1. - Toute c l a s s e de d peut ê t re r e p r é s e n t é e par 
un d iv i seur é tranger à un ensemble fini S de p laces donné . 

Démonstration : Un ensemble fini S de p laces de K é t r a n g è r e s à l étant 
donné , i I en e x i s t e un autre S 1 , ne rencontrant pas S , tel que la r e s -
trict ion aux S 1 - u n i t é s g é n é r a l i s é e s de l'homomorphîsme de s e m i - l o c a -
l isation r e c o u v r e ty : En e f fe t , s i x x e s t une fami I le f inie d ' é l é -

x 1 n 
ments de K , é t r a n g e r s à 1 , dont les images par s engendrent l - a d i -
quement ty , nous pouvons r é s o u d r e pour chaque i = 1 , . . . , n , le s y s -
tème de congruences ( où v es t le degré de - t -hyperprimari té ) : 

y. H x . (mod I v ) , V l j l & y. = 1 (mod p ) , V p € S . 
L'ensemble des p laces intervenant dans les (y. ) convient donc . 

Cela étant , cons idérons un div iseur q Ç fi^ , La proposit ion 11 
étant vra ie dans le groupe Cl , il e x i s t e un x dans tel que le d iv i seur 
x o so i t é tranger à S ; et , d 'après ce qui p r é c è d e , il e x i s t e auss i un y , 
é tranger à S , tel que le produit xy so i t inf ini tés imal . Le d iv iseur (xy) Q 
es t donc a s s o c i é à d dans C2, et é tranger à S . 

Le groupe d n'étant pas dénombrable , il e s t c la ir en revanche 
que toute c l a s s e de d ne peut pas ê t re r e p r é s e n t é e par un d iv i seur 
premier . On peut toutefois v é r i f i e r que les c l a s s e s des d iv i s eurs p r e -
miers sont d e n s e s dans d . 



d . - In terpré ta t ion arithmétique du groupe des c l a s s e s inf in i tés imales . 

Pour chaque naturel n , la théor ie du c o r p s de c l a s s e s in ter -
prète le ^,-groupe des c l a s s e s de rayon *^0/lPn comme groupe de Galois 
de la ^ - e x t e n s i o n abél ienne maximalede K de conducteur f = ( II I n j, 

n K \ \ l 7 

Dans cet i somorphisme , le groupe de la ^ - e x t e n s i o n abél ienne maxi -
maie «{.-ramifiée de K s ' iden t i f i e par conséquent à la limite projec t ive : 

Gai ( M/K ) — rl im j / p = 3q / p œ = a , 
n 00 

c ' e s t - à - d i r e au - t -groupe des c l a s s e s inf in i tés imales de K . 11 vient 
donc : 

THEOREME 11. 2. 1 2. - Dans l ' i somorphisme du c o r p s de c l a s s e s , le i, -
groupe des c l a s s e s in f in i tés imales d du c o r p s K s ' iden t i f i e au groupe 
de Galois Gai (M/K ) de la £ - e x t e n s i o n abél ienne <T-ramifîée maximale 
de K . 

Remarque . - Dés ignons par C la ^ - e x t e n s i o n abél ienne non ramif iée 
( i . e . non ramif iée aux p lace s f in i e s ) maximale du c o r p s K . Dans l ' i so -
morphisme du c o r p s de c l a s s e s , la su i t e exac te courte de la propo -
s i t ion 10 : 

1 P / P A / p / pn * 1 o œ o œ o o 
prend la forme bien connue : 

1 v Ga I ( M/C ) Ga I ( M/K ) »- Ga I ( C/K ) 1 . 

Cette d e r n i è r e su i t e apporte malheureusement a s s e z peu d'in -
formations sur le groupe (2 \ en par t i cu l i er e l l e ne donne ni son rang , 
ni son s o u s - m o d u l e de tors ion 5 . La dual i té , en revanche , conduit 
à un résul tat beaucoup plus p r é c i s : Comme première application des 
inf inités imaux , nous a l lons démontrer deux s u i t e s e x a c t e s t rè s sim -
pies , qui traduisent préc i sément ce t t e dualité entre les notions de 
ramif icat ion et de ^ - d é c o m p o s i t i o n . 

Cons idérons d'abord la ^ - e x t e n s i o n abél ienne ramif iée maxi -
maie M du c o r p s K . D 'après le théorème 12 , son groupe de Galois 
s ' i d e n t i f i e au ^ - g r o u p e des c l a s s e s in f in i tés imales û ; et , d 'après la 
proposi t ion 4 , son radical de Kummer e s t le noyau K des valuations 
a t tachées aux p lace s f in i e s é t r a n g è r e s à K . 



Cons idérons ensui te la .{.-extension abél ienne non ramif iée - d é c o m p o s é e 
maximale C 1 de K . D 'après la théor ie du c o r p s de c l a s s e s , son 
groupe de Galois s ' ident i f i e au ^ - g r o u p e c i ? des ^ - c l a s s e s de divi -
s e u r s du corps K ( i . e . au quotient du ^ - g r o u p e C-t des c l a s s e s de di -
v i s e u r s par le s o u s - g r o u p e C£( t ) , engendré par les c l a s s e s d e s di -
v i s e u r s premiers a u - d e s u s de t ) et , d 'après le c o r o l l a i r e 5 , son 
radical de Kummer es t l'image dans 31 du radical infinitésimal 91 . 

00 

Nous avons : 

THÉORÈME 1 1 . 2 . 1 3 . - So ient M la l - e x t e n s i o n abél ienne ^ - r a m i f i é e 
maximale d'un c o r p s de nombres K , et C1 la s o u s - e x t e n s i o n maximale 
de M qui e s t £ - d é c o m p o s é e . | | e x i s t e deux su i t e s e x a c t e s courtes de 
Z . - m o d u l e s qui re l ient le radical de Kummer de chacune avec le 
groupe de Galois de l 'autre : 

- La première fait intervenir l'image ® ' = ( <£," m Z / Z ) E ' 
dans le radical K ,du groupe E 1 des ^ - u n i t é s de K . E l l e s ' é c r i t : 
(i) 1 ff1 9? p C l 1 J . 

- La s e c o n d e fait intervenir l'image @ = ( £ m Z , / 2 , ) » , S 
CO I I c o ' 

dans le radical 91 ,du groupe des unités inf in i tés imales de K . El le 
00 00 

s ' é c r i t : 
(ii) 1 * Œ " 91 a 1 . 

o o o o 

Dans les deux c a s , -t r e p r é s e n t e l 'ordre du - t -groupe |j. des r a c i n e s 
de l'unité dans K . 

Remarque : La su i te (i) es t bien connue . E l l e permet dans tous les cas 
d'exprimer le £ m - r a n g du groupe 91= Hom ( Û, |_i) en fonction de celui du 
groupe C V . Comme e l l e e s t compatible avec l 'action de Galois , on peut 
toujours s e ramener , en ef fet , au c a s où le c o r p s K contient les ra -
c ines / t - i èmes de l'unité ; les méthodes s e m i - s i m p l e s e x p o s é e s dans la 
sec t ion IV. 2 conduisent a l o r s au résul tat ( c f . [Gr ] ) . 

La sui te (ii) , en revanche , u t i l i se de façon e s s e n t i e l l e les in-
f ini tés imaux . Lorsque le corps K v é r i f i e la conjecture de Leopoldt , 
e l l e montre que le radical 9ï s ' ident i f i e au s o u s - g r o u p e de £ m - t o r s i o n 00 

de G . Dans tous les c a s , e l l e montre que 9î contient comme 
<{, CO Z 
facteur d irect ; et comme 9î es t lié au radical Rad (C'/K ) par la su i te 



exacte s c i n d é e de la proposi t ion 6 , e l l e permet d'obtenir directement 
le { , m - r a n g du s o u s - g r o u p e de tors ion de d à partir de celui du groupe 

i (* ) Cl1 1 

Démonstration du théorème : La première su i t e exacte s 'obtient très 
— k i 

simplement en assoc iant à l 'élément l <g> x de 5R la c l a s s e cl ( et) du d i -
v i s eur Q= f /(x) ' dans C l 1 ; la s e c o n d e en a s soc ian t à l'élément & x 

A — œ 
de K la c l a s s e cl ( q) du d iv iseur q = J(x) dans Cl . Dans les deux cas 00 oo v 

le noyau de l'homomorphisme obtenu es t engendré par l'image des u n i t é s : 
des <t-unités dans le premier c a s , des unités inf in i tés imales dans le 
second . Dans les deux c a s enfin , l'image es t formée des é léments de 
l m - t o r s i o n du groupe d ' a r r i v é e . 

GROUPES DE S - C L A S S E S T - INFINITESIMALES 

a . - E l é m e n t s T- in f in i t é s imaux . 

Pour chaque place p du corps K , non complexe et é t rangère 
Y y . y i à l , dés ignons par K le complété profini Jim K ^ du groupe 
P n P P 

multiplicatif du corps local K : S i p es t ultramétrique , le choix d'une 
y uniformisante TT de K permet d' ident i f ier le groupe K au produit di -

P P P 
rect u . TT 1 du { - S y l o w U du groupe des rac ines de l'unité du corps 

P P P x K et d'un Z -module l ibre de rang I . S i p es t r é e l l e , le groupe K 
p l r P 

s e réduit au { - S y l o w |j du groupe des r a c i n e s de l'unité du corps K : 
r r 

i I es t nul s i l es t di f férent de 2 , égal à { — 1 } s inon . 
F ixons maintenant un ensemble fini T de p laces non complexes 

de K : et cons idérons le groupe s e m i - l o c a l : 
K-* = © K * . 

T p f T P 
v y 

L' inject ion diagonale du groupe K dans le produit © K s e prolonge 
p 6 T P 

de façon unique en un Z . - m o r p h i s m e du t e n s o r i s é R = Z K x dans 
l l 

[*) Tout récemment , Nguyen Quang Do a obtenu une v e r s i o n c o h o m o l o -
gique de la su i te exac te correspondante . Sa démonstration ut i l i se les 
ré su l ta t s de dualité globale de P o i t o u - T a t e . 



y 

le complété profini Ky . L'appl icat ion obtenue es t l'homomorphisme de 
s e m i - l o c a l i s a t i o n s a s s o c i é à l 'ensemble T # Il e s t surject i f en vertu 
du lemme de Nakagama : En effet , d'une part le groupe Ky est bien un 

~Z. - m o d u l e de type fini ; d'autre part le théorème d'approximation s i -
multanée montre que l 'application nature l le de K dans le quotient 

© K X / K x ^ es t une s u r j e c t i o n . Cela étant nous avons : 
1 p € T P P 

DÉFINITION 1 1 . 2 . 1 4 . - Etant donnés un c o r p s de nombres K , et T un 
ensemble fini de p laces non complexes de K , nous appelons groupe des 
é léments T- in f in i t é s imaux du c o r p s K , et nous notons Ry , le noyau 

f x 
dans le t e n s o r i s e R = 2 K de l'homomorphisme de s e m i - l o c a l i -
sat ion a s s o c i é à l 'ensemble T , autrement dit le s o u s - g r o u p e de R d é -
fini par l 'exactitude de la su i te courte de Z - m o d u l e s : l 

1 -Rr R — 2 — - K ^ = © K X 

T p G T ^ 

A r r ê t o n s - n o u s un instant sur les contra intes imposées par les 
condit ions d' inf in i tés imal i té : 

- S i p es t une place r é e l l e , la condition s^(x) = 1 s ign i f i e 
simplement que s^(x) e s t un c a r r é ; s i e s t di f férent de 2 , e l l e es t 
donc toujours v é r i f i é e . 

- S i p es t une place f in ie é t r a n g è r e à l , la condition s (x) = 1 
s r 

s ign i f i e que x es t étranger a p ( c e qui s e lit sur la fac tor i sat ion du di -
v i seur principal a s s o c i é ) , et que s (x) e s t une pu i s sance £ m - i ème 

m \ ( s i Z es t l 'ordre du groupe u. ) . Cette dern ière condition est , en 
P .m 

fait , une congruence mult ipl icat ive : E l l e s ' é c r i t x = y z 4 , , pour un 
z de R , et un y de KX vér i f iant y = 1 ( mod p ) . 

- S i p es t une place a u - d e s s u s de 1 , la condition s (x) = 1 , r 
analogue quant à la forme aux précédentes , e s t en revanche plus exi -

y 
geante sur le fond , la Z - s t r u c t u r e du groupe K étant beaucoup plus 

-V P 
r iche . Comme plus haut ( c f . 1 § a, remarque 1 ) , on peut la regarder 
comme une infinité de congruences mult ipl icat ives : Par exemple, si T 
est un ensemble fini de p laces non complexes é t r a n g è r e s à l , et T * = 
T U PI ( l ) la réunion de T et des p laces a u - d e s s u s de <£, , le groupe Ry 
des é léments T^- inf in i tés imaux s 'obtient comme intersec t ion de groupes 
de congruences : 

> = n ( R t n R ) . 
n € M 



b . - S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s . 

Regardons maintenant les groupes de d i v i s e u r s . S i S es t un 
ensemble fini de p laces non complexes de K , le groupe des S - d i v i s e u r s 

g 
g é n é r a l i s é s du corps K es t le quotient = £ / £ ( S ) du groupe des d i v i -
s e u r s g é n é r a l i s é s £ = Z ®_^,Dpar le s o u s - g r o u p e M S ) Z . - e n g e n d r é 
par les d i v i s e u r s cons tru i t s sur les p laces de S ; i I s ' ident i f i e par con -
séquent au s o u s - g r o u p e des d i v i s e u r s de ^qui sont é t r a n g e r s à S . S Le groupe des S - d i v i s e u r s principaux P es t l'image canonique 

S 
de R dans £ . Un S - d i v i s e u r principal e s t donc r e p r é s e n t é dans <£par 
le produit xct d'un d iv i seur principal (x) et d'un d iv i seur Q appartenant 

S S S 
à -£(S) . Le groupe quotient C-t = M / p , qui s ' ident i f i e canonique -
ment au quotient Ct/C<t(S) du ^ - g r o u p e des c l a s s e s Ct par son sous -
groupe C-t(S) engendré par les c l a s s e s des d i v i s e u r s cons tru i t s sur 
les p laces de S , e s t le £ - g r o u p e des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s du 
c o r p s K . 

DEFINITION 1 1 . 2 . 1 5 . - So i en t S et T deux ensembles f in i s d is jo ints de 
p laces non complexes du c o r p s K . P a r groupe des S - d i v i s e u r s p r i n c i -

S 
paux T- in f in i t é s imaux de K , nous entendons l'image canonique P T du 

S 1 

s o u s - g r o u p e T- in f in i té s imaI R-p de R dans le groupe J& des S - d i v i -
s e u r s de K . L e s S - d i v i s e u r s principaux T- in f in i t é s imaux sont donc 
les S - d i v i s e u r s principaux engendrés par les é léments T - i n f i n i t é s i -
maux . 

PROPOSITION 1 1 . 2 . 1 6 . - S i les p laces de S U T sont é t r a n g è r e s à l , 
dés ignons par T * = T U P l ( - t ) la réunion de T et de l 'ensemble des 

S 
p laces a u - d e s s u s de K, . Pour chaque naturel n , dés ignons par P T 

S le s o u s - g r o u p e de p-p formé des idéaux S - p r i n c i p a u x engendrés par 
les é léments du groupe de c o n g r u e n c e s = fl R . 1 1 vient : f» > i j n i n 

n € IN ' 

Démonstrat ion : E l l e e s t en tous points analogue à c e l l e de la proposi -
tion 8 . S o i t x o , avec x € R T et q € MS) , un d iv i seur de K dont la 
c l a s s e modulo M S ) tombe dans l ' in tersec t ion fl P-r . Pour . _ . I , n n Ç M ' 
chaque naturel n , nous pouvons a l o r s é c r i r e x a = x o , pour un x 



de R.,. et Q dans M S ) . Le quotient x / x es t ainsi une S - u n i t é T-
T, n n * / • S n S 

inf inités imale e n . Maintenant , le groupe tî-p = <$ H fô-p des S - u n i t é s T-
inf in i tés imales , qui e s t u n 2 . -module de type fini , es t compact . La l 
sui te ( e n )n g ^ p o s s è d e donc une valeur d 'adhérence e a . Posant x = 
x / e . nous obtenons immédiatement x o = x Q , avec x Ç , et œ oo œ> oo | 
q € à{S) , comme attendu . 

DEFINITION 1 1 . 2 . 1 7 . - Nous d isons qu'un S - d i v i s e u r g é n é r a l i s é a es t 
k 

T - q u a s i - i n f i n i t é s i m a l , lorsqu'une de s e s p u i s s a n c e s q e s t S - p r i n c i -
pale T - i n f i n i t é s i m a l e . Le groupe des S - d i v i s e u r s T - q u a s i - i n f i n i t é s i -

/~~S S 
maux es t donc le radical vP-p dans £ du groupe des S - d i v i s e u r s prin -
cipaux T- in f in i t é s imaux . 

PROPOSITION 1 1 . 2 . 1 8 . - Le quotient = ^ / p ^ . du groupe ^ des 
S - d i v i s e u r s g é n é r a l i s é s é t r a n g e r s à T par le s o u s - g r o u p e p^L des S -
d i v i s e u r s principaux T- in f in i t é s imaux est un Z . -module noethérien . 

S Nous d i sons que C l T e s t le ^ - g r o u p e des S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s 
S 

du c o r p s K . Son s o u s - g r o u p e de tors ion ?â T , qui e s t fini , s ' ident i f i e 
S S 

au quotient J p - ^ / p ^ . du groupe des S - d i v i s e u r s T - q u a s i - i n f i n i t é s i -
maux par le s o u s - g r o u p e T- in f in i t é s imal . 

3 
Démonstration : Il s 'ag i t de v é r i f i e r que ClT e s t de type fini . Intro -

S S 
duisons pour ce la le s o u s - g r o u p e Jï^. f| p des S - d i v i s e u r s principaux 
é trangers à T , et cons idérons la su i t e exac te courte canonique : 

I — n P S ) / P ^ — - — n p s ) — I . 
P a r l'homomorphisme de s e m i - l o c a l i s a t i o n s T , le terme de gauche 
( ^ f n P S ) / P ? s ' ident i f i e au quotient ff © u )©( e U„ i l / j v ( < £ S ) 

T T L\}m\pi(e) t ' ^tTnPue) r ) ] l TV 

c ' e s t donc un Z . -module noethér ien qui e s t même fini lorsque T ne 
"V 

rencontre pas l 'ensemble Pl( l ) des p laces de K a u - d e s s u s de l • Le 
2 g g 

terme médian fi^/P-^. e s t le groupe C<E,_j- étudié . Enfin , le terme de 
S S S s gauche / ( ,5-p DP ) s ' ident i f i e canoniquement au - t -groupe Cl 

des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s de K ; il e s t donc toujours fini a 

S 
Les groupes C-ty ainsi déf in i s contiennent comme c a s particu -

l i er s les d i v e r s groupes de c l a s s e s rencontrés plus haut . En particu -
PI ( l ) l ier , le ^ - g r o u p e des ^ - c l a s s e s de d i v i s e u r s Cl1 s ' é c r i t Cl* - Cl , 



tandis que le { , -groupe des c l a s s e s inf in i tés imales G prend la forme 
G = . Nous a l lons voir que les su i t e s e x a c t e s de dualité qui les 
rel ient s e généra l i sent sans peine aux groupes C - t ^ . 

c , - I n t e r p r é t a t i o n s arithmétiques ; appl icat ions à la dualité . 

Dans la sec t ion II. 1.§ c , nous avons a s s o c i é à chaque £ - e x -
tension L de K ( kummérienne ou non ) son radical de Kummer 
Rad ( L / K ) = { C k O x € ( l m 2 / 2 ) ® K x | K [ ] c L } , qui es t 
c a r a c t é r i s é par l ' i somorphisme de dualité : 

Rad ( L / K ) - Hom ( Ga I ( L / K ) , |a ) . 

DEFINITION 1 1 . 2 . 1 9 . - E t a n t donnés deux ensembles f in i s d is jo ints S et 
T de p laces non complexes du corps K , nous appelons T - r a d i c a l S - i n -
f initésimal de K , et nous notons le s o u s - g r o u p e du t e n s o r i s é 
( C 2 / 2 ) ® £ du groupe des é léments S - i n f i n i t é s i m a u x défi -

ni par l ' identité : 
91 5 - { « t T k ® x € j v (x) = 0 (mod l k ) , V p € T } . 

{ 

Le groupe n'est pas un radical au s e n s de Kummer : 
P lus préc i sément : 

PROPOSITION 1 1 . 2 . 2 0 . - Dés ignons par R a d ^ l'image canonique du 
groupe 91 g dans le radical de Kummer ( t~ m 2 / 2 ) KX . Nous ob -
tenons la su i t e exac te courte de Z -modules : 

1 jjtr> n s / | j S î g Rad g * 1 , 
où |ic = © es t le { - S y l o w du groupe des rac ines de l'unité du 

p es P 
complété s e m i - l o c a l K _ = © K . 

p € S P 

m y Démonstration : Un élément l ® x de 9î _ a une image tr iv ia le dans 
T m 

Rad ^ si x e s t la pu i s sance l - i è m e d'un élément y de R . En assoc iant 
à un tel élément l'image (y) . p. de y dans n T /\x , nous dé f in i s sons un 
morphisme du noyau c h e r c h é dans le s o u s - g r o u p e H s / | i de / |a . 



R e s t e à v é r i f i e r que c e morphisme e s t b i j e c t i f . Or , d'un cô té l ' identité 
s , (y) € |-i implique que y so i t le produit d'une r a c i n e g lobale de l'unité 

, , a m kT 
et d'un élément S - i n f i n i t é s i m a I y ; dans c e c a s x = y = y^ es t la 
p u i s s a n c e £ m - ï è m e d'un S - i n f i n i t é s i m a l , et ® x vaut 1 ; c e qui 
prouve l ' inject iv i té . D'un autre c ô t é , s i Ç e s t une rac ine £ m - i è m e d e 

. m X l 'unité dans K_ , et y un élément de R a u - d e s s u s de Ç, l 'élément x = y m ~T~ e s t S - i n f i n i t é s i m a l , et le produit jC (g x e s t dans K g ; c e qui a c h è v e 
la démonstrat ion . 

THEOREME 1 1 , 2 . 2 1 . - So i en t S et T deux ens em ble s f in i s disjoints de 
p l a c e s du c o r p s K , non complexes et é t r a n g è r e s à puis S * = S U P l U ) 
et T-* = T U P l U ) l eurs réunions r e s p e c t i v e s a v e c l ' ensemble RI (-t) 
des p l a c e s de K a u - d e s s u s de l . 

(i) Dés ignons par C-p* la ^ - e x t e n s i o n abé l i enne maximale 
de K qui e s t T ^ - r a m i f i é e et S - d é c o m p o s é e . 

S 
1) Le groupe de Galo is G a l ( C - j - * / K ) s ' i d e n t i f i e au - t -groupe des S -
c l a s s e s T # - i n f î n i t é s i m a l e s . 

T 
S T * 2) Le radica I de Kummer Rad ( C - r * / K ) e s t l ' image Rad _ du T ^ - r a d i -I o 

cal S - i n f i n i t é s i m a l K _ . o g » 
(ii) D é s i g n o n s par C-p la /L-extension abé l i enne maximale de 

K qui e s t T - r a m i f i é e et S * - d é c o m p o s é e . 
1) Le groupe de Galo is Gai ( C T / K ) s ' i d e n t i f i e au ^ - g r o u p e des S * -

S c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s . 
S * T 2 ) Le radical de Kummer Rad ( C T / K ) e s t l ' image Rad ^ ^ du T - r a d i -

T 

cal S ^ - i n f i n i t é s i m a l K g * . 

Démonstrat ion : g 
(i) Le c o r p s C-p* e s t , par déf ini t ion , la - t - ex t ens ïon abé -

l ienne de K , qui e s t non rami f i ée aux p l a c e s f i n i e s é t r a n g è r e s à T * , 
et complètement d é c o m p o s é e aux p l a c e s de S . C 'e s t donc la réunion , 
lorsque n décr i t IM , d e s <t -extens ions abé l i ennes S - d é c o m p o s é e s ma -
x imales de conducteurs r e s p e c t i f s f = Il p . Il l™ . S o n " p € T U P l U ) g 
groupe de Galo is G a l ( C - p * / K ) s ' i d e n t i f i e par conséquent à la limite 
pro jec t ive des groupes de c l a s s e s de rayons : 
G a l ( C y * / K ) — J_irn A - * ( S ) = Jjm = C<t!L. 

n ' n ' 



' S 
Le radical kummérien R a d ( C ^ . * / K ) es t l 'ensemble des é l é -

ments ® x du groupe ( m Z / Z ) R , pour lesquels l 'ex -
k ^ 

tension cyc l ique K [ / ^ x " ] / K es t T ^ - r a m i f i é e et S - d é c o m p o s é e , Cela 
étant , comme T * contient les p laces a u - d e s s u s de l , la condition de 
T ^ - r a m ï f i c a t i o n s e lit sur les valuations : v (x) = 0 (mod ) , Y to € T * , 

P 
La condition de S - d é c o m p o s i t i o n exprime que s e ( x ) e s t une pu i s sance 

k x 
l - i ème dans K,-. ; autrement dit , que x es t le produit d'une puis -

k 
s a n c e <£, - i ème de R et d'un S - i n f i n i t é s i m a l x ^ € R g . D'où le r é s u l -
tat annoncé . 

(ii) Le corps C ^ es t , par définit ion , la - t - ex tens ion a b é -
lienne maximale de K , qui e s t non ramif iée aux p laces f in ie s étran -
g è r e s à t , et complètement décomposée aux p laces de S * . En part i cu-
lier , e l l e e s t de degré fini sur K . La théor ie du corps de c l a s s e s ï -S * dentif ie donc directement son groupe de Galois Gal (C^- /K ) au 1 -

S * S * S * groupe de c l a s s e s de rayons : = Jfr-j. /P-p = C-ty . 
Enfin , le radical kummérien R a d ( C ^ / K ) s e ca l cu le comme 

, S * 

plus haut . Cependant , la condition sur les valuations • w v 
k t — (mod l ) , Y p € T ne c a r a c t é r i s e pas les ex tens ions K [Jyx ] / « qui sont 

T - r a m i f i é e s : e l l e n'exclut pas la ramification a u - d e s s u s de £ . Ce fait 
e s t sans importance dans ce c a s , puisque la condition de S^-décompo -
s i t ion impose aux p laces a u - d e s s u s de t de s e décomposer complète -
ment . 

Remarque : Même en l 'absence de toute hypothèse sur les p laces au -
d e s s u s de •t , le groupe de Galois G a l ( C ^ . / K ) de la ^ - e x t e n s i o n a b é -
lienne T - r a m i f i é e S - d é c o m p o s é e maximale s ' ident i f i e toujours au <£,-
groupe Ct-^- des S - c l a s s e s T - i n f î n i t é s i m a l e s , En revanche , s ' i l 
e x i s t e des p laces a u - d e s s u s de £ qui ne sont r e p r é s e n t é e s ni dans S 

T 
ni dans T , le groupe R ^ peut contenir s tr ic tement le radical 
Rad ( C ^ / K } . 

THEOREME 1 1 , 2 , 2 2 , - Etant donnés deux ensembles f inis d is jo ints S et 
T de p laces non complexes du c o r p s K , il e x i s t e une su i te exac te c a -
nonique de Z. -modules : 

^ S S S 1 * @T * 9? t C l T * 1 . 

(x) = 0 



G M Q 

Dans c e l l e - c i , ® T = ( l~ Z ^ / Z ^ ) ® ^ t§T e s t le t e n s o r i s é du 
l 

S 
groupe des S - u n i t é s T - i n f i n i t é s i m a l e s du corps K ; 31 — es t le S - r a -

S 
dical T- inf in i tés imaI ; m Cl—. es t le s o u s - g r o u p e de <{,m-torsion du l -
groupe des S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s de K ; et £ es t l 'ordre du l -
Sylow ]j du groupe des r a c i n e s de l'unité de K . 

Démonstration : La su i te exac te s 'obtient tout simplement en assoc iant 
m 2 g g à l'élément l de la c l a s s e c l - , - ( a ) dans le groupe C l ^ du d i -1 I , m I .1X1 

v i s eur Q défini par la décomposit ion (x) = et . b du d iv i seur principal 
(x) comme produit d'une pu i s sance £ m - i è m e et d'un div iseur b € ^—(S) . 
Comme x es t es t défini à la pu i s sance l - i è m e près d'un T- in f in i t é s i -

S mal , nous obtenons ainsi un épimorphisme du groupe 3?-j- sur le s o u s -
groupe de £ m - t o r s i o n de C - t ? , dont le noyau es t formé des c l a s s e s de 

S 3î-j- qui sont r e p r é s e n t é e s par des S - u n i t é s T - in f in i t é s ima le s . 

Compte-tenu des interprétat ions arithmétiques données par le 
théorème 21 , le théorème 22 établit une double dualité entre la t-ex-

tension abél ienne maximale C-- qui e s t T ^ - r a m i f i é e et S - d é c o m p o s é e , 
T* ^ et c e l l e C g qui e s t S - r a m i f i é e et T - d é c o m p o s é e . 

LA SUITE EXACTE D E S C L A S S E S AMBIGES DANS UNE EXTENSION 
GALOISIENNE . 

a . - L'homomorphisme d'extens ion pour les groupes Cl . 

Etant donnée une ex tens ion quelconque de corps de nombres 
L/K , l'homomorphisme d'extens ion des d iv i s eurs induit , par 
p a s s a g e au quotient , une application nature l le du ^ - g r o u p e des c l a s s e s 
inf in i tés imales C7(K) du c o r p s K dans celui (7{L) de L : C'est l'homo -
morphisme d'extens ion J = > c'u' correspond au transfert dans 
l ' interprétat ion , par la théor ie du c o r p s de c l a s s e s , des groupes û , 
Lorsque L es t une extens ion ga lo i s i enne de K , de groupe de Galois G , 
il e s t naturel de comparer le groupe étendu ( )) au sous -
groupe ambige de <7(L) . Nous avons besoin pour ce la d'un 
lemme de cohomologie : 



LEMME 1 1 , 2 , 2 3 , - So ient L / K une ex tens ion ga lo i s i enne de c o r p s de 
nombres , et G son groupe de Galois , 

(i) Le groupe de cohomologie H'(G, i^(L)) es t nul , 
(ii) Le groupe de cohomologie H*(G, R_(L)) es t nul , 

*L/K ( 
G 00 

(iii) Le quotient P^L-) / d , / u . ( p ( K ) ) s ' ident i f i e au groupe de 
cohomologie H ^ G , S (l—)) . 

(iv) Le groupe H * ( G , p (L)) e s t isomorphe au noyau 
9 0 œ 

Ker [ H (G, S ( D ) * l -RG, R (L)) ] . 00 

Démonstrat ion : E l l e e s t en tous points analogue à c e l l e du lemme [ { [ , 1 , 4 , 
(i) n 'est r ien d'autre que le théorème 90 de Hilbert pour les 

d i v i s e u r s g é n é r a l i s é s , 
(ii) s 'obtient en écr ivant la su i t e exac te de cohomologie as -

s o c i é e à la su i t e courte 
1 * R (L) > R(L) K*(L) 1 , 

o o >£, 

qui définit le s o u s - g r o u p e infinitésimal ( c f . déf init ion 1 ) . Dans la 
su i te obtenue 
1 * R (K) • R ( K ) » K?(K) * H ^ G , R (L)) •» H ^ G , R(L)) , 

00 «{, œ 

le terme de droi te H (G, R ( L ) ) e s t nul en vertu du théorème 90 de 
Hilbert , et l 'application R ( K ) K?(K) es t s u r j e c t i v e ; c e qui donne 

1 le résu l ta t attendu : H (G, R (L)) = 1 . 00 
(ii i) & (iv) proviennent de la su i t e exac te de cohomologie a s s o -

c i é e à la su i t e courte qui définit R : 00 
I » s (L) * R (L) p (L) 1 ( c f . proposi t ion 8 ) . CO 00 00 
II vient , en e f fe t : 
W (K ) -R ( K ) - p G ( L ) - H 1 ( G , £ (LJ-H^G.R (Lf l -H^G.p (L))->H2(G, S (L)) 00 00 00 00 CO CD - 00 

H (G, R (L)) ; 
1 00 

et le groupe H (G, Rœ(L)) e s t nul, en vertu de l ' a s s e r t i o n (ii) . 

THÉORÈME 1 1 . 2 . 2 4 . - Dans une ex tens ion ga lo i s i enne f in ie L / K de 
c o r p s de nombres , de groupe de Galo i s G , le s o u s - g r o u p e ambige 
d(l~) du l - g r o u p e des c l a s s e s in f in i tés imales du corps L e s t donné 
par la su i t e exac te de modules f in i s ( où e s t l 'homomorphisme 
de d{K) dans d(l~) induit par l 'extens ion d ^ ^ des d i v i s e u r s ) : 

l - S j L ^ / S j K ^ K e r ^ L / K ^ K e r j ^ - H ^ G , < S J L ) ) - ^ o ( L ) G / c 2 l / k U 0 ( K ) ) 

- ^ ( L ) G / j | _ / / K ( d 7 ( K ) ) - H l ( G , p j L ) ) - 1 . 



Démonstration : Par tons de la su i te exac te courte qui définit le groupe 
a{L) : 

1 * p (L) . M L ) tf(L) 1 . 00 O 
La su i te exac te de cohomologie a s s o c i é e : 
i — * p ( L ) g — * » ( L ) g — * a( L ) g — * HHG, P (L)) — * H' (G,iML)) 00 O 00 O 
s ' a r r ê t e en vertu du lemme 23 (i) . L'homomorphisme d'extens ion donne 
lieu par conséquent au diagramme commutatif : 

1 * p ( K ) £ ( K ) »- a { K ) * 1 00 O 

jwk cl l/k 

1 - P ( L ) e * 4 ( L ) G tf (L) G H ' (G, p (L)) M 
o o O ~ 

qui conduit , via le lemme du serpent , à la su i te exacte annoncée . 
Seul r e s t e donc à v é r i f i e r que tous les termes de la su i t e exacte o b t e -
nue sont f in i s . Or , les termes Ker ! ^ o ^ sont bien 
connus : Le premier mesure la eomplexification à l'infini ; le s econd la ra -
mification aux p laces ( f in i e s ) é t r a n g è r e s à £ ( c f . s c o l i e III. 1 . 6 ) . En-
fin , les deux groupes de cohomologie H1 (G, 3 (L)) et H1 (G, P (L)) — 

2 o Ker [H (G, S (L)) H (G, R (L)) ] ,qui sont annulés par l 'exposant de 00 
G , sont Hun et l 'autre f in i s puisque le groupe de défaut S (L) e s t un 

c o 

Z. . -module de type fini . 

COROLLAIRE 1 1 . 2 . 2 5 . - Formule des c l a s s e s ambiges inf in i tés imales -
Etant donnée une extens ion ga lo i s i enne f in ie de corps de nombres L/K , 
l'homomorphisme d'extens ion des d i v i s e u r s induit un pseudo- i somor -
phisme du ^ - g r o u p e des c l a s s e s inf in i tés imales £7(K) dans le 
s o u s - g r o u p e ambige <7(L)G de G{\~) * Noyau et Conoyau de ce pseudo-
isomorphisme sont l iés par l ' identité : 

n e ( L / K ) 
| C o k e r j / I p j f l P | H (G, p (L)) I 

J ± t t < ± = 11 ' 2 L U (L) : S (K)) . 
| K e r j . | n d ( L / K ) | H'(G, * (L)) | * 

P i 0 0 

En part icul ier , lorsque l 'extens ion L/K es t absolument - t - ramif iée 
( i . e . non ramifiée aux places (iflics. étrdftgèfcs À et non aswplcx^iée aux places réelle i ) , il 
vient exactement : 

Ker j l / k - H 1 ( G , <?JL)) & 

Coker J l / k - H+(G, P j L ) ) - Ker [H 2 (G , cSjL)) H2(G, R(L)) ] . 



COROLLAIRE 1 1 , 2 . 2 6 . - Supposons réunies les deux condit ions sui -
vantes : 

(i) L'extens ion L /K est absolument ^ - r a m i f i é e . 
(ii) Le corps L v é r i f i e la conjecture de Leopoldt . 

A lors l'homomorphisme d'extension e s t u n i somorphisme de <7(K) 
sur a { L ) G . 

COROLLAIRE 11.2» 2 7 . - P l u s généralement , supposons réunies les 
deux condit ions plus fa ib les su ivantes : 

(i) L 'extens ion L /K e s t non complexijiée. 
(ii) Le défaut de la conjecture de Leopoldt es t constant 

dans L / K ( i . e . r g _ S ( U = r g _ S (K)^ . 

Alors l'homomorphisme d'extens ion j. envoie injectivement C?(K) 
dans a { L ) 1 ' . 

Démonstration : Il s 'ag i t de v é r i f i e r que , sous la condition (ii) , 
le groupe de cohomologie H^(G, S (L)) e s t nul „ Or l 'hypothèse faite 

00 

entraîne que S (K) es t d' indice fini dans S (L) . Et comme le groupe 
0 0 c o 

S (L) es t sans Z - t o r s i o n , ce la ne peut avoir lieu qu'avec l 'égal i té oo £ m 
S (K) = S (L) . En effet , l ' identité e^ € S (K) , pour un e de i (K) 00 CD •"•>/_ « \ 00

 1
 00 

implique er KO~ = 1 , Y ct € G , donc e a ~ ' = 1 , V o £ G , c ' e s t - à -
dire finalement e Ç <$ (K) , comme attendu . 

00 

b . -Appl i ca t ion au s o u s - g r o u p e de tors ion . 

La capitulation Ker étant f in ie d 'après le théorème 2 , 
e l l e ne concerne que les é léments de tors ion du groupe û(K) . Comme 
l'homomorphisme d'extens ion envoie naturellement le s o u s - g r o u p e de 
tors ion "G(K) de d{K) dans le s o u s - g r o u p e ambige *5(L) de celui de 
(7(L) , nous pouvons reprendre , pour le groupe de tors ion la c o n s -
truction de la s e c t i o n précédente , à partir cet te fo i s de la su i te exacte 
courte donnée par la proposit ion 10 : 

(* ) Ce résul tat e s t dû à Gras ( [Gr 5 ] , p r o p . I I . 3 ) . La condition (ii) es t 
toujours v é r i f i é e en part icu l ier dans une tour cyclotomique , au moins à 
parti r d'un certa in rang ( c f . {.Gi z ] ) 



I * P (L) £ (L) % (L) » 1 . oo œ 
Une d i f f i cu l té , toutefo is , s e p r é s e n t e : Le groupe de cohomologie 
H (G, J f r (L)) pouvant ne pas e t r e tr iv ia l , la s u i t e e x a c t e de cohomologie 00 
a s s o c i é e : 
1 p ( L ) G ^ ( L ) G » S ( L ) G H^ (G, p (L)) H 1 ( G , ^ ( L ) ) 

oo œ c o oo 

ne s ' a r r ê t e pas , non plus par conséquent que c e l l e déduite , via le 
lemme du s e r p e n t , du diagramme commutatif donné par l 'homomorphisme 
d 'ex tens ion : 
W j L ) G / t f j K ) - . K e r d L / K - K e r J ^ - H 1 (G, * j L » ^ j L ) % _ / K ( . f r ( K ] | -, 

- S ( L ) G / j l / k ( & ( K ) ) - H 1 ( G , P J L ) ) - > . . . 
D ' a p r è s le lemme 23 ( iv) , cependant , le groupe de cohomo -

1 2 logie H (G, p (L)) s ' i n j e c t e dans celui H (G, <$ (L)) , qui e s t , a priori , 
œ œ 2 

mieux connu : P a r exemple , lorsque G e s t cyc l ique , H (G, S (L)) e s t co 
nul dès que S (K) l 'es t , c ' e s t - à - d i r e lorsque le c o r p s de b a s e K v é r i -00 
f i e la conjec ture de Leopoldt . 

II vient donc : 

THEOREME 1 1 . 2 . 2 8 . - S o i t L / K une ex tens ion g a l o i s i e n n e de c o r p s de 
nombres vér i f iant la condit ion H (G, S (L)) = 1 . S i d é s i g n e l ' h o -
momorphisme du .{,-groupe des c l a s s e s in f in i t é s imales c7(K) du c o r p s K 
dans celui C?(L) de L , induit par l ' extens ion des d i v i s e u r s d ^ > ' e 

s o u s - g r o u p e ambige "&(L)G du - t -groupe de tor s ion de <7{L.) e s t donné 
par la su i t e e x a c t e : 
W j L ) G / c ? j K ) - * K e r d ^ - K e r J L / K - * H ' <G> 

- • & ( L ) G / J l / k C & ( K ) ) - 1 . 

COROLLAIRE 1 1 . 2 . 2 9 . - S o u s la c o n j e c t u r e de Leopoldt , l 'ordre du 
Q 

s o u s - g r o u p e ambige t ( L ) e s t donné par la formule : 

r a (MUG:d. / . .U(K)) ) 
|S(L) | = |C(K) | ( ^ ( L ) G : ^ L / K ( ^ ( K ) ) ) = |Ç(K)I 2 L / K ^ o 

O L / K O oo 

Démonstrat ion : L ' é g a l i t é de gauche provient directement du théorème 28, 
s o u s la condit ion S (L) = 1 • Cela étant, puisque la capitulat ion Ker 
e s t f in ie , l ' i n t e r s e c t i o n . M L ) fl d^yÀJd-J.K)) s e réduit à d^/yÀà^K)) , 



G et le quotient £ (L) / d, /.A £• (K)) s ' é c r i t e n c o r e _ 00 L_/ K 00 
( ^ J L ) d L y K ( ^ o ( K ) ) / ^ L y K ( ^ o ( K ) ) ; d'où le résul tat annoncé . 

G Le numérateur ( (L) : d, /, A £ (K))) étant bien connu (d'a-o L / K o 
près le s c o l i e (M. 1 .6 , il e s t égal au produit II e (L/K) des indices 

pîflca P 
de ramif icat ion des p laces f in ie s é t r a n g è r e s à l ) , d isons un mot sur 
le dénominateur ( 2 H L ) G : d. /„{ £ (K)) £ (L) G ) . 

O L_/ K O œ 
D'après Gras (Gr%] , il vient- , en e((et : 

PROPOSITION 1 1 . 2 . 3 0 . - Etant donné un corps de nombres K , d é s i -
gnons par log l'unique prolongement fonctionnel du logarithme £ -ad ique 
au groupe ^ d e s d i v i s e u r s g é n é r a l i s é s , à va l eurs dans le quotient 
K /(R . L o g E , défini sur le s o u s - g r o u p e principal p par la formule : 
log (x) = Log^ x . ( © ^ . Log^ E ) . 

Le groupe £ des d i v i s e u r s quas i - inf in i tés imaux es t le noyau 
CO 

dans jfr du logarithme g é n é r a l i s é . 

Démonstrat ion: Un div iseur o étant donné , fa i sons choix d'une puis -
s a n c e Q = (x) . D 'après l'équation fonct ionnel le du logari thme, nous 
avons , par définit ion : 
log o = l k log a 1 = l ~ k log (x) = l k Log x . (© Log E) € K / © Log E, 

As As As As AS AS 

Supposons maintenant o é tranger à t „ L 'éga l i t é log Q = 0 a lieu si et 
seulement s i Log x tombe dans le © - e s p a c e vec tor i e l engendré par 
Log E , c ' e s t - à - d i r e s i et seulement s i un multiple non nul de Log x 
tombe dans le sous -module Z , L o g E = Log S . Quitte à g r o s s i r k , 
nous pouvons donc é c r i r e ce t t e condition Log x = Log e , pour un e Kj 
de <$ , ce qui revient à d ire , d 'après la proposi t ion 2 , que x e s t le 
produit d'une unité et d'un quas i - in f in i tés imal , Les d i v i s e u r s é t r a n -
g e r s à l , de logarithme log 0 = 0 sont donc exactement ceux dont une 
pu i s sance f in ie o = (x) e s t pr inc ipa le - in f in i t é s imale , c e qui e s t 
préc i sément la déf init ion des d i v i s e u r s quas i - in f in i tés imaux , 

COROLLAIRE I I . 2 , 3 1 , - S o u s les hypothèses du c o r o l l a i r e 2 9 , l 'ordre Q 
du s o u s - g r o u p e ambige £ (L) e s t donné par la formule : 

^ W - ) G = d. / ^ U J K ) ) ) 
| £ ( L ) | = | f c (K) | 2 L / K ° . 

( l o g [ ^ ( L ) e ] : log[.fro(K)] ) 



Q 
Remarque 1 . - L 'ordre du s o u s - g r o u p e ambige Ç. (L) dépend donc non 
seulement de la ramification proprement dite ( que mesure le groupe 

^ ' m a ' s e n c o n e des propr ié tés £ - a d i q u e s des di -
v i s e u r s ramif iés . Cependant , la contribution du dénominateur 
log [-^(L.) ] / log (K)] r e s t e bornée indépendamment de la rami f i ca -
tion : En effet d'une part son - t -rang est majoré par la dimension 
[ L :<B^]= [L:<H] du © ^ - e s p a c e vec tor i e l L^ = L , d'autre 
part son exposant d iv i s e celui du groupe G . En part icul ier , l 'ordre 

Q 
du groupe tâ(L) e s t donc arbitrairement grand avec le nombre de 
p laces rami f i ée s dans L /K . 

Remarque 2 . - L 'extens ion aux d i v i s e u r s de l 'application logarithme 
permet de donner une interprétat ion s imple du groupe h ' (G, £ (L)) . co 
D'après le lemme 23 (i) en effet , la su i te exacte de cohomologie a s s o -
c i é e à la su i te courte 1 (L) -» 3 (L) -> log (L) l 1 conduit à 

1 œ ° r ° r l ' isomorphisme : H (G, ^ ( L ) ) — [ log [ ^ ( L ) ] / log [ ^ ( L ) ] ] . 

c . - E x t e n s i o n aux ^ - g r o u p e s de S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s . 

L /K désignant toujours une extens ion ga lo i s i enne de corps de 
nombres , supposons donnés deux ensembles f inis d is jo ints S . . = S et 

rx 
T^. = T de p laces non complexes de K , Notons S ^ (respect ivement T ^ ) 
l 'ensemble des p laces non complexes de L a u - d e s s u s de S , . ( r e s p e c t i -

S S vement T ^ ) et convenons d ' é c r i r e C t j . (L) pour Cl-j-L (L) . Les ca lcu l s 
de c l a s s e s ambiges e x p o s é s plus haut s e général isent sans di f f icul té aux 

S groupes C-l-p de S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s . 
Enonçons s a n s démonstration les principaux résu l ta t s : 

LEMME 1 1 , 2 , 3 2 , - So ient L /K une extens ion ga lo i s i enne de corps de 
nombres , G son groupe de Galois , S et T deux ensembles f in i s dis -
joints de p laces non complexes de K , aucune place r é e l l e de T ne s e 
ramifiant dans L /K , 

1 S (i) Le groupe de cohomologie H (G, (L)) e s t nul , 
1 ' (ii) Le groupe de cohomologie H (G, (L)) e s t nul , 

S G S S (iii) Le quotient p-p (L) / [ P-j- (K) ] s ' ident i f i e au groupe 
de cohomologie H 1 (G, <*?(!_)) . 

1 S 
(iv) Le groupe H (G, p-|- (L)) e s t isomorphe au noyau 

Ker [ H 2 (G, tf®(L)) H 2 (G, B t ( L ) ) ] . 



S 
L'appl icat ion > obtenue par p a s s a g e au quot i en tà part ir de , 
e s t l 'homomorphisme d ' e x t e n s i o n d e s S - d i v i s e u r s . La r e s t r i c t i o n s u r Q T a s s u r e l ' ident i té dans la démonstrat ion de (ii) . 

y» <h 

THEOREME 11,2 , ,33»- S u i t e e x a c t e d e s c l a s s e s ambiges - Dans une e x -
tens ion g a l o i s i e n n e f in ie L / K de c o r p s de nombres , de groupe de S G Galo i s G , le s o u s - g r o u p e ambige C-t-p(L) du ^ - g r o u p e des S - c l a s s e s 
T - i n f i n i t é s i m a l e s du c o r p s L e s t donné par la s u i t e e x a c t e de modules 

S S S f in i s ( où j 'y e s t ' l h o r n o m o r P h ' s m e d e C<G_p(K) dans C-t-p(L) induit 

par l ' ex tens ion ^ e 5 S - d i v i s e u r s é t r a n g e r s à T ) : 

1-^(L)G/^(K)-Ker^-Ker j^->H](G, ^ ( L ) ) - [ ^ ( K ) ] 

- C ^ ( L ) G / j ^ [ C ^ ( K ) l - H ^ G ^ f L ) ) - 1 . 

COROLLAIRE 1 1 . 2 . 3 4 . - Formule des c l a s s e s ambiges - Etant donnés 
L / K une e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e de c o r p s de nombres , G s o n groupe de 
Galo is , S et T deux e n s e m b l e s f in i s d i s jo in t s de p l a c e s non complexes 
de K t e l s qu'aucune p lace r é e l l e de T ne s e ramif ie dans L / K , l 'homo-

S 
morphisme d ' e x t e n s i o n d e s S - d i v i s e u r s d ^ j ^ induit un p s e u d o - i s o m o r -
phisme L / K C'U ^ ~ 9 r o u P e de s S - c l a s s e s in f in i t é s ima le s C - l ^ ( K ) 
dans le ^ - g r o u p e ambige C ^ ^ ( L ) G . Noyau et conoyau de c e pseudo -
i somorphisme sont l i é s par l ' ident i té : 

i ï ^ L / K l . p UT 6 P ( L / K ) h W ^ U S ( L ) G : 4 ( k | > 

I K e r J ' t L / K I , n ^ d
b

( L / K ) h ^ G ^ ^ L » ! 

En p a r t i c u l i e r , l orsque l ' ex tens ion L / K e s t absolument S T -
rami f i ée ( i . e . ni complexifiée , ni ramijiée aux places ( f i n i e s ) n'appartenant 
pas à S ou à T ) , il v ient exactement : 

Ker L / K - H1 (G, tf® (L)) & 

Coker L y K — H ' (G, p®(L)) - Ker [H 2 (G, <*®(L)) » H 2 (G, R-p (L) ) ] . 

COROLLAIRE I I . 2 . 3 5 . - L o r s q u e l ' ex tens ion L / K e s t c y c l i q u e , la 
formule d e s c l a s s e s ambiges prend la forme : 

l C o k e ^ T , L / K 1 ^ s g - r 6 P ( L / K ) q ( G , 4 ( L ) ) 

I Ker j Ç , a , I II d ( L / K ) ( ^ ( K ) : ^ ( K ) n N. / k , ( B T ( L ) » " ' ^T, L / K l P T T L / K T 



g 
Et le quotient de Herbrand q (G, (l_)) ne dépend que de S et des p la-
c e s de T qui divisent l . 

2 S Dans le c a s cyc l ique , en e f fe t , l ' image du groupe H (G, —(l—)) dans 
2 le groupe de cohomologie H (G, R-j-(L)) s ' ident i f i e au quotient 

S^.(UG/[Sj(U n # L / K ( R T ( L ) ) ] = * ® ( L ) G / [ < * ® ( K ) n 2 7 l / k ( R T ( L ) ) ] ; 

c e qui conduit bien au résul tat annoncé . Dans la formule obtenue , le 
S S dénominateur ( <5-p(K) : <£-p(K) f| es t un terme local qui 

peut s e ca l cu ler à l'aide des symboles locaux de r e s t e normique lors -g 
que le groupe (JX(K) es t connu numériquement . Enfin , le quotient de ' g 
Herbrand q (G, <$T(l_)) , qui es t inchangé lorsqu'on remplace le groupe g ' 
<f-p(l_) par un s o u s - g r o u p e d' indice fini , ne dépend donc que de la r e -
présentat ion £ - a d i q u e de G a s s o c i é e au © . - e s p a c e vec tor ie l 

Il e s t donc indépendant des p laces de T qui ne divisent pas t . Lorsque 
T ne contient pas de p laces a u - d e s s u s de Z , il es t donné par la p r o p o -
s i t ion III. 1 .8 . Lorsque T contient les p laces a u - d e s s u s de t , il peut 
ê tre es t imé g r â c e à la conjecture d' indépendance ^ -ad ique avancée 
dans la s e c t i o n II. 1 . En part icul ier , il e s t tout à fait exp l i c i t e s i L 
est abél ienne sur © . 

GENRE INFINITÉSIMAL D'UNE EXTENSION DE C O R P S DE NOMBRES . 

a . - L ' a p p l i c a t i o n norme pour les groupes ù? • 

Une extens ion f inie L /K de corps de nombres étant donnée , 
le prolongement de la norme arithmétique a u x groupes de d iv i -
s e u r s g é n é r a l i s é s induit , par p a s s a g e au quotient , un morphisme na -
turel du ^ - g r o u p e des c l a s s e s inf in i tés imales C?(L) du corps L sur c e -
lui <7(K) du corps K , que nous continuons , par abus , à noter ^ 
( ou encore N en l 'absence d'ambiguïté ) . Dans l ' interprétat ion des 
groupes û donnée par la théor ie du c o r p s de c l a s s e s , l 'application o b -
tenue correspond simplement à la re s t r i c t i on des isomorphismes de 
Galois . En part icul ier , nous avons immédiatement : 



THEOREME 1 1 , 2 , 3 5 , - So ient L /K une l - e x t e n s i o n f inie quelconque de 
corps de nombres , M ^ la - t - ex tens ion abél ienne maximale ^ - r a m i f i é e 
de K , et Z ^ la s o u s - e x t e n s i o n de M ^ composée de toutes les 21 -
extens ions du c o r p s K , Alors : 

(i) Le quotient û{\<) / s ' ident i f i e au groupe de 
Galois Gai ( L f l M ^ / K ) de la s o u s - e x t e n s i o n abél ienne maximale de L 
qui es t t - r a m i f i é e sur K . 

(ii) Le quotient log ( ) ) / ^ L / K [ l o g ( t f ( L ) ) ] s ' ident i f i e au 
groupe de Galois G a | ( L n Z ^ / K ) de la s o u s - e x t e n s i o n maximale de L 
qui e s t contenue dans la composée Z ^ des Z - e x t e n s i o n s de K , 

En part icu l ier , s i L es t abél ienne sur K et l - rami f i ée , 
on a l 'équivalence : 

L c Z K « J L / K ( t f ( L ) ) c 5(K) . 

Démonstration : L ' a s s e r t i o n (i) r é s u l t e directement de la théorie du 
c o r p s de c l a s s e s , compte-tenu de l ' isomorphisme <7(K) — Gai ( M ^ , / K ) 
donné par le théorème 12 , L ' a s s e r t i o n (ii) s 'obtient de même , puisque, 
d 'après la proposi t ion 30 , la su i te exac te courte canonique 

1 t»(K) - log C?(K) 1 
permet d ' interpréter l'image du groupe û(K) par le logarithme g é n é r a l i -
s é comme groupe de Galois de la s o u s - e x t e n s i o n Z ^ de M ^ f i x é e par 
*G>(K) , c ' e s t - à - d i r e comme groupe de Galois de la composée des 21 -
ex tens ions de K , L 'équiva lence L c Z ^ « N^yÀC?{\-)) c £(K) , l o r s -
que L e s t abé l ienne et ^ - r a m i f i é e sur K r é s u l t e directement des i n t e r -
prétat ions précédentes : le groupe N^yAC?{\-)) s ' ident i f i e au s o u s -
groupe de Gai (M ^ / K ) qui f ixe L ; et le groupe de torsion ^(K) à 
celui qui f ixe Z ^ . 

S i l ' interprétat ion des conoyaux û{K) / N^yA, <7(L)) et 
log tf(K)/#L^K( log û ( U ) es t c l a i r e , c e l l e du groupe • Ç ( K ) / # L / K C 5 ( L ) ) 
s o u l è v e des problèmes plus d é l i c a t s : D 'après les ré su l ta t s de la s e c -
tion 2 § d , le s o u s - g r o u p e de tors ion du ^ - g r o u p e des c l a s s e s i n f i n i -
tés imales G s e comporte comme le dual du t - groupe des ^ - c l a s s e s C V . 
Le problème de la s u r j e c t i v i t é de la norme pour les groupes "S est a n a -
logue à celui de la capitulation pour les groupes Ct* ; c ' e s t donc une 
quest ion d i f f i c i l e , Du point de vue du corps de c l a s s e s , il correspond 
d 'a i l l eurs à une capi tulat ion: 



SCOL1E 1 1 , 2 , 3 6 . - Etant donnée une { . -extens ion f inie quelconque de 
corps de nombres , convenons de d ire qu'une - ex tens ion F de K c a p i -
tule dans L , lorsque l 'extension composée F L es t contenue dans la 
composée Z ^ des Z ^ - e x t e n s i o n s de L ; et notons la plus grande 
{ , -extens ion abél ienne { , - ramif iée de K , qui capitule dans L . Le q u o -
tient / s ' ident i f i e au groupe de Galois Gai ( I ^ / K K^* 

Dans un cas part icul ier au moins l ' indice (Ç>(K) : i l / ^ y ^ t>(L))) 
peut s e ca lcu ler facilement : Lorsque les deux groupes £?(K) et £7(L) ont 
même rang e s sen t i e l , l 'application induite par la norme sur le Z , - m o -
dule l ibre log £7(1_) e s t inject ive, et la su i te exacte du serpent a s s o c i é e 
au diagramme commutatif 

1 » ^ ( L ) C?{L) * log tf(L) 1 

1 * S(K) tf(K) log C?(K) - 1 

s ' é c r i t : 
I - . ^ G O J - ^ t f ( L ) - 1 - S ( K ) / # L ^ K ( e ( L ) ) - ^ ( K ) / # L y K ( ^ ( L » - l o g ^ K ) / # L y K ( ^ L ) ) - 1 . 
II vient a lors : 

(<7(K) : N. / ^ ( a i U ) ) 
G ( L ) = tf(L) et ( B ( K ) : K , „ ( & ( ! - ) ) ) 

A 

^/K /̂K 
v 

N N L / K ( l og<7(K) : i / L / K ( l ogd7(L) ) ) 
P lus préc isément : 

PROPOSITION 1 1 . 2 . 3 6 , - Dans une { , -extens ion f inie de corps de nom -
bres totalement r é e l s , qui vér i f ient la conjecture de Leopoldt , noyau 
et conoyau de l'application induite par la norme arithmétique entre les 
groupes Tâ sont donnés par les formules : 

(tf(K) : m /u((Z(L-))) 
(i) (K) : N, / k ( ^ ( L ) ) ) ^ 

•- / r N ( log K) : log <7(U)) 

(i i ) | T;( l) | = | p u L) | J L I K. L / K L LZI< 
( ^ ( K ) : J l / k ( ^ ( L » ) (Ct(K):7^ /K(Ct(L))) 



Démonstration : L ' a s s e r t i o n (i) es t établ ie c i - d e s s u s , en même temps 
que l 'égal i té &(L) = ^ t f ( L ) . 
Pour établir (ii), partons de la su i te exacte courte de la proposit ion 10: 

1 ^ y ./s (S) —- a Cl 1 . 
Formant le diagramme commutatif a s s o c i é à l'application norme > 
et appliquant le lemme du serpent , nous obtenons la su i te longue : 
1 - J [ ^ ( L ) / S ( c î I ( L ) ) ] - ^ ( L ) - # C ^ , ( L ) - ^ ( K ) / S ( < î , ( K ) ) ^ _ / K ( ^ ( L ) ) 

-^(K)/# L y K ( i7(L)) -Ct(K)/ iV L ^ K (Ct(L)) - 1, 
D'un autre côté , la su i te courte canonique ( exacte sous la 

conjecture de Leopoldt ) : 

1 —* s u — - u t / s ( s ) 1 . 
conduit , par le même procédé à la su i te longue : 

-^(K)/s(<$(K)) J L / K ( ^ ( L ) ) - 1 . 
Rassemblant c e s résu l ta t s , nous obtenons : 

| ^ Û-(L) | = 

(C7(K):K / tJtf(L))) 

" N 1 ^ L / K ( C t ( K ) : J L / K ( C t ( L ) ) ) ( ^ ( K ) : # L / K [ ^ ( L ) ] ) 

Dans la formule obtenue , l ' indice (û(K) : N ^ ^ i C7(L))) es t 
égal au degré [ L fl M : K ] de la s o u s - e x t e n s i o n abél ienne maximale 
^ - r a m i f i é e de L/K ; l ' indice ( Cl(K) : iHj_yK( C£(L))) est le degré 
[ L H C K : K ] de la s o u s - e x t e n s i o n abél ienne maximale non ramif iée 

de L/K ; et l ' indice K) : ty^l-))) e s t le produit des indices 
de ramification e ( L ^ / K ) des extens ions abél iennes locales a s s o -

(*) c i é e s aux p laces a u - d e s s u s de <£, , 
Naturellement , c ' e s t l 'hypothèse L totalement réel qui a s s u r e 

l 'égal i té des rangs e s s e n t i e l s r g . e s s . £7(L) = r g . e s s . K) = 1 , sous 
la conjecture de Leopoldt , et donc la finitude du noyau de la norme 

L) . Dans le c a s général , l 'étude du groupe r e l è v e de la 
théorie des g e n r e s . 

(*) Lorsque l 'extension L/K es t abél ienne on retrouve ainsi la formule 
donnée par Gras dans c e cas ( c f . O ^ 1 ) . 



- S - g e n r e T- in f in î t é s ima l d'une extens ion de c o r p s de nombres . 

L e s formules normiques de la théor ie des g e n r e s s 'exprimant 
de façon sens ib lement plus s imple en termes de c l a s s e s d ' idè l e s plutôt 
que de rayons , commençons par donner une interprétat ion idèl ique du 

S - t -groupe Ct— des S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s . 
r( i / C Dés ignons par f}= Jim J / J le ^ - g r o u p e des idè les d'un 

n 
y y / y c o r p s de nombres, i . e . le produit des complétés prof in i s K = J im K /K 

at tachés aux p l a c e s non complexes de c e c o r p s , r e s t r e i n t aux famil les 
(x ) dont presque tous les é léments sont des unités ( D 'après les r é -

)3 P .« 
su l ta t s de la s e c t i o n 2 § a , le groupe 1l^ = Jim U / U des unités de 

r p ) r r 

K X s ' i d e n t i f i e au groupe u ' = ( l + p) des unités pr inc ipa les du corps p p 
local K , lorsque p es t a u - d e s s u s de l ; au - t -Sy low |j. du groupe 

P . r 
des r a c i n e s de l'unité dans K , s inon ) . L' inject ion diagonale du 

x groupe multiplicatif K dans le groupe des idè les J s e prolonge canoni -_ _ y 
quement en un -morphisme injectif s du t e n s o r i s é R = Z K 

•O JC AL 
dans le groupe Ç : En e f fe t , la condition s ( x ) = 1 , pour un x de R , 

p 
permet d ' é c r i r e x = x z pour chaque naturel n , a v e c z dans R 

y
 n n n ^ 

et x n dans K , p u i s s a n c e l - i è m e locale partout , donc ( c f . [ A T ] , 
IX§ 1 , th. 1 ) p u i s s a n c e Zn ^- îème d'un élément global y^ ( en fait , 
p u i s s a n c e £ - i è m e , sauf dans le c a s spéc ia l , pour -t = 2 ) ; c e qui 

C donne immédiatement x Ç D R = { l } . Nous n 'hés i tons donc pas à 
n > 1 

confondre R a v e c son image nature l le dans Ç . 

DEFINITION 1 1 . 2 . 3 7 . - Par <t-groupe des c l a s s e s d ' idè l e s d'un corps 
/ r « s . y 

de nombres K , nous entendons le quotient ^/R du complété P = Iim J / J 
n 

Y 
du groupe des idè les de K par le t e n s o r i s é ^ - a d i q u e R = Z K de AL 
son groupe multiplicatif . 

S i S et T sont deux ensembles f in i s dis jo ints de p laces non 
complexes de K , nous notons ^-r-(S) = n 11 . II K* le t -

p iSUT P p € S P 
S 

groupe des S - i d è l e s é t r a n g e r s à T , et R _ l'image canonique de R dans g ' 
le quotient Ç T = ç / $ T ( S ) . 



s s 
PROPOSITION 1 1 . 2 . 3 8 . - Le quotient /ft-p s ' i d e n t i f i e au ^ - g r o u p e 

S S S CL-p = .5-|-/iP-|- de s S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s du c o r p s K . 

Démonstrat ion : L e théorème d'approximation s imul tanée montre que 
chaque c l a s s e de ^ /R peut ê t r e r e p r é s e n t é e par un idè le é t ranger à T , 
qui e s t déf ini modulo $ - p ( S ) .fô-p . En a s s o c i a n t à ce t idè le x la c l a s s e 

S "MB cl-p(ct) du d i v i s e u r et = II p , nous d é f i n i s s o n s par p a s s a g e au quo -
P 

S S S S tient , un i somorphisme naturel du quotient s u r le groupe 
des S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s du c o r p s K . 

Cela p o s é , c o n s i d é r o n s une e x t e n s i o n f in i e quelconque de 
c o r p s d é n o m b r é s L / K . La déf in i t ion I I I .2 . 1 s e g é n é r a l i s e comme 
sui t : 

DEFINITION I I . 2 . 3 9 . - Etant donnés deux e n s e m b l e s f in i s d i s jo in t s S 
et T de p l a c e s non c o m p l e x e s d'un c o r p s K , le £ - c o r p s des S - g e n r e s 
T - i n f i n i t é s i m a u x a s s o c i é à une e x t e n s i o n f in i e quelconque L de K , e s t 

—S 
la plus grande ^ - e x t e n s i o n C-p S - d é c o m p o s é e et T - r a m i f i é e s u r L , 
qui provient par compos i t ion a v e c L d'une ^ - e x t e n s i o n a b é l i e n n e de K . 

__ S S 3 Le s o u s - g r o u p e GT-P ( L / K ) de CT-p(L) a s s o c i é À C^. L / K P A R 'A T H^O R I E 

du c o r p s de c l a s s e s e s t le S - g e n r e pr inc ipal T - i n f i n i t é s i m a l . Le quo -g g 
tient Q-p ( L / K ) Gai (C-p L / ^ / 1 - ) e s t l e quotient des g e n r e s . 

THÉORÈME 1 1 . 2 . 4 0 . - Formule d e s g e n r e s - S o i e n t M la ^ - e x t e n s i o n 
— s 

abé l i enne maximale de K , contenue dans le £ - c o r p s C-p des S -
g e n r e s T - i n f i n i t é s i m a u x de l ' ex t ens ion L / K , et K ' = C ^ ^ la £ - e x t e n -
s i o n a b é l i e n n e maximale de K , qui e s t S - d é c o m p o s é e et T - r a m i f i é e . 
Le d e g r é de l ' ex t ens ion M/K1 e s t donné par la formule : n < b ( L / K ) . n < b ( L / K ) 

t M : K ' ] - * € S * q ^ S U T , ^ 
( TSY (K) : <*=(K) n n ) 

ab 
Dans c e l l e - c i , e ( L / K ) e s t la ^ - p a r t i e de l ' indice de ramif icat ion de 

P a b 
la s o u s - e x t e n s i o n maximale L , abé l i enne s u r K , du c o r p s L = 

ab P P P 
f| L ; et d (L /K) e s t la -{,-partie du d e g r é de c e t t e e x t e n s i o n ; 

? I P P 

S S c?-p(K) e s t le groupe des S - u n i t é s T - i n f i n i t é s i m a l e s <§ ( K ) f l B ( K ) du 



c o r p s K ; et e s t ' e s o u s - g r o u p e d e s é l éments de R(K) qui sont 
normes dans chacune des e x t e n s i o n s g a l o i s î e n n e s l o c a l e s L / K as -
s o c i é e s à L / K . 

Démonstrat ion : La s i tuat ion peut ê t r e d é c r i t e par le schéma ( où 
sont r e p r é s e n t é s l es c o r p s et les g r o u p e s de Galo i s ) : 

Ln M 

Ln K ' 

g 
E c r i v o n s L1 pour C-p ^ . L e c o r p s M étant la plus grande ^ - e x t e n s i o n 
abé l i enne de K contenue dans L ' , la théor i e du c o r p s de c l a s s e s nous 
donne immédiatement : 
Gai ( M/K ) - 2 K / N y _ i / K

( ^ = ^ K / # L / K [ # L " / L ( ] B K 0 

D'un autre c ô t é , nous avons ) = L ^ ^ L ' p a r 

f ini t ion du c o r p s L ' , et , par s u i t e : 
G a l ( M / K ) L ( S ) ) ftK . 

11 vient donc : 
[M : K ' ] = ( Ç T K ( S ) : [ L ( S ) ] ftK> 

K ( S ) : J L / K [ ^ L ( S ) ] ) ^ 

( R K n < ? T , K ( S ) : R K n J L / K [ ^ T , L ( S ) ] ) 

i . e . : 

[ M : K ' ] = 1 

n ( h * ( K ) : n i ( < ( L ) f ) n ( V ( K ) : Y[N / K ( ^ . ( L » 
g S ^ 11> t / S ^ ^ %[t) $ t) ^ -

K) : cfy (K) 

c e qui e s t bien le r é su l ta t annoncé . 



COROLLAIRE 1 1 » 2 . 4 1 . - S o i e n t L / K une e x t e n s i o n f in i e quelconque de 
c o r p s de nombres , M la ^ , -ex tens ïon abé l i enne maximale de K t e l l e que 
l ' ex tens ion c o m p o s é e L M / L s o i t absolument ^ - r a m i f i é e , et K1 la l -
ex tens ion a b é l i e n n e , absolument r a m i f i é e , maximale de K . Le d e -
g r é de l ' ex tens ion M/K1 e s t donné par la formule : 

TC < b ( L / K ) . n e ! b ( L / K ) 
Bl® P n » P 

[M : K ] = — -j 1 — — : , J < aOrd/.- i . o r d , . . ! _ _ o c \ ' 
o d ^ 0 0 ( K ) : < * œ ( K ) n f l L / K ) 

où (K) e s t le groupe des un i tés ( au s e n s o r d i n a i r e ) inf in i tés i -
co 

maies du c o r p s K . 
a b IL e s t donc égal au produit des ind ices de ramif icat ion e ( L / « ) , 
r 

pour p ne d iv i sant pas «t , d è s que le c o r p s K v é r i f i e la c o n j e c t u r e de 
Leopoldt . 

Démonstrat ion : Il su f f i t de p r e n d r e S = PI (œ) et T = PI ( z ) , dans le 
théorème . S o u s la c o n j e c t u r e de Leopoldt , le r é s u l t a t obtenu c o r r e s -
pond à un déploiement de la ramif icat ion s u r lequel nous a l lons r e v e -
nir . 

c . - A p p l i c a t i o n au symbole de r e s t e normique g é n é r a l i s é . 

Dans la s e c t i o n I I I . 2§ 2 , nous avons déf ini le symbo le de 

r e s t e normique g é n é r a l i s é —' a t taché à une p lace non complexe p 

d'un c o r p s de nombres K , dans une e x t e n s i o n f in ie quelconque L de K , 
comme c o m p o s é de l ' inject ion naturel le du groupe mult ipl icat i f de K 
dans ce lui de s o n complété K , et de l ' i somorphisme de r é c i p r o c i t é 

a b a b ( , L / K ) a t taché à la s o u s - e x t e n s i o n abé l i enne maximale L / K h 
P P P P(*) 

de l ' ex tens ion g a l o i s i e n n e l oca l e ( fl L m ) / K ( c f . d é f i n i t i o n I I I . 2 . 5 ) . 

Ce symbole prend donc s e s v a l e u r s dans le groupe de décompos i t ion 
ab ab a b é l i a n i s é D (L /K) = Gai (L / K ) , défini comme groupe de Galo i s 

a h v 
de l ' ex tens ion a b é l i e n n e loca le Lr^/K^ . Cela étant , comme tout groupe 
abé l i en e s t c o m p o s é d i r e c t de s e s s o u s - g r o u p e s de S y l o w , nous pou -
vons déf in ir un ^ - s y m b o l e de r e s t e normique g é n é r a l i s é en composant 

ab le précédent a v e c la pro jec t ion canonique du groupe D ( L / K ) sur s o n 
P 

l - S y l o w . P l u s p r é c i s é m e n t : 

( * ) La déf in i t ion du symbole de r e s t e n o r m i q u e dans le c a s abé l i en e s t 

due à H a s s e [Ha 1 ] • 



DEFINITION 1 1 , 2 . 4 2 . - Etant données une extens ion f in ie quelconque de 
c o r p s de nombres L / K , et une p lace non complexe p de K , nous ap -
pelons { , - symbole de r e s t e normique g é n é r a l i s é a s s o c i é à la p lace p 

dans l ' extens ion L / K , et nous continuons par abus à noter ' 
y 

la sur jec t i on nature l l e du t e n s o r i s é fô^ = 2 K dans le groupe de 
Galois D a k ( L / K ) = Gai ( L ^ / K ) de la { - s o u s - e x t e n s i o n abél ienne ma-P P P ximale de l 'extens ion g a l o i s i e n n e loca le ( fl L m ) / K . 

«P|P ? * 

Cette déf ini t ion s ' é tend s a n s d i f f i cu l té au c a s où l 'extens ion 
L / K e s t inf inie : En ef fet , comme la r e s t r i c t i o n du symbole de H a s s e 
à une s o u s - e x t e n s i o n e s t le symbole de H a s s e pr i s dans ce t t e s o u s -

ex tens ion , le symbole (-—' peut s e déf inir comme limite p r o -

j e c t i v e des symboles ( - — 1 — l o r s q u e F parcourt les s o u s - e x -

tens ions f in i e s de l_/K . Cela posé , nous avons : 

THEOREME 1 1 , 2 . 4 3 , - S u i t e exac te des g e n r e s - So i en t S et T deux 
ensembles f in i s d is jo ints de p lace s non complexes d'un c o r p s de nom-
b r e s K , et L une ex tens ion f in ie quelconque de K , S i K1 dés igne la 
{ , - ex tens ion abé l ienne maximale de K qui e s t S - d é c o m p o s é e et T - r a m i -
f i é e , L1 la { - e x t e n s i o n abé l ienne maximale de L qui e s t S - d é c o m p o s é e 
et T - r a m i f i é e , et M la s o u s - e x t e n s i o n maximale de L1 qui e s t une 
extens ion abél ienne de K , il e x i s t e une su i t e exac te courte canonique : 

] ^ S ^ ) / ( £ ( \ < ) f \ n l 0 / l < ) K © CPb(l_'/Kj)e( © I ^ V / K ^ G a K M / K ' ) -

7 p € S P y V p ^ S U T P y 

Dans c e l l e - c i , h e s t la composée des symboles g é n é r a l i s é s ' , 

à v a l e u r s dans la somme d i r e c t e ©d^l'/k) des groupes de décomposi -
tion a b é l i a n i s é s a s s o c i é s à L ' / K , et TT e s t la project ion canonique 

< V P — 5 , o P | M » -

Démonstrat ion : L 'ex tens ion L ' / L étant S - d é c o m p o s é e et T - r a m i f i é e , 
les ex tens ions L /K et L ' / K ont mêmes groupes de décomposit ion abé -

clID l ian i sés D^ aux p l a c e s de S , et mêmes groupes d ' iner t i e a b é l i a n i s é s 

1 



ab I aux p laces f in ies é t r a n g è r e s à T . Le terme médian de la su i te 
P 

s ' é c r i t donc tout auss i bien : 
® D t b ( L / K ) l © [ © l t b ( L / K ) 

P J L f>£SUT P 

Cela étant : 
(i) L'appl icat ion h es t inject ive : L e s S - u n i t é s T - i n f i n i t é s i -

males sont en effet normes loca les e n - d e h o r s de S et des p laces rami-
f i é e s qui ne sont pas contenues dans T . La condition h( e) = 1 caracté-
r i s e donc c e l l e s qui sont normes loca les partout dans l 'extens ion L /K . 

(ii) L'applicat ion composée TT0 h e s t nulle , d 'après la for -
mule du produit pour le symbole de H a s s e appliquée à l 'extension a b é -
lienne M/K . 

(iii) L'appl icat ion TT e s t s u r j e c t i v e , par maximalité du corps 
K1 s o u s les deux condit ions de S - d é c o m p o s i t i o n et de T-rami f i ca t ion . 

L'exact i tude de la su i te ré su l t e donc de la formule des 
g e n r e s donnée par le théorème 40 . 

COROLLAIRE 11.2 ,4-4 . - Réciproque de la formule du produit - Etant 
donnés un ensemble fini T de p laces non complexes d'un c o r p s de nom -
bres K , et L une ex tens ion f in ie de K , les é léments ( a ) de la 

ab somme d irec te © D (L/K) des ^ - g r o u p e s de décomposit ion abéliani -
P P 

s é s a s s o c i é s aux p l a c e s non complexes de K dans L /K , qui vér i f i ent 
la formule du produit II a i , ( p r i s e dans la £ - s o u s - e x t e n s i o n abé -

P M L * 
lienne maximale de L /K ) , et les condit ions cr = 1 , pour p € T , sont 

les images par les ^ - s y m b o l e s de r e s t e normique g é n é r a l i s é s 1 

des é léments T- in f in i té s imaux . Autrement dit il e x i s t e une su i te 
exac te courte canonique : 

1 — a ( K ) / R T ( K ) f ) 7 i ] ° / K — - - © — * - G a b (L/K) *• 1 . 
p p 

Démonstration : Une famil le ( a ) étant donnée , c h o i s i s s o n s S a s s e z 
P P 

grand , é tranger à T , contenant les p l a c e s p pour qui a e s t non nul , 
r 

et tel qu'on ait L' = L et K' = K , a v e c les notations du théorème . 
La su i t e exac te des g e n r e s nous donne a l o r s une S - u n i t é T - i n f i n i t é s i -
maie e qui v é r i f i e les condit ions r e q u i s e s : 



v 
COROLLAIRE 1 1 . 2 . ^ 5 . - Déploiement de la ramif icat ion - S o i e n t L / K 
une t - e x t e n s i o n a b é l i e n n e de c o r p s de nombres , M la ^ - e x t e n s i o n a b é -
l ienne maximale de K qui e s t absolument ^ - r a m i f i é e s u r L , et K' c e l l e 
qui e s t absolument ^ - r a m i f i é e s u r K , S i le c o r p s K v é r i f i e la c o n j e c -
ture de Leopoldt , le groupe de Galo i s Gai (M/K1) s ' i d e n t i f i e à la somme 
d i r e c t e des i , - s o u s - g r o u p e s d ' i n e r t i e de s p l a c e s de K é t r a n g è r e s à £ : 

Gai (M/K1) —[ © D ( L / K ) ] © [ © I ( L / K ) ] 
p |co P f 

Nous d i s o n s que la ramif i ca t ion e s t d é p l o y é e dans le c o r p s des 
g e n r e s in f in i té s imaux M/K • 

Démonstrat ion : Il su f f i t d 'appl iquer le théorème 4 3 a v e c S = Pl(oo) et 

T = PI ( l ) . 

R e m a r q u e . - Le corollaire vaut encore , si L/K n'est pas une ^-extension. 
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LA FORMULE D E S C L A S S E S AMBIGES ET S E S GÉNÉRALISATIONS 

L e s c a l c u l s de c l a s s e s invariantes remontent aux débuts mêmes 
de la théorie du corps de c l a s s e s , et plus préc i sément aux travaux es -
s e n t i e l s de Takagi sur ce t t e question ( c f . , par exemple [Tk ] ) . 
Toutefo i s , i l s n'y apparaissent d'abord que comme une étape technique 
dans la démonstration des inégal i tés fondamentales de la théor i e . Auss i , 
n ' e s t - c e que dans la thèse de Cheval ley , parue en 1933 , que furent 
p r é s e n t é e s pour la première fo i s l 'ensemble des su i t e s e x a c t e s qui 
conduisent à la formule des c l a s s e s ambiges que nous conna i s sons au -
jourd'hui ( c f . [ C h ] , p. 4 0 2 - 4 0 5 ) , l 'ut i l isat ion du tout récent t h é o -
rème de Herbrand sur les unités ( c f . [He^ ] ) ayant permis de p a s s e r 
du c a s cyc l ique d 'ordre premier au c a s cyc l ique général . En fait, les 
idées e s s e n t i e l l e s de ce calcul s e trouvaient déjà dans le Zahlbericht 
de Hilbert , qui les met en o e u v r e dans la démonstration de son t h é o -
rème 94 sur lequel nous rev iendrons plus loin . Le fait qu'e l l es aient 
é té si souvent r e d é c o u v e r t e s depuis , jusque dans les pér iodes les plus 
r é c e n t e s , à l 'occas ion de d i f férents problèmes , tient s a n s aucun doute à 
la qualité des informations sur le comportement des groupes de c l a s s e s 
d'idéaux que la su i te exacte des c l a s s e s ambiges apporte directement . 

En 1956 , Iwasawa , dans une courte note sur les unités ( c f . 
[Iw ] ) donna une interprétat ion cohomologique de p lus ieurs morphismes 
intervenant dans la démonstration de Cheval ley , permettant ainsi d ' e n 
produire une démonstration valable pour toute extens ion ga lo i s ienne , 
et non plus seulement dans le c a s c y c l i q u e . C'est c e point de vue que 
nous adoptons ici , dans le cadre plus général des groupes de S - c l a s -
s e s de d i v i s e u r s . 



LA FORMULE DE C H E V A L L E Y POUR L E S G R O U P E S DE S - C L A S S E S 

DE D I V I S E U R S . 

a . - P r é s e n t a t i o n du groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s d 'un c o r p s de 
nombres . 

A chaque p l a c e p d'un c o r p s de nombres e s t a s s o c i é e canoni -
quement une valuat ion v qu'on peut déf in ir comme sui t : 

Pour une p l a c e u l tramétr ique , c o r r e s p o n d a n t à un idéal 
premier p de l 'anneau des e n t i e r s de K , la p-valuat ion v (x) d'un é l é -

y P 

ment x de K e s t l ' exposant de p dans la décompos i t ion pr imaire de 
l ' idéal principal engendré par ce t é lément . L ' e n s e m b l e des v a l e u r s de 
la valuat ion v e s t donc le groupe Z . P Pour une p l a c e arch imédienne , il y a lieu de d i s t inguer 

y 
deux c a s : S i p e s t r é e l l e , la p-valuat ion d'un é lément x de K e s t dé -
terminée par s o n s i g n e s g (x) dans le complété K R , i . e , v (x) = 0 

r r r 

si x > 0 dans K , et v (x) = 1 s i x < 0 dans K ; l 'appl icat ion v prend 
P P . P P 

a l o r s s e s v a l e u r s dans Z / 2 Z , S i p e s t complexe , v^ e s t la valuat ion 
t r i v i a l e , 
DÉFINITION III. 1. 1 . - P a r groupe des d i v i s e u r s d'un c o r p s de nombres 
K , nous entendons le groupe abé l i en l ibre D ^ engendré par les valua -
t ions a t t a c h é e s aux p l a c e s de K . Le groupe D . , s ' i d e n t i f i e à la somme rS 
d i r e c t e du groupe I d ^ des idéaux f r a c t i o n n a i r e s de K et du produit de rK 

c o p i e s de Z / 2 Z , où rK e s t le nombre de p l a c e s r é e l l e s de K . 

Cela p o s é , s i l'on ident i f i e le groupe Z / 2 Z au groupe multi -
pl icat i f { -1 , +1 } , l 'appl icat ion de K X dans le groupe des d i v i s e u r s 
D^, , donnée par les va luat ions , prend la forme : 

x h» (x) = ( x $ K , s g n ( x ) ) , 
où e s t l ' idéal principal e n g e n d r é par x , et s g n (x) la s i g n a t u r e de r\ 
x , i . e . le r^ -up le t des s i g n e s de s e s plongements r é e l s . Nous d i sons 
que (x) e s t le d i v i s e u r pr inc ipal engendré par l 'é lément x . Comme 
il e x i s t e dans K * des é l é m e n t s de toutes s i g n a t u r e s (c{, par exemple , (ch]), 
chaque c l a s s e du quotient = D ^ / P ^ du groupe des d i v i s e u r s D u 



par le s o u s - g r o u p e P ^ des d i v i s e u r s principaux peut ê tre r e p r é s e n t é e 
par un idéal , et i I e x i s t e donc un isomorphisme naturel 

Cl K l d K / P r ^ 
du groupe Cl., sur le quotient Id . / P r * du groupe des idéaux de K par r\ r\ rN 
le s o u s - g r o u p e formé des idéaux principaux engendré par les é léments 
de K * de s ignature unité . Autrement dit : 

PROPOSITION 1 1 1 . 1 . 2 . - Le quotient Cl.. = D / p . . du groupe des di -_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ r\ t\ 
v i s e u r s du c o r p s K par le s o u s - g r o u p e des d i v i s e u r s principaux es t un 
groupe fini , appelé groupe des c l a s s e s de d i v i s e u r s , qui s ' ident i f i e au 
groupe des c l a s s e s d' idéaux au s e n s re s t re in t , c ' e s t - à - d i r e au quotient 
Id / P r , . du groupe des idéaux de K par le s o u s - g r o u p e des idéaux K r\ y 

principaux engendrés par les é léments de K totalement pos i t i f s ( i . e . 
de s ignature unité ) . Son o r d r e d i f fère donc de celui du groupe des 
c l a s s e s d' idéaux au s e n s ord ina ire d'un facteur 2 - p r i m a i r e , égal à 
l ' indice dans { -1 , +1 }r* de la s ignature s g n f E j ^ ) du groupe des 
unités au s e n s ord ina ire de K . 

Ce dernier point r é s u l t e directement du diagramme commutatif 
exact , où nous avons r e p é r é par un + , le noyau de la s ignature : 

1 

K 

ord 
K 

s g n ( E K ) 

1 

K x + 

K 

-> f - 1 , + 1 } ' * 

1 

P r + K 

Pr K 

+ P r K / P r K 

-•> 1 

-"> 1 



Convention . - Dans tout c e qui suit , nous appelons groupe des unités 
du c o r p s K , et nous notons E^, , le groupe 

E K = { x € K x | v (x) = 0 , V p (EPIk } , 
c ' e s t - à - d i r e le noyau de la sur jec t ion canonique de K x dans P.. . Nous 

orc! appelons groupe des unités au s e n s ord ina ire , et nous notons E ^ le 
y 

noyau de la sur jec t ion canonique de K dans P r ^ • L e s unités de K 
( au s e n s des d i v i s e u r s ) sont donc les unités au s e n s ord ina ire ( i . e . 
au s e n s des idéaux ) qui sont totalement pos i t i ve s ( i . e . de s ignature 
unité ) . 

Bien entendu, lorsqu'on s ' i n t é r e s s e exc lus ivement au - t - S y l o w 
du groupe des c l a s s e s , pour un nombre premier l , la dist inct ion entre 
c l a s s e s d' idéaux ou de d i v i s e u r s ( i . e . entre c l a s s e s au s e n s ordina ire 
ou au s e n s res tre in t ) ne s e pose que pour l = 2 . Dans ce c a s , il n 'est 
pas indifférent de ra i sonner sur l'un ou l 'autre groupe dès que la s i g n a -
ture des unités (au s e n s ord ina ire ) n 'épuise pas le groupe { - 1 , + l } r * . 
Nous a l lons voir que le point de vue des c l a s s e s de d i v i s e u r s es t p r é -
férab le car plus fin : 

DEFINITION IH. 1 . 3 . - Etant donné un ensemble fini S de p laces non 
complexes de K , nous appelons groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s du 

g 
corps K . et nous notons Cl,. , le quotient Cl.. /Cl.. (S) du groupe des rx rx rx 
c l a s s e s de d i v i s e u r s de K par le s o u s - g r o u p e de Ct engendré par les 
c l a s s e s des p laces de K appartenant à S . 

Lorsque l 'ensemble S contient les p laces r é e l l e s de K , le 
g 0 groupe Cl., s ' ident i f i e au groupe des S - c l a s s e s d'idéaux du corps K , r\ 

i . e . au groupe des c l a s s e s d' idéaux du l o c a l i s é e n - d e h o r s de S ^ de 
l'anneau des e n t i e r s de K , où S ° es t l 'ensemble des p laces f in ies con -

S 
tenues dans S . En part icu l ier , le groupe C s ' i d e n t i f i e au groupe 
des c l a s s e s d' idéaux au s e n s ord ina ire lorsque S e s t exactement l'en -
semble des p laces r é e l l e s de K . 

Du point de vue de la théorie du c o r p s de c l a s s e s , le groupe 
Gtj^ des c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps K correspond au groupe de 
Galois de l 'extension abél ienne maximale de ce c o r p s , qui e s t non ra -

g 
mif iée aux p laces f in ie s ( = ultramétriques ) . Son quotient Cl 



c o r r e s p o n d ainsi au groupe de Galo i s de l ' extens ion abé l i enne maximale 
de K , qui e s t non rami f i ée aux p l a c e s f i n i e s et complètement décompo -
s é e aux p l a c e s de S . En par t i cu l i er , s i S e s t l ' ensemble des p laces 

g 
r é e l l e s de K , le groupe ( qui s ' i d e n t i f i e a l o r s au groupe des 
c l a s s e s d' idéaux au s e n s o r d i n a i r e ) c o r r e s p o n d au groupe de Galo i s de 
l ' extens ion abé l i enne maximale de K qui e s t non rami f i ée et décomposée 
à l'infini ( i . e . non rami f i ée aux p l a c e s f in i e s et non c o m p l e x i f i é e aux 
p l a c e s r é e l l e s ) . 

S 
Cela dit, pour étudier les quotients C t ^ , il e s t commode d ' in -

troduire les deux groupes : g 
le groupe des S - d i v i s e u r s D ^ = D ^ / D j < , ( S ) , quotient 

du groupe des d i v i s e u r s par le s o u s - g r o u p e D ^ (S) engendré par les 
p laces de S ; g 

le groupe des S - d i v i s e u r s pr inc ipaux P ^ = P ^ D ^ ( S ) / D ^ ( S ) 
image canonique de P ^ dans D ^ . 

Enfin, conformément aux convent ions p r é c é d e n t e s , nous no -g 
tons E ^ le groupe d e s S - u n i t é s de K : 

E ^ = { x € K X | v (x) - 0 , V | 3 ^ S ] . 
Nous obtenons a l o r s les deux s u i t e s e x a c t e s canoniques ( qui sont le 
point de départ de la démonstrat ion de la formule des c l a s s e s ambiges ) : 

, P s D s , 

( b ) 1 » E ® K x P ^ 1 . 

b . - D é m o n s t r a t i o n de la formule des c l a s s e s ambiges . 

Une ex tens ion f in ie L / K de c o r p s de nombres étant donnée , 
le prolongement des v a l e u r s a b s o l u e s déf init un morphisme naturel du 
groupe des d i v i s e u r s D^, v e r s le groupe D ^ , qui envo ie le s o u s -
groupe principal P ^ sur ce lui P ^ de D ^ : Dans la décomposi t ion ca -

p 
non i que D = I d © { - 1 , + l } K d u groupe des d i v i s e u r s , la r e s t r i c t i o n de 
ce t homomorphisme au groupe Id c o r r e s p o n d à l ' ex tens ion des idéaux : 



0 K * i 
c ' e s t pourquoi nous l'appelons homomorphisme d'extension , et nous le 
notons • Contrairement à sa res tr ic t ion aux idéaux , il n'est pas 
injectif dès lors qu'une au moins des p laces r é e l l e s de K s e complexée. 
dans L . S i , maintenant, S ^ es t un ensemble fini de p laces non com -
plexes de K , et S . l 'ensemble des p laces non complexes de L a u - d e s -S S s u s des précédentes , l'homomorphisme d'extension envoie D , . dans D. 

S S S S et P ^ dans P ^ , d'où , par passage au quotient , C- t^ dans . 
S S Nous notons j c e t t e dern ière application , et Cap J_/K S O N n ° y a u > 

qui représente donc la S - c a p i t u l a t i o n dans l 'extension L/K . 
Lorsque, de plus, l 'extension L/K est galo is ienne, de groupe 

S 
de Galois G , l'homomorphisme d'extension j envoie le groupe des 
S - c l a s s e s de d iv i seurs de K dans le s o u s - g r o u p e ambige Gt,^ G de ce -
lui de L ; et le problème s e pose d'évaluer l' indice correspondant 
( C l ^ G : J ' L / k ^ ^ K ^ ' a î n s i q u e | , o r d r e I C 3 P L / K I d e ' a S - c a ~ 
pitulation . Nous avons besoin pour ce la d'un résultat prél iminaire : 

LEMME 111 ,1 .4 . - Dans une extension galo is ienne L/K de corps de 
nombres, on a les isomorphismes, où G dés igne le groupe Gai ( L / K ) : 

( i ) p ^ ^ l / K ^ K ' - h M G . E S ) . 

(ii) H1 ( G , P ^ ) - Ker [ H 2 (G, E ^ ) - H 2 ( G , L X ) ] . 

(iii) H1 ( G , D ^ ) = 1 . 

g 
Démonstration : Partons de la su i te exacte (b) appliquée au groupe P ^ , 
et formons la sui te exacte de cohomologie correspondante : 
1 - E ^ - K ^ P ^ - H ^ G , E ^ ) - H 1 ( G , L ^ - H ^ G , P ^ ) - H 2 ( G , E^)->H2(G, LX) , 

Le groupe H ^ ( G , L X ) étant nul , en vertu du théorème 90 de Hilbert 
généra l i s é ( c f . [CF ] , c h . V , § 27 ) , nous obtenons les deux premiers 
isomorphismes : 

1 / ° L / K , r K ' " n , t t ' c L ' P f G A Z . - H ^ G . E f ) 

& h ' ( G , P ^ ) - K e r [ H 2 ( G , E ^ ) » - H 2 ( G , L X ) ] . 

Pour établir le trois ième, remarquons que si es t une place 
non complexe de L et G son groupe de décomposition dans L/K , le 

H. 
groupe de cohomologie H1 ( G , D(;pL ) = Hom ( G , D(ftJ) est nul en 

L toutes hypotheses : 



si p̂  e s t ultramétrique , le groupe D ( p ) es t isomorphe 
à Z , et H ' ( G , D( p )) e s t donc trivial , puisque le groupe G es t 
fini . 

s i p̂  e s t r é e l l e , la p lace p̂  e s t complètement décom -
posée dans l 'extens ion L / K , et H1 (G , D ( pL ) e s t encore trivial , 

"l 
puisque le groupe G l 'est . 

Par le lemme de Shapiro ( c f . [CF ] , Ch. IV , § 4 ) , il vient 
donc H1 ( G , © D( p )) = H1 ( G u , D( p )) = 1 , dès que la place p^ i L n ' L 1 K K i K ^ 
n'a pas de prolongement complexe dans L ; c e qui achève la démons-
tration , 

Cons idérons maintenant la su i te exac te (a) pour le c o r p s L . 
La su i te exac te de cohomologie a s s o c i é e 

_ S G 
L 

d S G ^ a S G ^ H ^ G . p S ) H ^ G . D ^ ) 

s ' a r r ê t e , en vertu de l ' a s ser t ion (iii) du lemme . En la comparant à la 
su i te exac te (a) é c r i t e pour le corps K 

Cl] 1 K ~ K ""K 

à l'aide des homomorphismes d 'extens ion , nous pouvons donc former le 
diagramme commutatif exact : 

1 

-> P K 

P SG 

K 

D SG 
L 

Cl K 

* ^ K 6 " H V G . p S ) I 

Par le lemme du serpent , et compte-tenu des isomorphismes 
donnés par le lemme 4 , nous obtenons la su i t e exac te annoncée : 

THÉORÈME 1 1 1 , 1 , 5 , - ( S u i t e exac te des c l a s s e s ambiges ) - Dans une 
extens ion ga lo i s i enne L / K de c o r p s de nombres, de groupe de Galois G , 

S S noyau et conoyau de l'homomorphisme d'extens ion j d u groupe C l ^ 
S G 

des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s de K , dans le s o u s - g r o u p e ambige 
de delui de L , sont l iés par la su i t e exac te longue : 
1 - E ^ G / E ^ - K e r ^ / K " , K e r L/K"*H ' ( G ' ^ C o k e r d L / K " C o k e r ^ L / K 

- H 2 ( G , E ^ ) - H 2 ( G , L X ) . 



SCOLIE III. 1 , 6 . - Dans la su i te exac te des c l a s s e s ambiges , le noyau 
Ker d ^ , de l 'extens ion des d i v i s e u r s mesure la S - c o m p l e x i f i c a t i o n 

L /K k 

( i . e . la complexi f icat ion dans L / K des p laces ( r é e l l e s ) n'appartenant 
pas à S ) et le conoyau Coker ' a r a m ' ^ ' c a t ' o n ' a i~ami -
f icat ion dans L / K des p laces ( f in ies) n'appartenant pas à S ) . P lus 
préc isément , il vient : 

I Ker dT' I = Il d ( L / K ) & | Coker df ju I = Il e (L/K ) , 
L / K p ^ S ; p |œ i3 L / K p ^ S P 

si , pour chaque place 
p de K , d L / K ) dés igne le degré de l'une 

quelconque des ex tens ions loca les L ^ /K ^ , et e ^ L / K ) son indice de 
ramification . 
Démonstration : L 'extens ion des idéaux étant inject ive , le noyau 

S 
de d 6 S t c ' e s s e u ' s d i v i s e u r s de K constru i t s sur les p laces 
r é e l l e s n'appartenant pas à S qui s e complexif ient dans L /K ; d'où 
la première formule . Pour établ ir la s e c o n d e , a s s o c i o n s à chaque p la-
ce p̂  de K , qui n'appartient pas à S , et dont les prolongements à L 
sont non complexes , le produit tp. = II pL des p laces de L qui 

tv IPK s s sont a u - d e s s u s . Le groupe étendu d. ( D . . ) e s t engendré par les 
e , ( L / K ) L / K K ^ 

d i v i s e u r s de la forme , et le groupe ambige D ^ par les 
^L ' d'où la s e c o n d e formule . 

COROLLAIRE III. 1 . 7 . - So ient L/K une extens ion ga lo i s i enne de corps 
de nombres , de groupe G , et S un ensemble fini de p laces . 

(i) S i L / K es t S - r a m i f i é e ( i . e . non ramif iée e n - d e h o r s de 
S S S ) , le noyau de l'homomorphisme J L y K > d u groupe Cl ^ des S - c l a s -

s e s de d iv i s eurs de K dans le s o u s - g r o u p e ambige de celui de L , 
1 S contient le groupe H (G, E ^ ) ; et son conoyau es t un s o u s - g r o u p e de 

H 2 ( G , E ® ) . 
(ii) En part icul ier s i L /K es t simultanément S - r a m i f i é e et 

S - c o m p l e x i f i é e ( i . e . non ramif ié aux p laces f in ie s e n - d e h o r s de S , et 
non complex i f i ée aux p laces r é e l l e s e n - d e h o r s de S ) , le groupe 

1 S H ( G , E . ) mesure exactement la S - c a p i t u l a t i o n : 
'— g S 1 S 

Cap = Ker — H ( G , E L ) . 



Ce dernier résul tat e s t l'une des informations les plus for tes 
que nous pos séd ions sur la S - c a p i t u l a t i o n . Cela dît, le groupe de co -

1 S 
homologie H ( G , E ^ ) e s t , en général , t r è s mal connu . C'est , par 
exemple un problème ouvert que de déc ider s i son o r d r e es t au moins 
égal au degré de l 'extens ion L/K lorsque ce l l e -c i e s t non ramif iée 
partout et complètement décomposée aux p laces de S comme aux p laces 
r é e l l e s . Dans le c a s cyc l ique , la réponse es t af f irmative , c e qui gé -
n é r a l i s e le théorème 94 de Hilbert ( c f . proposit ion 10, c i - d e s s o u s ) . 
A l 'opposé , si L e s t l 'extension abél ienne maximale de K qui es t non 
ramif iée et S - d é c o m p o s é e , une généra l i sa t ion fac i l e du théorème 
d 'Art in-Furtwangler ( c f . [Fu ] ) permet d'aff irmer que les S - c l a s s e s de 
d i v i s e u r s de K capitulent dans L ; autrement dit que l'on a a lors exacte-
ment : 

\HHG, E ^ ) | = | C a p ^ / K | = | c t ® | - [ L : K ] . 

-Ana lyse de la formule dans le c a s cyc l ique . 

Supposons maintenant que l_/K so i t une extens ion cyc l ique ; notons g un générateur de son groupe de Galois G , et N = Z^'^g' 
ï = 1 

l 'opérateur norme . Dans ce c a s , le groupe de cohomologie H 2 (G, L X ) 
n 'est autre que le quotient K X / # ( L X ) , et la su i te exac te des S - c l a s -
s e s ambiges prend la forme : 
1 L G / E K ^ K e r d l / K - K e r J Z M - » ' ( G ' E L ^ C ° k e r ^ L / h T C ° k e r J Z / K 

- h 2 ( g , e ^ ) ~ e ^ g / e ^ g n # ( l x ) - i . 

Dans c e l l e - c i , nous pouvons e n c o r e remplacer E . D # ( L ) par 
g g I — 

E , . fi iV( I—X ) . En ef fet , s i le groupe E „ des S - u n i t é s de K est , rx iN g q 
en général , contenu s tr ic tement dans le s o u s - g r o u p e invariant E , 

S 
de E ^ ( tout simplement parce que la condition de pos i t iv i té aux p l a -
c e s r é e l l e s non contenues dans S , qui e s t requ i se dans K , n 'ex i s te pas 
dans L s ' i l y a complexi f icat ion ) , ce t te dist inct ion n' intervient pas 
lorsqu'on travai l l e sur des normes : Si p e s t une place r é e l l e de K qui y y 

s e complexi f ie dans L , l ' identité N ^ / p ( Œ ) = R + montre que les n o r -
mes loca les en p ( et donc, a fort ior i , en normes g lobales ) sont p o s i -
t ives dans K . 1 1 vient donc : P 



\ C l t G 1 _ [Coker j g / K | = jCoken : E ^ ) |H2(G, E^) 

I ^ K I L K e r ^ L / K l ! K e r d L / K l ( E L G ; E K 0 J ( l - X ) i H t e . E ^ ) ! 
Dans ce t t e formule, les o r d r e s du noyau et du conoyau de l 'application 

S 
d?L/K sont donnés par la proposi t ion 6 , et l ' indice normique 

(Ej^ : E ^ fl f ( L X ) peut s e c a l c u l e r à l 'aide des symboles de H a s s e , 
comme expl iqué plus loin dans la s e c t i o n 2 . Venons en donc au quotient 
de Herbrand : 

S | H 2 ( G , E g ) j 
g ( G , E ) 1 - — . 

L |H (G, E g ) | 

Nous savons qu'il e s t multiplicatif , c e qui permet de le ca l cu l er par 
d é v i s s a g e . Formons pour ce la la su i t e exac te canonique ( où P ^ ( S ) 
e s t le groupe des d i v i s e u r s principaux de L engendrés par les S - u n i t é s ) : 

1 — * e l — e L > V S > — i • 
Nous obtenons immédiatement : 
q (G, E g ) = g ( G , E L ) . q (G, P j S ) ) = g ( G , E ^ d ) . q (G, D,_(G)) , 
puisque E ^ es t d ' indice fini dans E ^ ( le groupe des unités au s e n s 
ord ina ire ) et P ^ ( S ) dans D ^ ( S ) . Et comme g f G ^ ^ ) e s t connu depuis 

Herbrand pour ê t r e égal au quotient II d ( L / K / [ L : K ] de la 
p | 00 ^ 

complexi f icat ion par le degré de l 'extens ion ( résu l ta t qui e s t le coeur 
même de la démonstrat ion de Cheva l l ey ) , s eu l r e s t e à éva luer le s e -
cond facteur g ( G , D L ( S ) ) . Nous avons : 

PROPOSITION III. 1 . 8 . - Dans une ex tens ion cyc l ique de c o r p s de nom-
b r e s L / K , de groupe de Galo i s G, le quotient de Herbrand g ( G , D ^ ( S ) ) 
du groupe des d i v i s e u r s c o n s t r u i t s sur les p laces de S e s t le produit 
des d e g r é s locaux d (l_/K ) = [L m/K ] a t tachés aux p laces non rée l les 

r T r 

de S : 
g ( G , D . ( S ) ) = n d (L/K ) = II [L ; K. ] . 

p € S ; p|co " p € S ; p|oo -P P 
En part i cu l i er , le quotient de Herbrand du groupe des S - u n i -

tés e s t donné par la formule : 
n d J L / K ) n d J L /K ) . S , b f S ( G E S ) = p e s V p j / o » " P ^ f 

[ L : K ] 



Démonstration : Nous avons H^(G,D^(S) ) = 1 , d 'après le lemme 4 ; et 
avec les notations de la proposit ion 6 : 

H (G, D (S)) = ( D ( S ) G : N( D (S))) = n ( ^ f : 
p e s ; p^co 

comme attendu . 

Récapitulant c e qui précède , nous pouvons donc énoncer : 

THEOREME I II. 1. 9 . - (Formule des S - c l a s s e s ambiges) - Dans une ex 
tension cyc l ique L /K de c o r p s de nombres , de groupe de Galois G , I 
nombre de S - c l a s s e s ambiges de d i v i s e u r s es t donné par la formule : 

n d ( L / K ) n e ( L / K ) 
| c t f G | = \ci*\ * s

 P , 
' L ' ' K ' [ L : K ] ( E ^ : E ^ n # ( L X ) 

où E es t le groupe des S - u n i t é s du corps K ; d ( L /K ) le degré 
de l 'extension locale L /K a s s o c i é e à la p lace p , et e ( L /K ) l'in — p' p H p ' 
d ice de ramification de ce t t e extens ion (avec la convention e (L/K) = 1 
lorsque p es t archimédienne ) . 

R e m a r q u e . - S u r la formule obtenue , il e s t loin d 'ê tre évident que 
S G 

la quantité \Ot. | so i t une fonction d é c r o i s s a n t e de S . De fait, nous 
S G — G S avons I c i . I = I Ci, I , puisque G e s t cyc l ique , et, s i S* contient 

G S 1 G S S , le groupe Ci ^ es t canoniquement un quotient de • 

Applicat ions . - (i) P r e n o n s S vide , la formule des c l a s s e s ambiges 
s ' é c r i t a l o r s : 

n e (L/K ) 

[ L : K ] ( E K : E K n # ( L X ) ) 

E l l e exprime le nombre de c l a s s e s ambiges de d i v i s e u r s ( i . e . le nom -
bre de c l a s s e s ambiges d' idéaux au s e n s res tre in t ) de L en fonction du 
nombre de c l a s s e s de d i v i s e u r s de K , de la ramification ( aux p laces 
f in ie s ) dans L / K , du degré de l 'extension , et de l ' indice normique 
a s s o c i é aux unités ( au s e n s des d i v i s e u r s ) . C'es t la formule donnée 
par Gras lorsque [L : K ] e s t premier ( c f . [Gr ] ) . 



(ii) P r e n o n s pour S l 'ensemble des p laces r é e l l e s de K ; la 
formule s ' é c r i t : 

n e ( L / K ) . n d ( L / K ) 
| c ^ r d | - \ c t " à | — f c - J & K J ! . 

[ L : K ] ( E ° r d : E ° f d H J ( L X ) ) 

E l l e exprime le nombre de c l a s s e s ambiges d'idéaux ( au s e n s ordi -
naire ) de L , en fonction du nombre de c l a s s e s d'idéaux de K , de la 
ramif icat ion ( aux p laces f in ie s ) et de la complexif icat ion (aux p laces 
r é e l l e s ) dans L /K , du degré de l 'extens ion , et de l ' indice normique 
a s s o c i é aux unités ord ina ire s ( i . e . au s e n s des idéaux ) ; c ' e s t , aux 
notations près , la formule de Cheval ley . 

COROLLAIRE 1 1 1 . 1 . 1 0 . - ( Théorème 94 de Hilbert g é n é r a l i s é ) - Soi t 
L /K une extens ion cycl ique non tr iv ia le de corps de nombres . S u p -
posons L / K non ramif iée ( aux p laces f in ie s ) et S - d é c o m p o s é e . 
Alors : 

g 
(i) Le groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s de K n'est 

pas nul . 

S 

g 
(ii) Il e x i s t e dans C t . . une c l a s s e non tr iv ia le qui capitule rx 

dans Gtj^ . 
P lus préc i sément , il vient : 

l C a p L / K l * t L : K ] • 

Démonstration : L 'extens ion L/K étant s u p p o s é e s a n s ramification , 
donc S - r a m i f i é e , l ' a s ser t ion (i) du c o r o l l a i r e 7 nous donne l ' i n é g a -

S 1 S lité : | Cap ! ~ I ^ ^ E ) | ; et la proposit ion 8 nous dit que le 

quotient de Herbrand q (G, E ) = | H 2 ( G , E ^ ) | / j H ^ G . E ^ ) ] e s t égal 
à 1 / [ L : K ] ; d'où le résul tat annoncé . 

Remarque 1 . - S i K p o s s è d e une extens ion abél ienne L , non ramif iée 
S 

et S - d é c o m p o s é e , qui v é r i f i e CC,^ = 1 , pour un ensemble fini S de 
p laces donné , c ' e s t n é c e s s a i r e m e n t l 'extens ion abél ienne maximale 
non ramif iée et S - d é c o m p o s é e , d i sons F , de K . Dans le c a s 
contra ire , en ef fet , l ' extens ion F / L s e r a i t non tr iv ia le et , bien 
entendu, abél ienne , non ramif iée , et S - d é c o m p o s é e , contrairement S 
à l 'hypothèse Cl. - 1 . En part icul ier , s i L est cyc l ique sur K , le 

S groupe Ct,^ =- Gai (L/K ) e s t lui-même cyc l ique , d 'ordre [ L : K ] . 
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P l u s généra lement , pour chaque s o u s - e x t e n s i o n K' /K de L / K , le 
même argument , appliqué à l ' ex tens ion c y c l i q u e L ' / K , montre a l o r s 
que le groupe e s t e n c o r e c y c l i q u e , d 'ordre [ L : K1 ] . D'un a u -
tre cô té , l ' ex tens ion L / K étant non rami f i ée et S - d é c o m p o s é e , les 
S - u n i t é s de K sont normes l oca l e s partout dans l_/K , donc normes 
g loba le s ( en vertu du pr inc ipe de H a s s e , puisque L / K e s t s u p p o s é e 
cyc l ique ) , donc normes de S - u n i t é s de L ( d 'après la su i t e e x a c t e 

g 
des c l a s s e s ambiges , puisque e s t nul par hypothèse ) . A f o r t i o -
ri c e t t e d e r n i è r e condit ion e s t - e l le v é r i f i é e dans chacune des s o u s -

2 g e x t e n s i o n s K ' / K . Il vient donc H ( G a l ( K ' / K ) , E . . , ) = 1 , i . e . 
| H (Gai ( K' /K ) , E ^ , ) | = [K 1 : K ] . Autrement dit , la S - c a p i t u l a -g s 

tion C a p K I ^ K dans K ' / k e s t d 'ordre [ K ' : K ] ; et le groupe , 
qui a pour o r d r e [ L : K1 ] = [ L : K ] / [ L : K' ] = ( C t ^ : Cap ^ ) , 
e s t l ' image de C t ^ par l 'homomorphisme d 'ex tens ion J ^ i / ^ * 

Remarque 2 . - L o r s q u e le c o r p s K , l ' ensemble de p l a c e s S , et le d e -
g r é de l ' ex tens ion c y c l i q u e L / K sont donnés , le dénominateur 
[ L : K ] ( E ^ : E ^ H i l f (L X ) ) , dans la formule des c l a s s e s ambiges , 
e s t majoré par la quantité [ L : K ] ( E ^ : < ( s [K : <H] ) : K ^ , 

où s e s t le nombre de p l a c e s de <H qui sont so i t la p lace r é e l l e , so i t 
a u - d e s s o u s d'une p lace de S . En p a r t i c u l i e r , l 'ordre du groupe ambige 

S G 
e s t arb i tra irement grand a v e c la ramif icat ion . Nous re trouvons 

ainsi , en le g é n é r a l i s a n t , le résu l ta t de [BR ] . 

Une p r e m i è r e e x t e n s i o n de la formule de C h e v a l l e y a u x c l a s s e s 
de d i v i s e u r s ( en fait aux c l a s s e s d' idéaux p r i s e s au s e n s re s t re in t ) , 
dans le c a s des e x t e n s i o n s c y c l i q u e s de d e g r é premier , f i gure dans la 
thèse de Gras ( c f . [Gr ] , Ch . IV , A § 1 ) , qui é tudie également les 

G G G 
noyaux d 'ordre s u p é r i e u r ( C £ ° ; ( C t / C - t 0 ) 0 ; e t c . . . ) . P l u s récem -
ment, F e d e r e r a p r o p o s é une démonstrat ion de la formule des S - c l a s s e s 
ambiges dans le c a s c y c l i q u e , v o i s i n e de c e l l e que nous donnons ici , 
mais l ' idée de c o n s i d é r e r des S - c l a s s e s d' idéaux e s t a n t é r i e u r e puis -
qu'e l l e avait déjà é té déve loppée par Gi l lard à l ' o c c a s i o n d'une quest ion 
de théor ie d'Iwasawa ( c f . [Gi^ ] , appendice ) , puis par nous-même 
dans un autre contex te ( c f . [Ja 1 ] ) , et , dans les deux c a s , à l ' instar 
de Gras ( c f . [ G r g ] , § 1 ) , en abordant le problème en termes de r e p r é -
s en ta t îons . 



2 . - E X P R E S S I O N DE LA FORMULE EN TERMES DE R E P R E S E N T A T I O N S 
DANS LE C A S MÉTABEL1EN . 

a , - P r é l i m i n a i r e s „ 

F ixons un nombre premier K> , et i n t é r e s s o n s nous désormais au 
{ - S y l o w du groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s ; convenons , pour ne pas 

g 
alourdir les notations , de continuer à le noter Cl . S i L /K est une 
extens ion ga lo i s i enne de c o r p s de nombres , de degré étranger à { , 
de groupe de Galois G , l 'élément e = E g es t un idempo -

[ L : K ] g € G 
tent de l 'a lgèbre Z . [G ] , de s o r t e que l'homomorphisme d'extension 

S identif ie canoniquement le { - g r o u p e des S - c l a s s e s C t ^ à un facteur 
S SG direct de C{. , et , plus préc i sément , à son s o u s - g r o u p e ambige Ct . 
— S SG — Le problème de comparer les o r d r e s de et G t ^ ne s e pose donc 

que dans la mesure où celui de G es t d iv i s ib le par l , c ' e s t - à - d i r e , 
en d e r n i è r e ana lyse , lorsque G e s t un { , -groupe . 

Nous supposons , dans ce qui suit , que G e s t cyc l ique , et 
nous nous i n t é r e s s o n s à la s i tuat ion su ivante : L e s t une { , - e x t e n s i o n 
cyc l ique de K , ga lo i s i enne sur un s o u s - c o r p s F , et K / F es t abé -
lienne , de degré d é tranger avec l . S o u s c e s hypothèses , le groupe 
de Galois Gai ( L / F ) s ' é c r i t comme produit direct de son { - s o u s - g r o u p e 
de Sy low G = Gai (L/K ) et du quotient a s s o c i é A = Gai ( K / F ) . De plus, 
le groupe G étant supposé cyc l ique , l'homomorphisme de A dans Aut G , 
qui définit le produit , s e f a c t o r i s e par un c a r a c t è r e { - a d i q u e de A , 
c e qui permet d ' é c r i r e 

( * ) T G T - ' = , Y T € A et g générateur de G , 
en faisant choix une fo i s pour toutes d'un re lèvement de A dans G a l ( L / F ) . 
Ainsi , lorsque x e s * ' e c a r a c t è r e unité , le groupe Gai ( L / F ) e s t abé -
lien ( c ' e s t la s i tuation étudiée dans [Gi^ ] et [ G ^ ] ) • Dans tous les 
autres c a s , le groupe G a l ( L / F ) es t métabél ien ( c ' e s t la s i tuation dé -
cri te dans [Ja^ ] } . 

D'un autre côté , le degré d de la s o u s - e x t e n s i o n abél ienne K / F 
étant supposé é tranger à l , l 'a lgèbre de Galois Z [A ] e s t s e m i - l o c a l e , O/ 
en fait produit d irect d 'ex tens ions abé l i ennes non ramif iées de Z : 



à chaque c a r a c t è r e ^ - a d i q u e i rréduct ib l e cp du groupe A c o r r e s p o n d un 
idempotent primitif de l 'a lgèbre Z ^ [ A ] 

e = 4 Z cp ( T ) T ~ 7 , 
^ T € A 

et la cp-composante Z ^ = Z ^ [A] e ^ s ' i d e n t i f i e à l'anneau local des e n -
t i e r s d'une ex tens ion cyc lotomique non rami f i ée de <£ , qui a pour d e -
g r é celui d = [ Z : Z ^ ] du c a r a c t è r e cp . La décomposi t ion obtenue 
s ' é t e n d , bien en tendu , à l 'a lgèbre Z ^ [Gai ( L / F ) ] r e g a r d é e comme 
module sur el le -même , chaque fac teur Z ^ [Gai ( L / F ) ] e étant pro -
ject i f et indécomposable , mais il ne s 'ag i t plus là d'un isomorphisme 
d ' a l g è b r e s dès que x e s t n o n tr iv ial . Pour traduire les re la t ions de 
commutation (* ) , il e s t a l o r s commode d' introduire la r é s o l v a n t e 

E - À E X ( T " 1 ) [ G * ( T ) - 1 ] , 

t e A 
c o n s t r u i t e sur un générateur g du groupe G , dont on v é r i f i e faci lement 
qu'el le engendre l ' idéal d'augmentation de l ' a lgèbre Z ^ [ G ] . La 
re la t ion ( * ) s ' é c r i t a l o r s : 

(** ) T e T - 1 = X(T) E , v T € A ; 

ce qui s e traduit , sur les idempotents primit i fs de l 'a lgèbre Z ^ [ G ] , 
par une trans la t ion des c a r a c t è r e s : 

( * * * ) e ^ e = e e ^ , V c p € R 2 ( A ) . 

Revenons maintenant à notre sujet : L e s d i v e r s groupes qui in-
terviennent dans la su i t e e x a c t e des c l a s s e s ambiges n'étant pas tous 
des Z ^ -modules , introduisons les t e n s o r i s é s r e s p e c t i f s 

" ® 2 ° S » ^ = ^ ® Z E S ' p S = ® Z p S ' V k = Z £ ® Z # L / K ( L X ) 

des groupes de S - d i v i s e u r s , de S - u n i t é s , de S - d i v i s e u r s principaux , 
et de normes . P a r un argument de p la t i tude , nous obtenons immédia te -
ment la su i t e e x a c t e de Zp -modules ( ou nous avons c o n s e r v é par abus 

S S 
les notat ions <%J_/K e t P o u r d é s i g n e r , de c e s appl icat ions , les 
r e s t r i c t i o n s aux l - S y l o w : 
1 /<*K~ > K e r d L / K " K e r J ' L / K ^ h 1 ( G ' 4 L > - * C o k e r * Z / K - C o k e r J'L/K 

- H 2 ( G , n V / K ~ * 1 • 

Dans c e l l e - c i , les appl icat ions canoniques induites par la norme , 
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l 'extens ion , l ' inc lus ion , e t c . . . , sont évidemment des [ A ] - mor -
phismes ; mais il n'en es t plus de même pour les i somorphismes d ' o r i -
gine cohomologique donnés par le lemme 4 . Convenons , en e f fe t , de 
repérer par un indice cp la composante d'un [A ] -module a t tachée à 
un c a r a c t è r e i rréduct ib le cp du groupe A ( c ' e s t - à - d i r e l' image de c e 
module par l' idempotent primitif e ) . Cela posé , nous avons : 

LEMME III. 1. 1 1 . - S o u s les hypothèses p r é c é d e n t e s , il e x i s t e des i s o -
morphismes de "Z-ji -modules : 

0 ) [ P ^ A ^ / K I P ^ V H J ^ G , * ® ) . 

(Ii) [ C = G / c * S U f G > ] ^ H ; x < G , f > = ) 

Démonstrat ion : 
(i) S o i t (x) un S - d i v i s e u r principal et invariant par G . 

o 
La r é s o l v a n t e 0 engendrant l ' idéal d'augmentation I ^ , l 'élément x e s t 
a l o r s une S - u n i t é qui e s t annulée par la norme a lgébr ique v = E g . 

g € G 
Comme x e s t défini à une S - u n i t é p r è s , nous r é a l i s o n s ainsi l ' i somor -

SG S S 1 S 
phisme de p ^ / ^ l / K ^ ^K ^ S U r H ^ L ^ ' i n d u i t P a r l e l e m m e 4 . Et 
le r é su l ta t annoncé provient s implement de la trans la t ion des c a r a c -
t è r e s donnée par l ' identi té (*** ) . 

(ii) S o i t q un S - d i v i s e u r appartenant à une c l a s s e ambige . 
Le d iv i seur (x) = o® e s t a l o r s S - p r i n c i p a l et annulé par la norme a r i t h -
métique . Comme Q e s t défini à un S - d i v i s e u r principal p r è s , nous r é a -

g Q S S Q | ^ 
l i sons ainsi l ' i somorphisme de Ct / d ( ) sur H (G, Pj_) consi -
d é r é dans la démonstrat ion de la su i t e e x a c t e d e s c l a s s e s ambiges . 
Comme plus haut, la f a c t o r i s a t i o n par la r é s o l v a n t e 0 s e traduit par une 

1 S 
trans lat ion des c a r a c t è r e s . Ce la dit , l ' i somorphisme de H (G, sur 
Ker [H2(G, ) - H 2 (G, Z « g ^ L * ) ] s 'obt ient tout s implement en a s s o -
ciant à la c l a s s e du d iv i seur (x) dans le premier groupe c e l l e de la S -
unïté ^ c ' a n s ' e s e c o n c l î c ' e s t un i somorphisme de [A ] -
modules . 

b . - E n o n c é des r é s u l t a t s . 

Dis t inguons deux c a s , suivant la par i té de £ : 



1) S i -6 vaut 2 , le groupe Aut G e s t un 2 - g r o u p e , et les hypothèses 
fa i t e s impl iquent que L so i t une ex tens ion abé l i enne de F , Il vient d o n c : 

THEOREME 111« 1. 1 2 . - S o i e n t L une 2 - e x t e n s i o n cyc l ique d'un c o r p s de 
nombres K , de groupe G , abé l i enne s u r un s o u s - c o r p s F de K d' indice 
[F : K ] impair , et S un ensemble fini de p l a c e s de F . A l o r s , pour 
chaque c a r a c t è r e 2 - a d i q u e i rréduct ib l e cp du groupe A = G a l ( K / F ) , 
les cp-composantes du noyau et du conoyau de l 'homomorphisme d ' e x -

S S tens ion C'U ^ ~ 9 r o u P e des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s Ct ^ du c o r p s 
K , dans le s o u s - g r o u p e ambige Ci de ce lu i de L , sont l i é e s par la 
su i t e e x a c t e de Z ^ - m o d u l e s : 

1 • - ( * L G / * K V K e V l / K - K % ^ L / K - H ! p ( G ' « L } ^ C o k e % d L / K 

En par t i cu l i er , la cp-partie du 2 - n o m b r e de S - c l a s s e s am -
b iges e s t donnée par la formule : 

l C o k e r V g / K I _ l C o k ^ d l / K I 

l C e K , cpl _ l K e r ^ " L / K I _ l K e r ^ L / K ! <*K " V K 1 ? ' 
g 

où a (G, <S, ) e s t la cp-partie du 2 - q u o t i e n t de Herbrand du groupe des a cp L_ 
S - u n i t é s . 

2) S i t e s t impair, il n'y a plus lieu de d i s t inguer entre c l a s s e s d' idéaux 
et de d i v i s e u r s . Il vient donc : 

THÉORÈME 1 1 1 . 1 . 1 3 . - S o i e n t L une - 6 - e x t e n s i o n cyc l ique d'un c o r p s 
K , de d e g r é impair , de groupe G , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s 
F de K d' indice re lat i f [K : F ] é t r a n g e r à i , puis x ' e c a r a c t è r e du 
groupe de Galo i s A = Gai ( K / F ) qui f a c t o r i s e le produit s e m i - d i r e c t Gx A, 
et S un ensemble fini de p l a c e s de F , A l o r s , pour chaque c a r a c t è r e 
t - ad ique i rréduct ib l e cp du groupe A, les cç-composantes du noyau et 
du conoyau et du conoyau de l 'homomorphisme d 'ex tens ion J d u l -
groupe des c l a s s e s d ' idéaux de K dans le s o u s - g r o u p e ambige 

SG de ce lui de L , sont l i és par la su i t e e x a c t e cour te de -mo -
dules : 



m. ta 

1 —Ken j f / ^ - H 1 (G, âf ) - C o k e r df / . . - C o k e r if / l . - H 2 (G, $f ) c p L / K cpx L cp L /K c p ^ L / K cpX L 

^ K ^ ^ L / K ĉpx ^ ' 
En part icul ier , la c p - p a r t i e du £ -nombre de S - c l a s s e s am 

bige est donnée par la formule : 

| C f S G ' " S ' ' — — , „„ I I Coker 7. I ICoker d. I cr L ^ i i , 1 y J L /K I ' tp L / K ' v ( G , 4 p ) , 

l C e K , c p ! < « K ! « K n " L / K » c p x <PX 

g 
où q (G, (J. ) es t la c p x ~ p a r t i e du £ -quot i en t de Herbrand du groupe 

cp x '— 
des S - u n i t é s . 

SCOLIE III. 1. 1 4 , - Pour chaque place p de F , désignons par x ^ l ' i n -
duit à A du c a r a c t è r e de la représentat ion unité de son s o u s - g r o u p e de 
décomposition A . dans l 'extension abél ienne K / F , notons e ( L/K ) 

P P . 
l ' indice de ramification a s s o c i é à p dans la - t - ex tens ion cycl ique L/K , 
et d ( L / K ) le degré de l 'extension locale correspondante . Alors , r 

pour chaque c a r a c t è r e l -adique irréduct ible cp de A , les c p - p a r t i e s 
du noyau et du conoyau de l'homomorphisme d'extens ion des d iv i seurs 
sont donnés par les formules : 

I Ker d f / ^ ] ' n d ( L / K ) P 
' * L / K ' P h ; p ^ S P 

S < C P ' X h > 
& ICoker d7/u 1= Il e (L/K ) P 

v L / K p i s ^ 

Démonstration : Le quotient A / A ^ opérant facilement sur les p laces de 
K a u - d e s s u s de p , le sous -module de engendrées par c e l l e s - c i est 
donc isomorphe à [ A / A ^ ] , s i p es t ultramétrique , et à 
Zg ^ ^ p ^ ' s ' n o n • D a n s le premier cas , la c p - p a r t i e de ce 
module es t un Z . -module libre de dimension ( cp, x h ) î dans le second 

P 
cas , et s i - t vaut 2 , c ' e s t un I F _ - e s p a c e vec tor ie l de dimension (cp, X ) » 

z P 
et , dans l'un et l 'autre , nous concluons comme dans le lemme 6 . 

SCOLIE 111,1,15,— Conservons les notations p r é c é d e n t e s . Alors , pour 
chaque c a r a c t è r e l -adique $ du groupe A , contenu dans le c a r a c t è r e 
régul ier , et s table par translat ion de x ( i . e » véri f iant $X = $ ) > ' a 



Ht • <3 

f - c o m p o s a n t e du l -quotient de Herbrand du groupe des S - u n i t é s est 
donnée par la formule : 

gjG, [ L : K ] n d J L /K) f . H d J L /K) P 
pfc;pes P 

Démonstration : D'après (#** ) , la condition de s tabi l i té sur le carac 

t è r e f s i g n i f i e que l ' idempotent a s s o c i é e = -T Z § ( T ' ) T = Z e 
$ T € A cp. | $ ^ 

est central dans l 'algèbre de Galois 2 ^ [Gai ( L / F ) ] . Lorsque c ' e s t le 
cas , la $ - p a r t i e du l -quotient de Herbrand des S - u n i t é s n'est autre 
que le t -quotient de Herbrand de la f - c o m p o s a n t e du groupe des S -
unités, qui s e ca lcule par la méthode de la proposit ion . Il vient donc : 

g$(G,<^) = q(G,sl} = q(G,Si_> $ ( S ) ) , 
puis 

X ) 
q (G, . (S)) = qJG, A (S)) = n d (L/K) ' P , 

L ' $ $ L peS;p^P 
par une général i sat ion immédiate des résul tats de la proposition 8 . 
D'un autre côté , le lemme de Herbrand sur les unités d'un corps de 
nombres a lgébriques affirmant l ' ex i s tence d'une sui te exacte de 
2 * [Gal (L/F ) ] - m o d u l e s ( où yi/estun module fini, e t G x i le sous -

* . P P 
groupe de décomposition dans L / F de l'une quelconque des places de L 
a u - d e s s u s de p ) : 

1 * 2 g » @ Z { [G x A /G X A ] * <*L - M 1 

nous en déduisons par local isat ion l 'ex is tence d'une sui te exacte de 
2 [G] -modules : 

<$. D . _<$»X h > 
1 1 

où M * e s t encore un module fini , c e qui nous donne, comme attendu : 

fl,(G',,L>iî = ^ 

n q(G, 2 g [G/G ] ) 
! OO ' 

g (G, 2 ) 

< § , 1 > 

1/ | G 

n d ( L / K ) P 

, si «t est impair 
<$. Xu > 

, si <t vaut 2 . 

|G 



R e m a r q u e . - On prendra garde que le calcul qui précède suppose e f f e c 

gèbre de Galois . Lorsque c e n'est pas le c a s , le groupe ^ n'est 
tivement que le c a r a c t è r e $ es t a s s o c i é à un idempotent central de l'ai 

. S 
' L , $ 

plus généralement un G - m o d u l e , et l'étude numérique de c a s particu 
l i ers l a i s s e augurer que le comportement du quotient q est 

imprévis ible , car il met en jeu de façon extrêmement diophantienne 
l'arithmétique des c l a s s e s et des unités . 

COROLLAIRE III. 1 . 1 6 . - Dans une l - e x t e n s i o n cyc l ique de corps de 
nombres L / K , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s F , l 'ordre de la § -
composante du 1 - g r o u p e des S - c l a s s e s ambiges es t donné , avec les 
notations du s c o l i e 14 , et pour chaque c a r a c t è r e central $ de l 'algè -
bre de Galois , par la formule : 

n e ( L / K ) f n d ( L / K ) P 
! « L

S > L < F L < , , „ S ^ 5
S

P 

[ L : K ] ' ^ ^ . « K . ^ ' L / K 1 

-Application à la capitulation . 

Supposons maintenant que l 'ensemble S contienne les p laces 
1 S r é e l l e s de F qui s e complexif ient dans L / K . Le groupe H $ (G , <$. ) 

S 
gouverne a lors la §- part ie de la capitulation ( puisque Gap^y^, s ' i d e n -
tif ie dans ce c a s au noyau de l'appi ication H 1 (G. ) *• Ker d P / . J 

s $ L cp L/K Comme le quotient de Herbrand q S (G, $ ) e s t parfaitement expl ic i te , 
1 S 

le calcul de l 'ordre | H , ( G , < ? . ) | s e ramène à celui de l 'ordre 
2 S 11—I ^ ( G, cS j ) | , que l'on peut encadrer à partir de l ' inclusion immé -

diate : 
E S [ L : K ] c ^ l / k ( E ^ ) C E ^ fi ^ l / k ( L X ) . 

Dés ignons , en effet , par S la réunion de S et des p laces à l'infini du 
S corps F . D'un côté , le groupe est composé d irect d'un Z^ -mo -r\ , $ 

dule l ibre de dimension ( Z_ X - 1 , $ ) , et de la $ - composante 
p € S P 

Ijj. du ê - S y l o w |_l du groupe des r a c i n e s de l'unité dans K ; l'in -
' S S T L ' K l i d ice (&., : * J e s t donc parfaitement expl ic i t e . D'un autre K , $ K , $ ' 



côté , la détermination du groupe (g .̂ ^ fl r e l è v e de méthodes lo-
c a l e s ( le fait d 'ê tre norme dans une extens ion cyc l ique s e lisant loca -

S S 
lement ) , et l ' indice ( S^ ^ : ^ fl ) e s t donc toujours c a l c u -
lable dans la pratique , dès que S ^ est connu numériquement . En u t i -
lisant le théorème de Grumwald - Wang ( c f . [ A T ] , Ch. X , § 2. ) , 
il e s t même p o s s i b l e de c o n s t r u i r e des ex tens ions cyc l iques L/K , de 
degré premier , qui sont non rami f i ées , et où l ' indice ( : fl ^ 
es t arbitrairement grand , c e qui revient à d ire , compte-tenu des en -
cadrements précédents , que la capitulat ion y es t arbitrairement 

(* ) grande . 
Inversement , s i le c a r a c t è r e $ n 'es t pas r e p r é s e n t é dans le 
S S groupe ( i . e . s i e s t sans tors ion , et s i la quantité 

x - 1 , $ ) e s t nulle ) les c a l c u l s qui précèdent montrent que le 
p es P 

s groupe Cap ^ ^ ^ es t trivial , c ' e s t - à - d i r e que la re s t r i c t i on aux § -
composantes de l'homomorphisme d'extens ion C2 ^ •> Cl f̂ est injec -

r s L_ 

tive . Ce dernier résul tat es t e s sent i e l l ement connu dans la s ituation 
suivante : l e s t impair ; K es t une extens ion quadratique totalement ima-
ginaire d'un s u r - c o r p s totalement rée l de F ; l 'ensemble S es t vide ( ou 
réduit aux p laces à l'infini ; c e point étant ici sans importance du fait 
de l ' imparité de t ) ; et $ e s t un c a r a c t è r e imaginaire de A ( i . e . un ca -
r a c t è r e t -adique de A dont les fac teurs i rréduct ib les prennent des va -
leurs négat ives sur la conjugaison complexe ) , ne contenant pas le 
c a r a c t è r e de l 'action de A sur , lorsque | j K e s t non trivial . P lus 
préc isément : 

PROPOSITION 1 1 1 . 1 . 1 7 . - So ient L une l - e x t e n s i o n cyc l ique d'un corps 
de nombres K , de degré impair , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s F , 
et X ' e c a r a c t è r e t -adique du groupe de Galois A = Gai ( K / F ) qui défi -
nit le produit s e m i - d i r e c t G x A . Supposons que K soit une extension 
quadratique totalement imaginaire d'un s u r - c o r p s totalement rée l de F , 
et convenons de dire qu'un c a r a c t è r e £ -adique irréduct ib le cp de G est 
rée l ou imaginaire suivant qu'il prend une valeur pos i t ive ou négat ive 
sur la conjugaison complexe . Supposons , en outre , que le c a r a c t è r e x 
soit réel . A lors : 

(*) On trouvera les déta i l s de la construct ion de t e l l e s ex tens ions dans 
l 'art ic le de Sch ipper [ S e ] . 



(i) S i le c o r p s K ne cont ient pas les r a c i n e s £ - i è m e s de 
l 'unité, la r e s t r i c t i o n de l 'homomorphisme d ' e x t e n s i o n j a ' a c o m ~ 
posante imaginaire Ci ^ du £ - g r o u p e des c l a s s e s d ' idéaux de K e s t une 
inject ion . 

(i i) S i le l - S y l o w LL du groupe des r a c i n e s de l'unité dans K 
e s t non tr iv ia l , la même c o n c l u s i o n s u b s i s t e s o u s la condit ion s u f f i s a n t e 
H1 ( G , n L ) = 1 . 

Démonstrat ion : D é s i g n o n s par $ = Ind ^ 1 . l 'induit à A du c a r a c t è r e A A 
00 00 

de la r e p r é s e n t a t i o n unité du s o u s - g r o u p e de décompos i t ion commun des 
p l a c e s r é e l l e s de F dans l ' ex tens ion K / F ; et notons $ = x ' - $ le c a -
r a c t è r e s u p p l é m e n t a i r e . L ' e n t i e r i étant s u p p o s é impair, nous avons : 

IC S L P L / K i = l C a p L / K , f l " l H i ( G ' ( S L ) l = I H ^ G , * " ) ! - i H ^ G . u J I , 

puisque , x étant rée l , le c a r a c t è r e $ e s t invariant par x • D'où la 

c o n c l u s i o n . 

Le ré su l ta t obtenu peut ê t r e g é n é r a l i s é g r â c e à la propos i t ion 
su ivante : 

PROPOSITION III. 1 . 1 8 . - S o i e n t , comme plus haut , L une i - e x t e n -
s i o n c y c l i q u e d'un c o r p s de nombres K , métabé l ienne s u r un s o u s -
c o r p s F , et $ le c a r a c t è r e t - a d i q u e du groupe A = Gai ( K / F ) at taché à 
un idempotent centra l e de l ' a l g è b r e de Ga lo i s . S u p p o s o n s donnés un 
ensemble fini S de p l a c e s de F ( contenant les p l a c e s r é e l l e s c o m p l e x i -
f i é e s dans L / K , s i i vaut 2 ) , et S 1 réunion de S et d'un ensemble fini 
de p l a c e s de F ne présentant pas de $ - d é c o m p o s i t i o n dans L / K ( i . e . 

pour l e s q u e l l e s la § - p a r t i e g (L /K ) P de l ' indice de décomposi -
tion g ( L / K ) = [ L : K ] / d (L /K ) e s t é g a l e à 1 ) . A l o r s l 'ordre du 

p 1 P S ' 1 S 
groupe de cohomolog ie H^(G, ) d i v i s e ce lu i du groupe H <2|_ ) • 

1 S 1 s ' En p a r t i c u l i e r , s i H ^(G, ) e s t nul , H ^ (G, ) l ' es t a u s s i , 
et la r e s t r i c t i o n aux $ - c o m p o s a n t e s de l 'homomorphisme d 'ex tens ion 

S 1 S ' Cg ^ Ci L e s t in jec t ive . 



Démonstration : Formons le quotient 

Le premier facteur s ' é c r i t e n c o r e 

H Mc?^') = 

c ' e s t donc un multiple ent ier de la quantité f rac t ionnaire 

_ - < * , z . X j 
L : K p ç s ' v s "P' 

l / ( S K 5 k ' [ L : K ] }cp ' q u i e s t é g a l e à 

S ' / s puisque le quotient S ^ / e s t un -module l ibre de dimension 
( § , Z X ) . Enfin, le second facteur es t donné par le s c o l i e 15 ; 

p € S v S P 

et il vaut préc i sément 
le résul tat attendu. 

L : K p e s » s p 
, c e qui donne bien 

EXTENSION D E S R É S U L T A T S DU C A S PROCYCLIQUE . 

Nous c o n s e r v o n s les hypothèses de la s ec t ion précédente , à 
cec i près que nous supposons désormais que L / K es t , non plus une 

(M 
extens ion cyc l ique de c o r p s de nombres , mais une 2Lg - e x t e n s i o n . 
Suivant l 'usage , nous notons r son groupe de Galois , que le choix d'un 
générateur topologique y ident i f ie au groupe additif des en t i er s -i -
adiques : Zi 

r = y . 
Nous imposons toujours à L d 'ê tre métabél ienne sur un s o u s -

corps F de K , de degré re lat i f d = [ L : F ] é tranger à , et nous 

(*) C'es t dans [ J a ^ ] que nous avons développé pour la première fo i s 
l ' idée d ' é c r i r e la formule des c l a s s e s ambiges dans une - e x t e n s i o n . 
Ultér ieurement , Iwasawa [Iw^] a proposé une autre approche de ce r é -
sultat . 



notons X. ' e c a r a c t è r e •£ -adîque du groupe abél ien A = Gai ( K / F ) qui d é -
finît le produit s e m i - d i r e c t F X A ; c ' e s t - à - d i r e que nous écr ivons : 

-1 
T y T = y , V T € A , 

en faisant choix une fo i s pour toutes d'un relèvement de A dans Gai ( L / F ) . 
La ré so lvante 

e = ^ E X I T - M c y ^ - I ] 
T € à 

engendre a l o r s l'idéal d'augmentation de l 'a lgèbre d'Iwasawa J[ = [ [ y - l H » 
ce qui permet d 'écr ire directement A = 2 ^ [ [ 0 ] ] , tout en conservant les 
re la t ions de commutation : 

0e = e fl cp cpX 
pour chaque idempotent primitif e de l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e 2 « [ A ] . cp 

a . - L a formule de Cheval ley pour une 2 g - e x t e n s i o n » 

Pour chaque naturel n, dés ignons par Tn l'unique s o u s - g r o u p e 
fermé d' indice dans F , et notons K n son corps des invariants . 
Comme L e s t la réunion des K , le groupe de Galois F = Gai (L/K ) es t 
la limite projec t ive des quotients r / r n , et les groupes de cohomologie 
H ' ( a s s o c i é s aux S - u n i t é s de L s ' ident i f ient aux limites induc-
t ives des groupes f inis H 1 ( r / r _ , E ^ ) ( c f . [CF ] , Ch. V , § 2 . 4 ) . 

n w n 

Le i - groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s Cl . étant lui auss i la limite 
inductive des t - g r o u p e s Ci ^ at tachés aux s o u s - c o r p s K n de degré 
fini , nous pouvons déduire la su i t e exac te des S - c l a s s e s ambiges pour 
l 'extens ion procycl ique L / K des mêmes s u i t e s é c r i t e s pour s e s sous -
ex tens ions cyc l iques K ^ / K . Une s impl i f icat ion apparaît a l o r s : Les 
p laces rami f i ée s dans L /K l'étant totalement dans L / l < n pour n a s s e z 
grand , il ne peut y avoir ramif icat ion qu'aux p laces a u - d e s s u s de , 
l ' indice de ramif icat ion d'une p lace modérée étant n é c e s s a i r e m e n t fini 
car borné par la t - p a r t i e du degré rés idue l du corps de base . En 
outre , le même argument montre que les p laces r é e l l e s ne peuvent s e 
complex i f ier dans une - e x t e n s i o n . L 'extens ion des d i v i s e u r s y es t 
donc toujours inject ive , c e qui d i s p e n s e de dist inguer suivant la pari té 
de i . 

En résumé , pour chaque c a r a c t è r e JL -adique irréduct ib le cp 



cp 

du groupe A , et indépendamment de la pari té de Z , la s u i t e e x a c t e des 
S - c l a s s e s ambiges ( théorèmes 12 & 13 ) prend la forme limite : 

^ ^ L / K . c p ^ i x ^ ' ^ ^ ^ L / K . c p - ^ l ^ ^ L / K C e K ^ 

où le groupe 
S S Cap^y^, = Ker J r e p r é s e n t e la c p - p a r t i e de la S - r a m i f i c a t i o n , 

S S Ram cp = Goker e s t ' a c p - p a r t i e de la S - r a m i f i c a t i o n . 

et où la limite inductive à dro i te e s t p r i s e pour le s y s t è m e inductif d o n -
né par les appl icat ions normes N , . / • 

K KK n+1 /n 
Cela étant : 

PROPOSITION 1 1 1 , 1 . 1 9 . - Dans une ~Z.Q - e x t e n s i o n L d'un c o r p s de 
nombres K , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s F , le quotient Ram = 

du ^ - g r o u p e des S - d i v i s e u r s ambiges du c o r p s L , par le 
s o u s - m o d u l e des S - d i v i s e u r s de K , e s t un Z» [A] -module d i v i s i b l e 

( * ) de corang fini : 

p € Rv S P 

où p parcourt l ' ensemble des p l a c e s de F , n'appartenant pas à S et 
(sauvagement ) r a m i f i é e s dans l_/K . Autrement dit , nous avons 

R a m f / K " ® ( ( <TT« / Z ® ) 2 T [ A ] E L / K p € R n S 1 K 1 * p 
si e d é s i g n e l' idempotent de l ' a lgèbre Z [ A ] a s s o c i é à l'induit \ = 

X p P 

Ind ^ 1 à A du c a r a c t è r e de la r e p r é s e n t a t i o n unité du s o u s - g r o u p e 
P P 

de décompos i t ion A ^ de la p lace p dans l ' extens ion abé l ienne K / F . 
En par t i cu l i e r , pour chaque c a r a c t è r e l -ad ique i rréduct ib le cp 

S 
du groupe A, le corang de la c p - c o m p o s a n t e du module Ram L_/K e s t 

donné par l ' identi té : 

(* ) Nous appelons corang d'un Z^ -module M le rang de son dual de 
Pontr jagin Hom 2 [M, ) . 



g 
e r g Ram / k = < cp , E X h > . 

L / ' ^ p € R ^ s p 

Démonstrat ion : L ' e x t e n s i o n L / K étant non c o m p l e x i f i é e aux p l a c e s 
r é e l l e s , il n'y a pas d ' inconvénient à ident i f i er l es d i v i s e u r s de K a v e c 

s r s leurs images dans ; c e qui j u s t i f i e la notation . Cela p o s é , 
L L K 

le l - g r o u p e d e s d i v i s e u r s ambiges J& es t e n g e n d r é par les d i v i s e u r s 
é tendus de K , et c e u x c o n s t r u i t s s u r les produits ambiges de p l a c e s 
r a m i f i é e s , l e s q u e l s sont d i v i s i b l e s dans S i p e s t une p lace de F 
qui s e ramif ie dans L / K , le s o u s - m o d u l e & ^ e n g e n d r é par les p l a c e s 
de L a u - d e s s u s de p s ' é c r i t , comme [ A ] - m o d u l e : 

â - L ( p) = ^ L A / A p J ' 
si F e s t le s o u s - g r o u p e de décompos i t ion de p dans L / K . S o n s o u s -

P 
groupe ambige e s t donc : 

p ) r = © t [ A / A p ] [ A ] e ^ ; 

d'où le r é s u l t a t annoncé , le s o u s - g r o u p e étendu de K s ' é c r i v a n t : 
2rK( p) = [ A / A ] [ A ] e ^ . 

P 

R e v e n o n s maintenant s u r la s u i t e e x a c t e des c l a s s e s ambiges : 
S S Le groupe Cap e s t » P u i s c l u e contenu dans Cl ^ ; nous venons 

de vo ir que le quotient Ram ^ / k e s t d i v i s i b l e et de c o r a n g fini ; et le 
même ré su l ta t vaut pour les deux g r o u p e s de dro i te H 2 ( r , ) et 

S S — lirn ( <Slv, / fl 71 ) , qui sont des quot ients du produit t e n s o r i e l * r\ n n 

CI) H 2 ( T , sf ) = 
ou 

ou 

L K ' L ' 

= { r n ®X € ( © £ / Z £ ) ® Z K X | x € # n ( E ^ ) } 

(ii) LLNU N ^ N ) = ® K / @ K N ^ L / K > 
n ' 

^ L / K = « x € ( ® £ / Z f c ) ® Z K X | x Ç f n ( K n
X ) ] . 

g 
(*) On notera que le s o u s - g r o u p e de tors ion de E ^ ( i . e . le groupe des 
r a c i n e s de l'unité de K ) e s t tué dans le produit t e n s o r i e l par le groupe 
d i v i s i b l e ©g / Z ^ . 



1 s s r 
Les deux groupes H ( r , ) et CÈ ^ sont donc de corang fini . 
Par su i te : 

THEOREME III. 1 . 2 0 . - Dans une - e x t e n s i o n L d'un corps de nom-
bres K , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s F , la c p - c o m p o s a n t e du t -
groupe des S - c l a s s e s ambiges e s t donnée , pour chaque c a r a c t è r e ^ -
adique irréduct ib le cp du groupe abél ien A = G a l ( K / F ) , par la sui te 
exacte de -modules de cotype fini : 

1 - C a P L/K , r ' < 1 ' - R a m L / K , „ - « <* L ^ L / K « K » „ 

- H | x ( r ' » -< «K / « K " » p - ' * 
( M En part icul ier , la c p - p a r t i e de la codimension du t - groupe des 

S - c l a s s e s ambiges es t donnée par la formule : 
S F S S codim . „„ = ( cp, E X ^ ) - n, /„ + <7, 
L ' C p p Ç R ^ S P L / K , cpx y L / K , c p x 

où R est l 'ensemble des p laces ( sauvagement ) ramif iées dans l 'exten-
s ion procyc l ique L/K ; n l / k e s t ' a c p x ~ P a r t i e de la codimension du 

S S S 2 - g r o u p e d iv i s ib le @ K / ®K fl 9î|_yK > e t {?j_yK ^ e s t donné par I' i -
dentité : 

n ? / . . = codim H 2 ( T, ô f ) - codim H 1 ( r . t f P ) . L-/K , cpX cpX ' L cpx L 

- g 
DEFINITION III. 1 . 2 1 . - Nous d i sons que la quantité 2 cp X = 

2 S 1 S codim H ( F , S. ) - codim H ( T, S. ) e s t la c p x ~ p a r t i e du quotient 
cp X '— cp X 

de Herbrand g é n é r a l i s é attaché aux S - u n i t é s dans l 'extension procy -
c l ique L/K . 

(**) 

b . - C a l c u l du quotient de Herbrand dans le c a s procyc l ique . 

Il r e p o s e tout ent ier sur le lemme suivant : 
(* ) Nous appelons codimension d'un -module M la dimension de son 
dual de Pontrjagin : codim ^ # = d i m ^ ( <Hg H o m ^ J^-i )• 

£ E £, £ 
(**) Le calcul du quotient de Herbrand des S - u n i t é s , dans un cadre 
moins général , a é té e f fec tué par Iwasawa dans [Iw^ ] par une méthode 
complètement d i f férente , qu'on peut regarder comme duale de c e l l e d é -
ve loppée dans [ J a ^ ] , qui fait intervenir la théorie des genres . 



LEMME III. 1 . 2 2 . - So i en t 1 »> A »- B * C » 1 
une su i t e exac te courte de Z [ r ] - m o d u l e s d i s c r e t s , et 

1 — » a — > b —» e 

la su i te exac te obtenue a p r è s produit t ensor ie l par Zg , 
S i les condit ions su ivantes sont réun ies : 

(i) Le groupe C-est un Zg -module de tors ion, dont le s o u s -
r 

groupe invariant <3 e s t de cotype fini ; 
(ii) Le s o u s - g r o u p e tf^ e s t d' indice fini dans ; 

a l o r s les quotients de Herbrand g é n é r a l i s é s q ( T, G) et q ( r , B) ex i s tent 
simultanément et sont égaux . 

Démonstrat ion : Cons idérons la su i t e exac te de cohomologie : 

I - < 7 R - £ R - A R » H 1 ( t , g ) - H ^ r , b)-H1 ( r , e ) - H 2 ( T , g) - H 2 ( I \ b) 

- H 2 ( r \ c ) . 
• P T^ 

Dans c e l l e - c i , le quotient b / g e s t fini par hypothèse ; et le groupe 
H ( r , < 3 ) e s t nul, puisque <3 e s t de t o r s i o n . Enfin, le dual de Pontrjagin 
<3 = Hom ^ ( < 3 , / Z g ) du groupe <3 e s t un A - m o d u l e compact , dont 2 -p V "P 
le quotient invariant <3 = Hom ^ ( <3 , ) e s t de type fini sur 
Z ^ . C 'e s t donc un A-module de type f ini , c e qui entrafne en particu -

•p v v r 
lier que son quotient C- et son s o u s - g r o u p e invariant <3 ont même 
dimension , ou , c e qui rev ient au même , que leurs duaux r e s p e c t i f s 

t r 1 * <3 et <3 = H ( F , C-) ont même codimension f in ie . 
Ainsi dans la su i t e longue obtenue , les groupes F , cl) et 

H 1 ( T , b) d'une part , H 2 ( r , a) et H 2 ( r , b) d'autre part , s o n t - i l s 
simultanément de cotype f i n i . Lorsque c ' e s t le c a s , l ' égal i té des quo -
t ients de Herbrand s 'obt ient tout simplement en écr ivant que la somme 
a l t e r n é e des cod imens ions des termes de la su i t e e s t nulle . 

THEOREME III. 1 . 2 3 . - Lorsque $ e s t le c a r a c t è r e a s s o c i é à un idem -
potent central de l 'a lgèbre de Galo is A [ A ] ( i . e . lorsque $ es t un ca -
r a c t è r e i -adique du groupe A = G a l ( K / F ) , contenu dans le c a r a c -
tère r é g u l i e r , et s tab le par trans lat ion de x ) , la $ - p a r t i e du quotient 
de Herbrand g é n é r a l i s é attaché aux S - u n i t é s dans l ' extens ion p r o c y -
c l ique L / K e s t donné par la formule : 



Dans c e l l e - c i , )( dés igne comme plus haut l'induit A du c a r a c t è r e de la 
représenta t ion unité du s o u s - g r o u p e de décomposit ion de la place p dans 
l 'extension abél ienne K / F ; et l 'entier ô es t égal à 0 s i p es t complète-

r . 
ment décomposée dans l 'extens ion procyc l ique L /K , et à 1 s inon . 

Démonstration : Le c a r a c t è r e $ étant a s s o c i é à un idempotent central , 
la $ - p a r t i e du quotient de Herbrand des S - u n i t é s n 'est autre que le 

S 
quotient de Herbrand de la $ - p a r t i e du groupe . Il peut donc s e 
ca lcu ler à l'aide du lemme , par p a s s a g e à la limite inductive à partir 
du théorème de représenta t ion de Herbrand , qui nous a s s u r e l 'exis -
tence d'une su i t e exac te courte de Z [ r ] - m o d u l e s d i s c r e t s : 

1 +M , 
dans laquelle T e s t un Z - m o d u l e de tors ion , et / / e s t donné par l ' i s o -
morphisme : 

M' © Z [ r v ] [ A / A J / Z © e z [( r / r / ] [A/A J 
p\œ P J L P e s ; pj. P P 

où F v = Iim R / R es t le dual de Pontrjagin du groupe R , et R comme 
n 11 n P 

Ap sont les s o u s - g r o u p e s de décomposit ion de la place p r e s p e c t i v e -
ment dans l 'extens ion procyc l ique L/K et dans l 'extens ion abél ienne 
K / F . Après produit t ensor ie l par Z g et local i sat ion, nous obtenons 
donc la su i te exac te courte : 

où es t un Z^ -module fini , et 1ï[̂  e s t donné par l ' isomorphisme : 

<$,x h ) ,_ <$,!>-, r , xp>-| 
© 

P 
i [rv] * / z e © © zg[(r/r.)v] 

J L p € S ; p/co P 
Et , d 'après les ca l cu l s du lemme 15 , nous avons directement : 

1 1 r n < $ ' 1 > H = J i r r U H ' ( r /r n , n n ) - (®^/ze ) 

n . • N h É fi ? h I » P p 
& H 2 ( r , 7ïi) = JINU H * ( r / r n , n n ) - ( ® £ / * E ) p € 3 ; 

r 5 
Cela étant , comme a même rang que ^ , et comme les deux 



1 S 2 S groupes de cohomologie H ^ ( r , <2^) et H ^ ( r , sont de cotype fini 
( en vertu du théorème 20 ) , les condit ions du lemme sont bien véri -
f i é e s , et le quotient de Herbrand c h e r c h é est donné par la formule : 

= < $ , Z 6 h X h " 1 > • 
p <G S P P 

Le théorème 23 c i - d e s s u s conduit à d ' in tére s sant s c r i t è r e s de 
S 

non tr iv ia l i té pour les groupes Ci ^ . Ainsi , lorsque l 'ensemble S 
contient les p laces du c o r p s F qui s e ramifient dans la tour L/K , le 

S S groupe Ram e s t n u ' > e t ' a S - c a p i t u l a t i o n Cap [_/k s ' ident i f i e a u 

groupe de cohomologie H^ ( T, ) o Dans ce c a s , c e dernier groupe 
2 S 

étant n é c e s s a i r e m e n t f ini , le deuxième groupe de cohomologie H ( F , 
es t parfaitement connu : c ' e s t un -module d iv i s ib le de cotype fini , 
dont la codimension es t a l o r s é g a l e au quotient de Herbrand : 

? L / K = ( V * ' V ) " 1 ' 

P lus généralement , lorsque S ne contient pas néces sa i rement 
les p laces de F rami f i ée s dans la tour L /K , la S -cap i tu la t ion Cap [_ /« 
es t seulement un s o u s - g r o u p e de h ' ( F , c?p ) . Mais, même dans ce c a s , 

1 S 
la f initude du groupe H ( F , S^ ) , où de l'une de s e s composantes , ap-
porte une information i n t é r e s s a n t e : 

PROPOSITION 111. 1 , 2 4 . - Conservons les notations du théorème 20 . 
Alors : 1 g 

(i) Si le groupe H V ( T , <$. ) e s t nul , pour un carac tère -
cp X i— g 

adique irréduct ib le cp de A , i I en es t de même du groupe Cap cp ' 
autrement dit , la r e s t r i c t i o n aux c p - c o m p o s a n t e s de l'homomorphisme 

S S d 'extens ion Cl u *»• Ci es t inject ive . 
1 S (ii) S i le groupe H ( T, S . ) e s t fini , pour un c a r a c t è r e l -
CPX L g 

adique irréduct ib le cp de A , la c p - c o m p o s a n t e du 1 - groupe Ci ^ des S -
c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps L contient un facteur direct isomorphe g 
au groupe Ram cp » c'u' e s t u n - n o d u l e d iv i s ib le de codimension 

< cp , Z X h > . 



Démonstration : La première a s s e r t i o n est immédiate , le groupe 
S 1 S Cap. étant contenu dans H ( T , S , ) en vertu de la su i te exacte L _ / K , cp cpx L 

des c l a s s e s ambiges . Pour établ ir la s e c o n d e , il suff i t de remarquer 
que , sous la condition H 1 ( T, ) fini , l 'image ( à f T / p f F ) ' <PX L L ' K L cp 

s . s r s s du groupe d iv i s ib le Ram cp c ' a n s ' e qu0*'61"1* ( C€ ^ / 
e s t un groupe d iv i s ib le isomorphe à R a m p / , . . En part icul ier , le 

g p / > cp 
s o u s - g r o u p e de C6 , , engendré par les c l a s s e s des S - d i v i s e u r s i— , cp 
ambiges , es t a lors un Z^ -module d iv i s ib le de codimension 
codim Ram. / k = < cp, E X h > . 

L-/ ' ^ p 6 R s S p 

La proposit ion obtenue donne directement des c r i t è r e s s imples 
de non tr iv ia l i té du i - g r o u p e des S - c l a s s e s . Ainsi : 

SCOLIE III. 1 . 2 5 . - Supposons que le corps K soi t une extens ion qua -
dratique totalement imaginaire d'un s u r - c o r p s totalement rée l de F , et 
que le c a r a c t è r e x a g i s s e trivialement sur la conjugaison complexe . 
A lors : 

(i) S i L es t la Z g - e x t e n s i o n cyclotomique de K , le groupe 
H ' ( T , 3, ) - H M F , S, ) e s t nul pour chaque c a r a c t è r e t - adique cpx L cp L 
irréduct ib le imaginaire cp du groupe A . 

(ii) Si L est une Z^ - e x t e n s i o n non cyclotomique de K , 
le groupe H ' ( r , s . ) e s t nul pour chaque c a r a c t è r e i -adique i rré -
ductible imaginaire cpdu groupe A , à l 'exception éventue l l e d'un c a r a c -
tère de dimension 1 lorsque K contient les rac ines i - ièmes de l'unité , 
auquel c a s il r e s t e cependant fini . 

Démonstration : Lorsque K / F admet une conjugaison complexe , 
contenue dans le noyau de X > la composante imaginaire du t e n s o r i s é 

= Z^ E ^ du groupe des unités e s t s tab le pour l 'action de T , 
et s e réduit à son sous -module de tors ion , |a . Cela étant : 

S i L es t la Z« - e x t e n s i o n cyclotomique de K , nous 
1 2 avons trivialement H ( T, nL ) = H ( F, |aL ) = 1 . 

Si L n'est pas la Z ^ - e x t e n s i o n cyclotomique de K ( c e 
qui ne peut advenir qu'en contradict ion avec la conjecture de Leopoldt) , 



le groupe |j e s t un -module fini . Il vient donc H ' ( P, |i )= 1 , 
sauf , p e u t - ê t r e , pour cpx = U) , où ou e s t le c a r a c t è r e de l 'action de A 
sur |aL , lorsque |aL e s t non nul . Dans c e c a s e n c o r e , H r , |JL ) e s t 
fini , comme quotient de |j . 

Appl icat ion. - So ient K une ex tens ion quadratique totalement imaginaire 
d'un c o r p s F totalement rée l , Si un nombre premier impair , et L la 

- e x t e n s i o n cyclotomique de K . A lors la composante imaginaire Ct 
du £ - g r o u p e des c l a s s e s d' idéaux de L contient un -module divi -

s i b l e isomorphe à (<Blb/Zç ) 9 l , où g»- e s t le nombre de p lace s de K 
, / (* ) a u - d e s s u s de d é c o m p o s é e s dans K / F . 

R e m a r q u e . - Il n 'est pas n é c e s s a i r e de supposer que le c a r a c t è r e cpx 
S 

n 'es t pas r e p r é s e n t é dans le groupe S. pour conc lure à la tr iv ia l i t é du 
1 S groupe H ( T, S. ) . La propos i t ion 18 en fournit une e x c e l l e n t e il -
cp X '— 

lustration . Reprenons l 'exemple c i - d e s s u s , et supposons totalement 
rami f i ée s dans la tour cyclotomique L / K les p laces a u - d e s s u s de t 
décomposées dans l ' extens ion quadratique K / F . Dans c e c a s nous 

1 S avons e n c o r e H ( F , <J, ) = 1 , pour chaque c a r a c t è r e imaginaire cp du q? i— 
groupe A et chaque part ie S de l 'ensemble des p lace s de F a u - d e s s u s 

S 
de i . En part i cu l i er , la composante imaginaire Cap . /. de la S -

(**) ' capitulat ion e s t a l o r s rédui te à 1 . 

c . - A n a l y s e de la formule obtenue ; c r i t è r e s de t r iv ia l i t é pour les groupes 
c i l . 

Réunissant les théorèmes 20 et 23 , nous obtenons : 

THEOREME III. 1 . 2 6 . - S o u s les hypothèses du théorème 23 , la codi -
mension de la $ - p a r t i e du i - g r o u p e des S - c l a s s e s ambiges de d iv i -
s e u r s es t donnée par la formule : 

codim Ce - < $ . ( £ ô X . ) " 1 > " \ / K $ • 
i- , « p € S U R p p l-/ ^ , * 

Dans c e l l e - c i , R e s t l 'ensemble des p lace s r a m i f i é e s dans l 'extens ion 
procyc l ique L / K ; l 'ent ier 6 e s t égal à 0 ou 1 suivant que la place p 

(*) Ce résu l ta t e s t du à Gold [GoJ 
(** ) Autre résu l ta t de Gold (op. c i t . ) . 



es t complètement décomposée ou non dans L / K ; le c a r a c t è r e x ^ e s t 

l'induit à A de celui de la représenta t ion unité du s o u s - g r o u p e de dé -
g 

composit ion de p dans K / F ; et l ' indice $ e s t ' a codimension de 
S S la $ - p a r t i e du i - g r o u p e d iv i s ib le / f| g? . 

S F En part icul ier , le i - groupe Ct . x es t fini s i et seulement si 
( * ) ' $ 

es t r é a l i s é e l 'égal i té : 
r 

p ç s UR Up p n L / K > $ - <$, ( I 1 > . 

> 

s r Démonstration : D'après le théorème 20 , nous avons codim Cl , T = 
S S L ' $ 

<$, Z * - n, X ; et , d 'après le théorème 
p Ç R v S " p x ' 9 

2 3 : Q ? / k s = < E ô . x ^ - 1 > ; d ' o ù le résu l ta t . 
L-/ ' ? p € S p P 

s r Le c r i t è r e ainsi obtenu ( laf in i tude du l -groupe ambige CÊ . 
S ' * qui s e lit sur l ' indice normique $ e S t évidemment une condition 

n é c e s s a i r e pour que le groupe Cl. so i t lui-même fini . Cependant 
S F ce t te condition n'est nullement su f f i san te , le groupe CC . , pouvant 

S ' ê t re fini s a n s ê t r e nul, mais non le groupe Cl |_ ^ • P l u s préc i sément : 

PROPOSITION 1 1 1 . 1 . 2 7 . - So ient , comme plus haut , L une - e x -
tension d'un c o r p s de nombres K , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s F , 
et $ le c a r a c t è r e t -adique du groupe abél ien A = Gai ( K / F ) attaché à un 
idempotent central de l 'a lgèbre A [ A ] • Les a s s e r t i o n s su ivantes sont 
équivalentes : 

d i v i s e u r s du c o r p s L es t f in ie . 
(i) La $ - c o m p o s a n t e Ct ^ ^ du £ - g r o u p e des S - c l a s s e s de 

(ii) La $ - c o m p o s a n t e Ct ^ ^ du i - g r o u p e des S - c l a s s e s de 
d i v i s e u r s du c o r p s L es t t r iv ia le . 

(iii) 
e s t tr iv ia le . 

s r s (iii) La $ -composante Ci . du s o u s - g r o u p e ambige de C 
I— j X I— • 

Démonstration : L 'équiva lence des deux premières a s s e r t i o n s es t bien 

(*) L' indice rJ^j^ ^ , qui mesure le comportement normique des unités , 
peut s e c a l c u l e r , dans cer ta ins c a s , s o u s la conjecture d'indépendance 
£ - a d i q u e e x p o s é e au chapitre II. Ce point e s t développé dans la s ec t ion 2 
qui sui t . 



connue pour les H - g r o u p e s de c l a s s e s d'idéaux au s e n s ord ina ire ( c f . , 
par exemple , [ G o ] ) . E l le provient simplement du fait , donné par le 
c o r p s de c l a s s e s , que , pour n a s s e z grand , la norme arithmétique 

3 
N , , / induit une sur jec t ion nature l le de la $ - composante Ci n+1 / n K n + 1 , $ 

du i - groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s de K , , dans c e l l e Cê n+1 Kn , $ 
S S de K : S i donc C£ , , = lim C£ ., _ e s t fini, l'homomorphisme d ' ex -n L , $ • » K , $ ' ' n n ' 

S S S tension j . identi f ie Ci ^ avec CC . pour chaque n a s s e z 
' n n ' ' 

grand ; dans ce t te identif icat ion l 'opérateur norme correspond 
à l 'é lévat ion à la p u i s s a n c e i - i è m e ; et sa s u r j e c t i v i t é prouve que le 3 
groupe C€ ^ es t d iv i s ib le donc trivial , puisqu'il e s t fini , 

Inversement , s i le groupe Ct ^ n'est pas nul , le quotient 
S / S ' ^ K $ L /K $ E S T N O N N U ' POUR n a s s e z grand ; comme il e s t 

n ' ' n ' 
f ini , il contient au moins une c l a s s e non nulle c invariante par F ( c f . ' n 
[ S e ] , Ch. IX , § 1 ) . Cela étant , s i a e s t un d iv i seur de K re -

C 
présentant ce t te c l a s s e , son étendu à L ne capitule pas dans CÊ , , 

S 
et engendre une c l a s s e ambige de Ci ^ . D'où l ' é q u i v a l e n c e d e s deux 
d e r n i è r e s a s s e r t i o n s . 

COROLLAIRE III. 1 . 2 8 . - Conservons les mêmes notations , et suppo -
sons réun ie s les t ro i s condit ions : 

3 
(i) Ram / K = 1 , i . e . <$ , E X h > " 0 î 

L-/ ' 5 p Ç R v S P 

( M ) = 1 ; 

(i i i) ®j! - - 1 , i .e-. < $ , Z _ X h - 1 > = 0 ( où S es t la 
' * p € S P 

( * ) réunion de S et des p laces à l'infini ) . 
A lors le C - g r o u p e des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s de L a une $ -compo -

3 
santé t r iv ia le : Ct , , = 1 . L , $ 

Démonstration : Il s 'ag i t évidemment d'établ ir la tr iv ia l i té du i -groupe 
Q C Q 

(*) La condition r e q u i s e (g.. _ = 1 ( o ù = ( ® » / Z e ) <g>__ E . . ) es t 
' S S S légèrement plus fa ible que c e l l e S ^ = 1 (où = Z ç <8>_p E K ) , qui 

fait intervenir les r a c i n e s de l'unité contenues dans K . 



m. as 

s r ambige CÊ. , , s o u s les t ro i s condi t ions é n o n c é e s . Or c e l a r é s u l t e d i -L , $ 
rectement de la su i t e e x a c t e des S - c l a s s e s ambiges donnée par le théo-

S 
rème 20 . En e f fe t , le groupe Ram. , e s t nul par hypothèse ; le 

2 S ' S S groupe H T, <?L) comme quotient de ^ ; et le groupe J l / k ^ K $ 
comme image de C£ ^ . D'où la conc lus ion annoncée , la traduction 

en termes de c a r a c t è r e s d e s condi t ions (i) et (ii) résul tant des c a l c u l s 
qui précèdent ( c f . propos i t ion 19 et théorème 23 ) . 

Ce ré su l ta t e s t e s s e n t i e l l e m e n t bien connu dans le c a s parti -
cu l i e r suivant ( c f . [Gi 3 ] ) : F e s t le c o r p s des ra t ionne l s ; K un 
c o r p s abé l i en imaginaire de d e g r é é t ranger à i ; L e s t la - e x t e n s i o n 
cyclotomique de K ; et , s i K + e s t le s o u s - c o r p s rée l maximal de K , 
les p l a c e s de K + a u - d e s s u s de i ne s e décomposent pas dans K / K + . 
P l u s généra lement : 

PROPOSITION III. 1 . 2 9 . - So i en t i un nombre premier impair , et L une 
- e x t e n s i o n d'un c o r p s de nombres K , métabél ienne sur un s o u s -

c o r p s F . S u p p o s o n s que K so i t une ex tens ion quadratique totalement 
imaginaire d'un s u r - c o r p s totalement r é e l K de F , et que le c a r a c -
t ère x a g i s s e tr iv ia lement sur la conjugaison complexe . A l o r s , pour 
chaque c a r a c t è r e i - ad ique imaginaire $ du groupe A = Gai ( K / F ) , la 
condit ion Ct ,, x = 1 entrafne C i . , = 1 : et le même résu l ta t vaut K , $ L , $ 
e n c o r e pour les t - g r o u p e s de S - c l a s s e s , s i S e s t contenu dans l'en -
s emble S (i ) des p l a c e s de F a u - d e s s u s de £ : 

c e ® = i * c e f - i . K , $ l_ , $ 





ÉLÉMENTS DE THEORIE D E S GENRES 

La théor ie des g e n r e s pour les corps de nombres a une ori -
gine t rè s ancienne puisqu'e l le remonte en fait aux Disqui s i t iones 
Arithmeticae de Gauss . Bien entendu , Gauss étudiait les formes 
quadratiques, tandis que le point de vue actuel met l 'accent sur l 'ar i th-
métique des ex tens ions abé l i ennes . Ce n 'es t qu'en 1951 , pourtant , 
que H a s s e donna une interprétat ion du genre des c o r p s quadratiques 
b a s é e sur la théor ie du c o r p s de c l a s s e s , ouvrant ainsi la vo ie aux 
développements u l t ér i eurs ( c f . [ ^ 2 ] ) • È'eu a p r è s , lyanaga et Tama-
gawa s ' i n t é r e s s è r e n t au c a s absolument cyc l ique ( c f , [ I T ] ) , puis 
Leopoldt au c a s absolument abél ien général ( c f 0 [ L e ^ ] , et [Ha^] ) . 
En 1959 , Frohl ich donna une définit ion du c o r p s des genres attaché à 
un corps de nombres arb i t ra i re ( c f . ] ) > qui e s t t o u t à fait g é n é -

ra l e , puisqu'e l le s ' é tend s a n s grande modification aux ex tens ions r e -
lat ives quelconques L/K de c o r p s de nombres . 

C 'es t préc i sément par l ' exposé de ce t te généra l i sa t ion que 
nous ouvrons ce t te s e c t i o n , en nous plaçant d'emblée dans le cadre 
des groupes de S - c l a s s e s de d i v i s e u r s . Auparavant , rappelons que 
le calcul du nombre de g e n r e s pour les ex tens ions re la t ive s galoi -
s i e n n e s e s t dû à Furuta ( c f . [Fu^ ] ) . S o n résul tat , qui vaut pour 
les g e n r e s au s e n s ord ina ire , a é té p r é c i s é par Goldste in dans le c a s 
r e s t r e i n t , mais s o u s r é s e r v e d'abél ianî té de l ' ex tens ion . P lus r é c e m -
ment d 'a i l l eurs , Gurak a étendu à ce c a s les r é s u l t a t s de Frohl ich 
sur la c a r a c t é r i s a t i o n du genre principal à partir des c a r a c t è r e s 
d'Artin ( c f . [Gua]) . 

(* ) Pour plus de déta i l s sur le genre des ex tens ions f in ies du corps 
des rat ionne ls , on pourra s e repor ter au l ivre d'Ishida c o n s a c r é à 
ce t te quest ion . 



PRESENTATION DE LA THEORIE D E S GENRES , 

a . - D é f i n i t i o n du c o r p s des S - g e n r e s , re lat i f à une extens ion f in ie de 
corps de nombres . 

Nous c o n s e r v o n s les conventions de la s ec t ion précédente . 
En part icul ier , pour chaque c o r p s de nombres K , nous dés ignons par 
C2 son groupe des c l a s s e s de d i v i s e u r s ( qui s ' ident i f i e canonique -
ment au groupe des c l a s s e s d' idéaux de c e corps , p r i s e s au s e n s re s -
treint ) . Enfin , s i S e s t un ensemble fini de p laces non complexes 
d'un s o u s - c o r p s K , nous notons S ^ l 'ensemble des p laces non 

S complexes de K a u - d e s s u s de S , et Ci. le quotient de Ci ,. par le 
rx rx 

s o u s - g r o u p e C2 ^ (S) formé des c l a s s e s des d i v i s e u r s cons tru i t s sur 
les p laces de S ^ , Cela dit : 

DÉFINITION III, 2 . 1 . - Etant donnés une extens ion f in ie quelconque de 

corps de nombres L /K , et un ensemble fini S de p laces non complexes 
du corps K , le c o r p s des S - g e n r e s de l 'extension L / K es t la plus 

— S 
grande extens ion C de L , qui e s t non ramif iée et S - d é c o m p o s é e 
( i . e . non ramif iée aux p laces f in ie s et complètement décomposée aux 
p laces a u - d e s s u s de S ) , et qui provient par composit ion d'une ex ten-
s ion abél ienne de K . S Le corps des S - g e n r e s C L / K e s t donc la s o u s - e x t e n s i o n 
maximale du corps des S - c l a s s e s C . qui provient par composit ion 

S 
d'une extens ion abél ienne de K . Le s o u s - g r o u p e de Cfc ^ , qui lui 
correspond par la théor ie du c o r p s de c l a s s e s , e s t le S - g e n r e pr inc i -
pal c e ; son quotient = j_yK

 e s t le quotient des S -
genres . 

R e m a r q u e s . - (i) Lorsque l 'ensemble de p laces S es t v ide , le corps 
C L / K e s t l 'extension maximale de L , non ramif iée (aux p laces f in ies ) , 
qui provient par composit ion d'une extens ion abél ienne de K . Dans le 
vocabula ire des c l a s s e s d' idéaux , C e s t , e c o r p s des genres au 
s e n s res tre in t . Nous d i sons que C e s t ' e c o r p s des genres de 
l 'extension L /K , s a n s p r é c i s i o n . 



(ii) Lorsque S es t l 'ensemble des p laces r é e l l e s de K , le g 
c o r p s C S S t ' ' e x t e n s ' o n maximale de L , non ramif iée (aux p laces 
f in i e s ) et non complex i f i ée (aux p laces r é e l l e s ) , qui provient par com -

— S 
posit ion d'une extens ion abél ienne de K . Nous d i sons que C e s t Ie 

corps des g e n r e s au s e n s ord ina ire de l 'extension L /K . 

Cons idérons donc une extens ion f in ie de c o r p s de nombres g 
L/K , et notons C s o n c o r p s des S - g e n r e s , D 'après la définit ion 
c i - d e s s u s , le corps C p ^ e s t le composé de L et de la s o u s - e x t e n -
s ion maximale C p a '3 de son c o r p s des S - c l a s s e s C p , qui es t abé -

—j S lienne sur K . En part icu l ier , C . /.. contient le corps des S - c l a s s e s 
S ' ab C . . de K . S i donc nous dés ignons par L la s o u s - e x t e n s i o n maxi -rs 

maie de L qui e s t abél ienne sur K , nous obtenons le schéma de corps : 

c e j 

Pour chaque c o r p s de nombres F , dés ignons par J p le groupe 
des idè les de F , par J p ( S ) le s o u s - g r o u p e de J p formé des idè les 
unités e n - d e h o r s de S , et par U p. le groupe des idè les unités . Cela 

g b 2 
posé , puisque C ^ 3 e s t la s o u s - e x t e n s i o n maximale de C ^ qui es t 
abél ienne sur K , la théor ie du corps de c l a s s e s nous donne d irec te -
ment l ' i somorphisme : 



GaKC® a b / K ) a b / K ( J
c S a b ) K * " J K S ^ c s ) 1 K * • 

D'un autre c ô t é , nous avons N ( J _ J L X = J . (S) L X , par 
C ^ A - L 

3 

déf in i t ion du c o r p s des S - c l a s s e s C ^ . Il v ient donc : 

Gai ( C ® a b / K ) - J K / ^ L / K ( J L ( S ) ) KX . 

Ce la étant , nous obtenons : 

_ . c ( J „ ( S ) : N. / u ( J . (S))) [ C f a b : C ® ] - ( J K ( S ) K X : IIR , (J ( S ) ) K X ) = K
 Y

L / K L 
L K K L/K L (K X NJ K ( s ) :K x n# L / K ( J L ( s ) ) ) 

c ' e s t - à - d i r e , f inalement : 

n ( K X : u n . / k n ( u : , ( u 

( E K : E K n N L / K } 

en notant K X le groupe mult ipl icat i f du complé té de K pour la p lace h , 
P x et U le s o u s - g r o u p e des uni tés : L £ le groupe mult ipl icat i f du complété 

P r s 
de L pour la p l a c e $ , et U _ le s o u s - g r o u p e des un i tés ; E ^ le groupe 

T . 

d e s S - u n i t é s du c o r p s K (au s e n s des d i v i s e u r s ) , et N . / K le s o u s -
groupe de K formé des é l é m e n t s dont l ' image d iagona le dans J ^ tombe 
dans le s o u s - g r o u p e normique ( J ) • 

Pour in t erpré ter les d i f f é r e n t s ind ices intervenant dans la f o r -
mule obtenue , in troduisons , pour chaque p l a c e non complexe p de K , 
le c o r p s L = U L i n t e r s e c t i o n des c o m p l é t é s de L a u - d e s s u s de p P ? | p ^ 

ab 
dans une même c l ô t u r e a l g é b r i q u e de K , et notons L _ la s o u s - e x -

P p 
tens ion maximale de L qui e s t a b é l i e n n e s u r K . 

P P 

DÉFINITION I I I . 2 . 2 . - Etant données une e x t e n s i o n f in ie L / K de c o r p s 
de nombres , et une p l a c e p de K , nous d i s o n s que le groupe de Galo i s 
D a b ( L / K ) = Gai ( L a b / K ) de la s o u s - e x t e n s i o n a b é l i e n n e maximale L_ab 

p P P 
de l ' ex tens ion g a l o i s i e n n e loca le L = II L _ du complété K e s t le 

P « p | p ? P 

groupe de décompos i t ion a b é l i a n i s é de la p l a c e p dans l ' ex tens ion L / K ; 



et nous appelons groupe d ' inert ie a b é l i a n i s é le s o u s - g r o u p e d' inert ie 
l a b ( L / K ) de G a l ( L a b / K ) . p p p 

L 'ordre du premier groupe d ( L / K ) = | D ( L / K ) I es t le 
ab ^ degré de l ' extens ion abé l ienne locale L /K : et celui du second 

ab ab P P e ( L / K ) = I I ( L /K ) I e s t son indice de ramif icat ion . p 1 p 1 

Cela posé , la théor ie du corps de c l a s s e s local nous donne 
les i somorphismes : 

D F ( L / K ) = G a l ( L F / K ) - K , ( L * ) = K * / ÏÏ N, / k (L 
P P p p L p / K p V M P îp|p L p 

et | F ( L / K ) = U / N N. / K ( U 

En part i cu l i er , le groupe N ^ y ^ = K X f| ( J |_ ) s ' i n t e r p r è t e comme 
l 'ensemble des é léments de K x qui sont normes dans chacune des exten -

ab s i o n s abé l i ennes loca les L / K ( ou , c e qui revient au même , dans 
P P . . 

chacune des e x t e n s i o n s g a l o i s i e n n e s loca le s L f a / K ) . Nous d i sons r p 
que N e s t ' e s o u s - g r o u p e des é léments de K x qui sont normes lo -
c a l e s partout dans l 'extens ion L/K . 

Récapitulant c e qui p r é c è d e , nous obtenons : 

THÉORÈME I 
1 1 . 2 , 3 . - ( Formule des S - g e n r e s ) - So i t L /K une exten -

s ion f in ie quelconque de c o r p s de nombres . Pour tout ensemble fini S 3 3 
de p laces non complexes du c o r p s K , l 'ordre ~ : L ] du 
quotient des S - g e n r e s de l ' extens ion L / K es t donné par la formule : 

. s n d a b ( L / K ) n e a b ( L / K ) 
S h K P € S P b é s P 
L /K [ L a b : K ] ( E ^ : E ^ N l / k ) 

S S 
Dans c e l l e - c i , h , , = [ C . . : K ] e s t le nombre de S - c l a s s e s de d i v i s e u r s 

ab du corps K ; L e s t la s o u s - e x t e n s i o n maximale de L qui e s t abél ienne 
ab ( * ) sur K : e ( L / K ) e s t l ' indice de ramif icat ion de la s o u s - e x t e n s i o n 
P 

(* ) Conformément aux convent ions de la s e c t i o n 1 , la ramif icat ion 
n ' i n t é r e s s e que les p lace s f i n i e s . Pour les p laces r é e l l e s , nous par -
Ions , s ' i l y a lieu , de complexi f icat ion . 



maximale L a b , abél ienne sur K ^ . du corps L = fl L m ; et ) 
P P P <p|p ? P 

est le degré de cet te extens ion ; enfin E ^ es t le groupe des S - u n i t é s 
( * \ 

de K , et N L ^ K = KX D ( J L ) e s t le groupe des é léments de KX 

qui sont normes loca les partout dans l 'extension L/K . 

Applications . - ( i ) Lorsque l 'extension S e s t v ide , l ' indice £7[_/K e s t 

le nombre de g e n r e s . Il e s t donné par la formule : 

^L/K n ab 

, n e f ( L / K ) 
K a P 

[ L a D : K ] ( E K : E ^ H N ^ ) 

fo.. e s t le nombre de c l a s s e s de d iv i s eurs , et E . . le groupe des unités K / * * ) K 
du corps K . 

(ii) Lorsque S e s t l 'ensemble des p laces r é e l l e s de K , l'in -
dice correspondant g e s t ' e nombre de genres au s e n s ordinaire ; 
i I s ' é c r i t : 

. o * I I e
a b ( L / K ) n < b ( L / K ) 

ûrd = K E P b|oo P 
C L / K - [ L a b : K ] ( E £ * : E £ R N ^ ) 

]% . e s t le nombre de c l a s s e s d'idéaux , et E^- le groupe des unités au 
s e n s ordina ire du corps K . 

R e m a r q u e , - La définition du corps des S - g e n r e s , que nous avons donnée 
plus haut , s 'appl ique sans changement aux extens ions infinies de corps 
de nombres . Dans c e cas cependant, le quotient des S - g e n r e s peut ê tre 
infini, et les ca l cu l s précédents ne sont pas fondés . D é f a i t , la formule 
des S - g e n r e s r e s t e valable sous r é s e r v e que so ient v é r i f i é e s les deux 
conditions su ivantes : 

(* ) Il s 'ag i t des S - u n i t é s au s e n s des d i v i s e u r s , i . e , des S - u n i t é s au 
s e n s des idéaux qui sont en outre pos i t ives aux p laces r é e l l e s n'appar -
tenant pas à S , 
(**) Lorsque L/K es t a b é l i e n n e , nous retrouvons ainsi la formule de 
Goldstein (c f . [Gd ] , t h . 2 . 1 ) . 
(***) Lorsque L/K es t ga lo i s i enne , la formule obtenue e s t due à Furuta 
(c f . [Fu j ] J • 



(i) Il n'y a qu'un nombre fini de p laces de K qui s e ramifient 
dans L . 

(ii) Pour chaque place non complexe p de K , l 'extension abé -
ab lienne locale L / K e s t de degré fini . 
P P 

La formule du produit pour le symbole de r e s t e normique „ 

So i t L/K une extens ion abél ienne (f inie) de corps de nombres . 
S i p es t une place non complexe de K , le symbole de r e s t e normique 

— ^ ^ , introduit par H a s s e dans [Ha^ ] , e s t composé de l ' i n -

ject ion du groupe multiplicatif de K dans celui de son complété K , de 

l 'application de r é c i p r o c i t é locale (• , L ^ / K ^ ) a s s o c i é à l ' ex tens ion 

locale L ^ / K a u - d e s s u s de L /K , et de l ' i somorphisme canonique du 

groupe de Galo is G a l ( L „ . / K ) sur le groupe de décomposit ion D (L/K ) T r r 

de la place p dans L / K , On sa i t que les symboles de H a s s e (—' 
r ^ P 

sont directement r e l i é s au symbole d'Artin global Q'é lément ^ 

étant le symbole d'Artin ^ de l' idéal q = y construit sur 

un p - a s s o c i é convenable y de x , et que la formule du produit : 

n ( - , L /K = 1 
P P 

es t e s s e n t i e l lement la s e u l e re lat ion entre les d ivers symboles 

at tachés à une même extens ion ( en c e s e n s que toute autre re lat ion de 
dépendance mult ipl icat ive lui e s t proportionnel le ) . 

Supposons maintenant que L / K so i t une extens ion f in ie quel -
conque de c o r p s de nombres . Dans c e c a s , il e s t e n c o r e poss ib l e de 
définir un symbole de r e s t e normique pour chaque place non complexe p 
de K , en introduisant les ex tens ions abé l i ennes loca les L / K p p 

DEFINITION I I I . 2 . 4 . - Etant données une extens ion f in ie quelconque de 
corps de nombres L /K , et une p lace non complexe p du corps K , nous 
appelons symbole de r e s t e normique g é n é r a l i s é , a s s o c i é à la place p 



dans l 'extension L/K , l'application 9 r o u P e multiplica-

tif KX sur le groupe de décomposition abél ianisé D ^ f L / K ) , compo 
s é e de l'injection naturel le du groupe multiplicatif de K dans celui de 

ab son complété K , et de l ' isomorphisme de réc iproc i té (• , L /K ) 
P ab / P P attaché à la s o u s - e x t e n s i o n abél ienne maximale L /K de l 'extension 

P P 
galo is ienne locale fl L ^ ^ / K . 

? | P 
Bien entendu , le symbole g é n é r a l i s é induit le symbole usuel 

a b lorsque l 'extension est abél ienne , de s o r t e que , si L dés igne la 
ab 

s o u s - e x t e n s i o n maximale de L abél ienne sur K , les res tr i c t ions à L 
des symboles de r e s t e normique g é n é r a l i s é s pris dans L/K véri f ient la 
formule du produit : 

p p L 

Le but de cet te sec t ion est d'établir la réciproque de ce der -
nier résultat : 

THÉORÈME III. 2. 5 . - ( Réciproque de la formule du produit ) - Étant 
donnée une extension f inie quelconque L/K de corps de nombres , les 
famil les (cr ) appartenant à la somme directe © D a ' 3 ( L / K ) des grou-

PP p P 
pes de Galois attachés aux extens ions abél iennes locales a s s o c i é e s à 

ab L/K , dont les re s t r i c t ions à la s o u s - e x t e n s i o n abélienne globale L 
v é r i f i e n t la fo rmule du produi t II a | a b = 1 , sont c e l l e s p rovenan t 

p L 
par les symboles de r e s t e normique g é n é r a l i s é d'un même élément de K . 

En d'autres termes, les symboles g é n é r a l i s é s p g p | 

induisent un isomorphisme canonique du quotient S U r ' a 

< v ab 
somme directe re s t re in te © D ( L/K ) . 

* * 

LEMME III. 2 . 6 . - So ient S un ensemble fini de p laces non complexes de 
K . Les S - u n i t é s de K qui sont normes locales partout dans L/K sont 
exactement c e l l e s qui sont normes locales partout dans l 'extension 



"c , /K . De plus, les indices de décomposit ion d (L/K ) et e (L/K), 
' P P . 

a t tachés aux p l a c e s non complexes p du c o r p s K dans l 'extens ion L/K , 
s ' in terprè tent e n c o r e comme étant les o r d r e s r e s p e c t i f s des groupes de 
décomposit ion et d ' inert ie a b é l i a n i s é s D ^ ^ l / k ^ ^ ^ 6 t ' ^ ^ L / K ^ g 
a t tachés à c e s mêmes p lace s dans l ' extens ion C ^ y ^ / K . 

Démonstrat ion : Cela r é s u l t e directement de l'égal ité des groupes d ' idè le s 

J ( S ) = g S ' ' ' extens ion abél ienne C ^ / ^ / L 
c L / K / l c L / K 

étant par hypothèse non rami f i ée et S - d é c o m p o s é e . 

THÉORÈME I I I . 2 . 7 . - ( S u i t e e x a c t e des S - g e n r e s ) - So i en t L / K une 
extens ion f in ie quelconque de c o r p s de nombres , S un ensemble fini 

— 3 
de p laces non complexes de K , puis C ' e c o r P s d e s S - g e n r e s de 
l 'extens ion, C ^ le c o r p s des S - c l a s s e s de K , E ^ le groupe des S -

K r \ y 
unités , et N ^ y ^ ' e s o u s - g r o u p e de K formé des é léments qui sont 
normes loca le s partout dans l ' extens ion L/K . Il e x i s t e une su i te exac te 
courte canonique : 
, E S / E s n N L / K J U ( E D ; B ( C l / K m >) • ( e . f i e = / K > ) 

r ^ r 

. , c S / K 
où l 'application r] e s t induite par les symboles g é n é r a l i s é s —' 

et TT es t la project ion canonique ( CT ) B> II CT I c , de la somme 
P C L / K 

d i r e c t e des groupes de décomposi t ion et d ' inert ie a b é l i a n i s é s sur le 
groupe de Galo i s de l ' extens ion abé l ienne C ! ^ k * 

Démonstrat ion : L'appl icat ion n e s t s u r j e c t i v e , par maximalité du corps 
3 

des S - c l a s s e s C ^ ; et n e s t inject ive , en vertu du lemme 6 ; l ' inclu -
s ion Im r] c Ker TT n 'est autre que la formule du produit ; et l 'exact i tude 
de la su i t e , qui cons t i tue donc une réc iproque part i e l l e de ce t t e for -
mule , r é s u l t e du calcul du nombre de S - g e n r e s e f f ec tué plus haut (cf . 
théorème 3 ) . 



Démonstrat ion du théorème 5 : P r e n o n s S a s s e z grand, i . e . contenant 
les p l a c e s r a m i f i é e s dans l ' ex tens ion l_/K , et suff isamment de p l a c e s 
pour engendrer les groupes de c l a s s e s de d i v i s e u r s de L comme de K . 

S 
Dans c e c a s , le c o r p s d e s S - c l a s s e s C . co ïnc ide a v e c L , et son 

S 
s o u s - c o r p s C a v e c K . La su i t e e x a c t e du théorème 7 prend donc la 
forme : 
1 * E ^ / E ^ n N | © D a b ( L / K ) - G a l ( L a b / K ) - 1 , 

K K L / K P € S F 

et les S - u n i t é s sont bien normes l oca l e s e n - d e h o r s de S dans l ' ex ten-
s ion L / K . P a s s a n t à la limite a v e c S , nous obtenons donc la su i t e 
e x a c t e cour te attendue : 
1 V K X / N L / K © D A B ( L / K ) * G a l ( L A B / K ) * 1 ; 

p P 
c e qui établit le théorème 5 . 

SCOL1E I I I . 2 . 8 . - Dans une ex tens ion f in ie L / K de c o r p s de nombres , 
les symbo le s de r e s t e normique g é n é r a l i s é s donnent n a i s s a n c e à la 
su i t e e x a c t e cour te canonique : 

1 ^ K X / N . . — * © D a b ( L / K ) - G a l ( L a b / K ) 1 . 
L / K p P 

Lien a v e c le théorème de Moore . - K étant un c o r p s de nombres ( de 
d e g r é fini ) , supposons donnée , pour chaque p lace non complexe d'un 
ensemble fini S , une r a c i n e de l 'unité Q dans le complété K . 
Notons |j le groupe des r a c i n e s de l 'unité du c o r p s K , puis m son 
o r d r e , et m ce lui du groupe n d e s r a c i n e s de l'unité dans K , n 

P K*» P 
enfin un multiple commun non nul des m a s s o c i é s aux p l a c e s de S , 

P 
et , plus généra lement , n A m le plus grand d i v i s e u r commun de n 

P 
et de m . 

P 
P a r le théorème d'approximation s imultanée , nous pouvons 

y / y m 
c h o i s i r un a dans K dont l ' image dans le quotient K / u K so i t p K„ p 
exactement d 'ordre m ( par exemple , s i p e s t u l tramétr ique , en 
imposant à a d ' ê t re une uni formisante loca le ) , et c e , pour chaque p 
de l ' ensemble fini S . P r e n o n s un tel a , et c o n s i d é r o n s l ' extens ion 
L = K [!^a ] : s a s o u s - e x t e n s i o n maximale L a pour d e g r é m , e t , 
pour tout p de S , la s o u s - e x t e n s i o n maximale l ~ a b de K ] > a b é -
l ienne sur K , a pour d e g r é m . S i donc a d é s i g n e l 'élément du 

p p p 
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ab 

groupe de décomposit ion D ( L /K ) défini par : 

— ( a h _ 1 ] 
y a P = C , Pour p € S & ct ^ = 1 , pour p 4 S , 

m / m £ ( CT - 1 ) ( Il CT - 1 A m
 h / m

 w p ( h b ) 
la re lat ion ÏÏC P = = ^ a V y , et le théo-

P P 

rème 5 nous montrent que la formule du produit 
m /m 

N E / p p 

es t la condition pour que les CT so ient les symboles de r e s t e normique 
P . y 

g é n é r a l i s é s , dans l 'extens ion L/K , d'un élément b de K qui es t n o r -
me locale e n - d e h o r s de S , L o r s q u ' e l l e e s t v é r i f i é e , nous avons ainsi : 

r b , K r ?/à 1 / K > cr = — 2 u ^ J ' j , pour chaque place p ; 

donc , en part icul ier : 

K-N , . , m /m A n 
i f - X - c , pour M S ; e , ( S ^ . ) m > P - , , pour „ jÉ S ; 

P P 

ce qui établit l 'exact i tude de la su i te induite par les symboles de Hilbert 

P ^ 

K X ® Z K X / n j — 1 • 
P P P 

Le résul tat obtenu vaut pour tout n a s s e z grand donc , f inalement, pour 
tout n non nul . Il e s t plus fa ible que le théorème de Moore (c f . [CW ] ) , 
qui aff irme l 'exacti tude de la su i te pour n = 0 , mais dont la démonstra-
tion fait intervenir un argument analytique de d e n s i t é . Il suff i t cepen -
dant à montrer qu'il n 'est d'autre loi de r é c i p r o c i t é pour le symbole 

. m /m 
de Hilbert que la formule du produit n Q — ' — J P = 1 . 



-Comparaison du c o r p s des g e n r e s et du corps des c l a s s e s cen tra l e s . 

L ' idée d'étudier les ex tens ions c e n t r a l e s des corps de nom-
bres abé l i ens es t due à Frohl ich , qui s ignala le premier le rô l e joué 
dans c e s quest ions par les mult ipl icateurs de Schur a s s o c i é s aux g r o u -
pes de Galois ( c f . [Fr ) • En fait , la notion d'extens ion centra le 
peut s e g é n é r a l i s e r en l 'absence de toute hypothèse ga lo i s i enne , de 
par l ' ex i s t ence de la norme arithmétique : 

DEFINITION III. 2 . 9 . - Etant donnés une extens ion f in ie quelconque L/K 
de c o r p s de nombres , et un ensemble fini S de p laces non complexes 
de K , nous appelons corps des S - c l a s s e s c e n t r a l e s de l 'extension L/K , 

S 
et nous notons C ' ' e s o u s ~ c o r P s d1-1 corps des S - c l a s s e s de L f ixé 
par le groupe d ' idè les 

J N / K = N J L • J L ( S ) ' L>< ' 
où jy. J ^ es t le noyau dans J ^ de la norme arithmétique / K * 

Cette déf init ion trouve s a jus t i f i cat ion dans la proposit ion sui -
vante : 

PROPOSITION 1 1 1 . 2 . 1 0 . - Supposons l 'extens ion L/K g a l o i s i e n n e . Alors 
le corps des S - c l a s s e s c e n t r a l e s C c ' e e s t la plus grande s o u s -
extens ion ga lo i s i enne du c o r p s des S - c l a s s e s C p pour laquelle le 
groupe de Galois Gai ( C / ^ e s t contenu dans le cen tre de 
G a l ( C p y ^ / K ) . Autrement dit , C ^ / K e s t ' a s o u s - e x t e n s i ° n de C ^ 

S S 
f i x é e par le s o u s - g r o u p e C ^. /k c ' e G L ' ' m a 9 e groupe des S -
c l a s s e s de d i v i s e u r s par l' idéal d'augmentation de l 'a lgèbre de Galois 
Z [Gai ( L / K ) ] . 

Démonstration : 11 suff i t naturel lement de v é r i f i e r l ' identité des grou -
I G 

pes d ' idè le s • U e t J
 L • U , où l Q e s t l'idéal d'augmenta -

tion de l 'a lgèbre de Galois Z [Gai ( L /K ) ] . Or le quotient J ( _ / U
L

 d u 

groupe des idè les par le s o u s - g r o u p e des idè les unités s ' ident i f i e au 
groupe des d i v i s e u r s D ^ , et les diviseurs^ de norme 1 sont p r é c i s é -
ment ceux contenus dans le s o u s - g r o u p e D . 
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SCOLIE 1 1 1 , 2 . 1 1 » - S o i e n t L/K une extens ion f in ie quelconque de corps 
de nombres , et S un ensemble fini de p laces non complexes de K , Les 
groupes d ' idè les at tachés par la théor ie du c o r p s de c l a s s e s au compo-
s é avec L du corps des S - c l a s s e s de K , au corps des S - g e n r e s de 
l 'extension L /K , et au c o r p s des S - c l a s s e s c e n t r a l e s de L/K sont 
respect ivement : 

(i) pour le composé L C ^ , le groupe : 

J ? / u r = (F € J . I N. , « ( p) € J „ ( S ) , K X } ; L /K ~ ^ L I t 0 K V 

S 
L/K 

L/K = 1* t u L I J L / K V f t ; / L / K w L l 

g 
(ii) pour le corps C , , le groupe : 

= ( r € J . I n. f ) / « ( J . ( S ) ) . K X } 

g 
(iii) pour le corps C l _ / k , le groupe : 

J L / K = f f € J L I # L / K ( p ) € J L / K ( J L ( S ) . LX ) } . 

THEOREME III .2 . 1 2 , - (Formule des S - c l a s s e s c e n t r a l e s ) - So i t L/K 
une extens ion f in ie quelconque de corps de nombres „ Pour tout e n s e m -

S 
ble fini S de p laces non complexes du corps K , le nombre h l / k = 

C ^ L / k : L ] de S - c l a s s e s c e n t r a l e s de l 'extension L/K est donné 
par la formule : 

, S n dlb( L / K ) . n e a b ( L / K ) 
. S 0 V P 6 S E pis * 
V K [ L a b : K ] * ( E ^ : E ^ n ^ L / K ( L X ) ) ' * * - / * ' 

S S 
Dans c e l l e - c i , h ^ = C ^ ^ • ^ ] e s t le nombre de S - c l a s s e s de divi -
s e u r s du corps K ; j_ab est la s o u s - e x t e n s i o n maximale de L qui es t 
abél ienne sur K ; e ^ b ( L - / K ) es t l ' indice de ramif icat ion de la sous -P a b extens ion maximale L , abé l ienne sur K , du corps L = fl L . ; 

P P P < p | p ? 

ab S et d ( L /K ) es t le degré de ce t te extens ion ; enfin E ^ es t le groupe 
P 

des S - u n i t é s de K , et ft^y^ = ( N |_/K : ^ L / K ^ * - * ^ e s t ' e nombre de 
noeuds de l ' ex tens ion L /K , 

— S S 
Démonstration : Cons idérons le quotient J / ^ | _ / « • a s s o c i a n t 
à la c l a s s e de l ' idèle p € J ^ / K c e ' ' e ' , ®'® m e n t x € N > défini 
par x - 1 # L y K ( p) € J |_(S)) , nous d é f i n i s s o n s un isomorphisme : 
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J L / K / J L / K ^ N L / K ^ L / K ( l X ) ( E K n N I _ / K ) ' 
11 vient donc : 

£ C L / K = C t / K 3 - ( 'J L / K : J L / K ) - ( N L / K : ^ L / K ( L ' ( E K n N L / K > > 

( N L / K : ^ L / K ( L X ) ) 

( E K n N L / K : E K ^ L / K ( L X ) ) 

Et l ' e x p r e s s i o n du nombre de S - c l a s s e s c e n t r a l e s r é s u l t e de c e l l e du 
nombre de S - g e n r e s donnée par le théorème 5 . 

Applicat ions (i) Lorsque l 'ensemble S e s t v ide , l ' indice h e s t 

le nombre de c l a s s e s c e n t r a l e s . Il e s t donné par la formule : 

h n e = b ( L / K > 

* L / K ' [ L
a b : K K ] ' ( E K : E K n V k ( L x ) ) ' " L / K ' 

hy^ es t le nombre de c l a s s e s de d i v i s e u r s de K , E ^ e s t le groupe 
des unités (au s e n s des d i v i s e u r s ) , et e s t ' e nombre de noeuds 
de l 'extens ion L / K . 

(ii) Lorsque S es t l 'ensemble des p laces r é e l l e s de K , l'in -
ord dice correspondant e s t le nombre de c l a s s e s c e n t r a l e s d' idéaux ; 

. ord n e a b ( L / K ) . n d ® b ( L / K ) 
. O T d _ K t) P S | °° P 

^ L / K - [ L a b : K ] ( E ^ E ? n f L / K ( L x ) 

h e s t le nombre de c l a s s e s d' idéaux , et ' e groupe des unités au 
s e n s ord ina ire du c o r p s K . 

COROLLAIRE 1 1 1 , 2 . 1 3 . - So i en t L une extens ion f in ie quelconque du 
c o r p s des rat ionne ls , C = C ' e c o r p s des g e n r e s correspondant , 
et C = C ^ ^ le corps des c l a s s e s c e n t r a l e s de L / © . Alors le groupe 
de Galo is G a l ( c / c ) e s t i somorphe au groupe des noeuds K = 

N L V V < n ( L - X ) ( * } -

( *) Ce résu l ta t a é t é établ i par Garbanati dans le c a s où L e s t une exten -
s ion ga lo i s i enne du c o r p s des rat ionne ls ( c f . [Ga^] ) • 



Démonstrat ion : C ' e s t une c o n s é q u e n c e immédiate de l ' i somorphisme 
établi c i - d e s s u s : 
G a l f c / O ^ ^ / J L / ^ N ^ / J ^ L ^ E ^ N ^ ) , 
et du fait que la s e u l e unité ( au s e n s des d i v i s e u r s ) du c o r p s des r a -
t ionnels e s t le nombre 1 . 

COROLLAIRE III. 2 . 1 4 . - So i en t L une ex tens ion f in ie quelconque du 
c o r p s d e s ra t ionne l s , et C = ^ ^ y ^ l e c o r p s des c l a s s e s c e n t r a l e s as -
s o c i é . Pour qu'un rat ionnel non nul so i t une norme g loba le dans l 'ex -
tens ion L / © , i I faut et il su f f i t qu'il so i t norme loca le partout dans 
l ' ex tens ion c /<a . 

Démonstrat ion : En l ' a b s e n c e d'unité ra t ionne l l e autre que 1 , nous 
avons en e f fe t : 
x € N, / J L X ) « x f f ^ U , . L x ) « x € J n /-TVI -J r* > , comme L/<H ' C / < H W C annonce, 

Appendice : le groupe des noeuds . - Le nombre de noeuds fc^_/K ' n ~ 
troduit par S c h o l z ( c f . [ S z ] ) à l ' occas ion de l 'étude de c o r p s biqua -
drat iques . Ces c o r p s sont , en e f fe t , les plus pet i tes e x t e n s i o n s 
g a l o i s i e n n e s de (H dans l e s q u e l l e s le pr inc ipe des normes de H a s s e ( i . e . 
le fait que les normes l oca l e s N s o ' e n t exactement les normes glo -
ba ies ( L X ) ) peut s e trouver en défaut : Pour voir c e l a , suppo -
s o n s donnée une ex tens ion f in ie quelconque L / K de c o r p s de nombres , 
et formons le diagramme commutatif a s s o c i é à la norme arithmétique : 

1 

N. L/K. 

K 

N. L/K 

K 

N. L / K 

K 

1 

P a r le lemme du s e r p e n t , nous obtenons la s u i t e e x a c t e longue : 

(* ) En fait S c h o l z définit p l u s i e u r s groupes de noeuds a s s o c i é s r e s p e c -
tivement au groupe multipl icatif du c o r p s , au groupe des unités , et au 
groupe d e s c l a s s e s d ' idéaux . Il e s t d ' a i l l e u r s p o s s i b l e d'en déf inir bien 
d 'autres . On pourra c o n s u l t e r sur c e sujet l ' ar t i c l e t rè s complet de 
Jehne [ J e ] 0 



1 J l X J L k X / ^ l / k ( L X V # L / K ( J L } ^ K ^ L / K ^ L 1 " 1 ' 

Ce la étant , la théor ie du c o r p s de c l a s s e s global nous dît que le terme 
a b 

de dro i te C K / F |_y K ( ^ L ^ s ' i d e n t i f i e a u groupe de Galo i s G ( L / K ) = 
Gai ( L 3 ' 3 / K ) de la s o u s - e x t e n s i o n abé l i enne maximale L 3 ' 3 / K de L / K ; 
et la théor ie du c o r p s de c l a s s e s local in terprè te le quotient J ^ / - ^ L / K ^ L ^ 
comme somme d i r e c t e © D a ' 3 ( L / K ) des groupes de Galo i s r e s p e c t i f s 

a b P P 
D a k ( L / K ) = Gai ( L 3 / K ) d e s e x t e n s i o n s a b é l i e n n e s l oca l e s a s s o -

P . P P 
c i é e s à L / K . La part ie dro i te de la s u i t e prend donc de la forme : 

X L _ . @ N A B H /LS \ . ^ A B 

P 

c e qui permet de r e t r o u v e r la s u i t e e x a c t e c o u r t e du s c o l î e 8 . 
Quant à la part ie gauche , e l l e s ' é c r i t e n c o r e : 

' — i ^ L - ^ L — N L / K / V K ( L X ) - ^ 1 * 

1 - N L / K / J L / K ( L X ) - K X / ^ L / K ( L X ) - @ D a b ( L / K ) - G a b ( L / K ) - 1 ; 

E l l e in terprè te donc le groupe des noeuds K = N / ^ | _ / K ^ L ^ 
comme quotient du groupe Ci ̂  des c l a s s e s d ' idè l e s de norme 1 par le 
s o u s - g r o u p e des c l a s s e s des idè l e s de norme 1 . 

(i) L o r s q u e l ' ex tens ion L / K e s t g a l o i s i e n n e , de groupe G , 
le noyau s ' é c r i t a u s s i H - 1 ( G , (5 L ) , et le noyau ^ J L s ' é c r i t de 

même H - 1 (G, J . ) - © H~1 ( D h , L X ) , s i D = Gai ( L / K ) e s t le 
L P ' P P P P 

groupe de Galo i s local a s s o c i é à la p lace p . Il vient donc : 

K, - Coker T © H"1 ( D , L X ) * H"1 ( G , Ci. ) L / K L p P P L 

— Coker © H ~ 3 ( D , 2 ) H 3 ( G , 2 ) 
K P 

via les i somorphismes cohomolog iques du c o r p s de c l a s s e . 
Le dual de Pontr jag in K = Hom ( K ' ) e s t d o n c 

le noyau de l 'appl icat ion naturel le de H 3 (G, 2 ) dans la somme d irec te 
© H ( D , 2 ) . C ' e s t l ' in terprétat ion de Tate , qui montre en p a r t i c u -
P P 

l ier que K ^ /k . e s t n u ' ' o r s c l u e ® e s t c y c l i q u e et , plus généra lement , 
dès que D e s t é g a l à G pour au moins un p ( c f . [ C F ] , Ch.VIII, § I I . 4 ) . 

P 



(ii) Lorsque l 'extension L/K est abél ienne , le groupe 
o o 

H ( G, Z ) - H (G, <&/Z ) s ' ident i f i e au c a r r é a l terné G A G du groupe G. 
3 2 De même H ( D , Z ) H ( D , <£/Z ) e s t isomorphe à D AD . 1 1 

P P P P 
vient donc : 

K L / K ~ K e r G AG © ( D A D ) "1 . 
p P P -I 

C'est l ' interprétat ion de Razar (c f . [ R z ] ) . P a r exemple , s i G est le 
groupe de Klein Z / 2 Z x Z / 2 Z , le principe des normes de Hasse 
vaut s i D ^ es t égal à G pour au moins un G ; i I e s t en défaut s inon . 
Ainsi pour L = < H [ / v / p , / v / q ] , p et q premiers congrus à 1 modulo 4 , 

vér i f iant 

2 . - E X P R E S S I O N DE LA FORMULE D E S GENRES EN TERMES DE R E P R É -
SENTATIONS . 

a . - E t u d e du c a s métabélien . 

Nous reprenons dans ce t te s e c t i o n les hypothèses de la s e c -
tion 1 , § 2 . En part icu l ier , i e s t un nombre premier , L une £ - e x -
tension cyc l ique de K , ga lo i s i enne sur un s o u s - c o r p s F , et K / F est 
abél ienne de degré d é tranger à i ; le groupe de Galois Gai ( L / F ) 
s ' é c r i t comme produit s e m i - d i r e c t du 4 - S y l o w G = Gai ( L / F ) et du 
quotient abél ien A = Gai ( F / K ) ; l'homomorphisme de A dans Aut G , qui 
définit le produit s e f a c t o r i s e par un c a r a c t è r e ? -adique x du groupe A, 
conformément à l ' identité : 

(•* ) TG T _ 1 = , quels que so ient T dans A et g générateur de G ; 
et cet te re lat ion s e traduit, dans l 'a lgèbre du groupe Z [ G a l ( L / F ) ] , 
par l ' identité de translat ion des c a r a c t è r e s : 

<**> ecpx6 = 6ecp ' ^cp€RZj£(A) , 

où e = 4 E cp( T"1 ) T e s t l'idempotent primitif de l 'a lgèbre Z . [ A ] 
* D T € A ^ 

a s s o c i é à un c a r a c t è r e £ -adique irréduct ib le cp du groupe A , et 8 = 

4 Z X(R _ 1 ) [ g - 1] e s t la ré so lvante de Lagrange construi te 
T 6 A 

sur un générateur arb i t ra i re g du groupe G . 



Cela posé , f ixons un ensemble fini S de p laces non complexes 
S 

de F , dés ignons par Cl . le f - groupe des S - c l a s s e s de d iv i s eurs du 
S 

c o r p s L , et i n t é r e s s o n s - n o u s à son quotient des genres * 
s impl i f icat ion intervient ici : L 'extens ion L/K étant supposée cyc l ique , 
le l - c o r p s des S - g e n r e s C co ïnc ide avec le £ - c o r p s des S - c l a s -
s e s c e n t r a l e s C ^ / k » c e qui permet d ' é c r i r e directement : 

S I . S _„ S /_„ G S / _„ S 
^ L / K = C e L / C e L = Ct [ 7 C i " 

puisque la ré so lvante 0 engendre l'idéal d'augmentation de l 'a lgèbre 
Z j [G] . Compte-tenu de l ' identité de translat ion des c a r a c t è r e s rap -
pe lée plus haut , il vient donc : 

THÉORÈME 1 1 1 . 2 . 1 5 . - (Formule de translat ion des S - c l a s s e s ) - So ient 
L une l - e x t e n s i o n cyc l ique d'un c o r p s de nombres K , de groupe G , 
métabél ienne sur un s o u s - c o r p s F de K , d' indice relatif [K : F ] 
é tranger à t , puis x ' e c a r a c t è r e du groupe de Galois A = G a l ( K / F ) 
qui f a c t o r i s e le produit s e m i - d i r e c t G x A , et S un ensemble fini de 
p laces non complexes de F . La r é s o l v a n t e de Lagrange 0, construi te 
sur un générateur g du groupe G , donne n a i s s a n c e à la su i te exacte : 

1 * ^ L j * Œ L . c p - ^ C ê L , cpx * Q L / K , cpx 1 ' 
g 

qui r e l i e le i -quotient des S - g e n r e s avec le s o u s - g r o u p e ambige 
Ct P G du 6 -groupe des S - c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps L . En part i -

S S S 
cu l ier , les o r d r e s r e s p e c t i f s ^ L / K , cp ' 6 t G L /K , cp d e S ^ ~ 
composantes r e s p e c t i v e s du ^ -groupe des S - c l a s s e s de d iv i s eurs de L , 
du t -quotient des S - g e n r e s , et du t - s o u s - g r o u p e ambige sont l iés par 
la formule de translat ion des S - c l a s s e s : 

S S 
L , cp _ a L / K , çp 
S S 

^ L , c p X ^ L / K , cpX 

Lorsque $ es t le c a r a c t è r e d'un idempotent central de l 'a lgèbre 
de Galois ( i . e . lorsque $ es t un c a r a c t è r e £ - a d i q u e de A , contenu dans 
le c a r a c t è r e régu l i er , et s tab le par translat ion de x ) > ' a formule des 
S - c l a s s e s conduit à l ' identité : 



S S 
^ L / K , $ = a L / K , $ ' 

qui exprime l 'égal i té entre la $ - p a r t i e du i -nombre de S - g e n r e s et 
c e l l e du t -nombre de c l a s s e s ambiges . En part icul ier , lorsque L es t 
abél ienne sur F , l ' expres s ion du { - n o m b r e de S - g e n r e s , pour cha -
que c a r a c t è r e t - a d i q u e cp , r é s u l t e directement des ca l cu l s e f f ec tués 
dans la s e c t i o n III § 2 . 

A l 'opposé, lorsque cpest un c a r a c t è r e € -ad ique irréduct ib le 
du groupe A , qui n 'es t pas s table par translat ion de x > ' a formule de 
translat ion des S - c l a s s e s permet d'exprimer la § - part ie du nombre de 
S - c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps L , pour chaque c a r a c t è r e i|r de l ' o r -
bite de cp , à partir de la s e u l e cp-partie de ce nombre et des nombres 
de S - g e n r e s et de S - c l a s s e s ambiges pour les d ivers c a r a c t è r e s de 
l 'orbite . Par e x e m p l e , s i L es t métacycl ique sur F ( i . e . s i x e s t 'e 

c a r a c t è r e d'une représenta t ion f in ie de A , nous d i sposons ainsi d'un 
procédé permettant de ca l cu l er le nombre de S - c l a s s e s de d i v i s e u r s 
de L , à partir de celui de l'une quelconque de s e s s o u s - e x t e n s i o n s 
f i xée par un re lèvement de A . 

Il faut naturel lement pour ce la éva luer directement la cp-
partie du i -nombre de S - g e n r e s pour chaque c a r a c t è r e ï - a d i q u e cp 
du groupe A • Par tons donc de la su i te exac te des S - g e n r e s , te l le 
qu'e l le e s t donnée par le théorème 7 . Formant le produit t ensor ie l 
terme à terme avec l'anneau Z ^ , nous obtenons la su i t e exac te de Z^ -
modules : 

' - *K «K n * L./K - L p ® S
D „ ( C L / K

 /K >J ® L p | s ' „ , C L /K / K » 

- G a H C = / K / C = ) - , . 
S s Dans c e l l e - c i = Z^ <8>_p E ^ es t le t e n s o r i s é du groupe des S - u n i -

tés , et - ZZ-i N | _ / k c e ' u i d""1 9 r o u P e d e s normes ( au s e n s 
global comme au s e n s local ) ; D e s t le groupe de décom-
posit ion de la p lace p dans la i - e x t e n s i o n abél ienne C ^ / K ^ ^ ' e t 

I son s o u s - g r o u p e d ' inert ie ; C L_/K e s t le i - c o r p s des 
S - g e n r e s de l_/K ( i . e . la i - e x t e n s i o n abél ienne maximale de K qui 

g 

es t non ramif iée et S - d é c o m p o s é e sur L ) et C ^ le £ - c o r p s des 
S - c l a s s e s de K ( i . e . la t - e x t e n s i o n abél ienne maximale de K qui e s t 
non ramif iée et S - d é c o m p o s é e ) . 

S S 



(*) 
Cela étant, les propr ié tés g a l o i s î e n n e s du symbole de H a s s e 

montrent que la su i t e obtenue es t même une su i t e exac te de Z g [ A ] -
modules pour l 'action nature l le du groupe A sur le terme médian donnée 
par la formule : 

-

Il vient donc : 

THÉORÈME 1 1 1 . 2 , 1 6 . - So ient L une 2 - e x t e n s i o n cyc l ique d'un corps 
de nombres K , de groupe G , métabél ienne sur un s o u s - c o r p s F de K 
d' indice relat i f [K : F ] é tranger à t , puis x ' e c a r a c t è r e du groupe 
de Galois A = Gai ( K / F ) qui f a c t o r i s e le produit s e m i - d i r e c t G x A , 
et S un ensemble fini de p laces non complexes de F . La su i te exacte 
courte de [ A ] - m o d u l e s 

i - > 4 / 4 n * L / K - [ p © s V c l / K / k ) ] 
P £ S 

c 

L / K / ^ K G a K c f / ^ / c g ) - 1 

conduit à la formule des S - g e n r e s : 

<cp> X X h > , <CP, X X h > n ( L / K ) p n e ( L / K ) P 
S = h S U g S p tt g s P 

^ L / K , c p K , c p ^ FN Y ̂  S S 

g 
Dans c e l l e - c i , ^ e s t ' a cp-partie du £ - n o m b r e de S - g e n r e s 
dans l 'extension cyc l ique L /K , h^t es t c e l l e du î -nombre de S -w , cp g 
c l a s s e s de d i v i s e u r s du corps K ; d ( L /K ) = | ( D C / K ) | e s t 

l 'ordre du groupe de décomposit ion de la p lace p dans L /K , et g 
e ( L /K ) = I l ( C . / /K ) I e s t celui du s o u s - g r o u p e d ' inert ie ; x „ p 1 p t-/ K 1 p 
e s t l'induit à A du c a r a c t è r e de la représenta t ion unité du s o u s - g r o u p e 

g 
de décomposit ion de p dans l 'extens ion abél ienne K / F ; enfin S K = 

S 
Zg E ^ e s t le t e n s o r i s é i -adique du groupe des S - u n i t é s ( au 
s e n s des d i v i s e u r s ) du corps K ; et = ^ L/K c e ' u ' 
groupe des normes . 

(* ) Il s 'ag i t en fait de l ' identité } = T"1 dont 

on trouvera par exemple une démonstration dans [Gr Q] . 



m. se> 

Démonstrat ion : La s u i t e e x a c t e c o u r t e obtenue donne d irectement : 

. . .<<¥>» X X v , > „ , . < c p , X X b > 
n d.(L/K) p n e j L / K ) p 

L / K K 

pour chaque c a r a c t è r e l - a d i q u e i r r é d u c t i b l e cp du groupe A , compte -
tenu de l 'act ion de A s u r le terme médian r a p p e l é e plus haut . La for -
mule annoncée en r é s u l t e , en ver tu de l ' ident i té : 

o c c c | G a l ( C ^ / K ) | 
g f / v c = i G a K c f / ^ / L ) ! = | G a l ( c f , / c j ) I -! £ ^ W K , cp I L / K 1 cp 1 L / K / K I cp IQA L( L / K ) I 

1 ' cp 

h S 

• l G a l ' C L / K / C K » l c p 

Il e s t instruct i f de comparer c e dern ier r é s u l t a t a v e c l ' e x -
p r e s s i o n du 2 -nombre de S - c l a s s e s ambiges donnée par le théorème 
III. 1 . 1 3 . D ' a p r è s le théorème 15 c i - d e s s u s , il v ient a ins i : 

COROLLAIRE I I I . 2 . 1 7 . - S o u s les h y p o t h è s e s du théorème 16 , la f o r -
mule de t rans la t ion d e s S - c l a s s e s prend la forme : 

, <CP'XV1) <cp,Xv,> 
. S S n d ( L / K ) P . n e ( L / K ) P 
ftL. CPX _ cpy t) € S P Ï>4S P 
^ L , cp ^K,cp [ L : K ] < ^ ' > . . ^ ( G , ^ ) 

R e m a r q u e s . - (i) P r e n o n s pour $ le c a r a c t è r e d'un idempotent centra l de 
l ' a lgèbre de Ga lo i s . La formule de t rans la t ion des S - c l a s s e s nous r e -
donne a l o r s l ' e x p r e s s i o n du quotient de Herbrand des S - u n i t é s c a l c u l é 
dans la s e c t i o n 1 ( s c o l i e I I I . 1 . 1 5 ) : 

s , X h > , X h > <$, 1> 
q A G , âf ) = II d A L / K ) P . N e J L / K ) P / [ L : K ] 

$ L p €S P p ^ S P 

(ii) P r e n o n s cp quelconque , mais f ixons S a s s e z grand pour 
S S annuler Ci . comme Ct . Dans c e c a s , la formule du c o r o l l a i r e donne 

S 
d irectement l ' e x p r e s s i o n du quotient de Herbrand q ( G , ) . La 
s t r u c t u r e g a l o i s i e n n e du groupe d e s S - u n i t é s s e r é g u l a r i s e donc pour 
S a s s e z grand . 



- E x t e n s i o n des r é s u l t a t s au c a s p r o c y c l î q u e : La formule des g e n r e s 
pour une 21 ̂  - e x t e n s i o n . 

Nous reprenons ici les hypothèses de la s e c t i o n 1 , § 3 , 2 : 
Le c o r p s L e s t donc d é s o r m a i s une - e x t e n s i o n d'un c o r p s de nom-
b r e s K , de groupe de Galo i s r = Y ^ , métabéi ienne s u r un s o u s - c o r p s 
F de K , d ' indice re lat i f d = [K : F ] é t ranger à i ; et nous continuons 
à noter x le c a r a c t è r e i - ad ique du groupe A = Gai ( K / F ) qui f a c t o r i s e 
le produit s e m i - d i r e c t F X A , c ' e s t - à - d i r e que nous é c r i v o n s 

t y t " 1 = y X ( T ) ) V T € A , 
en fa isant cho ix une f o i s pour toutes d'un re lèvement de A dans G a l ( L / F ) . 
Comme plus haut , nous notons 

6 = -ji Z x C t - M C Y * ^ - 1 ] 
T € A 

la r é s o l v a n t e de Lagrange c o n s t r u i t e sur un progénérateur y de F , c e 
qui nous permet d ' é c r i r e 

A = [[ y - 1 D = [[ e ]] 
l 'a lgèbre d'Iwasawa du groupe T , tout en c o n s e r v a n t les ra l t ions de 
commutation 

9 e c p = e c p x e ' A ) 

pour chaque idempotent primitif de l ' a lgèbre s e m i - l o c a l e Zï^ [ A ] . 

L e s c o n s i d é r a t i o n s de théor ie des g e n r e s d é v e l o p p é e s dans le 
paragraphe précédent s ' é tendent a l o r s s a n s d i f f i cu l té au c a s procy -
c l ique c o n s i d é r é i c i . L' introduct ion du £ - c o r p s des S - g e n r e s n'appelle 
pas de remarque p a r t i c u l i è r e : c ' e s t toujours l ' extens ion maximale de L , 
qui e s t non rami f i ée ( aux p l a c e s f i n i e s ) , complètement décomposée 
aux p l a c e s a u - d e s s u s de S , et provient par composi t ion a v e c L d'une 
i - e x t e n s i o n abé l i enne de K . La déf ini t ion des symboles de H a s s e 
pour une ex tens ion inf inie peut s e f a i r e comme suit : S i K c M c L 
e s t une tour de c o r p s de nombres (de d e g r é s f in i s ) , les r e s t r i c t i o n s à 

M d e s symboles de H a s s e —^ ^ a s s o c i é s à L / K ne sont autres 

que les s y m b o l e s de H a s s e —^M/K ^ a s s o c i é s à M/K . Par su i te , si 

L / K es t une ex tens ion inf inie de c o r p s de nombres , L es t la limite 



inductive de s e s s o u s - e x t e n s i o n s M de d e g r é fini sur K , on peut donc 
déf in ir les s y m b o l e s de H a s s e a s s o c i é s à L / K comme l imites pro jec -

t ives des s y m b o l e s f in i s p ^ ^ ^ : 

Cela p o s é , nous avons : 

THÉORÈME III .2 . 1 8 . - Etant donnés S un ensemble fini de p l a c e s non 
c o m p l e x e s d'un c o r p s de nombres K , et L une Zg - e x t e n s i o n de K , 
métabé l ienne s u r un s o u s - c o r p s F de K , d ' indice re lat i f d = [ K : F ] é t r a n g e r à £ , les s y m b o l e s de H a s s e a s s o c i é s à l ' ex tens ion infinie g C L / K / K 'n c*uisent u n e s u i t e e x a c t e c o u r t e de [ A ] - m o d u l e s : 

1 - ^ N * L / K - [ p ©s Dp(c l / K M >] e [ O © ^ I P ( C = / K / K ) 
s 

p £ s 
c 

L / k ' ^ K Gai (C f / C ^ ) - 1 

S S Dans c e l l e - c i , = <g>̂  E ^ e s t le t e n s o r i s é du groupe des S -

uni tés du c o r p s K , et 7 ? l / k = ^ ^ N K p / K J ce lu i du 

groupe N D®5 é l é m e n t s de K qui sont normes l o c a l e s partout ( e t 
donc normes g l o b a l e s ) dans chacune des s o u s - e x t e n s i o n s c y c l i q u e s 

g 
K n / K de L / K ; C |_ /K e s t ' e ^ - c o r p s des S - g e n r e s de l ' ex tens ion 

S S p r o c y c l i q u e L / K , et C ^ le i - c o r p s des S - c l a s s e s de K ; D p ( C ^ ^ / K ) 
e s t le groupe de décompos i t ion de la p lace p dans l ' ex tens ion abé l i enne 

S S C ^ y ^ / K , et L / K l e s o u s - g r o u p e d ' i n e r t i e correspondant . 

COROLLAIRE 1 1 1 . 2 . 1 9 . - S o u s les h y p o t h è s e s du théorème 18 , la cp-
part ie de la dimension du i -quot ient des S - g e n r e s de l ' ex tens ion p r o -
c y c l i q u e L / K e s t donnée , pour chaque c a r a c t è r e £ - a d i q u e i rréduc -
t ible cp du groupe A , par la formule : 

S L / K , C P = J R U S V V v L / K - * > • 

R e s t l ' ensemble des p l a c e s de F qui s e ramif ient ( s a u v a g e m e n t ) dans 
L / K ; x e s t l ' induit à A = Gai ( K / F ) du c a r a c t è r e de la r e p r é s e n t a t i o n 

P 



unité du s o u s - g r o u p e de décomposit ion de p dans L/K ; 6 es t égal à 0 
ou à 1 suivant que p es t complètement décomposée ou non dans l 'exten-

g 
s ion procycl ique L /K ; v ^ y ^ es t le c a r a c t è r e du Z g [ A ] - m o d u l e p r o -
jectif cî^ / S ^ D , e t X celui du [ A ] -module r = Gai ( L /K ) . 

Autrement dit, le groupe Q^/K e s t somme d irec te d'un Z^ [A]-
module fini , et d'un Z ^ [ A ] - m o d u l e projectif de c a r a c t è r e : 

X 
Z ô X i 1 _ S ^ 

p € S U R 13 15 J L / K 

A p p l i c a t i o n s , - ( i ) Lorsque l 'ensemble S es t vide , la su i te exacte des 
S - genres prend la forme : 

1 — « K / * K ° ^ L / K — p € ® r ' P ( C L / K / K ) — G a l ( C L / K / K ) — , . 

Dans c e l l e - c i , cS^ es t le t e n s o r i s é du groupe des unités (au s e n s s t r i c t ) 
du corps K , et le terme médian es t un Z g -module l ibre dont la dimen -
s ion est é g a l e au nombre t de p laces de K qui s e ramifient dans L/K . 

(ii) Lorsque S es t l 'ensemble R des p laces de F qui s e r a -
mifient dans L / K , il vient : 

1 — * K /S K n n L / K — e D p (C * / ( < /K ) Ga I (C [ / K / C * ) - 1 ; 
P t n 

et le terme médian es t encore un Z ^ -module libre de dimension t « 
g 

(iii) Lorsque S es t l 'ensemble des p laces r é e l l e s de F , 
est le t - c o r p s des g e n r e s au s e n s ordina ire , et la su i te exacte fait in-
tervenir a lors le t e n s o r i s é du groupe des unités , au s e n s ordina ire , 
du corps K : 
1 — n * L / K — D ® , P ( C L / K / K ) - ^ G a l ( C L / K / C K ) - " 1 ' 

r t r< 
(*) Ici encore , le terme médian es t un Z g -module l ibre de dimension t • 

Démonstration du théorème : L'exact i tude à droite comme à gauche de la 
su i te courte proposée es t immédiate : A droite , la sur jec t i v i t é de l'ap -

g 
pl ication TT traduit la maximalité de la i - e x t e n s i o n abél ienne C ^ sous 
les deux condit ions de non ramification et de S -décompos i t i on ; à gauche, 

(*) On notera que les p laces r é e l l e s ne peuvent s e ramif ier ni dans la 
S 
L / K ' 
g 

tour L /K , ni dans l 'extens ion S - d é c o m p o s é e C . / ^ / L . 



III. feo 

l ' inject ivi té de r] r é s u l t e de la c a r a c t é r i s a t i o n des symboles prof inis et 
de la définit ion du groupe • S e u l e r e s t e à montrer l 'exactitude au 
centre , i . e . que chaque fami Ile ( a ) ̂  de la somme d irec te 

? c
d

p
( c L / k / k > ] ® [ p ® s V c L / K / k > : P € s 

qui v é r i f i e la formule du produit II a = 1 , provient , par les symboles 
P P 

S 
de H a s s e prof in is , d'une S - u n i t é g é n é r a l i s é e e 6 • Or> nous savons rS 
d é j à , par le théorème 16 , que c e résul tat e s t vrai à chaque étage fini 
de la tour L /K , autrement dit, qu'une te l le famil le étant donnée , nous 
pouvons trouver , pour chaque naturel n , une S - u n i t é g é n é r a l i s é e 

S 
e € <$., , qui v é r i f i e : n rS. g 

e n ' C K n / K ^ n L / K = a p y k p ; ' s i s 
/K /K n' n' 

g 
Maintenant, le groupe étant compact , la su i te ( e

n ) n ç p o s s è d e 
une valeur d 'adhérence e € S ^ , qui es t manifestement solution du 

o o r s problème posé . 
L'exact i tude étant é tabl ie , cons idérons les d i f férents termes 

S S de la su i te : Chacun des groupes D C /K ) et I C /K ) es t 
soit nul , soi t isomorphe à ; le terme médian est donc un Z g [ A ] -
module projectif de c a r a c t è r e 

I Ô X X + Z XX = x £ 6 X t . p es P P p Ç R v S P p € R u s P P 
s s 

Son s o u s - g r o u p e S ^ / S ^ ^ e s t donc également Z ^ [ A ] - pno -
jectif . Et l ' expres s ion de la dimension du l - quotient des S - genres 
s 'obtient a lors en remarquant que dans la su i te exacte courte s c indée 

1 V ^L/K — G a l ( C p / ( < / K ) — ^ T — - 1 

le groupe r = Gal(L/K) es t un 2 « [ A ] - module projectif de c a r a c t è r e x , 
S S et le terme médian est pseudo- i somorphe à Ga I ( C / C ^ ) . 

SCOLIE I I I . 2 . 2 0 . - C o n s e r v o n s les notations des théorèmes III. 1 . 1 9 et 
I II. 2 . 18 . L' i somorphisme naturel du t e n s o r i s é ( ® « / Z i ) <8»-» S, , sur 

S S ' le groupe = ( G l ^ / Z g ) E induit un isomorphisme de Z g [ A ] -
modules : 



111.61 

En part icul ier , pour chaque c a r a c t è r e i - adique irréduct ib le cp du 
groupe A , la c p - p a r t i e < cp , v, ) de la dimension du quotient 

S / S 5 ^K' ^K rï ^ L/K e S t a c e l l e ^ c ' e ' a codimension du 
S S groupe ® K / ® K D 9? L / K . 

S S 
Démonstration : Le groupe S ^ fl étant s a n s - torsion , 
nous avons bien : 
(®e / 2 t > % {SK n ^ L / K > ~ } % « K / ( ® l / Z £ } ®Z £

( *K n V K } 

-S /, ^ . , „ s 

Il s 'agi t donc de v é r i f i e r que dans la descr ipt ion obtenue le groupe 
S S 

® K n ^ L / K c o r r e s P ° n d b i e n a u produit (Ol^/Zg ) ^ k ^ ^ L / K ^ ' 
ce qui es t sans malice . 

La formule obtenue soul igne la parenté entre l ' express ion de 
la codimension du t - g r o u p e des S - c l a s s e s ambiges donnée dans la 
sec t ion 1 ( théorème 111. 1 . 2 0 ) , et ceI le de la dimension du î - quo -
tient des S - g e n r e s obtenue plus haut ( c o r o l l a i r e I I I . 2 . 1 9 ) : 

C o d i m Z e p €
Z

R v S V ' n L / K , c p x - * L / K , c p x 

d i m Z e O l / k . C P X " <CP' p ^ u s S ^ V K . c p x " ^ ' 0 ' 

Lorsque $ es t le c a r a c t è r e a s s o c i é à un idempotent central de l 'a lgèbre 
s r s 

A [ A ] , l ' identité codim ^ C £ ^ ^ = d i m z $ L / K $ permet ainsi de 
g 

re trouver l ' expres s ion du quotient de Herbrand profini g* ( P, c?, ) 
( * ) ® L 

donné dans la s e c t i o n 1 ( théorème III. 1 . 2 3 ) . En revanche , lors -
que $ n'est pas central , l 'écart entre les e x p r e s s i o n s obtenues s e 

S S traduit sur les invariants lambda d'Iwasawa du groupe (? . = Jim CZ 
L * rx 

n 
par une formule analogue à la formule de translat ion des S - c l a s s e s 
énoncée plus haut ( c o r o l l a i r e 17 ) . 

(* ) C'es t la méthode employée dans [ Ja^ ] . 
(**) La formule de translat ion pour les invariants \ es t e x p o s é e à la fin 
du chapitre IV . 



111.62. 

c , - P r o p r i é t é s normiques des S - u n i t é s dans une Z ^ - ex tens ion 

Nous nous proposons de p r é c i s e r ici le c a r a c t è r e v , du 
S S ' Z ^ [ A ] - m o d u l e project i f S ^ / S ^ ^ ^ L / K * D ' a P r ® s c e c 'u i p r é c è d e , 

en e f f e t , nous d i s p o s o n s de deux majorat ions de vj^y^ : 
la p r e m i è r e , donnée par le théorème 19 , c i - d e s s u s , 

provient des c o n t r a i n t e s normiques d é c r i t e s par les s y m b o l e s de H a s s e 

V L / K * X 
p e s UR p p 

la s e c o n d e r é s u l t e d irec tement du c a r a c t è r e du Z,g [ A ] -
module project i f S, , /u .^, ( c f . c o r o l l a i r e III. 1 . 2 3 ) , puisque le s o u s -
groupe de tors ion fi^ de S ^ ( i . e . le £ - S y l o w du groupe des r a c i n e s 
de l'unité dans K ) e s t contenu dans le groupe des normes • S i S 
e s t la réunion de S et de s p l a c e s à l ' infini , il v ient a ins i : 

S v 
V, /k- s X „ - 1 . 

L / K p € S p 

De fait , l orsque F e s t le c o r p s des r a t i o n n e l s , nous a l l ons montrer 
S 

que c e s deux majorat ions déterminent complètement le c a r a c t è r e • 

THEOREME II 1 . 2 . 2 1 . - S o i e n t L une Zjj) - e x t e n s i o n d'un c o r p s abé l i en 
K , métabé l i enne s u r le c o r p s des ra t ionne l s , et S un ensemble fini 
de p l a c e s de <H. Notons œ l 'unique p lace à l ' infini du c o r p s (B ; x ' e c a -
r a c t è r e l - adique du groupe de Galo i s A = Gai ( K/CR ) qui déf init le pro -
duit s e m i - d i r e c t Gai ( L./Œ. ) = T X A ; puis , pour chaque p lace p de <£ , 
Xp l'induit à A du c a r a c t è r e unité du s o u s - g r o u p e de décompos i t ion de p 
dans l ' ex tens ion K/<H ; p o s o n s enf in 6 = 0 ou 1 s e l o n que p s e dé -
compose complètement ou non dans l ' ex tens ion procyc l ique L / K . A lors 

S S 
le c a r a c t è r e du Z ^ [ A ] - module project i f / f l d e s S - u n i t é s 
modulo les normes e s t donné , comme plus grand d i v i s e u r commun de 
deux c a r a c t è r e s , par la formule : 

S 
V L / K E x h - i A Z ô

h x h - i 
p ç s u H f J L p € S U {1} p 13 

Avant de démontrer c e r é s u l t a t , t i rons en que lques e n s e i g n e -
ments : 



Le c a r a c t è r e V ^ / ^ étant ainsi connu explicitement ( du moins 
dans le c a s absolument métabélien ) , la dimension du quotient des S -

S 
genres e s t donnée par le théorème 1 9 . S i , de plus , le corps K 
es t connu numériquement , i . e . s i l'on sa i t exp l i c i t er un sys tème fon -
damental de S - u n i t é s ainsi qu'une p s e u d o - b a s e du - t -groupe des S -
c l a s s e s de d i v i s e u r s , il e s t même p o s s i b l e de p r é c i s e r le s o u s - m o -
dule de tors ion Q|_/K ^ " s u ^ ' t c ' e ca l cu ler des symboles de H a s s e ) . 
Le quotient Q^/K e s t donc , de c e point de vue , entièrement effect i f . 
Il n'en e s t pas de même , en revanche , du s o u s - g r o u p e ambige C6 ^ 
introduit dans la s ec t ion 1 . Son étude , en ef fet , fait intervenir de 1 S 
façon e s s e n t i e l l e la cohomologie des S - u n i t é s , et le groupe H^ (T, 
qui gouverne la c p - p a r t i e de la S - c a p i t u l a t i o n , ne s e ca l cu le pas 
dans K . 

Lorsque L n'est pas absolument métabél ienne , le théorème 
précédent es t en défaut , par exemple parce que le plus grand div iseur 
commun de la r e s t r i c t i o n de deux c a r a c t è r e s à un s o u s - g r o u p e n'est 
pas , en général , la r e s t r i c t i o n à c e s o u s - g r o u p e du plus grand divi -
s eur commun de c e s deux c a r a c t è r e s . De fait , la décomposit ion du S 
groupe des S - u n i t é s par les idempotents primitifs de l 'a lgèbre 
Z . ^ [ A ] ne suff i t pas , dans c e c a s , à rendre compte des propr ié tés 
normiques des S - u n i t é s . Cependant , s i L e s t absolument ga lo i s ienne , 
et s i les c a r a c t è r e s -6-adiques i rréduct ib les du groupe Gal(K/<û) re -g 
p r é s e n t é s dans le quotient S ^ / | a K le sont une s e u l e fo i s dans le c a r a c -
tère régu l i er , les ré su l ta t s d' indépendance de la s ec t ion II, 1 condui-S 
sent à une e x p r e s s i o n exp l i c i t e du c a r a c t è r e , tout à fait a n a -
logue à c e l l e donnée ici , mais fa isant intervenir ce t te fo i s les c a -
r a c t è r e s £ - a d i q u e s du groupe fini , éventuel lement gauche, Gal(K/<U). 

Cela dit , commençons par établ ir un lemme prél iminaire (qui 
ne dépend pas de l 'hypothèse F = <H ) : 

LEMME III. 2 . 2 2 . - So i t p une place de S qui es t presque complète -
ment inerte dans l 'extension procyc l ique L/K , et S 1 = S u { p } . 
A lors : 

(i) Le c a r a c t è r e x ^ es t s tab le par multiplication par X 
( i . e . x p( X ~~ 1 ) = 0 ) . Autrement dit , la r e s t r i c t i o n de x a u sous -



groupe de décomposi t ion A de b dans l 'extens ion abél ienne K / F es t 
P . ( * ) 

le c a r a c t è r e unité , c e qui s ' é c r i t : x( A ) = 1 . 
P S S 

(ii) L e s c a r a c t è r e s d e s Z f [ A ] - m o d u l e s fl??, / . , 
S» / S ' K K L/K 

et H ? ? L / K sont l iés par l ' identité : 

V L / K = V L / K + X p ' 

Démonstration : En une p lace non ramif iée p de K , le s o u s - g r o u p e du 
groupe procyc l ique , engendré par le symbole de H a s s e 

x , C ^ / k / K 
J d'un élément donné x de K , ne dépend que de la p -

valuation de cet élément . L'appl icat ion induite 

— P ® P
D P ( C L / K / K ) 

es t donc presque s u r j e c t i v e , l ' image des S - u n i t é s étant d' indice fini 
dans le groupe . Comme le c a r a c t è r e du [ A] - module 

^ P ̂  ^ e s t c o n n u ( c ' e s t l'induit x ^ d u c a r a c t è r e unité du s o u s -

groupe de décomposit ion A ) , a insi que celui de la somme © D (C / . . /K) 
P P | p P L / K 

( c ' e s t le t rans la té XX du précédent ) , l ' égal i té des d e g r é s entraîne 
P 

c e l l e des c a r a c t è r e s et l ' inject iv i té de l 'application c o n s i d é r é e . D'où 
les deux a s s e r t i o n s du lemme . 

Démonstrat ion du théorème : P a r applicat ion r é c u r r e n t e du lemme , 
nous pouvons nous ramener au c a s où les p lace s de S sont so i t com -
plètement décomposées , so i t presque totalement rami f i ée s dans l 'ex -
tension procyc l ique L / K . La formule à établ ir s ' é c r i t a l o r s : 

S 
v , I x . - I ) A X ( X 4 - I ) . 'I / k ~ V ^ * v, " 1 y A * * * 

L / K S ç s u W f y 1 

Dist inguons deux c a s : 

©P û 1 c a s : S i S ne contient pas , l 'application de s e m i - l o c a -
S S 

l isat ion s envoie le t e n s o r i s é S ^ = E ^ du groupe des S - u n i t é s 

(*) L ' a s s e r t i o n c o n t r a p o s é e " x( A ) é 1 p complètement décomposée 
P 

dans L / K , s i p ne d iv i s e pas i " a é t é é tabl ie indépendamment par 
Carrol l et K i s i l evsky ( c f . [CKj] ) par une vo ie complètement diffé -
rente . 



dans le groupe V . = © V des unités pr inc ipa les s e m i - l o c a l e s du 
1 I |£ 1 

corps K . Le groupe ( ou plutôt son quotient h^ par le sous -
groupe des r a c i n e s s e m i - l o c a l e s de l'unité ) es t un [ A ] - module 
de c a r a c t è r e régu l i er . Cela étant , d'un côté les ré su l ta t s d'indépen -
dance de la s ec t ion 1 du chapitre II ( c f . théorème 11.1.12. ) permet-
tent d'aff irmer que , sous les hypothèses d'abél ianité énoncées , 

g l'image de dans 
es t un [ A ] - module de c a r a c t è r e 

Z x - i 
p Ç S U { » } p 

A X • . Et, d'un autre côté la théorie du corps 
re3 

de c l a s s e s local aff irme l ' ex i s t ence d'un épimorphisme canonique 
h I -= © I . ( L /K ) de 1( sur la somme d irec te des groupes 

l l j |g I l 

d' inert ie at tachés aux p laces a u - d e s s u s de L dans l 'extension procy -
c l ique L/K , épimorphisme ayant pour noyau le s o u s - g r o u p e 1(̂  de ^ 
formé des é léments de qui sont normes à chaque étage fini de la 
tour L /K . Maintenant , comme chaque c a r a c t è r e & -adique i rréduct i -
ble du groupe A es t r e p r é s e n t é une fo i s et une s e u l e dans le c a r a c t è r e 

g g g g 

régul ier , le quotient < 2 K / # K H ^ s ( c ? K ) / s ( <?K ) H V^ es t donc 
un [ A ] - m o d u l e de c a r a c t è r e 

S 
V L/K p € S U {»} V A X r t3 A XXe = Z X H - 1 

p € S U P 
A XX, 

c e qui établit dans c e c a s le résul tat annoncé . P l u s préc isément , en 

vertu de l ' inégal i té déjà connue vj L /K Z 
p €S u {>} 

A X(X -1) 

nous obtenons , comme attendu : 
S 

V L/K Z x • 
pçsu{»] p i A X X t = Z x -1 

p € S U * 
A x( Xe - 1 ) 

et, en outre , la condition n é c e s s a i r e : Z xh - 1 
p € S U { o o } P 

A X " 1 

Si X n 'es t pas le c a r a c t è r e unité , ce t te dern ière éga -
lité s ' é c r i t encore : 

xp A x= 0 , V p € S u {oo} . 
El le exprime que la r e s t r i c t i o n à A . du c a r a c t è r e x n'est jamais le 

r 

c a r a c t è r e unité, dès que la place p es t complètement décomposée dans 
l 'extension procyc l ique L /K . 



Si x e s t ' e c a r a c t è r e unité , il vient seulement : 
Xp A 1 - 0 , V p € S N {„} . 

Il n'y a donc pas dans ce c a s de p lace f in ie de <& qui so i t complète -
ment décomposée dans 1_/K . 

2 e m e c a s : S i S contient i , é c r i v o n s S ' = S s [ l } , et f a i -
s o n s choix de l'une des p l a c e s I de K a u - d e s s u s de <£ ; f ixons m a s s e z 

jjn gn ^jn 
grand pour avoir simultanément I Ç, et D ^ ( L/K ) c I j ( L /K ) ; 

y 
puis , prenons x dans le t e n s o r i s é = <g>̂  K engendrant l'idéal 

jjn 
I , et x . dans le complété K* , norme locale dans la tour L/K , de 

/v S même valuation que x , Cela posé , le sous -module £ de fô^ engen -
S ' S dré par et par les conjugués de x , qui e s t d' indice fini dans c?^ , 

s ' envo i e non canoniquement dans h^ au moyen de l'homomorphisme s 
défini par [ A ] - l inéari té à partir des identités : 

s ( e) = s ( e) , pour e € <?r! ; s (x) = ( J - , x , . . . , x ) € © U =K 
K
 V x l Y T € A / A j I t 1 

~ - S \ Le corollaire II.1.27 nous dît a l o r s que l'image e s t le produit de 

s (|a ) et d'un Z . [A ] - m o d u l e de c a r a c t è r e ( E X ^ - I J A X 
K 1 p € S U 13 ^ 

re3-

où i|r e s t so i t le c a r a c t è r e nul , so i t l'un des fac teurs i rréduct ib les du 
c a r a c t è r e x . • Maintenant , comme nous avons pr i s le soin de cho i s i r •v ^ 
Xj comme norme l o c a l e , l 'application s f a c t o r i s e comme plus haut les 
symboles de H a s s e , et nous obtenons, par le même argument, l ' i d e n -
tité : 

S 
V L/K E xh - i ) A x , 

p e s u H p y r*9 
- y AXXg 

Si Xp e t X Xp sont é t r a n g e r s , autrement dit s i X n e d î -
v i s e pas x^ > ' e c a r a c t è r e i|/ , qui d i v i s e Xg » n'est pas r e p r é s e n t é dans 
XX^ i e t nous obtenons , comme attendu : 

puisque tous les x ^ sont a l o r s é t r a n g e r s à X • 
Sinon, x ^ i v i s e et x^ e s t s tab le par translat ion de X« 

11 vient a l o r s : 



S 
£ X Y, - O A XA A [ X X P - F ] = £ X H - 1 A [XX. VL / K ^ V ^ V A A LXX.» - Y-l- ^ L / K L V t i e s u { œ } * y * J 4 S e s u W ^ 

Et comme nous avons a pr ior i v p f E X * - 0 A ( X X » - ' X ) > 
L / K p € S u {œ} 

le c a r a c t è r e \Jt ne peut ê t r e que x j d'où le r é su l ta t annoncé . 

Au p a s s a g e , nous avons démontré la r é c i p r o q u e du lemme 22 . 

SCOL1E 1 1 1 . 2 . 2 3 . - S o i e n t L une Z ^ - e x t e n s i o n d'un c o r p s abé l i en K , 
métabé l i enne s u r le c o r p s des r a t i o n n e l s , et X le c a r a c t è r e i - ad ique 
du groupe de Galo i s A = G a l ( K / < f i ) qui déf in i t le produit s e m i - d i r e c t 
G a i ( L / ( S i ) 

— t x A • Le comportement dans la tour L / K des p l a c e s de K 
a u - d e s s u s d'une même p l a c e p de <£ e s t dé terminé comme su i t : 

(i) S i p vaut l , l e s p l a c e s a u - d e s s u s de p sont p r e s q u e 
totalement r a m i f i é e s dans L / K . 

(iî) S i p e s t la p l a c e à l ' infini , l e s p l a c e s a u - d e s s u s de p 
sont complètement d é c o m p o s é e s dans L / K . 
Dans tous l e s a u t r e s c a s : 

( i i i ) ou bien le groupe de décompos i t ion A de p dans l ' e x -
tens ion a b é l i e n n e K/<£ e s t contenu dans le noyau de x > auquel c a s l es 
p l a c e s a u - d e s s u s de p sont p r e s q u e totalement i n e r t e s dans L / K ; 

(iv) ou bien la r e s t r i c t i o n de x à A^ n ' e s t pas le c a r a c t è r e 
unité , auquel c a s les p l a c e s a u - d e s s u s de p sont complètement dé -
c o m p o s é e s dans la tour L / K . 
R e m a r q u e s . - (i) L o r s q u e x n ' e s t pas le c a r a c t è r e unité ( i . e . lorsque 
L n ' e s t pas a b é l i e n n e s u r <H ) , l ' ident i té X p A X = 0 vaut pour la p lace 
à l'infini : L e c o r p s K ne peut , en e f f e t , p o s s é d e r une Zg - e x t e n -
s i o n a s s o c i é e au c a r a c t è r e x , s i X e s t r e p r é s e n t é dans le Z ^ [ A] -
module des uni tés S^. /\J>u > i . e . s i x d i v i s e ( x - l ) . 

r x o o 

(ii) En r e v a n c h e , l or sque x e s t le c a r a c t è r e unité , il e s t 
tr iv ia lement contenu dans le c a r a c t è r e induit x » e t l ' éga l i t é x A X = 0 00 p 
e s t donc en défaut pour la p lace à l ' infini . Dans c e c a s , L e s t né -
c e s s a i r e m e n t la Z ^ - e x t e n s i o n cyc lo tomique de K . Le s c o l i e redonne 
a l o r s le fait bien connu que les p l a c e s u l tramétr iques de K sont fini -
ment d é c o m p o s é e s dans la tour cyc lo tomique . 



III. €>B 

COROLLAIRE III. 2 . 2 4 . - S o u s les hypothèses du théorème 22 , le t -
quotient des S - g e n r e s de l 'extension procycl ique L/K est composé d i -
rect d'un Z ^ [ A ] - m o d u l e projectif dont le carac tère x [_ /k e s t donné 
par la formule : 

, s , - v ( v _ n _ v / v _ i ) a f y v _ i > x L / K - x( x t - i ) - x( x £ - i ) A L s ( x p - 1 

où S* est la réunion de la place à l'infini et des p laces de S qui ne sont 
pas presque totalement inertes dans la tour L/K . 

Démonstration : Désignons par S . le s o u s - e n s e m b l e de S formé des 
places p qui sont presque totalement inertes dans L/K . D'après le co -

S ro l la ire 19 , le c a r a c t è r e e s t donné par la formule : 

" „ US6 Px V vL/K - X - p | s x x p + XX, - V^/K - X 

" J s . V x ( * r " - V L / K • 

D'un autre côté , le théorème c i - d e s s u s nous permet d ' écr i re dans 
tous les ca s : 

V L / K = J S V ^ p € S ' V " 0 A X ( X £ - 1 ) ' 

D'où le résultat annoncé . 

Appl icat ions . - (i) Si L est la Zg - e x t e n s i o n cyclotomique de K , les 
p laces ultramétriques autres que i sont presque totalement inertes dans 

g 
L/K . Le c a r a c t è r e X J _ / K N E P e u t donc prendre que deux valeurs : 

Lorsque S ne contient pas t , il vient : 
X L / K = ^ L / K = = ( ^ - 1 ) a ^ c o = ! ^ A X 00 

s ' X = X ' ~ X dés igne le supplémentaire du c a r a c t è r e x • L'égal i té 
3 M 

Xj_/K = ® a ' ' e u ' o r s c l u e K est totalement réel ( auquel cas x e s t nLJl / > 
ou bien lorsque K est une extension quadratique imaginaire d'un sous -
corps K , totalement réel si les places a u - d e s s u s de i ne s e décompo-
sent pas dans K / K + , (auquel cas x^ e t X œ

s o n t é t rangers ) . 
Lorsque S contient i , il vient tout simplement X^/K = 

et le groupe Q^/K e s t donc fini ; c ' e s t le résultat de semi-s impl ic i té de 
Greenberg [Gb^ ] . 



(ii) Soi t L l'unique - e x t e n s i o n d'un corps quadratique 
imaginaire K , qui e s t prodiédrale sur <H . 

S i i e s t décomposée dans K/(B, le c a r a c t è r e vaut 
1 , lorsque S es t vide ou réduit à la place à l'infini , et nul dans tous 
les autres c a s . 

S i <1 n 'es t pas décomposée dans K / © , le c a r a c t è r e X|_/K 
es t toujours nul . C'es t le résul tat de Gil lard [Gi ] . 
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CHAPITRE IV 

STRUCTURE D E S A [ A ] - M O D U L E S 

R E P R É S E N T A T I O N S K> - ADIQUES A S S O C I É E S 

AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUE® 
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S T R U C T U R E D E S A [ A ] - MODULES 

L' introduct ion de l ' a lgèbre .formelle A = Z ^ [ [ y - 1 ] ] dans la 
théor ie des c o r p s cyc lo tomiques e s t due à J e a n - P i e r r e S e r r e . De 
fait , les théorèmes de s t r u c t u r e sur les A - m o d u l e s de type fini per -
mettent de c l a r i f i e r substant ie l l ement l 'arithmétique des Z^ - e x t e n 
s i o n s , et conduisent ainsi à des démonstrat ions s imple s des résul -
tats e s s e n t i e l s d'Iwasawa s u r ce t t e quest ion . 

Nous nous proposons ici d 'é tendre c e s théorèmes de s t r u c -
ture au c a s plus généra l où l'anneau des s c a l a i r e s e s t une a l g è b r e de 
groupe A [ A ] à coeff i c i en t s dans l'anneau d'Iwasawa A = Z ^ [[ y - 1 ]] , 
le groupe A étant s u p p o s é abé l i en , d 'ordre é tranger à t , et muni 

Z« 
d'une act ion par conjugaison sur le groupe procyc l ique r = y . L e s 
r é s u l t a t s p r o p o s é s s ' o r g a n i s e n t en deux v o l e t s largement indépen -
dants : Le c a s abé l i en , d'une part qui c o r r e s p o n d à l 'action t r i v i a l e , 
et r e l è v e des méthodes de l 'a lgèbre commutative , en part icu l i er des 
r é s u l t a t s de S e r r e ; le c a s métabél ien , d 'autre part , qui c o r r e s p o n d 
à une act ion non t r iv ia l e , et s 'obt ient par p a s s a g e à la limite à partir 
des techniques c l a s s i q u e s des a l g è b r e s à produits c r o i s é s . 

Auparavant , nous introduisons la notion de s u i t e paramétrée 
de Z ^ [ A ] - m o d u l e s f in i s , qui joue un r ô l e e s s e n t i e l dans l 'étude 
arithmétique déve loppée plus loin . 



1 . - PRÉSENTATION DE L'ALGÈBRE D'IWASAWA GENERALISEE A F A ] . 

a . - P o s i t i o n du problème . 

L 'a lgèbre d'Iwasawa c l a s s i q u e A es t l 'a lgèbre des s é r i e s f o r -
mel les à une indéterminée 2. [[ T ] ] sur l'anneau des en t i er s i - a d i q u e s . 
C 'es t un anneau local , d'idéal maximal 231 = L A + TA , complet pour la 
topologie SQÎ-adique , et régu l i er de dimension 2 . L e s idéaux p r e -
miers principaux d'un tel anneau sont de deux types (cf . [ S a 2 ] , p . 6 0 ) : 

l'idéal £A , d'une part , engendré par i , 
les idéaux premiers P ( T ) A engendrés par les p o l y n ô -

mes i rréduct ib les d is t ingués de l'anneau Z ^ [ T ] . 

Enfin , les A - m o d u l e s de type fini sont entièrement c l a s s i f i é s à p s e u -( • ) 
do- i somorphisme p r è s : chaque c l a s s e de pseudo- i somorphiedans 
la c a t é g o r i e des A-modules noethér iens contient un unique module qui 
s ' é c r i t comme somme d irec te d 'exempla ires de A et de quotients A / p n , 
où p es t un idéal premier principal de A ; un tel module es t dit é lémen -
taire . 

L'introduction de l 'a lgèbre A dans l'étude des corps c y c l o t o -
miques es t due à S e r r e (cf . [ S e t ] ) : S i K ^est une - exten -
s ion d'un c o r p s de nombres K , i . e . une extens ion abél ienne de K , 
dont le groupe de Galois F = G a l ( K / K ) e s t isomorphe à Z» , il OO ^ 
e x i s t e , pour chaque naturel n , un unique s o u s - c o r p s K de K de n œ 
degré i sur K . Son groupe de Galois r = Gai ( K / K ) es t isomor -n n 
phe à Z / f Z , et la limite projec t ive des a l g è b r e s de groupe 

A r - < ! i m * * [ r n ] 
e s t , par définit ion , l 'a lgèbre d'Iwasawa constru i te sur le groupe T . 
Le choix d'un progénérateur arb i t ra i re y du groupe r permet, en effet , 
de d é c r i r e Ap comme a lgèbre de s é r i e s formel le s en l ' indéterminée 
( y - 1 ) , l'anneau obtenu 

A t = Z z [[ y - 1 ] ] 

étant en fait indépendant du choix de l'élément y . Le théorème de 
s t ruc ture rappelé plus haut permet a l o r s de démontrer facilement le 
résul tat e s s e n t i e l d'Iwasawa , qui peut s ' é n o n c e r comme suit : 

(* ) Un pseudo- i somorphisme es t un morphisme à noyau et conoyau f i n i s . 
(**) Dans les premiers a r t i c l e s sur la question ( [IWg] , ] ) , 
Iwasawa ne c o n s i d è r e que des T - m o d u l e s . 



Théorème fondamental. - So ient X un A-module de type fini , noté ad-

£ w ditivement , et X le quotient X / v X , avec v = Z Y . S i 
k = 0 

tous les X n sont f in is , il e x i s t e tro is cons tantes e n t i è r e s X, |_i et v , 
avec X s 0 et [j. > 0 , t e l l e s que l 'ordre de X n so i t donné , pour n 
a s s e z grand , par la formule : 

n . x n - (i + Xn + v . 

Naturel lement , Iwasawa s ' i n t é r e s s a i t avant tout au cas où 
X p es t le É-groupe des c l a s s e s d'idéaux du corps K^ , et c ' e s t dans 
c e cadre bien p r é c i s qu'il a formulé son théorème . Dans la forme 
abstra i te donnée c i - d e s s u s le résu l ta t s 'appl ique cependant à bien 
d'autres groupes , sous la condition qu'i ls so ient r e p r é s e n t a b l e s comme 
quotients f in is X / v n X a s s o c i é s à un A-module noethérien . En 
revanche , c er ta ins modules c l a s s i q u e s ne sont pas de cet te forme: 
Par exemple le quotient d'exposant £ n du £ - groupe des c l a s s e s infi -
n i tés imales (2 du corps K^ es t bien un groupe fini , mais il ne 

s ' é c r i t pas comme quotient X / v n X d'un A-module noethérien X ; 
malgré tout , son ordre e s t donné asymptotiquement par une formule 
analogue à c e l l e p r é s e n t é e dans le théorème fondamental ( mais pais-
sant intervenir un invariant supplémentaire p ) . Nous donnerons plus 
loin une forme plus généra l e du théorème fondamental , permettant de 
rendre compte de ce type de s i tuation . 

Ensuite , il peut ê t re in téressant d'étudier ce qui s e produit 
lorsque la ~Z., - e x t e n s i o n c o n s i d é r é e K / K es t ga lo i s i enne sur un V 00 
s o u s - c o r p s F de K , par exemple lorsque K est abél ien sur F , de 
degré relat i f d = [K : F ] é tranger avec l . Cette s i tuation s e r e n -
contre naturellement lorsque , i étant impair , le corps F ne contient 
pas les r a c i n e s d - i è m e s de l'unité, et que l'on d é s i r e cependant fa ire 
appel à la théorie de Kummer : L 'extens ion cyctotomique K , engen-00 
drée su r K par les r a c i n e s d 'ordre £ - p r i m a i r e de l'unité , es t une 

- extens ion du c o r p s K = F [ Q̂  ] ; e l l e e s t abél ienne sur F ; et le 

(*) D'après les ré su l ta t s de la sec t ion II .2 , le groupe O^ s ' ident i f i e 
au groupe de Ga lois Ga I ( M n / K n ) de la K - extens ion abél ienne « t - r a -
mif iée maximale de , 



degré re lat i f d = [ K : F ] d iv i s e ( £ - i ) = C ® [ ] : ® ] . Dans c e cas , 
on re trouve les invariants de F à part ir de ceux de K en faisant appel 
à la décomposi t ion s e m i - l o c a l e de l 'a lgèbre de Galois G a l ( K / F ) . 
Mais il peut a r r i v e r auss i que la Z f i - e x t e n s i o n c o n s i d é r é e K / K ne t 00 
so i t pas abé l ienne sur le c o r p s de base F . P a r exemple , si F e s t le 
c o r p s des ra t ionne l s , et K une ex tens ion abé l ienne imaginaire de <û , 
de degré d divisant (i - 1 ) , l 'exact i tude de la conjec ture de Leopoldt 

pour K permet d'aff irmer qu'il e x i s t e exactement + 1 Z ^ - e x -

tens ions de K qui sont g a l o i s i e n n e s sur <H : la Z ^ - e x t e n s i o n cyc lo -çj 
tomique , qui e s t a s s o c i é e au c a r a c t è r e unité , et les — Z ^ - exten -
s i o n s g a l o i s i e n n e s mais non abé l i ennes sur © , qui sont a s s o c i é e s aux 
c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s imaginaires du groupe A = G a l ( K / < û ) . 
Dans c e c a s , les A - m o d u l e s é tudiés sont auss i des Z g [ A ] - m o d u l e s , 
et la rencontre de c e s deux s t r u c t u r e s s e traduit par des c o n g r u e n c e s 
s i g n i f i c a t i v e s sur leurs invariants d'Iwasawa ( c f . [Gi^ ] , [CK^ ] ) . 
Pour bien comprendre l 'or ig ine de c e s c o n g r u e n c e s , il e s t a l o r s n é -
c e s s a i r e d'étudier les groupes c o n c e r n é s en tant que A [ A ] -modu le s . 

b . - D é f i n i t i o n de l 'a lgèbre d'Iwasawa g é n é r a l i s é e . 

Dans tout c e qui suit , nous adoptons les convent ions s u i -
vantes : 

Conventions . -
(i) i e s t un ent ier premier . 

(ii) T A e s t un groupe profini , noté multipl icativement , 
A, 

produit s e m i - d i r e c t d'un s o u s - g r o u p e procyc l ique T , isomorphe à Z^,, 
et d'un groupe abél ien A , d 'ordre d é tranger a l . 

(iii) L'homomorphisme de A dans Aut F , qui définit la loi de 
groupe sur le produit T A , s e f a c t o r i s e par un c a r a c t è r e l - a d i q u e X X. 
du groupe A , c e que traduit l ' identité de conjugaison : 

(*) L e s c a r a c t è r e s imaginaires absolument i rréduct ib le s sont ceux qui 
prennent la va leur ( -1 ) sur la conjugaison complexe . 



où Y es t un progénérateur arb i t ra i re de T , et T un élément quelconque 
de A . 

(iv) H = Ker \ e s t le noyau du c a r a c t è r e \ , et m = ( A: H ) 
son ordre , qui d iv i s e d A (i - 1 ) . 

Cela étant , nous posons : 

DÉFINITION IV. 1 , 1 . - Nous appelons a lgèbre d'Iwasawa du groupe 
profini R A , et nous notons S = A [ A ] , l 'a lgèbre à produits c r o i s é s 

X. 
du groupe abél ien A sur l'anneau d'Iwasawa A = [ [ Y - 1 H > tordue 
par l ' identité : -1 Y( T) 

T Y T = Y > V T € A . 
Lorsque X e s t ' e c a r a c t è r e unité du groupe A , l 'a lgèbre A[A] 

es t l 'a lgèbre abél ienne de A à c o e f f i c i e n t s dans l'anneau A . Dans tous 
les autres c a s , A [ A] e s t une a lgèbre gauche , isomorphe au produit 
tensor ie l Z. [[ y - 1 ]] ZL/> [ A ] muni de la multiplication non com-

l 
mutative induite par l ' identité : 

( Y' ® T' ) ( Y ® T ) = Y' Y*^ ® T' T . 

Pour traduire commodément l ' identité de conjugaison qui d é -
finit la multiplication dans l 'a lgèbre A [ A ] , il es t naturel d' introduire 
l'élément réso lvant : 

6 = 4 Z X ( T - M [ Y X ( T ) - 1 ] • 
T € A 

Il vient , en effet : 

PROPOSITION IV. 1 . 2 . - La r é s o l v a n t e 6 at tachée à un progénérateur 
arb i t ra ire du groupe F sa t i s fa i t la congruence : 

(i) 9 = y - 1 ( mod ( y - i ) 2 A ) , 
ainsi que la re lat ion de commutation : 

(ii) T 6 T_ 1 = x( T) 6 , V T € A . 
El le es t éga le à ( y- 1 ) , lorsque x es t le c a r a c t è r e unité ; et , dans 
tous les c a s , e l l e permet d ' é c r i r e l 'a lgèbre d'Iwasawa ~Z.^ [[ y- 1 ]] 
s o u s la forme A = Z . [[ 0 ]] . 



Démonstration : Si r es t une rac ine de l'unité dans Zg , la formule du 
binôme nous donne l ' identité : 

- 1 = [ 1 + ( y - l ) ] r - 1 = Z ) ( Y - l ) k • r 
Y 

k=1 
11 vient donc : 

0 = ^ Z X " 1 ( T ) [ Y X ( T ) - I ] = ( Y - I ) + £ x ( T - , ) ( X (
K

T ) ) L < Y - I ) K , 
T € A k > 2 l u T € A V K 

ce qui établit la congruence annoncée . 
Enfin , s i t e s t un élément quelconque de A , nous avons : 

r e r - ' - i Ï X l a - ' l t , , » 1 " , - ' - » ^ £ x(c" V ) [ Y * , 0 T > - 1 ] 
CT € A A € A 

= X(T) E , 
ce qui achève la démonstration . 

COROLLAIRE IV. 1 . 3 . - Le centre C de l 'a lgèbre E est l 'a lgèbre 
Z ^ [[ (f™ ]] [ H ] du s o u s - g r o u p e H = Ker X de A , à coe f f i c i en t s dans 
l'anneau des s é r i e s formel l e s Z^ [ [ 0 m ] ] , où m es t l 'ordre du c a r a c -
tère x . 

L 'a lgèbre tordue Z = A [ A ] e s t u n C - module l ibre de dimen-
2 

s ion m ; e l l e contient A [ H ] comme s o u s - a l g è b r e commutative ma -
ximale ; A [ H ] es t de dimension m sur le centre C . 

Démonstration : D'après la proposit ion 2 , tout élément x de l 'a lgèbre 
^ ç [[ Y - 1 ]] s ' é c r i t comme s é r i e formel le en la ré so lvante 9 , i . e . 
x = Z x . 0 . La condition x € C s e traduit donc par l ' identité : 

k € N 

Z x k E K = x = T X T - 1 = Z x K T 8 K T ~ 1 = £ x k X K (T) 0 K , pour tout T de A, 
c ' e s t - à - d i r e x k ( X (T) - l) = 0 , V T € A , so i t encore x k = 0 , pour 
k ^ 0 ( mod m ) . D'où la c a r a c t é r i s a t i o n du centre . 

c . - D é c o m p o s i t i o n s e m i - s i m p l e de l 'a lgèbre E . 

Dés ignons par R * ( A) le s e m i - g r o u p e des c a r a c t è r e s des 
ZP [ A ] - m o d u l e s noethér iens et projec t i f s , par R ( A) le groupe 



d e s c a r a c t è r e s v i r t u e l s du groupe A sur l 'anneau . L ' o r d r e d du 
groupe abé l i en A étant s u p p o s é é t r a n g e r à 2 , l 'anneau R ^ ( A ) e s t 

muni d'un produit s c a l a i r e à v a l e u r s dans 

<cp, T > Z cp(T~1 ) I|/(T) ; 
T € A 

et à chaque c a r a c t è r e t - adique i r r é d u c t i b l e cp de A c o r r e s p o n d un 
idempotent primitif de l ' a lgèbre Z.g [ A ] : 

e =7: E cp ( T - 1 ) . 
* D T 6 A 

Dans la décompos i t ion s e m i - l o c a l e Z 0 [ A ] - © Z . [ A ] e 
S cp € R ( A ) * 

de l ' a lgèbre de groupe Z g [ A ] , chaque fac teur i so typique Z = 
Z g C A 1 e s ' i d e n t i f i e à l 'anneau local de s e n t i e r s d'une e x t e n s i o n c y -
c lotomique non r a m i f i é e de (H^ , qui a pour d e g r é [ Z : Z ^ ] le d e -
g r é d = < cp, cp ) du c a r a c t è r e cp . En p a r t i c u l i e r , tout Z £ [ A ] -cp 

module n o e t h é r i e n s a n s Z g - tors ion e s t somme d i r e c t e d ' e x e m p l a i r e s 
de Z , donc Z^ [ A ] - p r o j e c t i f . 

Malheureusement , c e t t e décompos i t ion s e m i - l o c a l e de l'ai -
g è b r e Z ^ [ A] ne s e r e l è v e pas toujours en une décompos i t ion d ' a l -
g è b r e de A [ A ] : la décompos i t ion à dro i te par les idempotents primi-
t i f s e induit bien une décompos i t ion de l ' a lgèbre E comme module à cp 
gauche s u r e l l e - m ê m e : 

E = © . 2 a v e c E = A [ A ] e , 
c p € R ^ ( A ) * * * 

mais les r e l a t i o n s de commutation (ii) montrent que c e t t e d é c o m p o s i -
tion n ' e s t pas compatible a v e c la s t r u c t u r e d ' a l g è b r e dès que X e s t non 
t r i v i a l . P l u s p r é c i s é m e n t , l ' ident i té (ii) s e traduit ici par une trans -
lation des c a r a c t è r e s : 

PROPOSITION IV. 1 . 4 . - L e s idempotents pr imit i f s e de l ' a lgèbre 
[ A ] , a s s o c i é s aux c a r a c t è r e s t - a d i q u e s i r r é d u c t i b l e s du groupe 

A v é r i f i e n t l ' ident i té de t rans la t ion : 
( i i i) 0 e = e 0 . 

cp cpX 

En p a r t i c u l i e r , les idempotents c e n t r a u x pr imit i f s de l ' a lgèbre E = A [ A ] 
sont les idempotents a s s o c i é s aux induits à A des c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s 
i r r é d u c t i b l e s du noyau H du c a r a c t è r e x • 



Démonstrat ion : Nous avons immédiatement : 

6 E = 7Î E cp( T ) G T~ ̂  = 4 E cp( T) X( T) G = e G , pour 
™ T € A T € A 

chaque c a r a c t è r e i - adique i r r é d u c t i b l e cp de A , et , plus généra -
lement : 

8 e = e 
X 

si e = 4 E $( T) T ^ e s t I ' idempotent de l'a Igèbre Z ^ [ A ] a s s o c i é 
T € A 

à un c a r a c t è r e l - adique J de R ^ ( A) , contenu dans le caractère 
r é g u l i e r ( i . e . à une somme f in i e d i s jo in te de c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s ) . 
L e s idempotents centraux sont donc ceux qui v é r i f i e n t l ' ident i té 
e T = e „ , c ' e s t - à - d i r e les idempotents a s s o c i é s aux c a r a c t è r e s $ , 

$ $ X 
contenus dans le c a r a c t è r e r é g u l i e r , et s t a b l e s par trans la t ion de X . 
L e s c a r a c t è r e s $ qui sont s t a b l e s par t rans la t ion de \ sont é v i d e m -
ment les c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s nuls e n - d e h o r s de H ; c e sont les 
" mult iples " de l'induit à A du c a r a c t è r e unité du s o u s - g r o u p e H . En 
e f fe t , dans la décompos i t ion absolument i r r é d u c t i b l e du c a r a c t è r e $ , 
la condit ion d ' i n v a r i a n c e $ x = X e x P r i m e l ' e x i s t e n c e d'un c a r a c t è r e cp, 
à v a l e u r s dans une e x t e n s i o n de Zn , vér i f i an t l ' iden t i t é : 

m ~ 1 A A 
§ = cp( 1 + X + . . . + X ) = c p . 1 | _ | . l l v ient en par t i cu l i er r e s ^ $ = 
m . r e s cp , et la r e s t r i c t i o n de cp à H e s t donc un c a r a c t è r e de R (H). H 

COROLLAIRE IV. 1 . 5 . - Dans la décompos i t ion i rréduc t ib l e 

£ = © , l e , de l ' a lgèbre E , l e s idempotents centraux 
$ € l n d ^ ( R ^ (H)) $ 

primit i f s e sont a s s o c i é s aux c a r a c t è r e s ( - a d i q u e s $ du groupe A 
qui sont induits par les c a r a c t è r e s € - ad iques i r r é d u c t i b l e s du noyau H. 
L e s f a c t e u r s i so typ iques E = E e , s ' iden t i f i en t aux a l g è b r e s tordues § $ 
A $ ® Z [ H ] [ A ] , OÙ A $ = Z $ [ [ 6 ] ] e s t l ' a lgèbre des s é r i e s 

f o r m e l l e s s u r l ' ex tens ion non r a m i f i é e Z de Z^ a s s o c i é e au c a r a c -

t è r e i - a d i q u e i r r é d u c t i b l e — R e s $ . Ce sont des a l g è b r e s gauches 

m M 
de dimension m^ s u r leur c e n t r e Z ^ [[ 6 m ] ] , qui cont iennent les A ^ 
comme s o u s - a l g è b r e s commutat ives maximales . 



Cela étant, le plan d'étude des A [ A ] - modules e s t c l a i r : 
déterminer d'abord la s t r u c t u r e et les p r o p r i é t é s des 

A , - modules : $ 
é tendre ensu i t e les r é s u l t a t s obtenus au c a s des E 

$ 
modules . 
Comme la somme d i r e c t e d e s a l g è b r e s l o c a l e s A ^ ( lorsque $ parcourt 
l ' ensemble des induits à A des c a r a c t è r e s i - a d i q u e s i r r é d u c t i b l e s de 
H) e s t l ' a lgèbre abé l i enne A [ H ] du groupe H à c o e f f i c i e n t s dans l'an -
neau d'Iwasawa A = Z ^ [[ 0 ] ] , la p r e m i è r e étape n 'es t autre que l ' é -
tude du c a s abé l i en X = 1 • 

2 . - S T R U C T U R E D E S A [ A ] - MODULES D A N S L E C A S ABÉLIEN . 

Nous supposons dans c e t t e s e c t i o n que X e s t le c a r a c t è r e uni -
té, c ' e s t - à - d i r e que A [ A ] e s t l ' a lgèbre abé l i enne du groupe A à c o e f -
f i c i e n t s dans l'anneau d'Iwasawa Z ^ [[©]] , où 0 = y - 1 e s t la r é s o l -
vante c o n s t r u i t e sur un progénéra teur a r b i t r a i r e du groupe T =* Zg . 

a . - P a r a m è t r e s a t tachés à un A [ A ] - m o d u l e noe thér ien . 

L o r s q u e l ' a lgèbre A [ A ] e s t abé l i enne , la décomposi t ion di -

r e c t e Z „ [ A ] = © Z . f A l e de l ' a lgèbre du groupe Z « [A] , 
1 cp € R £ ( d ) e 

comme somme d i r e c t e d'anneaux locaux complets de valuat ion d i s c r è t e 
Z , s e propage en une décomposi t ion d i r e c t e A[ A] = © Z [ [ 0 ] ] 

de l 'a lgèbre A [ A ] , où chaque facteur i sotypique A = Z ^ [ [ 0 ] ] e s t un 
anneau local complet r é g u l i e r de dimension 2 , et un A - m o d u l e l ibre 
de dimension d = [ Z : Z ^ ] = ( cp , cp > . 

Si donc X e s t un A [ A ] - m o d u l e noethér ien ( noté addit ive -
ment ) les r é s u l t a t s de S e r r e ( c f . [Se^ ] , § 5 ) permettent d i r e c t e -
ment d 'af f irmer que chaque composante i sotypique X ^ = e X es t 
pseudo - i somorphe , en tant que A - m o d u l e noe thér ien , à une somme 



d i r e c t e f in ie de A -module s é l é m e n t a i r e s i r r é d u c t i b l e s ; c e qui s ' é c r i t : cp 
p s % m . 

X ~ A ^ © [ © ^ A / / : A ] © [ © C p A A C p ' J A ] . cp cp i = o cp' ^ cp, i cpJ Lj = 0 cp' cpJ 

Dans ce t t e formule, les ( f .). n forment une famil le d é c r o i s -Cp, 1 I = 0 , . . . , Sçp 
santé de polynômes d i s t ingués de l'anneau Z ^ f Q ] (ordonnée par d i v i s i -
bi l i té) , et les {m . ) • _ , - , . sont des e n t i e r s nature l s non nu l s , 

cp, J j - u , . . . , t 

La pseudo-décompos i t i on e s t d ' a i l l e u r s e s s e n t i e l l e m e n t unique s o u s les 
condit ions é n o n c é e s . Autrement dit : 

THÉORÈME IV. 1 . 6 . - Tout A[A ] -module noethér ien X es t p s e u d o - i s o -
morphe à une somme d i r e c t e f in ie de A[A ] -modules i so typiques é l é m e n -
t a i r e s . P l u s p r é c i s é m e n t , pour chaque c a r a c t è r e -{,-adique i rréduct ib le 
cp du groupe A, il e x i s t e un unique tr iplet ( p , s , t ) d ' e n t i e r s natu-^ cp cp cp 
r e l s , une unique su i t e d é c r o i s s a n t e ( / " . ) . _ de polynômes ĉp, i i = 0 , . . . , Sjp 
d i s t ingués de l'anneau Z [ y - 1 ] , et une unique su i t e d é c r o i s s a n t e 

(m •) • _ n , d ' e n t i e r s na ture l s non nuls , t e l s que la c p - c o m p o -
cp, J J îq-) 

santé X = e X du module X so i t A [ A ] - p s e u d o - i s o m o r p h e à la somme 
cp cp 

d i r e c t e : 

p s t m 
X„„ - A j P © ( © * A J f „ , A j © ( © * h j l ï p ' J A j . 

J 
cp cp i = 0 cp " cp, ' cp j = 0 cp cp 

L'ent ier p e s t la dimension dirn* X du A -module X , et le po lynô-
cp Acp cp cp cp 

t Tn ; s 
me P = n ^ n ^ f . e s t le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de son 

CP j = 0 i = 0 «P»1 

s o u s - m o d u l e de A - t o r s i o n . cp 

DEFINITION IV. 1 . 7 . - Nous appe lons paramètres d'un A[A]-module 
noethér ien X les c a r a c t è r e s ^ -ad iques du groupe A dé f in i s à part ir des 
invariants d'Iwasawa des composantes i so typiques de X par les formules 

p = Z p cp , M = I u c p , et \ = £ X cp , 
cp ^ cp cp ^ 

où, pour chaque c a r a c t è r e ^-adique i rréduct ib le cp, les e n t i e r s p , X , 
et u mesurent r e s p e c t i v e m e n t la dimension dim, X de la f D -composante % Acp cp ^ 



s t 
de X , a insi que le degré Z deg f . et la | - v a l u a t i o n Z m 

1 = 0 « P ' 1 j = 0 « P ' J 

du polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de son sous -module de y\ - t o r s i o n . 
cp 

L'a lgèbre y\ étant e l l e -même un A-module libre de dimension 
cp 

d = <cp, çp>, un calcul d irect montre ainsi que les invariants c l a s s i q u e s 
d'Iwasawa d'un A [ / \ ] - f n ° d u ! e noethérien X , c o n s i d é r é comme A-module, 
ne sont autres que les d e g r é s r e s p e c t i f s des paramètres de sa A [ A i -
s t r u c t u r e . Ainsi , 

p 
dim A X = Z dim . A ^ = Z p d = deg p , 

A A cp cp cp cp ^ cp ^ 

et un résul tat analogue vaut pour les paramètres X et | j . 
Cela dit, sous la forme g é n é r a l e donnée c i - d e s s u s , les c a r a c t è -

r e s p, p, et a s s o c i é s à un A[A]-module noethérien, sont c a r a c t é r i -
s é s par le résu l ta t fondamental suivant : 

THEOREME IV. 1 . 8 . - Théorème des p a r a m è t r e s . - Soi t X un A [ A ] -
module noethér ien de paramètres p , JJ,, et X . S i V^ = <£n + 1 A + uun A d é s i -
gne l'idéa I de l'a Igèbre d'Iwasawa A = Z [[y - 1 ] ] , engendré par l'é lé— 

ment J(P+ ^ et le polynôme ou = ( y^ - 1 ) , il e x i s t e un unique c a r a c t è r e 
n 

n 

£-adique virtuel v du groupe A, tel que l 'ordre ^ n de la cp-composante 
du quotient X /V n X soi t donné, pour chaque c a r a c t è r e ^-adique i r r é d u c -
tible cp, et tout n a s s e z grand, par la formule : 

x n = < p , c p > ( n + l ) ^ n + < n , c p > . £ n + < X , c p > n + < v , c p > . 

La démonstration de ce résul tat fait l'objet de la sec t ion qui 
vient : 

Etude de la f i l trat ion d'un A f Ai-module noethér ien a s s o c i é e aux idéaux v 

PROPOSITION IV. 1 . 9 . - Pour chaque naturel n , dés ignons par 

V = £ n + \ + (A) A l ' idéal de l 'a lgèbre A = Z. [ [ y - 1 ] ] engendrée par l 'é lé 
n n z 

n + 1 jrï 
ment l et le polynôme u^ = y^ - 1. Alors : 



(i) L e s idéaux (v ) forment une su i t e exhaus t ive s t r i c t e -n n t in 
ment d é c r o i s s a n t e d' idéaux d ' indice fini de l 'a lgèbre d'Iwasawa 

z ^ y - i H - z ^ e ] . 

(ii) Un A [ A ] - m o d u l e compact X e s t noe thér ien s i et seulement 
s ' i l e x i s t e un n pour lequel le quotient X / V n X e s t fini ; auquel c a s les 
quotients X / v X sont tous d e s Z [ û ] - m o d u l e s f i n i s , n 

(iii) Un / \ [ A ] - m o d u l e noethér ien X e s t fini s i et seulement si 
les s o u s - m o d u l e s X sont nuls pour n a s s e z grand. 

Démonstrat ion : L ' a s s e r t i o n (i) e s t s a n s mal ice : D'un cô té , comme (JUq e s t 
égal à y - 1 = 6> l ' idéal VQ e s t préc i s ément l ' idéal maximal 50) de l 'a lgèbre 

A ; et l ' identité ( Y ^ - = ( Y ^ N + l ) + l ) P ( Y ) , où P e s t un po ly -
nôme convenable de l'anneau Z [ y ] montre, par une r é c u r r e n c e é v i -
dente, que vn e s t contenu dans la p u i s s a n c e ( n + l ) - i è m e de l' idéal 03}. 
D'un autre cô té , un calcul immédiat donne 

(A: Vn) = | ( z A n + 1 z ) [ r n ] | = i { n + ] ) i n , 

c e qui établ i t ( i ) . L e s a s s e r t i o n s (ii) et (ii i) r é su l t en t a l o r s du fait que 
les idéaux (v ) forment une b a s e de v o i s i n a g e s de 0 dans l 'a lgèbre n nçïM 3 a 

compacte Z . [ [ y - 1 ] ] . 

Cela étant, le théorème 8 r é s u l t e d'une su i t e de cinq lemmes 
et du ca lcul de l ' indice (Y : Vn Y) lorsque Y e s t é l émenta i re : 

LEMME I V . 1 . 1 0 . - S o i e n t Z une ex tens ion f in ie non rami f i ée de Z . , cp l 
et f un polynôme dis t ingué de l 'anneau Z ^ y - 1 ] . Pour chaque naturel 
n a s s e z grand, il e x i s t e a l o r s deux polynômes a^ et b^ dans Z [ y - 1 ] 

» - 1 k J n ^n + 1 
qui vér i f i en t : y = = 4 ( 1 + 4 , 3 ) + b / . L ' é l é m e n t 

k = 0 wn n n 
(1 + £ a ) e s t i n v e r s i b l e dans A • n cp 

/ ^ \ 

Démonstrat ion : Ra i sonnons dans l'anneau quotient Z [ y - 1 ] / f Z [y-cp cp 

( • ) Ce ré su l ta t peut ê t r e r e g a r d é comme une g é n é r a l i s a t i o n de [ S e ] , § 5 , 

th. 8 (ii i) ; c f . a u s s i [ O r ] , lemme p. 18. 



Si e e s t le degré du polynôme f , nous avons ( y - 1 ) e = 0 (mod l ) , et 
_ . n - 1 _ n - 1 _ __ 

donc y ^ - 1 = ( y - 1 H = 0 (mod £ ) , dès que n es t a s s e z grand. 

Cela étant, il suit y ^ 1 = 1 (mod l ) , puis y-t = 1 (mod ) , et enfin : 

» _ i ^ .n _ 2 
y ^ = £ (mod £ ) ; c e qui e s t le résul tat annoncé . 

k = 0 

LEMME IV. 1 . 1 1 . - So i t Y = T © P un A [A]-module é lémenta ire , somme 
d irec te de son sous -module de A - t o r s i o n T et d'un sous -module p r o j e c -
tif P . Pour chaque naturel n , posons ônY = + ^Y fl «JpY. Nous avons 

r> n n n n - n n n ^n n - n n^ 
ô

n y = § T © B P , avec ônT = l ° a ° T et a n P = — l ° ô ° P , 
X 

pour nQ a s s e z grand, et tout n plus grand que nQ . 

Démonstration : Tout A[A]-module noethér ien et project i f P étant f a c -
teur direct d'un module l ibre, nous avons immédiatement 
ônP = ^ fl uunP = i n + 1 uunP , par un argument de fac tor ia l i t é ( les 
fac teurs locaux A de l 'a lgèbre A[A] sont des anneaux r é g u l i e r s donc 

^ n ""n n ~ n n 
f a c t o r i e l s ) . En part icu l ier , il suit 3 P = l ° b ° P , comme an-
noncé . ° 

Cons idérons maintenant le sous -module de tors ion T . S e s f a c -
teurs indécomposables , en nombre fini , sont de deux types : des quotients 
de la forme A /-t™ A > d'une part ; des quotients de la forme A / / A > 

cp cp cp cp 
a v e c f d ist ingué dans Z [ y - 1 ] , d'autre part . Dés ignons par S la somme 
d irec te des s e c o n d s . Pour n a s s e z grand, nous avons £ n T = J(Ps , et donc 
ônT = ô n S . Appliquons maintenant le lemme 10 à chacun des fac teurs 
indécomposables de S . Pour n a s s e z grand, d i sons n > nQ , nous o b t e -

nons S = lS , d'où : 
œn 

n - n n + 1 uu _n_ , n + _ n <_ , o o n _ _ s s = i s n t u s = i i s n — m s = n ui n n o 
• i ° n - n n + 1 n - n n 

= l ° [1° S f l u J n S ] = ^ ° Ô ° S ; 
o 

ce qui e s t le résu l ta t attendu. 



LEMME IV. 1 . 1 2 . - S o i e n t Y un A[A]-module é lémenta ire , et X un s o u s -
module d' indice f i n i . Pour chaque c a r a c t è r e £-adique i rréduct ib le cp du 
groupe A, la su i t e ( ( ônY : cTx ) ) des m-part ies des indices 

n n cp cp n 6 IN ^ 
(ô Y : 5 X) e s t s t a t i o n n a i r e . 

tor Démonstrat ion : Dés ignons par Y le s o u s - m o d u l e de tors ion de Y , et 
no tons pr la project ion canonique Y -» Y / Y t 0 r . Nous avons : 

n # n ( 5 % : + S^cp) (Pr ( 5 % ) : pr ( 5 % ) ) 
V ô Xcp " { ô n y t o r + ô n x n x } " ( ^ t o r . ^ t o r , 

cp cp cp cp cp 

tu 
D'un cô té , le lemme 1 1 nous donne pr ( ô n + ^Y ) = 1 —û-i—p r ( ônY ) ; 

(JJJ 

et comme nous avons tr ivialement p r ( ô n + ' x ) z> £ n + pr ( dnX ) , le numé-cp «Jn cp 
rateur , qui va donc d é c r o i s s a n t pour n a s s e z grand, e s t s ta t i onna ire . 

r-.. * : -n + 1 w t o r . .n . .tor D'un autre coté , nous avons ô Y = JL 3 Y et cp cp 
. n + l ^ t o r , ^n v t o r . . , .. . . , , ô X = -t ô X , pour n > n par une extens ion f a c i l e du lemme 11, 

* n n o ° 
puisque 1 ° Y et £ X sont annulés par un même polynôme d i s -

cp cp nQ 
tingué f Ç Z [ y - l ] , Comme la multipl ication par £ a tué le sous -module 

de Z . - t o r s i o n de Y t 0 r , la multipl ication par l e s t in jec t ive sur £ ° Y t o r 

l cp cp 
et le dénominateur e s t s ta t ionna ire pour n > nQ . 

LEMME IV. 1 . 1 3 . - S o u s les hypothèses du lemme 12, la su i t e 
( ( v Y : v X ) ) des m-par t i e s des indices (v Y : v X) e s t s ta t ion -n c p n c p n Ç I N ^ K n n 
n a i r e . 

Démonstrat ion : Dans la su i t e exac te cour te de A[A]-modules f in i s 

0 - ônY / ô n X - U n + 1 Y A n + 1 X ) @(u) Ycp/o) X ) - V Y / v X - 0 , cp cp cp cp n n cp n cp n cp 

les termes médians, qui vont d é c r o i s s a n t , sont s t a t i o n n a i r e s . Le résu l ta t 
annoncé r é s u l t e donc directement du lemme 12 p r é c é d e n t . 

LEMME IV. 1 . 1 4 . - So i en t X un A [A]-module noethér ien , et Y l'unique 

cp UJn cp 



A [ A ] - m o d u l e é l é m e n t a i r e auquel il e s t p s e u d o - i s o m o r p h e , Pour c h a -
que c a r a c t è r e ^,-adique i r r é d u c t i b l e cp du groupe A, la s u i t e de s quotients 
( (X : v X ) / ( Y : v Y ) ) e s t s t a t i o n n a i r e . 

cp n cp cp n cp n t in 

Démonstrat ion : P r e n o n s un p s e u d o - i s o m o r p h i s m e t de X dans Y , et c o n -
s i d é r o n s la s u i t e e x a c t e c o u r t e : 

q ^ n ^ x _t^ y ^ c ^ q 

L e noyau N et le conoyau C étant f i n i s , c h o i s i s s o n s nQ a s s e z grand pour 
avo ir N f l Vn X = 0 , et v„ C = 0 , i . e . v Y c tf(X) . Pour chaque n > n , rio no ' n o 
nous obtenons a l o r s la s u i t e e x a c t e 

0 — > £ ( v n Y ) / v n X — > X / v
n

X — ^ Y / / v n Y — * C — * 0 ' e t p O U r c h a c l u e 

c a r a c t è r e .{,-adique i r r é d u c t i b l e cp du groupe A, la c p - p a r t i e de l 'ordre 
du terme de gauche , qui e s t donnée par la formule 

t( V Y ) : V X ) = |N I (V Y : V É ( X ) ) , e s t c o n s t a n t e pour n a s s e z n cp n cp 1 cp ' n cp n cp 
grand, en ver tu du lemme 1 3 . 

- S u i t e s p a r a m é t r é e s de Z f A l - m o d u l e s f i n i s . 

DÉFINITION IV. 1 . 1 5 . - Nous d i s o n s qu'une s u i t e (X n > n ç jsj d e Z [ A i -

modules f i n i s e s t p a r a m é t r é e par les c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s v i r t u e l s 

p = E p cp, u = E u cp, X = E X cp, et v = E v cp, l orsque , pour K cp cp ^ cp cp cp cp cp cp ^ 
x ^ 

chaque c a r a c t è r e ^ -ad ique i r r é d u c t i b l e cp du groupe A, l ' ordre l n de 
la c p - c o m p o s a n t e X n = e X n du module X n e s t donnée asymptotiquement 

( * • ) 
par la formule : 

< p , cp>(n + 1 ) < | j , cp>-t,n+ < X, cp>n + < v , cp> = 

i / .n + 1 , .n . , , \ = d ( p ni + u . l + \ n + v ) . 
cp cp cp cp cp 

R e m a r q u e . - L ' e n t i e r x ^ étant toujours pos i t i f , le c a r a c t è r e p i n t e r v e -

( * ) S i X n ' e s t pas de tors ion , il n ' e x i s t e pas toujours de p s e u d o - i s o m o r -
phisme de Y dans X . 
( • • ) Cette déf in i t ion e s t plus r e s t r i c t i v e que c e l l e de [ J a ] . 



nant dans la définit ion es t toujours pos i t i f . Il en e s t de même du c a r a c -
tère |j si p es t nul, et du c a r a c t è r e x si p et [j, sont tous deux nu l s . 
En revanche , il peut a r r i v e r que les c a r a c t è r e s x ou |_i ne so ient pas 
dans R* ( A ) , dès lors que le c a r a c t è r e dominant y e s t . Des exemples 

sont donnés dans la s ec t ion 2 . 

Compte tenu du lemme 14, le théorème 8 r é s u l t e de la propo-
s i t ion su ivante : 

PROPOSITION IV. 1 . 1 6 . - So ient Y un A[A]-module é lémenta ire , et 
^n / l " l 'ordre du quotient Y / V n Y . 

(i) Pour Y = A , il vient : y = d ( n + l ) £ n . 
cp n cp 

(ii) Pour Y = A / - t ™ A , il vient : y = d m £n = <m cp, c p > i n 

cp cp n cp 

(i i i) Pour Y = A / / A , il vient : y = d (n - n ) deg / + cp cp n cp o nQ 

te < d e g / . cp , c p > n + < c cp, cp 

Démonstration : Dist inguons les t ro i s c a s : 

(i) Pour Y = A , nous avons Y / v Y — (Z / ^ n + 1 Z ) [ r ] , 
cp n cp cp n 

a v e c Tn= Y/V1 =- Z/<£,nZ ; d'où 

y = (n + 1 ) d I n . 
' n cp 

(ii) Pour Y = A / / " a , e t n + 1 > m , nous avons : 
cp cp 

• .n 
y = m d l . n cp 

(iii) Pour Y = A / f h , ' e lemme 10 nous montre que pour n cp cp n - nQ 
a s s e z grand, d i sons n > n , nous avons v Y = £ V Y ; d'où : o n nQ ' 

n - n 
(Y : V Y) = (Y : V Y) ( V Y : l % n Y) ; 



et v n Y , qui e s t d ' ind ice fini dans Y , e s t un Z -module l ibre de d imen-
o . cp 

c 0 d 
s ion deg . f . Notons £ a v e c c ÇBM, l ' ordre du Z -module fini o cp 
Y / v n Y . Nous obtenons , comme attendu : 

o 
te te y = y + d (n - n ) deg / = d [n deg / + c ] , a v e c c = c - n deg f . 

o ^ 'P 

Dans le théorème 8 , le cho ix de la fami l le ( v ) e s t s u g g é r é ' n nÇM 
par la t h é o r i e de Kummer. Néanmoins , d ' a u t r e s cho ix sont p o s s i b l e s , com-
me le montre le r é s u l t a t su ivant : 

THEOREME IV. 1 , 1 7 . - S o i t X un A[A ] -module n o e t h é r i e n de paramètres 

p,H> e t x dans R ^ ( A ) . P o u r chaque ent ier re la t i f k , et tout n a s s e z 
l • n + k grand, d é s i g n o n s par v u

 = -t A + œ A l ' idéal de l ' a lgèbre d'Iwasawa n , K n 
n + k pn 

A = Z [[y - 1 ] ] e n g e n d r é par l 'é lément £ e t le polynôme = y l - 1. 
La s u i t e de s quot ients ( x / v n ^X) e s t a l o r s une s u i t e paramétrée de 
Z [A ] -modules f i n i s , de p a r a m è t r e s p , | u + ( k - l ) p , x, et , pour un 

•C 
c a r a c t è r e ^,-adique v ir tue l convenab le v^ du groupe A. 

En p a r t i c u l i e r , les p a r a m è t r e s p et x sont indépendants du 
cho ix dé k ; il en e s t de même du paramètre |_i, s i X e s t de t o r s i o n . 

Démonstrat ion : Ce r é s u l t a t s ' é t a b l i t exactement comme le théorème 8 ; 
il s u f f î t pour c e l a de r e p r e n d r e l e s lemmes 11 à 14 , en remplaçant v 

.n + 1 ,n + k . . . , r > • t i par V , . , i . e . £ par 1 . La d i f f é r e n c e provient de la p r o p o s i -n "t* K 
tion 16 ( i ) . En e f f e t , pour Y = A , " vient : 

n + k * d (n + k U " 
Y ^ n f k Y a - ( V 4 V C r n ] ' d ' ° Ù : ( Y : V n , k Y ) = ^ * 

c e qui conduit à la formule : 
k k y n |< = <cp> c p > ( n + 1 ) ^ + <(k - l ) cp, cp>-t . 

L o r s q u e le module X n ' e s t pas de tors ion , le cho ix de k dans 
l 'étude des quot ients X / v n ^X modif ie donc le paramètre | j . 

Le lien e n t r e c e d e r n i e r théorème et l es r é s u l t a t s c l a s s i q u e s de 
la théor i e d ' Iwasawa e s t donné par les deux p r o p o s i t i o n s s u i v a n t e s . 



PROPOSITION IV. 1 . 1 8 . - S o i t X un A[A]-module noe thér i en et de t o r -
s ion , de p a r a m è t r e s p. et X . S i l es modules quotient X^ = X/uun X sont 
f i n i s , a l o r s : 

(i) Il e x i s t e un c a r a c t è r e ^ -ad ique v ir tue l v , tel que la s u i t e 
(X n ) n ^ gsj so i t p a r a m é t r é e par les c a r a c t è r e s p = 0 , p., X, et v . 

n -I- k 
(ii) P o u r chaque ent i er re la t i f k f i xé , les s o u s - m o d u l e s £ X^ 

sont deux à deux i somorphes pour n a s s e z grand . 

Démonstrat ion : Il su f f i t nature l lement de f a i r e la démonstrat ion lorsque 
X e s t i s o t y p i q u e . 

(i) S u p p o s o n s donc X i so typique de c a r a c t è r e cp, et c o n s i d é -
r o n s les quot ients f i n i s X/uu n X. Nous pouvons é c r i r e : 
( X : ou X ) = ( X : V X ) ( v X : W X ) . D ' a p r è s le théorème 8 , le r é s u l t a t annon-n n n n 
c é s e r a donc établi s i nous montrons que le groupe wnX e s t constant 

pour n a s s e z g r a n d . Or nous avons v X / o j X = ( / , N + ' x + uu X ) / a i X = 
n n n n 

t n + ] x / ( i n + ' x n (JUnX) = In+ ]x/bnx ; et , pour n a s s e z grand, la mult ip l i -
n 4* T cat ion par i, tue le s o u s - m o d u l e de Z - t o r s i o n . Nous ne r e s t r e i g n o n s cp 

donc pas la g é n é r a l i t é en supposant X s a n s Z - t o r s i o n , c ' e s t - à - d i r e 
(en ver tu du théorème de s t r u c t u r e r a p p e l é en a) d ' indice fini dans un 
A -module é l é m e n t a i r e de polynôme c a r a c t é r i s t i q u e f d i s t ingué dans cp Z [ y - 1 ] . Ce la étant , d ' a p r è s le lemme 1 0 , nous obtenons 

cp n - n Q 
o) X = l uun X , pour n > n , d'où : n 1 'Q o 

. . n - n n n + 1 n 
v n x / a ) n x - ^ x / i ° a ° x - 1 ° x / a ° x - v n x / u u n x , 

o o 
comme a n n o n c é . 

(ii) Il v ient de même : ^ n + k X n - 4 n + k X / ( ^ n + k X fl ounX) -
. n - n n + k 

=*in + K X / l ° { l ° X n «jn X ) , d 'où : 
o 

n + k n +k n +k 
in + kxn x / u ° x n oon x ) = i ° x n , 

o o 
comme at tendu. 

PROPOSITION IV. 1 . 1 9 . - S o i e n t X un A[A]-module noe thér i en et de 
tors ion , de p a r a m è t r e s |j et X, et Y un s o u s - m o d u l e d ' indice f i n i . S u p -



o)n 

posons cho i s i un ent ier naturel m , tel que les quotients X^ = X/-^— Y 
so ient f in i s , pour chaque n > m . A l o r s : m 

(i) Il e x i s t e un c a r a c t è r e £ -ad ique v ir tue l v tel que la su i t e 
( X n ) n > m so i t paramétrée par les c a r a c t è r e s p = 0 , |_t, x, et v . 

n +k 
(ii) Pour chaque en t i er re la t i f k f ixé , les s o u s - m o d u l e s 1 X n 

sont deux à deux i somorphes pour tous les n a s s e z g r a n d s . 

Remarque : Ce dern ier ré s u l t a t peut ê t r e r e g a r d é comme une g é n é r a l i s a -
tion de la propos i t ion 18 c i - d e s s u s , qui c o r r e s p o n d au c a s Y = " 
a l 'avantage de pouvoir s ' app l iquer , pour un cho ix a r b i t r a i r e de Y , lors 
même que les quot ients X/uunX ne sont pas tous f in i s , c e qui a lieu l o r s -
que c e r t a i n s des polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s f des c p - c o m p o s a n t e s de X 
admettent des f a c t e u r s cyc lo tomiques ( i . e . des d i v i s e u r s de la forme 
ou + i 

, pour un n dans N ) . En e f fe t , pour m a s s e z grand et n > m , les 
"Vi ' uu 

polynômes sont é t r a n g e r s à tous les f , et les modules quotients 
uu m ^ 

Y / —~ Y sont donc f i n i s . 
" • L m 

Démonstrat ion : Ici e n c o r e , nous pouvons s u p p o s e r X isotypique dans 
la démonstrat ion . 

ai «J 
(i) L ' é g a l i t é (X : — Y) = (X: V)(Y : — Y) permet de ne c o n s i -

"LU, 
m m 

d é r e r que le c a s X = Y . Cela étant, notons K m le noyau de uun dans Y , et Z le quotient Y / K . La s u i t e ( K ) su i t e c r o i s s a n t e de s o u s -' m n n € N 
modules d'un A [A]-module noe thér ien , e s t s ta t i onna ire ; nous avons donc 
K , = K pour n a s s e z grand, d i s o n s n > n . D ' a p r è s la su i t e e x a c t e n + 1 n K a » o K 

courte canonique 

uu tu 
0 — > K / — K — » Y / ~ Y — > uu Y/uu Y — 0 , m ' uu n ' uu m ' n ' m m 

uun 
l ' indice (Y : Y) s e s c i n d e en deux f a c t e u r s : 

m UJ (JU 
- le premier , (K : — K ) = (K : — K ) = K ' m uu n m uu n uu w m m o n n uu au 

= (K :—— K ) ( — - K : ~ K ) s ' é c r i t e n c o r e (K : — K ) = 
m (JU n uu n uu n m u u n m o m o m o m 

uu uu „ _ uu n n n - n n 
= (K : — ° K ) ( — - k : l ° — - K ) , d ' a p r è s le lemme 10 appliqué 

m o m o m o 



au module K annulé par le polynôme d i s t ingué «j . Dans la formule o b t e -

\ nue. le module K , qui e s t d ' ind ice fini dans K , e s t somme d i r e c t e 
' ai n ' m ' m o 

d'un module fini et d'un Z -module l ibre de dimension deg f , s i 
cp •'m ' 

f = f m » f X
m e s t la décompos i t ion du polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de Y comme 

produit d'un polynôme d i s t ingué / d iv i sant une p u i s s a n c e de uu et d'un 
polynôme é t r a n g e r à uum . 

- le s e c o n d fac teur (eu Y : au Y) = (tu Z : ou Z) s ' é c r i t e n c o r e m n m n 
(Z : (junZ) 
7= =r . Comme il e s t f in i , le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e f 1 du A -module (Z : m Z) Jm n c p m ^ 
Z e s t é t r a n g e r à tous les uun ; et l ' indice (Z : t«nZ) e s t donc donné par la 
propos i t ion 1 8 . 

Récapi tu lant le tout, nous obtenons le r é s u l t a t at tendu. 

(ii) Tout comme pour la propos i t ion 18, nous obtenons pour n 
• ,. „n + k . , .n + k ^ / i ,n + k u „ "n v / i a s s e z grand, d i s o n s n > n : l X — l x / [ l X D Y) = o n uu m 

n - n n + k mn n + k n + k œn n + k 
= i n + k x / i ° ( 1 ° x n — - y ) X / U ° x n — 2 Y) = x , 

wm ^m n 

c e qui a c h è v e la démons tra t ion . 

uu 

3 . - S T R U C T U R E D E S A T A I - M O D U L E S D A N S L E C A S METABELIEN . 

Nous s u p p o s o n s ici que X n ' e s t pas le c a r a c t è r e uni té . Nous 
notons H son noyau dans A, et m = (A H) s o n o r d r e , qui d i v i s e d et 
( • t - l ) . Dans c e c a s , l ' a lgèbre £ = A [ A ] e s t somme d i r e c t e d ' a l g è b r e s 

2 
g a u c h e s £ = J[ ® rL, -, ̂  f AU > de dimension m sur l eurs c e n t r e s r e s -

Ç $ i f -» [_H J </ 

p e c t i f s Z ^ [ [ G m ] ] , et qui cont iennent les comme s o u s - a l g è b r e s 
commutat ives m a x i m a l e s . En p a r t i c u l i e r , s i F , = Q _ ( ( 0 n ) ) d é s i g n e le $ $ 
c o r p s des f r a c t i o n s de l ' a lgèbre C * . le t e n s o r i s é F» <8u E, e s t une a l -$ $ C $ § 
g è b r e s imple c e n t r a l e s u r F ^ , qui cont ient Q ( ( q ) ) comme s o u s - c o r p s 
commutatif maximal . 



a . - D e s c r i p t i o n des E-modules pro jec t i f s de type fini . 

Dans l 'étude pré l imina ire (§ 1, c) nous avons dis t ingué deux s o r -
tes d' idempotents dans l 'a lgèbre £ : 

- les idempotents primit i fs e = ~ £ C Û ( T - 1 ) T , qui sont a s s o -ie a ^ 
* t € A 

c i é s aux c a r a c t è r e s <t.-adiques i rréduct ib le s cp du groupe A . 

- les idempotents centraux primit i fs e = Z e , qui sont a s s o -
$ i * <ï> cp I $ ^ 

c i é s aux induits à A des c a r a c t è r e s /t-adiques i rréduc t ib l e s du s o u s -
groupe H . 
L e s p r e m i e r s gouvernent la décomposit ion de E comme module sur e l l e -
même, les s e c o n d s sa décomposit ion d ' a l g è b r e . 

PROPOSITION IV. 1 . 2 0 . - L ' a l g è b r e E = A [ A ] e s t somme d irec te d'un 
2 

nombre fini d ' a l g è b r e s gauches E^ de dimension m sur leurs c e n t r e s 
r e s p e c t i f s C^ ; chacune des a l g è b r e s commutatives C^ e s t un anneau 
local complet r é g u l i e r de dimension 2 . En part i cu l i er , tout E-module 
project i f de type fini e s t somme d i r e c t e e s s e n t i e l l e m e n t unique de E -
modules pro jec t i f s indécomposables de type f i n i . 

(i) La décomposit ion de l 'a lgèbre E , comme module sur e l l e -
même, e s t donnée par : 

E = © E e = © [ © S e ] . 

c p € R ^ r ( A ) * $ € l n d £ ( R ^ r ( H ) ) * 

(ii) Pour chaque c a r a c t è r e $ € Ind.^. (R!Tp (H) ) , il e x i s t e rru 
H $ 

c l a s s e s d ' i somorphie de E^-modules noe thér i ens projec t i f s et indécompo-
s a b l e s , s i m , dés igne le nombre de c a r a c t è r e s ^,-adiques i rréduct ib le s $ cp intervenant dans la décomposit ion de $ ; e l l e s sont r e p r é s e n t é e s par 
les m -modules E . 

f cp 

Démonstrat ion : Le fait que tout E-module noethér ien X s ' é c r i v e de façon 
e s s e n t i e l l e m e n t unique comme somme d i r e c t e d ' indécomposables r é s u l t e d i -
rectement du théorème de Krul l -Schmidt appliqué à chacune des com-

(*) Pour plus de déta i l s sur le théorème de Krul l -Schmidt , on pourra 
consu l ter [ R e ] , p. 88 . 



posantes loca les X^ : l 'a lgèbre E^ es t un module de type fini sur son c e n -
tre C I ; et l'anneau C e s t local , complet et noe thér i en . Bien entendu, si $ * $ 

X es t project i f , il en e s t de même de s e s fac teurs d i r e c t s . 

(i) La décomposit ion d i r e c t e de E e s t immédiate ; il suff i t 
donc de v é r i f i e r que les modules E e sont indécomposab le s . Et ce la r é s u l t e cp 
du fait que, pour chaque E^-module project i f noethér ien et indécomposable 
I , le t e n s o r i s é F , <8u I e s t somme d i r e c t e d 'exempla ires de Q , ( ( 0 ) ) . $ C r $ $ 

(ii) D 'après c e qui p r é c è d e , il r e s t e à montrer que deux modules 
E e et E e , , a s s o c i é s à des c a r a c t è r e s d i s t inc t s , ne sont pas E- i somor-

cp t[r 
p h e s . Ce problème ne s e pose , d 'a i l l eurs , que lorsque cp et ty sont deux 
fac teurs i rréduc t ib l e s d'un même c a r a c t è r e § £ Ind^\ (H) ) . Cela étant, 

H 

supposons qu'il e x i s t e un tel i somorphisme / , et notons Xe^, avec 

X = E X- g1 € Z [ [ e ] ] , l ' image de e . D'un côté , nous aurions X € Z [ [ g ] ] * , 
i € N 1 $ "P $ 

* 
i . e . X € Z _ , puisque f e s t un i somorphisme ; et d'un autre e , \ e , = o $ ^ f f 
e , f(e ) = f(e , e ) = 0 , d'où X = 0 : une contradic t ion . 

f cp l|f cp O 

SCOLIE IV. 1 . 2 1 . - L e s E-modules noe thér i ens qui sont E-project i f s sont 
exactement ceux qui sont C - p r o j e c t i f s ( i . e . projec t i f s sur le c en tre 
C = Z [ [ 6 m ] ] [ H ] de l 'a lgèbre E ) . 

Démonstrat ion : Le résu l ta t s e r a acquis si nous montrons que tout E-
module X , noethér ien et C - p r o j e c t i f , e s t un facteur d irect de son t e n s o -
r i s é X = E <8U X . Or ce la e s t c l a i r , puisque la su i t e exac te canonique 

E L 

0 — » Ker b — X ^ z f i t X —S* 0 , r E q 

déf in ie par p(cr<g>x) = crx , e s t s c i n d é e par l 'application : 

x I — 4 E T ' ® ( T X ) . 

t € A 

PROPOSITION IV. 1 . 2 2 . - Tout idéal project i f de l 'a lgèbre E s ' é c r i t 
comme somme d i r e c t e indécomposable d' idéaux principaux 

m 
1 = © © 1 s ; > a v e c 1 s ; = z ; = x * ; • 

A I N R I - 1 1 1 1 $ 1 

i e i n d £ ( R ' j ; r ( H ) ) 1 - 1 
H 



Dans ce t t e décomposit ion, chaque idéal I . e s t so i t nul, auquel 
c a s l 'élément x x . e s t nul, so i t i somorphe à l'un des rn, modules E pour 

$ , i ' $ cp 
cp i rréduct ib le contenu dans $ , auquel c a s l 'élément x ^ j e s t invariant 
par multiplication à gauche par e ; nous d i sons a l o r s que x , . e s t i s o -cp l , i 
typique de c a r a c t è r e cp» 

Démonstrat ion : D 'après la proposi t ion 2 0 , tout idéal project i f I de l 'a l -
gèbre E s ' é c r i t comme somme d i r e c t e d' idéaux indécomposables p r i n c i -
paux I = E x = Ei x ^ E, e = E e . Cela étant, les re la t ions d 'orthogo-

cp cp $ cp $ cp cp 

nal i té des idempotents donnent immédiatement e^ x = 0 , pour \|r / cp, i . e . 
x = e x , comme annoncé . Enfin, pour chaque c a r a c t è r e $ Ç Ind/\ (R__ (H) ) , 

cp cp cp H 
le nombre de f a c t e u r s Ix . intervenant e f fect ivement dans la décomposit ion 

§ » 1 

es t majoré par l 'ent ier m , f puisque chacun d'eux es t un Ai-module l ibre de 
• m ( * ) $ $ 

dimension . 
m $ 

THEOREME IV. 1 . 2 3 . - Tout ET-module noethér ien s a n s A x - tors ion e s t c o n -$ § 
tenu comme s o u s - m o d u l e d' indice fini dans un E^-module pro jec t i f . Autre -
ment dit, tout E-module noethér ien , dont les $ -composantes sont sans h -
tors ion , e s t p seudo- i somorphe à un E-module noethér ien et pro jec t i f . Nous 
d isons qu'un tel module e s t q u a s i - p r o j e c t i f . 

Démonstrat ion : D'après le théorème de s t r u c t u r e établi dans le c a s a b é -
lien (th. 6 ) , pour tout A^-nodule noethér ien et s a n s tors ion X , il e x i s t e 
un A^-module l ibre L qui contient X comme s o u s - m o d u l e d' indice f in i . 
Tout le problème c o n s i s t e donc à montrer que si X e s t un E x-module, il 
en e s t de même de L . Dés ignons par Z [[0 ] ] le c e n t r e de l 'a lgèbre 
£ , et par F ^ = Q ^ ( ( 9 m ) ) son c o r p s des f r a c t i o n s . Pu i sque X es t d' indice 
fini dans L , le produit t ensor ie l F L , qui contient L de façon c a n o -

s ^ $ 
nique, s ' iden t i f i e au produit X : c ' e s t donc un £ , - m o d u l e . R e s t e à $ C $ $ 
v é r i f i e r que L e s t s tab le pour l 'action de £ . Pour chaque élément T de A, 
le conjugué L T d e L contient X T = X comme s o u s - m o d u l e d' indice fini ; le 

(*) On prendra garde au fait qu'un module indécomposable donné E^peut 
ainsi ê t re r e p r é s e n t é p l u s i e u r s f o i s dans la décomposit ion d'un idéal I , 
c e qui ne peut a r r i v e r lorsque I es t égal à 



s o u s - m o d u l e L.'= £ L T de F <g>_ L engendré par L e s t donc une e x t e n -
T € A $ 

s ion de L qui e s t d ' indice fini (L 1 : L ) . A son tour L1 e s t contenu comme 
s o u s - m o d u l e d ' indice fini dans un A «"-module l ibre L n , inc lus dans 

$ 

F , <8u L , et i somorphe à L . Cela étant, s i h e s t l 'endomorphisme de 

L qui envo ie l_" s u r 1_, le déterminant det h e s t n é c e s s a i r e m e n t i n v e r -
s i b l e puisque l ' indice (l_" : L) e s t f in i . Autrement dit, h e s t invers ib l e , 
et L es t égal à t_" , donc à !_' : Le module L e s t bien s tab le pour l ' ac -
tion de ; comme il e s t j \^- l ibre, il e s t E^-projectif en vertu du s c o l i e 
21 ; enfin, il contient X comme s o u s - m o d u l e d ' indice f in i . 

COROLLAIRE IV. 1 . 2 4 . - Tout E-module noethér ien e s t p s e u d o - i s o m o r p h e 
à la somme d i r e c t e d'un E-module noe thér ien et de tors ion ( i . e . d'un £-
module noe thér ien dont les ^ -composantes sont de A^-torsion) et d'un £-
module noe thér ien q u a s i - p r o j e c t i f . 

Démonstrat ion : Il suf f i t naturel lement de f a i r e la démonstrat ion lorsque X 
e s t un Ex-module n o e t h é r i e n . Dans c e c a s , le s o u s - m o d u l e de C , - t o r s i o n $ § 
T de X , qui e s t e n c o r e son s o u s - m o d u l e de Ax-tors ion , e s t annulé par 
une p u i s s a n c e f in ie P de son polynôme c a r a c t é r i s t i q u e P Ç Z [0 ] . Com-

e e me P e s t centra l dans £_ , son noyau T = Ker P dans X e s t donc un £ , -§ § 

module . En par t i cu l i er dans la su i t e e x a c t e c o u r t e canonique 

0 —=> T — > X — > Y = X / T — » 0 , 

le terme de gauche T e s t un £ -module noethér ien et de tors ion , et celui $ 
de dro i te Y = X / T e s t un E^-module noe thér ien q u a s i - p r o j e c t i f . Cela étant, 
d 'après le théorème 23 c i - d e s s u s , Y es t contenu comme s o u s - m o d u l e d ' in -
d ice fini dans un £ - m o d u l e project i f L = ©^ Ex y. . F a i s o n s cho ix d'un 

m ' = 1 J polynôme dis t ingué ] , é t ranger au polynôme c a r a c t é r i s t i q u e P , 
annulant L / Y . Pour chaque naturel n , la mult ipl icat ion par / n e s t a l o r s 
un E ^ - e n d o m o r p h i s m e de X , dont le noyau N ^ e s t un s o u s - m o d u l e fini de 
T . Comme X e s t noethér ien , la s u i t e (N ) e s t s ta t ionna ire , et nous 

' n n € IN 
avons donc N = N = U N. pour tout n a s s e z grand. Quit tes à quot ien-

n k € N K 

ter X par le s o u s - m o d u l e fini N , c e qui rev ient à f a i r e un p s e u d o - i s o m o r -
phisme, nous pouvons donc s u p p o s e r d é s o r m a i s que la mult ipl icat ion par / 
e s t un monomorphisme de X . Dans c e c a s , X peut ê t r e r e g a r d é comme un 



sous -module de son t e n s o r i s é / ' x = / ^ C X ; et son sous-module 

de tors ion T es t a l o r s contenu avec un indice fini dans celui de 
/ " ' X . Cela posé , pour chaque i = 1, . . „, p , nous avons / y . € V , p u i s -
que f annule le quotient L / Y . F a i s o n s choix d'un x. isotypique de X 
a u - d e s s u s de f y. : Nous d é f i n i s s o n s a ins i , par l inéarité , un E^-morphis-
me de f L dans X . Ce morphisme s e prolonge de façon unique en un X -

— 1 morphisme s de Y dans f X (Si y appartient à Y , nous avons 
/ y € / L , et i I suff i t de poser s(y) = 1 s ( / y ) ) • Cela étant, l 'application 
x * (x - s ( x ) , x ) e s t un Ex-pseudo- i somorphisme de X dans 

— 1 

f T @ Y ^ T © ( X / T ) ; c e qui achève la démonstrat ion. 

- C l a s s i f i c a t i o n des E-modules noethér iens . 
I n t é r e s s o n s - n o u s maintenant aux Ex-modules noethér iens sans 

$ 
condition de projec t iv i t é . Un tel module X es t en part icul ier un ^ - m o -
dule de type f ini , pseudo- i somorphe comme tel à une somme d irec te f inie 
de quotients de ^ par des p u i s s a n c e s d'idéaux premiers principaux. 
Pour rendre compte de la E^-structure du module X , il e s t naturel de 
remplacer les idéaux premiers principaux de l 'a lgèbre par des s o u s -
modules projec t i f s convenables de l 'a lgèbre E , 

LEMME IV. 1 . 2 5 . - Pour chaque c a r a c t è r e ^,-adique irréduct ib le cp du 
groupe A, les s o u s - m o d u l e s projec t i f s maximaux de l'idéal E = E e de cp cp 
l 'a lgèbre E sont de trois s o r t e s : 

(i) L'idéal l E , isomorphe à E , engendré par l 'uniformi-
cp cp 

santé i, de l'anneau Z . 
cp 

(ii) L' idéal 0 E , isomorphe à E , engendré par la r é s o l -cp cpx 
vante Q. 

(iii) Les idéaux E e fe , i somorphes à E , a s s o c i é s aux cp' cp cp 
polynômes dis t ingués i rréduct ib les de valuation nulle de l 'a lgèbre gau-

m m m a 
che Z [9 ] , dans l ' i somorphisme e E e - ( Z . [ i ] e ) [ [ 0 $ ] ] = Z I [ [ 6 ]] cp cp cp <t cp $ 

Démonstration : Cons idérons un sous -module I d'un idéal indécomposa-
cp 

ble E = Ee de l 'a lgèbre XL . S i I e s t project i f , le théorème de s tructure cp cp $ cp 



établi plus haut (proposi t ion 22) nous permet d ' é c r i r e I = E ^ e ^ x , pour 
un c a r a c t è r e ^,-adique i rréduc t ib l e ty ( r e p r é s e n t é dans $) et un x dans 
E : et l ' inc lus ion I C E nous donne a l o r s immédiatement I = E , e . x e . 

cp cp • cp $ y cp 
E c r i v o n s x comme s é r i e forme l l e x = E x. 0 à c o e f f i c i e n t s dans l ' a l -i€IM 1 . . 
gèbre Z . [ A ] « L e s ident i tés de commutation e 0 = 0 e _. et les r e l a -

1 * t x " 
tions d 'orthogonal i té entre idempotents nous montrent que s e u l s in t erv i en -
nent dans les produits e ^ x e les termes x. 01 pour l e sque l s le c a r a c t è r e 
^•y -1 e s t égal à cp. S i donc f s ' é c r i t cpx~a> a v e c a € [ 0 , 1, . . . , (m - 1 ) } , 
nous pouvons f a c t o r i s e r 0 a , et é c r i r e e . x e = Qae y e , a v e c 

m * cp cp cp 
y € ( Z . r A l e ) rf G ]] — Z [T0 1] . Uti l isant a l o r s le théorème de p r é p a -t cp cp 
rat ion de W e i e r s t r a s s dans un c a d r e non commutatif, nous conc luons que 
l ' idéal I e s t engendré par un é lément de la forme 0 a ^ e f e , où le 

cp ^ cp 

produit e f e c o r r e s p o n d , dans l ' i somorphisme e £ e z ff 9 1], à 
cp cp cp cp cp 

A m s 

un polynôme dis t ingué de valuat ion nul le de l'anneau Bien e n -
tendu, I e s t maximal, parmi les s o u s - m o d u l e s pro jec t i f s de E , s i et 

cp cp 
seulement si l 'é lément obtenu f e e s t i rréduct ib le , c e qui c o n -cp*̂  cp duit à la c l a s s i f i c a t i o n é n o n c é e . 

LEMME I V . 1 . 2 6 . - Tout idéal I de l ' a lgèbre E , contenu dans l' idéal E , 
cp u a tf 

e s t un s o u s - m o d u l e d ' indice fini d'un idéal project i f P = E 0 e f e 
cp cp cp 

de l 'a lgèbre E . 

Démonstrat ion : L' idéal I e s t engendré par un nombre fini de g é n é r a -
cp 

teurs x , , . . . , x . , que le théorème de préparat ion de W e i e r s t r a s s p e r -1 K 
h a i met de c h o i s i r s o u s la forme x. = l 0 f . e , a v e c f . d i s t ingué de v a l u a -

1 1 1 k k tion nulle dans l 'aIgèbre gauche Z [ 0 ] . P o s o n s ^ = inf |j. , a = înf a- ; 
cp i = 1 1 i = 1 1 

et prenons pour / ' le plus grand d iv i s eur commun des / . , r e g a r d é s comme 

polynômes forme l s en l ' indéterminée 0 . L' idéal 11 = E JÔ1 fia f 1 e contient 
cp 0 ^ cp 

I comme s o u s - m o d u l e d ' indice f in i . S ' i l n 'es t pas project i f ( i . e . s i f 
^ m 

n 'es t pas dans Z [0 ]) , posons e . = ^ 0 a / ' e , pour chaque 
K CpL 1|J Cp , l ' c p _ | < 

c a r a c t è r e ^,-adique i rréduc t ib l e ^ a s s o c i é à cpl i .e . de la forme cpx » pour 
k = 0 , 1 , . . . , ( m - l ) ) ; e t remplaçons f ' par le plus grand d iv i seur com-
mun f " des f\ : Nous obtenons un nouvel idéal l" = E £ ^ 0 a f " e , qui ^ ^ ty cp cp 



contient I1 comme s o u s - m o d u l e d ' indice f in i . Itérant le procédé , nous 
cp 

fabriquons ainsi une s u i t e c r o i s s a n t e d' idéaux I1 c l c l c . . . Cette 
cp cp cp 

su i t e e s t s ta t ionna ire , c e qui veut d ire qu'au bout d'un nombre fini de 
transformat ions nous tombons sur un polynôme dis t ingué f qui e s t dans 

m 
Z Te L' idéal P = E ^ Qae f e e s t l ' idéal c h e r c h é . 

cp cp cp cp 

DÉFINITION IV. 1 . 2 7 . - Pour chaque c a r a c t è r e ^-adique $ € Ind^ (H) ) , — — — — — — — H ^ 
nous appelons £^-module é l é m e n t a i r e toute somme d i r e c t e f in ie d ' exem-
p l a i r e s des modules su ivants : 

(i) L e s E x - m o d u l e s p r o j e c t i f s £ -modules pro jec t i f s E = E x e , 
$ § cp $ cp 

a s s o c i é s aux m ̂ - c a r a c t è r e s £ - a d i q u e s i r r é d u c t i b l e s cp r e p r é s e n t é s dans 
(ii) L e s quot ients E / 0 a £ d e s modules p r é c é d e n t s par leurs 

cp cp 
s o u s - m o d u l e s r e s p e c t i f s e n g e n d r é s par les p u i s s a n c e s de la r é s o l v a n t e 0 . 

(ii i) L e s quotients E /« t^E , correspondant aux p u i s s a n c e s t}1 
cp cp 

de l 'uniformisante <fc de l 'anneau des s c a l a i r e s Z = Z . T Al e • 
cp -c cp 

(iv) L e s quotients E / £ e fe , a s s o c i e s aux polynômes d i s t i n -
cp cp cp m 

gués de valuat ion nul le de l ' a lgèbre gauche Z TG — e £ e . 
cp cp cp 

Cela p o s é , l 'objet de c e t t e s e c t i o n e s t d 'é tabl ir le résu l ta t fon -
damental suivant : 

THÉORÈME IV. 1. 28 . - Tout E - m o d u l e noe thér ien es t p s e u d o - i s o m o r p h e 
à un E - m o d u l e é l é m e n t a i r e . De plus , c e dern ier module e s t unique aux deux 
r é s e r v e s s u i v a n t e s p r è s : 

(i) Deux modules é l é m e n t a i r e s E / - t ^ E et E . / ^ ^ E , , a s s o c i é s 
cp cp f f 

à deux c a r a c t è r e s d i s t inc t s cp e t ty r e p r é s e n t é s dans un même c a r a c t è r e 
$ Ç Ind^; (RÎTr(H) ) , sont p s e u d o - i s o m o r p h e s . H 

(ii) Le même résu l ta t vaut pour deux modules é l é m e n t a i r e s 

E / £ e fe et E , / s e . , , fe , , a s s o c i é s à deux c a r a c t è r e s d i s t inc t s CD et tff, 
cp7 cp*7 cp f ' Y A i r r r e p r é s e n t é s dans un même c a r a c t è r e $ Ç Ind/] (R (H) ) . 

H 

Démonstrat ion de l ' e x i s t e n c e : D ' a p r è s le c o r o l l a i r e 2 4 , nous ne r e s t r e i -
gnons pas la g é n é r a l i t é en supposant que X e s t un E ^ - m o d u l e noethér ien 
et de t o r s i o n . Cela étant, pour chaque idéal premier principal p^ du centre 
C de l 'a lgèbre Ex , dé s ignons par X h le s o u s - m o d u l e s p e c t r a l de X a s s o -§ $ P$ 



c i é à p , c ' e s t - à - d i r e l ' ensemble des é l éments x de X qui sont annulés 
par une p u i s s a n c e de p . Nous avons les r é s u l t a t s su ivants : 

(i) L ' i n t e r s e c t i o n X œ d e s X * , lorsque p parcourt l ' ensem-
i 

ble des idéaux p r e m i e r s principaux de l 'a lgèbre C^ , e s t le plus grand 
C , - s o u s - m o d u l e fini de X : c ' e s t évidemment un E X - m o d u l e . 

$ $ 

(ii) La somme (non d i r e c t e ) des Xp^ e s t é g a l e à tout X , p u i s -
que c e l u i - c i e s t de t o r s i o n . 

(ii i) Le groupe X^ s e réduit à X œ pour presque tout p , en fait 

dès que pT ne contient pas le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e P de X (pour sa 
m s t r u c t u r e de Z , [[ 0 ] ] - m o d u l e ) . I 

En par t i cu l i e r , comme la s u r j e c t i o n canonique © X > X 

es t c la irement un £ - p s e u d o - i s o m o r p h i s m e , il nous suf f i t de f a i r e la démons-
e tration dans le c a s où X e s t annulé par une p u i s s a n c e f in ie p, d'un idéal $ 

premier principal de l 'a lgèbre C = Z ^ [ [ 0 ]] . Deux c a s s e présentent 
a l o r s : 

1 . - L' idéal p^ es t engendré par un polynôme dis t ingué i r r é d u c -
t ible de valuat ion nulle P r de l 'anneau ZI[çfn~], Dans c e c a s , la p s e u d o -
décomposi t ion de X comme A -module e s t de la forme : 

$ 

n e\ X ~ @ A | / P $
 a v e c e= e2> . . . > en>0. 

En ef fe t , s i x Ç X e s t un é lément d 'ordre maximal (pour la s t r u c t u r e de 
A ^ - m o d u l e de X ) , et / £ Z ^ [ 0 ] le polynôme dis t ingué qui engendre son 
annulateur, les conjugués x T de x (pour T€ A) sont e n c o r e d 'ordre maxi -
mal, et leurs annulateurs r e s p e c t i f s sont e n g e n d r é s par les polynômes 
T / T ~ 1 = / T , donnés par / T ( 0 ) = / ( Y ( A ) 0 ) . Le polynôme f , qui e s t inva-
riant par conjugaison , e s t donc dans le s o u s - a n n e a u Z ^ [ 0 m ] ; c ' e s t 

e. 
Pe-P . P l u s généra lement , s i nous é c r i v o n s X — © A 5 / / $ -A* 

i = I $ ' 1 

(avec / . € f ^ . _ 1 Z ^ [ 0 ] , pour i = 2 , . . . , n ) la pseudo-décompos i t ion de 
X comme A^-module, l ' éga l i t é X = X T et l 'unicité de ce t t e décomposit ion 
nous prouvent que les polynômes f . sont invariants par conjugaison, 

e, 
donc de la forme f ^ . = P ^ , pour un ent ier e. , comme annoncé . Ce point 



acquis , f a i s o n s choix d'un s o u s - m o d u l e a , - é l é m e n t a i r e Y = ®n ATx. 
e. $ i - 1 $ ' 

e s @n A / P 1 Ai de X . Quittes à remplacer x par un de s e s multipl 
i = 1 
gXj (pour un g de Z ^ [ g ] é tranger à nous pouvons supposer que 
Y contient tous les conjugués x T de x„ L'un au moins des é léments i s o -
typiques e x , (pour œ i rréduct ib le divisant §) étant d 'ordre maximal 

g cp 1 e _ . 
P (sans quoi x^ = Z e x^ s e r a i t annulé par P ) , c h o i s i s s o n s - e n 

cp | $ ^ 
un y^ et c o n s i d é r o n s le E-module Ey^ = E^y^ , qui es t contenu dans Y . 

Le noyau I de la sur jec t i on canonique de E sur X y , e s t un idéal p r o -
cp cp cp 1 

ject i f de E . Dans le c a s c o n t r a i r e , en e f fe t , il s e r a i t contenu comme 
cp . 

sous -module s t r i c t d' indice fini dans un tel idéal , et le quotient X /I , 
cp cp 

isomorphe à E y , , cont iendrait un s o u s - m o d u l e fini non nul, c e qui es t 
cp 1 

exc lu , puisque Y es t Z - l i b r e par c o n s t r u c t i o n . Ainsi I e s t de la forme 
$ cp m 

2 [ 8 ] / , pour un polynôme dis t ingué f de l'anneau Z [9 * ] , et nous 

avons d 'après c e qui p r é c è d e : Z [ 9 ] / HZ Tg171] = p f 1 Z _ [ 0 m ] . 
cp cp $ $ $ 

En part i cu l i er le s o u s - m o d u l e E y , e s t somme d i r e c t e d'un nombre fini cp 1 
/ e1 d 'exempla ires de A * / P A , , L ' e x i s t e n c e de la pseudo-décompos i t ion $ § $ 

attendue s 'obt ient a l o r s t rè s simplement par r é c u r r e n c e sur l 'entier n : 
Dans la su i t e e x a c t e courte 0 —» £ y , —» X X ' = X / E y , —* 0 , 

cp i cp 1 
l 'hypothèse de r é c u r r e n c e permet de fa i re appara î tre un sous -module 

n 
E . - é l é m e n t a i r e © E y. d ' indice fini dans le quotient x ' ; et il suff i t j = 2 - J 

a l o r s de r e l e v e r les y. dans X , en des é léments i sotypiques de même 
ordre , c e qui e s t toujours p o s s i b l e en r a i s o n de la maximalité de y^ . 

2 . - L' idéal p^ e s t engendré so i t par l 'uniformisante 1 , so i t 
par la r é s o l v a n t e 0m . 
Dans c e c a s e n c o r e , l 'étude de X comme E^-module s e déduit de sa p s e u -
do-décompos i t ion comme A^-module, à part ir des i somorphismes de f[ -
modules 

m/m,. m/m T 
E A ^ E H A S / ^ A J $ , E / 8 A E ~ ( A s / e A A S ) $ 

cp cp f $ cp cp $ $ 

et de la c l a s s i f i c a t i o n des s o u s - m o d u l e s pro jec t i f s de E donnée plus haut. 
cp 

Démonstrat ion de l 'unicité : Compte tenu du résu l ta t d'unicité déjà connu 
pour la pseudo-décompos i t ion d'un A | - r n o d u l e noethér ien , les s e u l s points 



à v é r i f i e r sont les su ivants : 

(i) Deux modules p r o j e c t i f s £ et £, , a s s o c i é s à des c a r a c -
cp r a 

t è r e s .(,-adiques d i s t inc t s (mais contenus dans un meme c a r a c t è r e 
$ £ Ind^; (R[Tr(H) ) , ne sont pas p s e u d o - i s o m o r p h e s : Nous s a v o n s déjà, H 

par la propos i t ion 20 (ii) que deux te l s modules ne sont pas i somorphes . 
Comme tout A - p s e u d o - i s o m o r p h i s m e d'un Ax-module l ibre dans un autre 

$ $ 
e s t b i jec t i f , notre a s s e r t i o n en r é s u l t e . 

(ii) Deux quotients Z / 9 ° £ et £, / 0 a £ . , a s s o c i é s à des carac -
cp cp f t 

t è r e s £ -ad iques d i s t inc t s (maïs contenus dans un même c a r a c t è r e 
Ind^\ (RlT r(H) ) , ne sont pas p s e u d o - i s o m o r p h e s : Quittes à quotienter H 

si n é c e s s a i r e , nous pouvons nous limiter à l 'étude du c a s a = 1. Cela 
étant, le premier module £ / QY , i somorphe à Z . f A l e e s t annu-

cp cp K> cp cp 
lé par l' idempotent e^ ; tandis que le s e c o n d isomorphe à 
^ . [ A ] e e s t engendré par ce t idempotent. Le seu l X-morphisme de £ V V . 
£ / 9 £ dans £ , / f i £. e s t donc le morphisme nul, qui n ' e s t évidemment 

cp cp i |r f 
pas un p s e u d o - i s o m o r p h i s m e . 

(ii i) En revanche , deux quotients £ / e t £ , / - t ^ £ , , ou 
' cp' q> r r 

e n c o r e deux quotients £ / £ f et £ , / £ , f , a s s o c i é s à des c a r a c t è r e s 
v r ^ r A , i r c a r a c t è r e $ € l n d , , (R_, 

I 
sont toujours p s e u d o - i s o m o r p h e s . En e f fe t , cp s ' é c r i t \|/X°, pour un a 
dans IM , et la mult ipl icat ion à dro i te par Qa, qui à l'idempotent 
e = e a s s o c i e l 'é lément e fla= Q a e , , induit, par p a s s a g e au quotient, 

«P f X° *> * 
un £ - p s e u d o - i s o m o r p h i s m e de £ /jÔ^Y dans £ , / - t -^£ , ( respect ivement 

cp cp i|r i|i 
de £ / £ / dans £ / £ / . 

cp cp f 

^,-adiques cp et f contenus dans un même c a r a c t è r e $ € Ind^. (RLlIr(H) ) , t h ' 

; . - P a r a m è t r e s a t tachés à un E-module noethér ien . 

DEFINITION IV. 1 . 2 9 . - Un E-module noethér ien X étant donné, in tro-
duisons sa pseudo-décompos i t i on : 

X ~ © © [YrV®( ® S c p £ / e ^ ' ' E ) © ( © ^ £ / l * ' ' 1 Y ) 
$ € l n d ^ ( R ^ r ( H ) ) «PI 

cp j = 1 cp cp i = ! cp cp 

u 
© ( © 0(3 £ / £ / . ) ] ; 

i = 1 cp cp cp > 



les deux termes de gauche sont déf in is de façon canonique, et les deux 
termes de droite à translat ion près du c a r a c t è r e ty par une pu i s sance 

m i 
de X ; enfin, les f . sont des polynômes en l ' indéterminée 0 . 

Nous appelons paramètres du E-module X les c a r a c t è r e s frac-
t ionnaires déf in is par les formules : 

(i) p = E p cp, a v e c p E 
m - 1 

cp 

(ii) n = E | i cp , avec u - - J - E $ E ^ 
m - 1 * -k 

cp ^ § k = 0 i = 1 c p x > ' 

m - 1 u -k 
(iii) X = E X cp, a v e c \ = — E E deg / . + 

cp ^ m $ k = 0 i = 1 c p x > ' 

m - 1 s -k a -k " k 

+ E $ E c p x s u P { [ - ^ - ^ ] , o } . 
k = 0 i = 1 m $ 

L e s deux premiers sont des é léments du groupe —— lnd/\ ( R _ (A)) ; le 
m $ H 

tro i s ième es t de façon nature l le somme d'un c a r a c t è r e fract ionnaire induit 
( i . e . dans —— Ind.^ (R_„ (H) ) ) et d'un autre c a r a c t è r e de A. M $ H 

Conformément au théorème de paramétrage énoncé dans la s e c -
tion 2 § a (théorème 8 ) , c e s trois c a r a c t è r e s mesurent la c r o i s s a n c e 
avec n des quotients X /V n X a s s o c i é s au E-module X . Leurs r e s t r i c t i o n s 
à H sont, en ef fet , des c a r a c t è r e s ^-adiques de H ; et i I e s t fac i l e de 
voir que ce sont les paramètres de X , au s e n s de la définit ion 7 , pour 
sa s t ruc ture de A[H]-module : 

PROPOSITION IV. 1 . 3 0 . - Les r e s t r i c t i o n s au s o u s - g r o u p e H des trois 
paramètres p , | j , et X, a t tachés à un E-module noethérien X , sont les 
paramètres de X dans R_, (H), pour sa s t ruc ture de /\ [H ] -module . 

Ains i , pour chaque idempotent central primitif e^ de l 'a lgèbre 
E , les ré su l ta t s é tabl i s dans le c a s abél ien nous rense ignent sur la c r o i s -
s a n c e avec n des ^-composantes r e s p e c t i v e s XT = e _ X des d i v e r s e s $ , n $ n 
su i t e s (X ) de quotients f in is de X introduites dans la sec t ion 2 . n n > n ^ n o 



Mais i l s ne nous disent r ien sur les cp-composantes de s e s quotients , dès 
que p l u s i e u r s c a r a c t è r e s £ -ad iques i r réduc t ib l e s cp du groupe a sont r e -
p r é s e n t é s dans un même c a r a c t è r e induit $ Ç Ind^. (R[Tr(H) ) , puisque, 

H 

dans c e c a s , les m-composantes X = e X ne sont pas des Z , r H ] - m o -
^ cp cp h 

d u l e s . En revanche , il e s t toujours p o s s i b l e de r e g a r d e r les X comme 
m «P 

modules sur les a l g è b r e s a b é l i e n n e s Z ^ [ [ 0 ] ] . Il vient a l o r s : 

LEMME IV. 1 . 3 1 . - So i t X un E-module noethér ien é l émenta i re et indé -
composab le . 

(i) S i X e s t pro jec t i f , i . e . X — E, pour un | $ , chacune de 
Y ru 

s e s c D - c o m p o s a n t e s X = e X (pour CD I $ ) e s t un C -module l ibre de d i -
T
 m cp cp $ 

mension — : m $ 

X • cp $ 

(ii) S i X e s t un quotient E . / ^ E , , pour un t | § , s e s c p - c o m p o -

~ * f I H, ^ 

s a n t é s (pour cp| §) sont toutes C^- i somorphes au produit ( C ^ / t ^ C ^ ) 
~ m/m 

X — (C / ^ C ) 
cp $ $ 

(ii i) S i X e s t un quotient £ / E . / , pour un ty | $ , a v e c f d i s t i n -
m V ? 

gué dans Z [ 0 ] , l es c p - c o m p o s a n t e s X (pour cp| $) sont sommes d i -
f ~ / ~ ^ A r e c t e s d ' exempla i re s du quotient C^/hC^, où h e s t le polynome d i s t i n -

m & m s m s m s 
gué de l ' a lgèbre Z $ [ 0 ®] défini par Z $ [ 0 $ ] n z ^ [ 0 $ ] / = ftZ$[0 $ ] : 

X - ( C 
cp f f 

a. 
v u ^ 

ty x M (avec p = 0 , 1 
C - - i s o m o r p h i s m e : 

(iv) Si X e s t un quotient E, / 0 E, , pour un ilr I $ , s e s m-corn f i|f , , 
posantes pour cp = ^ x (avec p = 0 , 1 , . . . , ( m - l ) ) sont données par le 
/•w x 

m / 
^ $ L m _ J ^ m/m , 

X — ( C / 0 $ c ) cp f $ 

Démonstrat ion : L o r s q u e l 'ent ier m _ d i v i s e s tr i c tement l 'ordre m du carac-
$ 

~ m s t ère x , l ' a lgèbre C ^ = Z ^ [ [ 0 ]] contient s tr i c tement la $ -composante 



m m 
O _ = Z . r r e 1] du c e n t r e C de E . Néanmoins , l ' ident i té e 8 = 8 ® , 

f $ cp cp 
pour cp d iv i sant § , montre que les c p - c o m p o s a n t e s d'un E-module X sont 

~ R e n c o r e des C _ - m o d u l e s . Pour X = £, = £ e , et cd — tl/ "V , a v e c $ l|f tjf ^ T A > 
P € {0 , 1, . . . , (m - 1 ) } , il v ient a ins i : 

X = e „ E e , = fl^e , Ee , , et la s o u s - a l g è b r e e , £ e i s o -
cp ,i. VP t t t t t 

m s ~ 
morphe à l ' a lgèbre gauche Z [Q ] , e s t un C -module l ibre de d îmen-

m s ion . L e s quatre a s s e r t i o n s du lemme en r é s u l t e n t . m , 
$ 

LEMME IV. 1 . 3 2 . - Pour chaque naturel n , la r é s o l v a n t e 

6 = — Z x^T_ Cy^ ^ ^ - 1 ] > c o n s t r u i t e sur le g é n é r a t e u r y^ du groupe 
" M T € A .n 

T , engendre l ' idéal uû A de l ' a lgèbre A, e t v é r i f i e les r e l a t i o n s de c o n -
juga ison : 

T e n T"1 = X(T) e n , A. 

En p a r t i c u l i e r , pour n > nQ , le quotient 9 n / 8 n
 e s t contenu dans 

le c e n t r e C de l ' a lgèbre E . ° 

Démonstrat ion : Il su f f i t de r e m p l a c e r y par y dans la propos i t ion 2 . 

Nous pouvons maintenant é n o n c e r l 'analogue du théorème 8 pour 
le c a s métabél ien : 

THEOREME IV. 1 . 3 3 . - T h é o r è m e d e s p a r a m è t r e s . - S o i t X un module 
noe thér i en sur l ' a lgèbre gauche £ = A[A]> de paramètre s p , | a , et X. 

~ n + 1 ®n Si v = l A + ~T~ A d é s i g n e l ' idéal de l ' a lgèbre d'Iwasawa / = Z [ [ y - 1 ]] 
" ° n + 1 engendré par l 'é lément £ et le quotient des r é s o l v a n t e s 9n / 9q , il 

e x i s t e un unique c a r a c t è r e ^-adique v ir tue l V du groupe A, tel que l 'ordre 
x cp 

n / ^ 
£ de la c p - c o m p o s a n t e du quotient X / V n X s o i t donné, pour chaque c a r a c -
t è r e ^ -ad ique i r r é d u c t i b l e cp , et tout n a s s e z grand, par la formule : 

~ .n _ 1 n _ j 
= < p , c p > ( n + 1 ) + < | a , cp> ^ ^ + < X , c p > n + < v , c p > . 



Démonstrat ion : L e lemme 32 nous a s s u r e que le quotient X / v n X es t 
un E-module. Cela étant , la s u i t e de lemmes é tab l i s dans la s e c t i o n 2 
§ b nous permet de ramener la démonstrat ion du théorème au c a s où X 
e s t un module é l é m e n t a i r e . D ' a p r è s le lemme 31 , quatre c a s s e p r é -
sentent donc : 

Q ^ 
(i ) Pour X = E, , et co = i|f Y , le quotient X / v X e s t un 

i|r n cp n cp 
Z /J (P + ^ Z -module l ibre de dimension ^ . Comme Z e s t une e x t e n -cp cp m $ cp 
s ion non ramifiée de degré d = <m, cp> s u r 2E , , nous obtenons bien le 

cp l 
résu l ta t annoncé . 

(ii) Pour X = E , / t E , , et cp = tlf YP , le quotient X / v X _ f i|r T y > c p n c p 
n k e s t égal à X /—— X pour n a s s e z grand ; c ' e s t un Z I I Z -module 

cp eD cp n cp cp 
l ibre de dimension ^——- ; d'où, ici e n c o r e , le r é su l ta t annoncé . m _ ' ' ' 

R 
(iii) Pour X = , et cp = i j / x > , a c p - c o m p o s a n t e X ^ e s t 

un Z -module l ibre qui a pour dimension le d e g r é deg f du polynôme f 
( regardé comme polynôme en l ' indéterminée 0 ) ; i I en e s t de même 

/ N / 

pour chacun de s e s s o u s - m o d u l e s d ' indice fini vn X . Cela étant, le 
n " n o ~ ° * lemme 10 nous donne v X = l V„ X , pour n > n , d'où, comme 

n cp n o ° 
attendu 

n - n 
(X : v X ) = (X : v X )( Vn X : t ° Vn X ) = 

cp n cp cp nQ cp n
0 cp o cp 

= (X : vn X )(Z : i ' " " 0 Z ) d e g ^ . cp "o cp cp cp 

(iv) P o u r X = E^/8C tE i l f , et cp = ^ XP a v e c {0 , 1, . . . , (m $ - 1 ) } , 
la décompos i t ion de X comme somme de s e s cp-composantes fait in tervenir 
la part ie e n t i è r e de la quantiti 
de l ' invariant \ dans c e c a s . 
la part ie e n t i è r e de la quantité ^ ^ . Ceci expl ique la c u r i e u s e déf init ion 

S C O L I E IV. 1 . 3 4 . - S o i e n t X un E-module noe thér i en et de tors ion , de 
paramètre s |a et et Y un s o u s - m o d u l e d ' indice f i n i . S u p p o s o n s cho i s i 

e n 
un ent i er naturel m , tel que les quot ients X = X/—— Y so i en t f in i s , pour 

n 0 
chaque ent ier naturel n > m . A l o r s : 



(i) I! e x i s t e un c a r a c t è r e ^,-adîque v ir tue l v du groupe A 

Xn 
tel que l 'ordre <£. de la c p - c o m p o s a n t e du groupe X n so i t donné, pour 
chaque c a r a c t è r e ^-adique i rréduct ib le cp , et tout n a s s e z grand, par 
la formule : 

.n _ 1 <|i , c p > ^ + < \ , cp>n + <v , CD>. 
$ 

(ii) Pour chaque ent ier re lat i f k f ixé , les s o u s - m o d u l e s 
n + k 

l X^ sont deux à deux E- i somorphes pour tous les n a s s e z g r a n d s . 

Démonstrat ion : Identique à c e l l e de la propos i t ion 19 . 





R E P R É S E N T A T I O N S <fc- ADIQUES 

A S S O C I É E S AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUES 

Nous e x p l o r o n s dans ce t t e s e c t i o n les r e l a t i o n s de dualité 
e x p o s é e s dans le p a r a l l è l e entre la théor ie de Tate et c e l l e de Kummer, 
mais en les regardant ce t t e fo i s du point de vue de la théor ie d'Iwasawa . 

Notre propos e s t de montrer comment les paramètres a s s o -
c i é s aux A [ A ] - m o d u l e s c l a s s i q u e s c o n s t r u i t s sur les groupes de 
c l a s s e s , de radicaux ou de symboles qui expriment c e s dual i tés s e 
déduisent en fait les uns des au tre s par des formules complètement 
e x p l i c i t e s ne fa isant in tervenir que des invariants g a l o i s i e n s s imples 
des e x t e n s i o n s c o n c e r n é e s . La n o t i o n - c l é de c e t t e étude e s t c e l l e , 
introduite plus haut , de s u i t e paramétrée , qui permet de ramener la 
démonstrat ion des ident i tés annoncées à l 'étude asymptotique de c e r -
tains modules f in i s dé f in i s à chaque é tage fini de la tour cyc lo tomique . 
Le ré su l ta t e s s e n t i e l , que ré sume le tableau publié en appendice , 

e s t que tous les paramètres r e n c o n t r é s s 'obt iennent à part ir de deux 
(* ) seulement d 'entre eux : L e s invariants d'Iwasawa u. et X a s s o -i e c 

c i é s au groupe de Galo is (31 de la ^ - e x t e n s i o n abé l i enne non ramif i ée 
- t - -décomposée maximale de la tour cyc lotomique c o n s t r u i t e sur le 
c o r p s c o n s i d é r é . 

(* ) E n c o r e l ' invariant (a lui-même e s t - i l conjecturalement nul . 



PRELIMINAIRES . 

Nous cons idérons , dans tout ce qui suit , le schéma de corps 
suivant : Un nombre premier l étant f ixé , nous notons Q une rac ine 
primitive «t-ième de l'unité , et K / F une extension abél ienne de corps 
de nombres , contenant Ç , de degré d étranger à <t , par exemple 
K = F [ Ç ] . Pour chaque naturel n , nous dés ignons par F n l 'uni-
que s o u s - e x t e n s i o n cyc l ique de degré de la tour cyclotomique 
F / F : puis nous posons K = K . F . La réunion K = K . F des œ n n œ œ 
corps « n est donc la tour cyclotomique sur K. D'un côté , son groupe 
de Galois r = G a l ( K / K ) es t un groupe profini isomorphe à Z . , 

00 Z que nous écr ivons r = Y & , en faisant choix d'un générateur topo -
logique arb i tra ire y ; d'un autre côté , le groupe A = G a l ( K / F ) 00 00 
es t un groupe abél ien , d 'ordre d , isomorphe par res tr i c t ion au 
groupe de Galois G a l ( K / F ) ; leur composé G a l ( K / F ) est ainsi le 00 
produit direct de R par A . 

L'ordre d = [K : F ] du groupe A étant invers ib le dans 
nous savons qu'à chaque c a r a c t è r e «t-adique irréduct ible cp de A c o r -
respond un idempotent primitif de l 'a lgèbre Z ^ [ A ] , donné par la 
formule : 

E = 4 E cp( T 1 ) T Cp d r a ^ T € A 

et que le facteur isotypique a s s o c i é Z C p = Z ^ [ A ] e s ' i d e n t i f i e à 
l'anneau local des en t i er s d'une extension cyclotomique non ramif iée 
de <H. , qui a pour degré [ Z : Z . ] le degré d du c a r a c t è r e cp. •v Cp ^ Cp 
En part icul ier , tout Z ^ [A] -module noethérien sans Z ^ - t o r s i o n est 
somme d irec te d 'exemplaires des Z , donc Z . [ A] -projecti-f . Cp v Le groupe R (A) des c a r a c t è r e s v ir tue l s du groupe A sur 

+ 
l'anneau Z , es t la Z - a l g è b r e construi te sur le s emi -groupe R ( A ) 
des c a r a c t è r e s des Z [A] -modules noethér iens et project i f s . C'est •C 
un Z . -module libre , qui a pour base l 'ensemble R ( A) des c a r a c -t JLi 
tères «t-adiques irréduct ib les du groupe A. Il est muni canoniquement 
d'un produit s c a l a i r e : 

(*) Pour -t = 2 , nous supposons en outre que K ( et donc F ) contient 
les rac ines quatrièmes de l'unité . 



< C P , ^ > = Ï Ï E CP(T~1 ) T ( T) 
T € A 

pour lequel les c a r a c t è r e s i r réduc t ib l e s sont deux à deux orthogonaux, 
de c a r r é s c a l a i r e <cp,cp) = d ^ , a insi que d'une involution nature l le 
qui peut s e déf in ir comme suit : Pour chaque naturel n, dés ignons par 

Ie groupe des r a c i n e s d 'ordre - t - p r i m a i r e de l'unité contenues 
dans le c o r p s K , et introduisons la réunion jli . = lim n des (a , n »' ^ n n 
ainsi que leur limite pro jec t ive pour les appl icat ions normes : 

T ( t = J i m . 
Le groupe T ^ e s t , par déf init ion , le module de Tate de l 'extension ; 
c ' e s t un Z ^ [A] -module project i f , et un Z ^-module l ibre de dimen -
s ion 1 . S i uu d é s i g n e le c a r a c t è r e qui lui correspond , l 'application 
X> X déf in ie par : 

X* - ouX"1 

( a v e c la convention x ~ ' ( T ) = X(T~M , pour tout T de A ) e s t une in -
volution du groupe R ^ ( A) , appe lée involution du miroir : Nous d i -
s o n s que uu e s t le c a r a c t è r e cyclotomique , et que x * e s t ' e r e f l e t du 
c a r a c t è r e x • 

1 . - É T U D E DU GROUPE DE GALOIS DE LA K>- EXTENSION ABÉLIENNE 
NON RAMIFIÉE DECOMPOSEE MAXIMALE DU C O R P S K . 

• 00 

a . - D é f i n i t i o n du groupe C-' . 

Dés ignons par C 1 le - t - c o r p s des ^ - c l a s s e s de Hilbert de la 00 
tour K , i . e . la <t-extension abé l i enne maximale de K qui es t non 00 00 
ramif i ée et où les p l a c e s de <t, s e décomposent complètement . La n o -
tion d 'extens ion non rami f i ée , complètement décomposée en un en -
semble fini donné de p l a c e s S , étant de c a r a c t è r e fini ( c f . [Se^ ] , 
§ 2 ) , le c o r p s C 1 e s t la réunion c r o i s s a n t e des c o r p s des h -
c l a s s e s de Hilbert r e s p e c t i f s C ^ des c o r p s « n , et le groupe de 
Galo is C-' = GaI ( C 1 / K ) s ' iden t i f i e ainsi , via l ' i somorphisme du 00 oo 
c o r p s de c l a s s e s , à la limite du s y s t è m e project i f ( pour les app l i ca -
tions induites par la norme arithmétique ) : 

C-' = J i m C t ' 



des -^-groupes de ^ - c l a s s e s de d i v i s e u r s des c o r p s K n , i . e . des 
quotients Gt^ des ^ - g r o u p e s de c l a s s e s de d i v i s e u r s des c o r p s K , 
par leurs s o u s - g r o u p e s r e s p e c t i f s «£n = G t n ( e n g e n d r é s par les 
p l a c e s a u - d e s s u s de Z . 

DÉFINITION IV. 2 . 1 . - P a r c ' nous entendons le groupe de Galois 
G a l ( c ' / K ) de la l - e x t e n s i o n abé l i enne non rami f i ée «t-décompo-oo oo 
s é e maximale du c o r p s K . Le groupe <3' s ' i d e n t i f i e à la limite p r o -

00 

j e c t i v e Jim des ^ - g r o u p e s de c l a s s e s de d i v i s e u r s des c o r p s K n 

c ' e s t un A [ A ] - m o d u l e noe thér i en et de tors ion , dont nous é c r i v o n s 
p = 0 , et x l es paramètres dans R * ( A) . c g c 

Naturel lement , le premier problème de la théor ie d'Iwasawa 
c o n s i s t e à r e t r o u v e r les groupes à part ir de leur limite projec -
t ive C-' . Rappelons c e ré su l ta t c l a s s i q u e ( c f . par exemple [Se^ ] ) : 
D é s i g n o n s par K l ' i n t e r s e c t i o n de K a v e c le « t - c o r p s des 1 -n oo 
c l a s s e s de Hilbert C* de K = K ( d e s o r t e que K e s t la s o u s - e x -o o n 
tens ion maximale de K , qui e s t £ - d é c o m p o s é e sur K ) . puis , pour 00 
chaque naturel n > n , in troduisons le £ - c o r p s des /L-genres C / o œ j n 
de l ' extens ion procyc l ique K / K ( i . e . l ' extens ion abé l i enne m a -oo n 
ximale de K , qui e s t non r a m i f i é e et <1-décomposée sur K ) . n œ 
Le quotient des ^ - g e n r e s (J ' = G a l ( C ' , / K ) = C - ' / C . , U ) n , plus ^n .n oo/ n 00 
grand quotient de C-' f i xé par F , e s t un 2 ^ [ A ] - m o d u l e noethér ien , 
qui admet un quotient i somorphe à C t ^ : S o u s la condit ion n , 
en e f fe t , l ' extens ion «t -décomposée C ^ / l < n e s t d i s jo inte de la tour 
cyclotomique K / K , et le groupe des ^ . - c l a s s e s C t ^ s ' i d e n t i f i e 
par conséquent au groupe de Galo i s G a l ( K C* / K ) , qui e s t bien 

00 M 00 

un quotient de Q^ . 
R e s t e à éva luer le groupe Gai ( C 1 / K C 1 ) , ou son quotient œ oo n 

G a l ( c ' / / K C 1 ) . Un argument de project iv i té ( c f . [Iw. ] , th .8 ; œ j n œ n fa 
[Or ] , prop. 4 . 3 ; [Se^ ] , t h . 4 ) montre que , dès que K n contient 
le composé K m des s o u s - c o r p s de décomposi t ion des p l a c e s de K a u -
d e s s u s de l dans la tour K / K , le s o u s - g r o u p e C' = G a l ( c ' / K C ' ) œ n oo oo n 
de (3 1 , qui f i x e K , c ' , e s t l ' image par l 'opérateur norme de œ n w m 
celui C,1 , qui f i xe K • Comme C ^ contient évidemment le s o u s -
qroupe des «t -qenres c ' ^ de l ' ex tens ion K / K , il v ient a ins i : œ m 



U) / UU (JU /u) 
C ^ - C ' A ^ - C ' / ^ " m - C V ( < 3 ' " m 

ce qui e s t le résul tat attendu . 

C' 

Le groupe C v é r i f i e , en ef fet , les hypothèses de la propo -
s î t ion IV. 1 .19 ; prenant pour r la «{,-valuatîon de l 'ordre du ^ - S y l o w 
u du groupe des r a c i n e s de l'unité dans K , nous pouvons donc 

° (* ) énoncer : 

(*) Le théorème 2 qui suit e s t e s sent i e l l ement bien connu , au moins 
dans le c a s où K e s t égal à F [Ç ] , pour lequel les représenta t ions 
£ - a d i q u e s i rréduct ib les sont de degré 1 . L'introduction des quotients 

. n+r 
CC^/CC,^ , indispensable à l ' interprétat ionkummérienne des r é -
su l tats obtenus , e s t due à [ J a Q ] . 



THEOREME IV. 2 . 2 . - L e s c a r a c t è r e s | j et X étant f i x é s par la d é -
f init ion 1 , il e x i s t e un unique c a r a c t è r e v irtuel v c du groupe de Ga-
lois A = G a l ( K / F ) , tel que pour chaque c a r a c t è r e «t-adique ir -oo œ , / \ 

0 1 (n) 
r é d u c t i b l e cp de A , et tout n a s s e z grand , l 'ordre K ^ de la cp -
composante du ^,-groupe Gt^ d e s ^ - c l a s s e s de d i v i s e u r s du c o r p s K n 

so i t donné par la formule : 
c ^ ( n ) = < | _ L c , cp>£ n + < X C , cp ) n + < v c , c p ) . 

Nous d i sons que la su i t e ( Ot^ ) n ^ ^ e s t paramétrée par les c a r a c -
t è r e s pc = 0 , | i c , X c , et v c . 

SCOLIE I V . 2 . 3 . - Il e x i s t e un unique c a r a c t è r e v irtuel v < v du -i c e 
groupe A , tel que pour chaque c a r a c t è r e /L-adique i r r é d u c t i b l e cp de 

c ' (n) 
A , et tout n a s s e z grand, l ' ordre «t, ^ de la c p - c o m p o s a n t e du q u o -
tient C t ' / C t ' so i t donné par la f o r m u l e : 

c j p ( n ) = ( n c , c p > < t n + < X c , cp ) n + < v c , cp> . 

Démonstrat ion : D ' a p r è s la propos i t ion IV. 1 . 1 9 , les c p - c o m p o s a n t e s 
» rn-r 

des s o u s - g r o u p e s Ot,^ ont un o r d r e constant pour n a s s e z grand. 

n+r 
Dans la formule obtenue , la quantité <t m e s u r e l 'ordre 

du «t-Sylow |j du groupe des r a c i n e s de l'unité contenues dans le n -
ième é tage K de la tour cyc lotomique K / K . C ' e s t a u s s i l 'exposant n oo de la <£,-extension abé l i enne kummérienne maximale du c o r p s K . 
Convenons d ' é c r i r e K = ( < t T n - r Z / Z ) K X le radical kummé-n JL n 
r ien a s s o c i é . A chaque ^ - e x t e n s i o n abé l i enne L n de K c o r r e s p o n d 
un s o u s - g r o u p e de c e radica l , défini par l ' identi té : 

ntr 
Rad (L n / K n ) = f * - " - " ® x n €JRn | K n [ % n ] c L n } , 

et c a r a c t é r i s é par l ' i somorphisme du miroir : 
R a d ( L n / K n ) - H o m ( G a l ( L n / K n ) , ^ ) . 
En part i cu l i er , l o r s q u e L n e s t la - t - ex t ens ion abé l i enne 

maximale non r a m i f i é e et - d é c o m p o s é e C ^ de K , il v ient : 
" i n + r 

R a d ( C | ! 1 / K n ) - H o m ( C ^ , |ap ) - Hom (Cl'n / d ^ , u n ) . 



COROLLAIRE IV. 2 . 4 . - La s u i t e ( £ 1 ) . - . des rad icaux kummérîens — — — — — — — — n n t IN 
Rad ( C 1 / K ) des « t -extens ions a b é l i e n n e s maximales non r a m i f i é e s n n 
et .£ , -décomposées des c o r p s « n e s t p a r a m é t r é e par les r e f l e t s r e s -
p e c t i f s p * = 0 , | j * , X * , et v * des paramètre s a t t a c h é s aux quo -

• n + f 
t ients C t ' / C t ' : P o u r chaque c a r a c t è r e «(,-adique i r réduc t ib l e cp n n ~ • , \ 

c (n) 
du g r o u p e A , et tout n a s s e z grand , l ' ordre £ ^ de la c p -
composante du groupe e s t donné par la formule : 

Ccp (n) = (ÛUH"1, c p H n + <u>X~\cp>n + <(JUV~\ cp > . 

Remarque : S u p p o s o n s K> ^ 2 . L o r s q u e cp e s t le c a r a c t è r e unité , la 
c p - c o m p o s a n t e du r adical = Rad ( C ^ / K n ) e s t le s o u s - g r o u p e des 
r a d i c a u x de £ 1 c o n s t r u i t s sur les é l é m e n t s de F . L a f o r m u l e qui n ^ n ^ 
lui c o r r e s p o n d s ' é c r i t e n c o r e c (n) = (UJ , |J c >£N + <(JU, )N + (OU, V

C ^ • 
Si uu n ' e s t pas le c a r a c t è r e unité ( i . e . si F ne contient pas les ra -
c i n e s «t- ièmes de l 'unité ) , les quant i tés s i g n i f i c a t i v e s ( uu , [Jc ) et 
( uu , X c ) ne sont pas d é f i n i e s dans F : Dans c e c a s , pour obtenir 
le radica l de la plus g r a n d e e x t e n s i o n kummérienne de K qui provient 
par compos i t ion d'une <t-extension a b é l i e n n e non rami f i ée ^ - d é c o m -
p o s é e de F n , il convient de former non pas la composante de a s -
s o c i é e au c a r a c t è r e unité 1 , mais c e l l e a s s o c i é e à s o n r e f l e t uu = 1 * 
(le c a r a c t è r e cyc lo tomique ) . 

b . - C o m p a r a i s o n a v e c le groupe des c l a s s e s au s e n s o r d i n a i r e . 

Nous s a v o n s que , pour chaque naturel n , le .{.-groupe C t ^ 
des ^ - c l a s s e s de d i v i s e u r s du c o r p s K n s ' é c r i t comme quotient du <t-
groupe des c l a s s e s de d i v i s e u r s au s e n s o r d i n a i r e , par le s o u s -
groupe , d i s o n s <£n , e n g e n d r é par les c l a s s e s dans C t n des idéaux 
p r e m i e r s de K a u - d e s s u s de L e s g r o u p e s C l ^ donnent lieu n a -
t u r e l l e m e n t à une d e s c r i p t i o n tout à fait s emblab le à c e l l e des groupes 
C-t^ . En p a r t i c u l i e r , leur limite p r o j e c t i v e C- = Jim C(. e s t un 
A [ A ] - m o d u l e noe thér i en et de tors ion , qui admet C-' comme q u o t i e n t . 
S i d ' a i l l e u r s m d é s i g n e l ' indice du c o m p o s é « m des s o u s - c o r p s de d é -
composi t ion des p l a c e s de K a u - d e s s u s de i, dans la tour K / K , le 00 
s o u s - g r oupe £ = Jim <£ , qui déf init le quotient <3 = C / £ , e s t évi -r n -m 
demment f i x é par le groupe de Galo i s r = Gai (K / K ) . donc œ' m 



l m 

annulé par le polynôme ou = y - 1 . En part icul ier , pour chaque 
c a r a c t è r e -C,-adique irréduct ib le cp du groupe A, les polynômes c a r a c -
tér i s t iques des cp-composantes r e s p e c t i v e s de C et C-' ne dif fèrent donc 
que par des fac teurs cyclotomiques ( savo i r les d i v i s e u r s de uu dans m Z [ y - 1 ] , ou , c e qui e s t la même c h o s e , dans 21 . [ y - 1 ] ) ; i ls Cp v 

sont , de c e fait , d iv i s ib l e s par les mêmes p u i s s a n c e s de <{, . 

PROPOSITION I V . 2 . 5 . - Le g r o u p e de Galois Gai ( C / K ) de la — — — — — — œ ' 00 ^ - e x t e n s i o n abél ienne maximale non ramif iée C de la tour K est un oo œ 

A [A] -module noethérien et de tors ion , isomorphe à la limite p r o j e c -
tive flim C t n des - t -groupes de c l a s s e s de d i v i s e u r s des corps K n . 
S e s paramètres dans R ^ ( A) sont donnés par les formules p = 0 ; 
| a= |a ; X = X _ + X » , o ù X . e s t l 'unique paramètre non nu I du sous -C C AS AS module £ = Jim £ n , qui définît le quotient C-' = C-/<£ . 

La détermination du paramètre X^ pose le problème de l ' i n -
terprétat ion des fac teurs cyclotomiques dans la décomposit ion i rré -
ductible des polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s r e s p e c t i f s P c ^ et P c des 
cp-composantes respec t ives des A [A] -modules C et C1 . Pour chaque 
c a r a c t è r e ^ - a d i q u e cp de A , é c r i v o n s donc : 

p. 
P c ' ( y - 1 ) = l ? Û c ' ( y - l ) R c ( y - 1 ) cp cp cp 

la décomposit ion dans Z [ y - 1 ] du polynôme c a r a c t é r i s t i q u e de la cp-
composante du g r o u p e C-1 , comme produit d'une p u i s s a n c e de <{, , d'un 
polynôme cyclotomique Qc ^ , et d'un polynôme dist ingué R c étran -
ger à tous les ou. : Le polynôme Qc 1 a mêmes fac teurs i rréduct ib les 1 ~ cp i / . ou ( * ) que le polynome c a r a c t é r i s t i q u e Oc^ du quotient C / ( 3 ^ „ 
Ecr ivons de même : 

P c = l V Qc ( y - 1 ) R c ( y - 1 ) cp cp cp 
la décomposit ion du polynôme c a r a c t é r i s t i q u e P c ^ , Ici encore , le 
facteur cyclotomique Qc a mêmes fac teurs i rréduct ib les que le po ly-

~ Cp , m 
nome c a r a c t é r i s t i q u e Qc du quotient C- / C- m . Nous avons : cp cp cp 

(*) Le quotient ( j ' / e 1 ^ / U ) r T 1 étant fini ( c f . démonstration du théo -
ou 

rème 2 ) , P c 1 e s t é tranger à tous les ( pour n >m ) . 
ou m 



THEOREME IV. 2 . 6 . - Pour chaque naturel n a s s e z g r a n d , la quantité 
/v | 

d . d e g fie m e s u r e la c p - p a r t i e du groupe de défaut d e l à c o n j e c t u r e 
cp cp 

de G r o s s dans le c o r p s K n . P a r s u i t e , les polynômes c a r a c t é r i s -
t iques P c o a s s o c i é s aux c p - c o m p o s a n t e s du A [A] -module C-' sont 
é t r a n g e r s à chacun d e s polynômes cyc lo tomiques m. s i et s eu lement s i 
c e t t e c o n j e c t u r e e s t v é r i f i é e à chaque é t a g e fini a s s e z grand de la tour 
cyc lo tomique , c e qui a lieu en p a r t i c u l i e r dès que le c o r p s K e s t 
absolument abé l i en . 

D é m o n s t r a t i o n : F i x o n s n > m ( autrement dit , s u p p o s o n s les p l a c e s 
a u - d e s s u s de 1 s a n s décompos i t ion dans la tour K / K ) , et cons i -œ n 
dérons le quotient des g e n r e s Q^ = (31 / c3 1 ^^ . D'un c ô t é , le t h é o -
rème de s t r u c t u r e des A [ A ] - m o d u l e s nous montre que pour chaque 
c a r a c t è r e - t -adique i r réduc t ib l e cp , la c p - c o m p o s a n t e du groupe Q^ 
e s t un Z -module qui a pour dimension le d e g r é deg fie' du polynôme 
~ , ( * ) cp ^ cp 
Qc . D'un autre c o t é , la s u i t e e x a c t e des ^ - g e n r e s ( c f . théo -cp ' 
rème III .2 . ) , qui s ' é c r i t ici : 

. ® D i ( C L / n / K n > — ^n ~ ^ — 1 > 
n I n 

nous prouve , puisque le groupe Cl^ e s t f ini , que la dimension sur Z ^ 
de la c p - c o m p o s a n t e de Ç^ e s t e n c o r e c e l l e de la c p - c o m p o s a n t e du quo-
tient : 

e 
'n 

D I ^ L / n ^ n O ^ C , / K < < > ' - / n ' n 

où le numérateur e s t la somme d i r e c t e des g r o u p e s de décomposi t ion 
des p l a c e s de K a u - d e s s u s de t dans l ' ex tens ion a b é l i e n n e C1 / / K , n co /n n 
somme r e s t r e i n t e aux fami l l e s ( a^ ) j qui v é r i f i e n t la formule du p r o -
duit II cr. | ^ = 1 ; et le dénominateur e s t l ' image , par les sym -

Inl<< , K -
, C / / K n 

bol e s de H a s s e ( ) , du t e n s o r i s é S ' = Z , E ' V I y n l Z n 

du groupe des ^ - u n i t é s de K . Et comme nous ne nous i n t é r e s s o n s 

( * ) S i M e s t un Z -module n o e t h é r i e n , nous é c r i v o n s dim M „ cp cp Z<fi cp 
Dour dim Q <8>-, M , en notant Q le c o r p s des f r a c t i o n s de Z . p Q cp Z ^ cp cp cp 



qu'aux dimensions , nous pouvons r e é c r i r e tout auss i bien cet te iden-
tité sous la forme : 

d i m . Q ^ - d f r r ^ ( [ © D j ( K œ / K n ) ] / ^ / k ( * Z ,. _ ^ l. . • . . cp cp \n\l n œ' n 

= d i m Q ( [ e a ^ D, ( K œ / K n ) J / ^ K / K 
cp In l-t l n œ n 

Il r e s t e a l o r s à reconna î t re dans ce t te dern ière e x p r e s s i o n le groupe 
de défaut de la conjecture de G r o s s . Pour ce la , remarquons que , 
pour chaque place I de K a u - d e s s u s de l , le groupe de décompo -
s i t ion D r (K / K ) s ' ident i f i e canoniquement au groupe de Galois de I co n 
l 'extension cyclotomique locale a u - d e s s u s du complété K . , c ' e s t -n , i 
à - d i r e , via l ' i somorphisme du corps de c l a s s e s local , à un quotient 
de K * j . Pour transformer c e quotient , prenons la norme 
N.. /_ , puis le logarithme £ -ad ique Log , . Composant le tout, 

n , I ' «t 1 

nous obtenons un isomorphisme naturel : 

-t n 
Dans la descr ipt ion obtenue , la formule du produit 

© ® „ D , (K / K ) (H, Gai (K / K ) devient l 'ap-
1 U 1 ln œ n 1 œ n 
n 1 

plication diagonale © <B (B ; et l'image d'une <t-unité e dans 
\ \l 1 1 
n I 

chaque facteur (û^ es t le nombre Log ^ o 71/^ ^ ^ 
n , In l 

Tr u / f i . o Log 6 . Nous retrouvons bien la descr ipt ion du 
n > In -t- 1 

groupe de défaut de la conjecture de G r o s s donnée au c h a p i t r e 1.2 ; 
2 § c . 

DEFINITION IV. 2 . 7 . - Nous d i sons que le c a r a c t è r e 
= Z ( deg fie 1 ) e s t le c a r a c t è r e de défaut de la conjecture G r o s s cp cp 

de G r o s s dans la tour cyclotomique K K . Son degré deg & G r o s s = 
( ô— ) e s t le défaut de la conjecture de G r o s s à chaque x G r o s s , G r o s s ' 

é tage fini a s s e z grand de la tour cyclotomique . 



COROLLAIRE IV. 2 . 8 . - Dans une tour cyc lotomique , le défaut de la 
conjec ture de G r o s s e s t majoré par l ' invariant lambda d'Iwasawa a s -
s o c i é aux groupes de ^ - c l a s s e s C l 1 . P l u s préc i s ément , on a l' iné -

(* ) n 
gal i té entre c a r a c t è r e s : 

ô G r o s s * À • 

Démonstrat ion : Cela r é s u l t e d irectement des inéga l i t é s deg fie' s cp 
deg P c , pour chaque c a r a c t è r e cp . 

Nous sommes maintenant en m e s u r e de déterminer le p a r a -
mètre x ^ défini dans la propos i t ion 5 . Pour chaque c a r a c t è r e - t - a -
dique i rréduct ib le cp du groupe A , la part ic ipat ion de cp dans A 

^ 1 
i . e . la quanti té = — (A. . , cp } y e s t éga le au d e g r é du quo -

< cp, cp > cp 
ru 
fie 

tient # S o u s la c o n j e c t u r e de G r o s s , e l l e s e réduit donc a u d e -
i 
cp 

~ ( * * ) gré du numérateur fie , qui m e s u r e la dimension sur Z de la 
CP , tu ^ 

c p - p a r t i e du quotient des g e n r e s Qn = C-/C- n ( pour n > m ) . P a r le 
même argument que plus haut , ce t te quantité s ' é c r i t e n c o r e : 

fie 1 

e 
dim-, Q ^ = dim_, Z n Z e 

cp cp In \l n ' i ( K J V J A K / K <«n> 
e 

cp 
" n ' y n 

= d i m Q 
cp I IK «t n œ ' n -t, 

s i l j ( K œ / l < n ) d é s i g n e le s o u s - g r o u p e d ' iner t i e de la p lace In dans 
l ' ex tens ion procyc l ique K / K , et S = Z , <£>__ E le t e n s o r i s é du co n n -c, Al. n 
g r o u p e des uni tés de K . Et , comme I . (K / K ) e s t d ' indice fini n I œ' n 

( * ) C e résu l ta t e s t le pendant du théorème de Gi l lard sur le défaut de 

la conjec ture de Leopoldt c i t é plus loin ( c f . 2 § b ) . 
ru 

(** ) Dans c e c a s , on a même fie = fie , puisque le module £ e s t ' cp cp 

annulé par le polynôme cyclotomique œ m . C ' e s t le théorème de s e m i -
s impl i c i t é de Greenberg . 

e 



dans D j ( K œ / K n ) ( puisque les p laces a u - d e s s u s de -t sont presque 
totalement rami f i ée s dans K / K ) , le <H, - e s p a c e vec tor ie l œ n 
<B. I , ( K / K ) n 'est autre que <£, <g>_ D t ( K / K ) . Prenant à œ' n Z I n 
nouveau la norme locale /_ puis le logarithme Log , nous 
sommes ainsi ramenés à étudier le sous -module de la somme r e s t r e i n t e 

© (B. engendré par les images ( T r ^ / m o L o g . € ) d e s u n i -
ln\l n , I l 1 

tés de K n 

THEOREME IV. 2 . 9 , - Supposons réun ie s les tro is condit ions su ivantes : 
(i) La conjecture de Leopoldt e s t v é r i f i é e dans la tour c y -

clotomique K / K , 00 
(ii) La conjecture de G r o s s es t v é r i f i é e dans la tour c y c l o -

tomique K / K . 00 
(iii) L 'ex tens ion abél ienne K / F admet une conjugaison com -

plexe ( i . e . K es t une extens ion quadratique totalement imaginaire 
d'un s o u s - c o r p s totalement rée l de F ) . 

Convenons a l o r s de d ire qu'un c a r a c t è r e -t-adique du groupe 
de Galois A = Gai ( F / K ) e s t rée l lorsque s e s fac teurs absolument i r -
réduct ib les prennent la valeur +1 sur la conjugaison complexe ; qu'il 
e s t imaginaire lorsqu' i l s prennent la valeur -1 . 

Cela étant , le c a r a c t è r e x . du groupe A , a s s o c i é à la su i te 
V 

( £ n ) n ç jsg des s o u s - g r o u p e s r e s p e c t i f s des - t -groupes de c l a s s e s des 
c o r p s K n , engendrés par les images des p laces a u - d e s s u s de l , est 
égal à la part ie imaginaire du c a r a c t è r e i|r = Z gT X. , somme des K I \l 1 1 

induits à A des c a r a c t è r e s des représenta t ions unités des s o u s - g r o u -
pes de décomposit ion dans K / F des p laces de I de F a u - d e s s u s de 
comptés avec une multipl icité g j éga le à leur indice de décomposit ion 
dans l 'extension cyclotomique K / K : 00 

û = g i x i • 

Et les paramètres du A [ A] -module (3-= \ im O t n sont donnés par les 
formules : 

p = 0 ; | a = [ i c ; 



Remarque : L e s condit ions (i) et (ii) sont e s s e n t i e l l e s pour la démons-
tration du théorème 9 . La condit ion ( i i i ) , en revanche , e s t purement 
technique et d e s t i n é e à f a c i l i t e r le calcul du paramètr e X ̂  . E l l e peut 
ê t r e a ins i r emplacée par une condit ion de même nature , mais por -
tant ce t t e fo i s sur les p l a c e s a u - d e s s u s de t ( c f . s c o l i e c i - d e s s o u s ) . 
On notera qu'e l l e s u p p o s e que K. so i t impair . 

Démonstrat ion : L e s t r o i s condi t ions é n o n c é e s s e propageant le long 
de la tour cyc lotomique , c e n ' e s t pas r e s t r e i n d r e la g é n é r a l i t é que 
de s u p p o s e r les p l a c e s a u - d e s s u s de K, s a n s décomposi t ion dans K / K . 00 

La somme r e s t r e i n t e © <B. e s t a l o r s un <SX. [ A ] - m o d u l e de c a r a c t è r e 

i|r 1 , image par la t r a c e s e m i - l o c a l e = ( ~Tr ^ ) j du 
ï K/ I 

noyau K ^ de la t r a c e g lobale Tr ^ dans l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e 

K • M a ' n t e n a n t » P a r ' a c o n j e c t u r e de Leopoldt , les lo -
gar i thmes <t-adiques des uni tés de K engendrent la composante r é e l l e 

rw r*~> 
du noyau K . , et le s o u s - m o d u l e de © <H. engendré par les images 

* I 11 1 

des logari thmes des uni tés de K e s t donc un (B [ A ] - m o d u l e de c a r a c -+ ^ 
t ère 1 • 11 vient a ins i : 

=
 (

 *
 1 ) " (

 ~
 1 ) = Û ' 

c e qui , compte- tenu de la propos i t ion 5 , conduit au r é s u l t a t annoncé . 

S C O L I E IV. 2. 1 0 . - S u p p o s o n s r é u n i e s les condi t ions (i) et (ii) du théo-
rème 9 , a ins i que la condit ion : 

(ii i) L e s p l a c e s de F a u - d e s s u s de K, ont même décomposi t ion 
dans l ' ex tens ion abé l i enne K / F . Dans c e s condi t ions , le paramètre 00 
X . du groupe <£ = lim <£ e s t donné par la formule : 

* "7T n 

ivement x ) e s t ' a somme 00 

E X ) des induits à A d e s c a r a c t è r e s des r e p r é s e n t a t i o n s unités des 
H œ p 

s o u s - g r o u p e s de décomposi t ion dans K / F des p l a c e s de F a u - d e s s u s 
de l ( re spec t ivement à l ' infini) , et X = £ X = Z ( X —y ) , la 

°° P »>b 13 

somme des supplémenta ires des X ̂  • 

où X . ( respec t ivement x ) e s t la somme Z X» ( r e spec t ivement 
l =0 I \l 1 



Démonstrat ion : Identique à c e l l e du théorème 9, l 'hypothèse X A X = 0 CO 00 
e s t remplacée par X^ A X^ ~ 0 • 

COROLLAIRE IV. 2 .1 1. - S i K es t un c o r p s abél ien imaginaire , et F 
un s o u s - c o r p s de K , le paramètre X , e s t donné par la formule : 

as 

U A X o o = û • 
En part icu l i er , l ' éga l i té 0 a ' i e u s ' e t seulement si les 

p laces a u - d e s s u s de «t dans le s o u s - c o r p s rée l maximal K + de K ne s e 
décomposent pas dans l 'extens ion quadratique K / K . 

c . - C a p i t u l a t i o n et s t r u c t u r e des groupes de c l a s s e s . 

L e s théorèmes de paramétrage appl iqués au groupe (3 = \ i m Ctn 

montrent que , pour chaque ent ier re lat i f k et chaque c a r a c t è r e l-a-
dique i rréduct ib le cp du groupe A , les cp-composantes des s o u s - g r o u -

, n+k 
pes C t £ ont un o r d r e constant , pour tout n a s s e z grand . Ce ré -
sultat peut , en fait , ê t r e sens ib lement p r é c i s é : 

PROPOSITION IV. 2. 1 2 . - S o i t q > deg (j. un majorant de l ' invariant mu 
d'Iwasawa du groupe C-. Pour chaque naturel n a s s e z grand , l 'homo-
morphisme d 'extens ion j . , / de Ct dans Cl , . induit un Z , [A ] -n+1 /n n ^ n+1 l L 

i somorphisme canonique du s o u s - g r o u p e Ct ^ sur le s o u s - groupe 
.V n 

Ct'k , . En part i cu l i er , pour chaque ent ier re lat i f k f ixé , les grou -n+1 t\+k 
pes C l ^ sont Z . [ A ] - i s o m o r p h e s dès que n e s t a s s e z grand . n As 

c 
Démonstrat ion : Cons idérons le A [A] -module X = (3- . Pour chaque 
c a r a c t è r e «t-adique i rréduct ib le cp du groupe A , le polynôme c a r a c -
tér i s t ique de la cp-composante de X e s t un polynôme dist ingué p de 
l'anneau Z [ y - 1 ] , car i I e s t é tranger à l d 'après le choix de q . 
En part i cu l i er , le s o u s - m o d u l e de Z - t o r s i o n , d i sons T , du mo-K ' cp cp dule X e s t donc fini . S i X ne s e réduit pas à T , le polynôme n cp cp cp ' ĉp 
es t non trivial , et l'une de s e s p u i s s a n c e s annule T , de s o r t e que cp 
la p u i s s a n c e immédiatement s u p é r i e u r e , d i sons f ^ , annule X ^ ; 
s inon , prenons pour / n'importe quel polynôme dis t ingué annulant 
T . Dans les deux c a s , f annule X . Cela étant , pour chaque n cp ^ cp cp 



a s s e z grand , la c p - c o m p o s a n t e du groupe C l ^ , qui e s t l ' image de X 
par l 'appl icat ion norme , e s t un Z [ y - 1 ] -module annulé par f , 

et le lemme 1 . 1 0 appl iqué à chaque c p - c o m p o s a n t e du groupe Cl n+1 
nous prouve que l ' image de c e groupe par la norme a lgébr ique 

y k l t . . . 
V , , / = - L y e s t le s o u s - g r o u p e Cl , , . I l v ient n+1 /n u)n k = = Q n+1 

donc : 
. q .q .q »qtf 

V l / n ( C t n W n ° W n ( « n + 1 > - W n ( C l h + 1 ) - C < i l 
c e qui e s t le r é s u l t a t annoncé . 

- ( * ) THEOREME IV. 2 . 13 . - L o r s q u e le paramètre |j. a t taché au A[A]-
module n o e t h é r i e n et de t o r s i o n C- = Jim C l e s t nul , les a s s e r t i o n s 
s u i v a n t e s sont v é r i f i é e s pour n a s s e z grand : 

(i) L 'appl icat ion n a t u r e l l e N du groupe fisun le t - g r o u p e 
des c l a s s e s Cl induit un Z . [A] - i somorphisme du s o u s - g r o u p e de n 
2E . - t o r s i o n T de <3 s u r le s o u s - g r o u p e Cap de Cl for mé des c l a s s e s l n n 
de d i v i s e u r s de K qui capi tu lent dans K . n œ 

(ii) L e s o u s - m o d u l e C a p n e s t un fac teur d i rec t du ^ - g r o u p e 
des c l a s s e s Cl . 

(i i i) P o u r chaque c a r a c t è r e <t,-adique i r r é d u c t i b l e cp du g r o u -
pe A , il e x i s t e une fami l le ( a , , . . . , ce ) d ' e n t i e r s r e l a t i f s , et une i kif 
fami l le ( a , , , , . . . , a ) d ' e n t i e r s n a t u r e l s , t e l s que la d é c o m p o s i -A.(f> + I H<p e 
tion é l é m e n t a i r e du Z -module Cl * s ' é c r i v e : cp n 

e X n + a . N , K m a . 
a © ' z A ' z > © ? z / t ' z n S = 1 cp cpy V i = x + 1 cp' cp 

cp 
Dans la décompos i t ion obtenue , le terme de dro i t e m e s u r e la c a p i t u -
lation Cap6 q > , et le terme de gauche l ' image Gt e < f de d e < J f dans Cl&(f : 

n n n œ 
l ' indice X e s t la d imension s u r Z ^ d e la c p - c o m p o s a n t e du g r o u p e C-, 
et l ' indice la d imension s u r F = Z / 1 Z de la c p - composante du cp cp cp cp 
quotient . 

( * ) Ce r é s u l t a t p r é c i s e dans le c a s cyc lotomique c o n s i d é r é ic i , ce lu i 
plus généra l , obtenu en co l l abora t ion a v e c Grandet ( c f . [GJ ] ) . 
L 'hypothèse |j = 0 , e s t v é r i f i é e dès que K e s t absolument abé l i en , 
d ' a p r è s un théorème de F e r r e r o et Washington ( c f . [FW ] ) . 



SCOLIE I V , 2 . 1 4 . - S o u s les hypothèses du théorème , la limite pro -
g 

j ec t ive des groupes Ct V es t un Z -module noethérien isomorphe à la 
n cp 

somme d i r e c t e : 

A - z ^ œ f © * * z / / ' z -) ; 
CP = x cp cpy 

cp 

leur limite inductive e s t un Z -module d iv i s ib le de corang X : cp cp 

c A - ( Q / Z ) X V . œ Cp Cp 

Démonstration : Le paramètre JJ étant supposé nul , pour chaque ca -
r a c t è r e -t-adique irréduct ib le cp la c p - c o m p o s a n t e C- = <3 ^du groupe 
profini <3 e s t un Z -module noethérien de la forme : r cp 

X 
e Z V © T , cp cp cp 

où T e s t un Z -module fini . Dés ignons par F = Z / 1 Z le corps cp cp cp cp cp 
rés idue l de l'anneau Z : notons k = dim ._ C- / IC- fa i sons choix 

cp cp ^ cp cp 
d'une p s e u d o - b a s e ( x , , . . . , x ) de (3 , et é c r i v o n s : 

1 \ cp 

O - ( © x . W © * Z / -t Z x . 
cp \ = 1 cp 1 / V i = x + 1 ^ ^ 1 

cp 

avec a , 2: . . . 2: a > 0 ^ + 1 K
 ^ 

cp cp 

la décomposit ion é lémenta ire du Z -module C- . 
^ C Fixons m a s s e z grand pour avoir T = 1 , puis c o n s i d é r o n s le quo-

cp 

mX + Y <¥> a 
tient ( d 'ordre l cp i - 1 

C, / C , 1 = ( © ° P z A m Z 0 © ( © Z / l ' z x. 
cp cp V i = 1 cp cp I y V j _ x + 1 cp cp I 

r * 

Puisqu' i l e s t fini , les quotients C t ^ / d ^ , dont il e s t la limite 
projec t ive , lui sont tous i somorphes pour n a s s e z grand . Ecr ivons 
donc : 



Cl® * - J7n ( fl, ) - ( © ^ z i irJx . f ) + f z U ' z i i r n (x . f ) . n n cp = i c p n i y = ^ cp cp n i y 
cp 

Nous obtenons : 

( c W c ^ W I ^ Z f l ™ Z # ( x . ) > ( Z u ' z i M x . ) 
n n 1 = 1 ^ cP ^ i = X + 1 c p c p n i 

cp 

et l ' éga l i t é de s ind ices ( Ct®" : Cl1 ) = ( fl : C ) nous prouve n n cp cp 
que toutes l es sommes sont d i r e c t e s : 

(ci / e t * ) © ^ Z A m Z i l M x . ) ) @ ( © «p Z / i ' z N(X.) n n i = 1 ^ cp n i y S = X + 1 ^ cp n 
kv, ^ .m 

- £ /C,** . cp cp 
K otj 

En p a r t i c u l i e r , le s o u s - g r o u p e Cp = © ^ Z II Z / N (x.) CP»n ; = \ CP cp' n i 
cp 

N (T ) e s t donc un s o u s - m o d u l e pur , c ' e s t - à - d i r e un fac teur d i rec t n cp e 

du - t -groupe des c l a s s e s Ct ^ . Nous a l lons vo ir que Cp e s t 
exactement la cp-partie de la capi tulat ion Cap^ . Pour c e l a , f i xons n 
a s s e z grand , f a i s o n s cho ix d'une p s e u d o - b a s e ( x ^ ^ , . . . , x n ) 
du Z -module Cle<J! , et é c r i v o n s : cp n ' 

a 6 t p = ( e ^ z / ^ - ' z x ©( ©Kcp z / i ] z x . n V i = 1 cp7 cp n , i y +1 ^ V n ' ' 
cp 

a v e c 
a , > . . . ^ a , > m ^ a , , , > . . . > a 

n , 1 n ' cp n ' X c p + 1 *cp 

x n , i = V x i ) ' P ° u r 1 = X c p + 1 % ' 

la décompos i t ion é l é m e n t a i r e c o r r e s p o n d a n t e , les condi t ions s u r les . m ^ 

a n j étant imposées par la décompos i t ion du quotient ( C l ^ / C l ^ ) ^ . 
P a r s u r j e c t i v i t é de la norme , et compte- tenu de l ' i somorphisme ca -
nonique C l ^ / C l ^ — — c / , nous pouvons r e l e v e r les 
x . en un s y s t è m e de g é n é r a t e u r s de C l 6 * , , et é c r i r e : n , i n+1 

Cl * 
e ^ X a , . . ^ k a . 

= ( © ^ Z / l n + 1 ' ' Z x • > ( © * Z / 1 'Z x ^ . n+1 v . . cp7 cp n+1, \J V . , . cp7 cp rrt-1, i. 
cp 



a v e c 
V l / n ^ n + l j 1 = X n , î p o U r ' ^ cp 

x n + 1 f i " J n + 1 ( x i ) ' p o u r ' > X c p ' 
a . 

en notant l ' l ' ordre de x , , . dans Cl * n+1 , i n+1 * 
Cela p o s é , f a i s o n s cho ix d'un mult iple d i s t ingué / du po -

lynôme c a r a c t é r i s t i q u e P c ^ , annulant <3^ , et appl iquons le lemme 
1 . 1 0 . L ' é g a l i t é e n t r e o p é r a t e u r s v n + ^ y n = K 1 + l a ) , 

"Vi+I . . . . v , , / = e s t la norme a l g e b n q u e , nous prouve que e s x , , . v n + 1 / n oun
 K M n+1 , i 

sont , à l 'act ion p r è s d'un i n v e r s i b l e de l ' a lgèbre de Galo i s , les 
é tendus des x . . En p a r t i c u l i e r , nous avons donc a , , . < 1 + a . , n , i K ' n+1,i n, i ' 
pour i = 1 , . . . , X . Mais c e ré su l ta t n 'es t compatible a v e c l ' identi té 

| C t e l , I / | C t e * I = l ^ X ' ^ ^ = l d f f , que si nous avons e f f e c t i v e -i n+1 1 1 n 1 

ment l ' éga l i t é a , , . = 1 + a . , pour i = 1, . . . , X , a ins i qu'une 3 n+1 , i n , i ' ' ' c p 
somme d i r e c t e : 

e „ X 1 + a . ^ , k a . 
Cl * - r © * Z Jl n - ' Z x . > ( © * Z / l ' Z x . . . n+1 V i = 1 cp7 cp n+1, \J V j _ ^ ^ cp cp nt-1,i 

cp 

P r o c é d a n t a l o r s par r é c u r r e n c e , nous pouvons fabr iquer , pour c h a -
que i = 1, . . . , k , une fami I le p r o j e c t i v e ( x . ) de c l a s s e s 

* cp n , i n ^ nQ 
de d i v i s e u r s , pos sédant les p r o p r i é t é s s u i v a n t e s : 

1) L e s é l é m e n t s x.' = lim x . forment une p s e u d o - b a s e i - n , i n ' 
du groupe profini (3 

& - ( © ^ Z x O ® ( ® * Z / 1 cp cp ^ V i = + 1 cp7 

cp 

a . 1 T7 ' Z x . cp i 

L e s X p r e m i e r s sont l ibres , les a u t r e s de tor s ion , d ' o r d r e s r e s -
a p e c t i f s l . 

2) Pour chaque n > nQ , les é l é m e n t s x . = ^ ( x . 1 ) for -
0 ' 

ment une p s e u d o - b a s e du Z -module Cl 9 . cp n + 
L e s X p r e m i e r s sont d ' o r d r e s r e s p e c t i f s l 1 , pour un a . dans 

^ cc • ' Z ; les a u t r e s d ' o r d r e s r e s p e c t i f s l 1 , indépendant de n . 



Cela étant , l 'homomorphisme d ' ex tens ion j / envo ie le 
G 6 n i / n 

groupe C l ^ sur le s o u s - g r o u p e de Ct«n^ , et le s o u s - g r o u p e 
e r n = ffAT ) de Cl s u r le s o u s - g r o u p e Cp , , = N , AT ) de *-Pcp,n n cp n K "cp,n+1 n+1 cp 

6 e e Cl f , . En p a r t i c u l i e r , les é l é m e n t s de Cl w qui capitulent dans Cl ^ n+1 ' n rH-1 
forment un s o u s - g r o u p e d ' o r d r e ICt®4' | / | C l ^ f | - fa ( ~ ) ; 

K CL 

ce sont les é l éments d ' o r d r e l de la somme Cb = © CP Z II Z x 
<¥>»n

 i = x + 1 ^ cp n,i 
cp 

P l u s généra lement , c eux qui capitulent dans Cl sont les é l éments 
k k e de l - t o r s i o n du s o u s - g r o u p e Cp . Et les é l éments de Cl v qui 

0 cp j ri n 
capitulent dans Cl ^ sont donc exactement les é l é m e n t s de Cb . 

Enfin , comme la r e s t r i c t i o n au s o u s - groupe Cl v = 
X n + a. 

© ^ Z / <t 1 Z x . d e l 'homomorphisme d ' ex tens ion j e s t in-
i = 1 cp' cp n , i K n 

6 6 j e c t i v e , le groupe C t ^ = lîm Ct ^ s ' i d e n t i f i e par conséquent à la 
réunion c r o i s s a n t e des g r o u p e s C l ^ : c ' e s t un Z -module divi -n cp 
s i b l e de c o r a n g X . cp 

PROPOSITION IV. 2 . 1 5 e - P o u r chaque e n s e m b l e fini S de p l a c e s de 
<£ , d é s i g n o n s par C t ^ ' e ^ - g r o u p e d e s S - c l a s s e s de d i v i s e u r s du 
c o r p s K n ( i . e . le quotient du ^ - g r o u p e des c l a s s e s de d i v i s e u r s de 
K ^ par le s o u s - g r o u p e G&n (S) , e n g e n d r é par les c l a s s e s des divi -
s e u r s c o n s t r u i t s s u r les p l a c e s a u - d e s s u s de S ) . 

S S 
(i) S i S ne cont ient pas l , le groupe C- = lim C t n e s t 

un A [ A ] - module n o e t h é r i e n et de tor s ion , qui a mêmes paramètre s 
que le groupe (3 = Jim Cl . ' n S S 

(ii) S i S cont ient l , le groupe C- = jim O t n e s t un 
A [ A ] - module n o e t h é r i e n et de tor s ion , qui a mêmes paramètre s que 
le groupe (A = (lim Cl* . Dans tous les c a s , le paramètre e s t ce lui du groupe C*. 

C S 
En p a r t i c u l i e r , s o u s la condit ion |_ic = 0 , tous les g r o u p e s C t ^ v é -
r i f i ent l es a s s e r t i o n s du théorème 13 et du s c o l i e 14 . 

Démonstrat ion : S i S ne cont ient pas l , la loi de décompos i t ion dans 
une tour cyc lo tomique montre que les p l a c e s de K a u - d e s s u s de l sont 



finiment décomposées dans K / K . En part icu l ier , les groupes 00 
C-ln (S) ( re spec t ivement C l ^ (S)) ont un o r d r e borné indépendamment 
de n . Il vient donc : 

C-S ~ <3 et <3* S = C-S U ^ ~ (3* , comme annoncé . 

S 
En fait, il e s t f ac i l e de voir qu'il n'y a qu'un nombre fini de groupes (3 
d i s t incts pour une Z ^ - e x t e n s i o n donnée : En effet , la famille des sous -
modules ( (3( S ) ) p o s s è d e un plus grand élément dans l 'ensemble n o e t h é -
r ien des s o u s - m o d u l e s de <3 ; c e qui rev ient à d ire qu'il e x i s t e un e n s e m -S T 
ble fini de p laces , d i sons T , tel qu'on ait (3 = C dès que S contient T . 
Dans le c a s , c o n s i d é r é ic i , de la Z ^ - e x t e n s i o n cyclotomique d'un corps 
de nombres T es t simplement l 'ensemble des p laces a u - d e s s u s de l . 
D'après le corps de c l a s s e s local, en ef fet , les p laces de K é t r a n g è r e s CO à t sont complètement décomposées dans toute ^ - e x t e n s i o n de K où e l l e s 00 
ne s e ramifient pas , de s o r t e que nous avons identiquement : 

S S <3 = <3* , lorsque S contient K, , (3 = <3 , s inon . 

ETUDE DU GROUPE DE GALOIS DE LA l - EXTENSION ABELIENNE 
l - RAMIFIÉE MAXIMALE DU C O R P S K . ——————————————————————————— œ 

a . - D é f i n i t i o n du groupe Cl . 

Dés ignons par M la ^ - e x t e n s i o n abél ienne ^ - r a m i f i é e ma-00 
ximale du corps K , et notons Cl = Gai ( M / K ) son groupe de 00 00 00 
Galois . L 'ex tens ion M es t évidemment la réunion des <t -extens ions 00 
abé l i ennes ^ - r a m i f i é e s maximales M des s o u s - c o r p s de degré fini 
K de K , et nous d isons que M es t le <t-corps des ^ - c l a s s e s in -n œ ' n 
f in i t é s imales de « n , en accord a v e c les ré su l ta t s du chapitre II, 2 , 
qui interpr ètent le groupe de Ga lois Cl^ = Ga I ( M n / K n ) comme quo-
tient du t e n s o r i s é = Z . D ' du groupe D 1 des d i v i s e u r s de K n ^ n n ti 
é t r a n g e r s à K, , par le sous -module p^5 des d i v i s e u r s pr incipaux- in -
f inités imaux , image dans le sous -module p ' = Z . <g>_, P ' des divi -n m, n 
s e u r s principaux é t r a n g e r s à l , du s o u s - g r o u p e infinitésimal K^3 du 
t e n s o r i s é KX = Z , (8)_ K x . Autrement dit : n l Z n 

DEFINITION IV. 2 . 1 6 . - Par Cl nous entendons le groupe de Galois 
Gai (M / K ) de la <t-extension abél ienne K - r a m i f i é e maximale du 00 00 



c o r p s K , qui s ' i d e n t i f i e à la limite p r o j e c t i v e jim d des <t-grou -oo * n 
pes de < t - c l a s s e s in f in i t é s imales / p des c o r p s K . Le groupe d r n n n 
e s t un A [ a ] -module noe thér ien , dont nous notons p 
les paramètres dans R * ( A) . 

et x 

qui e s t abé l i enne s u r K 

La tour cyc lotomique K / K étant 
GO 

^ - r a m i f i é e , pour chaque naturel n le 
c o r p s des - t - c l a s s e s in f in i t é s imales M K n 
e s t la s o u s - e x t e n s i o n maximale de M co 

Le groupe de Galo is = G a l ( M / K ) , n n oo 
plus grand quotient de d f i xé par T n , e s t a ins i le quotient d e s l -

g e n r e s inf in i tés imaux d / d ^ de l ' ex tens ion procyc l ique K / K ; et 00 
le groupe d = G a l ( M / K ) e s t donc i somorphe , comme Z . [ A ] -n n n v 
module , à la somme d i r e c t e : 

d„ n 
Jn Wn r n ed'n = r * ®d/d , 

puisque s e r e l è v e dans d n , par un argument de pro jec t iv i t é . En 
part i cu l i er , s i r d é s i g n e , comme plus haut, la - t -valuat ion de l'or-
dre du groupe des r a c i n e s de l 'unité dans K , il vient : 

a/a' 
n+r 

n ' " n+r 

d'où , d 'après le théorème 1 . 1 7 : 

®a/d n 



n+r 
PROPOSITION IV. 2 . 1 7 . - La su i t e {a / Cl ) , des quotients ; n n n t IN 

n + r 

d'exposant l des groupes de ^ - c l a s s e s in f in i tés imales des corps 
K es t paramétrée par les c a r a c t è r e s p , JJ + ( r -1 ) p , X + 1 , H cl cl â â 
et v , pour un c a r a c t è r e ^ - a d i q u e virtuel convenable v du groupe A. a a 

Autrement dit , pour chaque c a r a c t è r e -t-adique irréduct ib le 

cp de A, l 'ordre i , a ^ de la cp-composante du quotient tf^/û^ 
e s t donné asymptotiquement par la formule : 

% ( n ) = < pa ' «pMn+1) P + <M a+(r -1 ) Pa , cpH" + < Xa + 1 , cp)n + <va ,cp>. 

COROLLAIRE I V . 2 . 1 8 . - La su i t e ( K ) ^ . des radicaux kummé-— — — — — — — n n t in 
r i ens Rad (M / K ) , a s s o c i é s aux - t - ex tens ions abé l i ennes p a -ri' n 
mi f i ée s maximales M des c o r p s K , e s t paramétrée par les c a r a c -n n _ 
t è r e s p * , L i * + ( r - j ) p , X * + w , et v * , r e f l e t s des précédents â â â â cl 
dans l ' involution du miroir . 

Nous sommes maintenant en m e s u r e d'exprimer les para -
mètres du groupe Cl à part ir de ceux du groupe (3* . Convenons de 
d é s i g n e r : 

- par X = L X y, » ' a somme des induits à A des c a r a c t è r e s 
P\œ P 

des représentat ions unités des s o u s - g r o u p e s de décomposit ion des 
p lace s à l'infini du c o r p s F dans l ' extens ion abé l ienne K / F ; 

- par ijr = Z g* x r > ' a somme des induits à A des c a r a c -
1 I \l 1 1 

t è r e s des r e p r é s e n t a t i o n s unités des s o u s - g r o u p e s de décomposit ion 
des p l a c e s I de F a u - d e s s u s de -t dans K / F , comptés a v e c une mul-
t ip l ic i té a é g a l e au nombre de p l a c e s de K a u - d e s s u s de chacune r r 00 d ' e l l e s . Cela p o s é , nous avons : 

THEOREME IV. 2 . 1 9 . - L e s paramètres p , u , et X du groupe de i a a a 
Galo is d de la ^ - e x t e n s i o n abé l i enne - t - rami f i ée maximale M du œ 
corps K sont donnés , en fonction de ceux |_i et X du groupe de 

oo c c 
Galois <3f de sa s o u s - e x t e n s i o n non ramif i ée - t -décomposée maxima-
le <3* , par les formules su ivantes : 00 

(i) P, = X * = «J X 
t--\ - * -1 (II) n a = = tu | i c ' 
(iii) Xa = X* + ( V < t - 1 ) * = +( t c 1 ) ] . 



Pour établ ir c e résu l ta t , nous nous appuyerons sur le lemme : 

LEMME IV. 2.20.-
(i) La su i t e ( u ) _ - . des ^ - g r o u p e s de r a c i n e s de l 'uni-on n t IN 

té des corps K n e s t paramétrée par les c a r a c t è r e s p = 0 ; |j = 0 ; 

x = ou ; v = r u) . n + r 
(ii) La su i t e ( E / E ^ ) _ _ . , où E es t le groupe des n' n n € IN ' n ^ k 

unités de K , e s t paramétrée par les c a r a c t è r e s p = v ; u = (r - 1 ) v n t * \ œ 

X = u u - 1 ; v = r ( o ) - l ) . n + n 

(iii) La su i te ( E ^ / E ^ ^ € IM ' O Ù E n e s t l e g r o u P e 

des / t -unités de K , e s t paramétrée par les c a r a c t è r e s p = X > n œ 
M = ( r - l ) X c o î X.= u u + ( i ( r ^ - l ) ; v - r [ u j + ( i ( [ - l ) ] . 

Démonstration du lemme : L ' a s s e r t i o n (i) r é s u l t e directement de la 
définition du c a r a c t è r e cyclotomique uu , le groupe [in étant un Z ^ - m o -
dule d 'ordre J^+ r . L ' a s s e r t i o n (ii) provient du théorème de r e p r é -
sentat ion de Herbrand , qui nous dit que le produit (U E n es t un 
® [Al -module de c a r a c t è r e l n y - 1 . L ' a s s e r t i o n (iii) s 'obt ient de n oo 
m ê m e , le produit étant un <£[ A ] - m o d u l e de c a r a c t è r e 
-t" X + f ^ ~ 1 » dès q1-16 contient le composé K m des s o u s - c o r p s 
de décomposit ion des p l a c e s de K a u - d e s s u s de l dans l 'extension 
K / K . 

Démonstration du théorème : La su i te exac te de dualité (i) du théorème 
11 .2 .13 s ' é c r i t : 

n+r 
, „ s

 1 = E ' / E ' * M = Rad ( M / K ) . Cl ' 1 . 
n n ' n n n ' n r n 

Le terme de gauche es t paramétré par le lemme 20 (iii) : le terme mé-
dian , par le c o r o l l a i r e 18 ; et le terme de droite par le s c o l i e 3 . 
Ecrivant que la somme a l t e r n é e des paramètres es t nulle , nous obte -
nons : 

(*) On notera que le paramètre x = uu - 1 n 'es t pas dans R ^ (A) , 
lorsque F ne contient pas Q . 



H * + < r - l ) p * = ( r - l ) X 

U) O 

v. 

X + 0 
00 

+ ^ -O ^C 

0) + ( 1) + Xc 

r [ou + ( f ^ - î ) ] + v c 

• d'où * 

p : - x œ 

^a* = ^ c 

v ? - v + r [ u u + ( f , - l ) ] a c ^ 
c e qui conduit bien au résu l ta t annoncé , les c a r a c t è r e s X œ et ty ^ . 
sommes d' induits de c a r a c t è r e s uni tés , étant égaux à leurs pseudo -
i n v e r s e s r e s p e c t i f s X ^ et ^ . 

- E t u d e du s o u s - g r o u p e de tors ion . 

DEFINITION IV. 2 . 2 1 . - Par t nous entendons le s o u s - m o d u l e de A -
tors ion du groupe de Galo is G = Gai (M / K ) de la - t - ex tens ion a b é -

OD CO 

l ienne ^ - r a m i f i é e maximale du c o r p s K . C 'e s t un A [A ] - module 00 
noethér ien de p a r a m è t r e s 0 , u , et X . Nous notons Z son corps a a oo 
des invariants . 

Le s o u s - m o d u l e de A - t o r s i o n du groupe Cl permet de d é -
c r i r e , pour chaque naturel n , le s o u s - groupe de Z . - t o r s i o n du 
groupe des - t - c l a s s e s in f in i t é s imales du corps K n . En ef fet , dans 
la décomposi t ion d i r e c t e : 

i n ou. 
an - r ^ © a / a n , 

le s o u s - g r o u p e de tors ion G> de Cl s ' i d e n t i f i e à ce lui du s o u s - g r o u -
pe = , donc , f inalement , au s o u s - groupe de tors ion du 
quotient C>/1> . Ainsi , tout comme pour la su i t e ( C-t^ ) n ^ , la 
détermination des paramètres a s s o c i é s à la s u i t e ( X> n )n ^ ^ p o s e le 
p r o b l è m e de l ' interprétat ion des f a c t e u r s cyc lo tomiques dans la fac -
tor i sa t ion i rréduct ib l e des polynômes c a r a c t é r i s t i q u e s r e s p e c t i f s Pa 
des c p - c o m p o s a n t e s du module "S . E c r i v o n s donc : 

|_i * 
Pa ( y - 1) - l Qa ( Y - l) Ra ( Y- l) 

cp cp cp 

la décomposi t ion dans Z [ y - 1 ] du polynôme Pa ^ comme produit d'une 
p u i s s a n c e de l , d'un polynôme cyclotomique fia , et d'un polynôme 

cp 



dist ingué Ra étranger à tous les uu. . F ixons m ' a s s e z grand pour 
que fia ait mêmes fac teurs i rréduct ib les que le polynôme c a r a c t é -
r i s t ique fia du quotient G /G<x'm' . 

cp ( * ) cp cp 
Cela posé , nous avons : 

THÉORÈME IV. 2 . 2 2 , - Pour chaque naturel n a s s e z grand , la quan -
tité d . deg fia mesure la cp-partie du groupe de défaut de la c o n j e c -cp cp ^ 
ture de Leopoldt dans le c o r p s K n . Par su i t e , les polynomes c a -
r a c t é r i s t i q u e s Pa a s s o c i é s aux cp-composantes du A [A]-module 15 
sont é t r a n g e r s à chacun des polynômes cyclotomiques uo. si et s e u l e -
ment si ce t te conjecture es t v é r i f i é e à chaque é tage fini a s s e z grand 
de la tour cyclotomique , c e qui a lieu en part icu l ier dès que le corps 
K es t absolument abél ien . 

Démonstration : Le groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt dans 
le corps K es t le noyau S °° , dans le t e n s o r i s é S = Z , E du K n ' n ' n <t Z n 
groupe des unités , de l 'application de s e m i - l o c a l i s a t i o n <j? s » = 

® %(. à va l eurs dans le groupe des unités pr inc ipales du complété 
I J * "n 
s e m i - l o c a l de K . C'es t évidemment un Z . [A] -module projectif . n ^ 
Pour déterminer son c a r a c t è r e , d i sons 6 , nous a l lons évaluer de ' n 
deux façons celui du groupe de Galois . 

- D'un côté , puisque la définit ion des polynômes fia e s t in-
dépendante du choix de l 'entier m ' , pour chaque n >m ' le quotient 
û x / S du groupe = < 2 / p a r son sous -module de tors ion G n n r- n r- rï ^ n 
es t un Z [A] -module project i f de c a r a c t è r e t p + E deg fia . cp . •v a cp 

De l ' isomorphisme C?n / g n ^ r ^ > n o u s concluons auss i tôt 
que le groupe (2 /<S> e s t lui-même un Z . [A] -module de c a r a c t è r e n n ^ 

pa + 1 + Z deg fia . cp = l™ X* + 1 + E deg fia . cp . 
cp °° cp ^ 

(*) Ce résul tat e s t dû e s s e n t i e l l e m e n t à Gil lard ( c f . [GÎ2 ] , th. 1 ) , 
qui l 'énonce en termes de rangs . S o u s la forme proposée ici , il e s t 
le pendant exact du théorème 6 . 



- D'un autre côté , nous avons directement G ~ V /s( S ) ' n M n' n 
par la théor ie du corps de c l a s s e s ( c f . Ch. II. 2 , 1 § d ) donc 
<H . <H> G — (Si, V / <Û , (g»-» s( S ) . Dans cet isomorphisme , le l Z. n <t 4L n 4L n 
numérateur s ' e n v o i e isomorphiquement sur le groupe additif 
par action du logarithme : c ' e s t un ŒL [ A ] - m o d u l e de c a r a c t è r e 
«t [F : CR ] x - . Quant au dénominateur , son c a r a c t è r e vaut exacte -

n ment ( l Y - 1 ) - ô , puisque le produit (&, E e s t un © , [ A ] -œ n n « n ^ 
module de c a r a c t è r e -t x ~ 1 • co 

Egalant les deux e x p r e s s i o n s obtenues , nous en déduisons : 

«n " C X . + X'cl- ® 3 V é g ] d e 9 

ce qui établit le théorème , en vertu du lemme : 

LEMME IV. 2. 2 3 . - La somme x + X* e s t éga le à [ F : X ' 00 00 

Démonstration : Dés ignons par r ( re spec t ivement c F ) le nombre de 
p laces r é e l l e s (respect ivement complexes ) du corps F . S i p e s t 
complexe , nous avons x ^ = Xr|3 donc x ^ + x j = 2 Xré3 . S i p es t 
r é e l l e , il y a ramif icat ion , donc X p + X p = X p + u J X p = Xr^g » p u i s -
que ujagit non trivialement sur le s o u s - g r o u p e de décomposit ion A^ . 
Il vient donc X œ + X* = E ( x . + X?> = ( r R + 2 c p ) X p = [ F : ® ] X p é 

|3 00 r r 

comme attendu . 

DÉFINITION IV. 2 . 2 4 . - Nous d i sons que le c a r a c t è r e ô j eopolcit = 

£ (deg £Ta ) cp es t le c a r a c t è r e de défaut de la conjecture de Leopoldt cp cp 
dans la tour cyclotomique K j K . Son degré < ô L e o p o | d t , 6 Leopoldt* 
mesure le défaut de la conjecture de Leopoldt à chaque étage fini a s s e z 
grand de la tour cyclotomique . 

COROLLAIRE IV. 2 . 25. - Dans une tour cyclotomique , le défaut de la 
conjecture de Leopoldt e s t majoré par l ' invariant À d'Iwasawa a s s o c i é 
aux groupes de ^ - c l a s s e s C<{̂  
l ' inégal i té entre carac tères : 

i (*) aux groupes de ^ - c l a s s e s C<t/n . P lus préc i sément , nous avons 

6 Leopo ld t * ^c 

(* ) Enoncé en termes de rangs , c e r ésul tat e s t dû à Gil lard (cf . [ G i g ] , 
th. 2 ) . 



Démonstrat ion : La majoration t r i v i a l e deg Qa < deg P a donnant 
cp cp 

seulement l ' inégal i té : 

«Leopoldt ^ a " 1 1 • 
il e s t n é c e s s a i r e de p r o c é d e r autrement : Nous s a v o n s par le théo -
rème 22 que , pour n a s s e z grand , le groupe <§™ d e s uni tés i n f i n i t é -
s i m a l e s du c o r p s K e s t un Z t [ A ] - m o d u l e project i f de c a r a c t è r e n ^ 
6 = 6 , « Cons idérons donc l ' ex tens ion abé l i enne n Leopoldt f oo ( * ) 
K r J à l / K : E l l e e s t non rami f i ée aux p l a c e s é t r a n g è r e s à œ L v n œ 
l ( puisque son radical e s t r e p r é s e n t é par des uni tés ) et complète -
ment d é c o m p o s é e aux p l a c e s div isant <£, ( puisqu'i l e s t r e p r é s e n t é par 

des inf in i tés imaux) . Son groupe de Galo i s G a l ( K ( J S œ ) / K ) es t oo n oo 
donc un quotient du groupe C ' = Ga I ( C ' / K ) . Mais c ' e s t auss i un CO 00 
Z . [A ] -module project i f de c a r a c t è r e Ô * = Ô * . . Il vient donc l L J K J n Leopoldt 
6.* , £ x , i . e . ô. . .. s A. * , comme annoncé . Leopoldt c ' Leopoldt c ' 

Remarque : Le fait que le défaut de la c o n j e c t u r e de Leopoldt s o i t b o r -

/
00 

K prouve que le groupe de défaut S e s t constant ro n 
pour n a s s e z grand . En ef fe t , c?n e s t a l o r s d ' indice fini dans , 
en vertu de l ' éga l i té des rangs ; et c ' e s t a u s s i un s o u s - m o d u l e pur de 
tf® , s a n s quoi l ' extens ion K / K ^ s e r a i t engendrée p a r l a rac ine 
- t - i ème d'une unité inf in i tés imale de K , donc - t - d é c o m p o s é e ; c e 
qui n 'es t pas . 

COROLLAIRE IV. 2 . 2 6 . - La s u i t e ( 3 n ) n ç ^ des radicaux kummé -
r i e n s Rad ( Z / K ) des c o m p o s é e s Z des Z , - e x t e n s i o n s des c o r p s n ' n K n l K 

K e s t paramétrée par les c a r a c t è r e s v , C r — 1 ) y , uu + ô * . . . n œ ' A œ ' Leopoldt 
e t « Leopoldt > ' 

Démonstration : Pour chaque c a r a c t è r e ^.-adique i r r é d u c t i b l e cp de A, 
é c r i v o n s £ ^ l 'ordre de la c p - c o m p o s a n t e du radical £Jn . Cela po -
s é , pour n ^m , nous s a v o n s déjà que le groupe de Galo i s £ ? n / S n = 
G a l ( Z / K ) e s t un Z . [ A ] - m o d u l e project i f de c a r a c t è r e n n ^ 

(*) c ' e s t - à - d i r e la plus grande ^ - e x t e n s i o n kummér ienne de K dont 00 
le radical e s t r e p r é s e n t é par des unités in f in i t é s imales . 



X* + 1 + 6, • De l ' i somorphisme canonique : Leopoldt 
n ^ ^ n ^ ~ Hom ( Ga \ (2. ^ / K n ) , | j n ) , 

donné par la t h é o r i e de Kummer , nous dédui sons donc la formule : 

V n ) = l e o p o l d t ' « P > ( n + D ; 

c e qui e s t p r é c i s é m e n t l ' a s s e r t i o n du c o r o l l a i r e . 

COROLLAIRE IV. 2 . 2 7 . - S u p p o s o n s v é r i f i é e la c o n j e c t u r e de Leopoldt 
. n+r 

dans la tour cyc lo tomique K / K . A l o r s la s u i t e (G /G ) ^ », œ' n ' n n € IN 
des quot ients d 'exposant l des s o u s - g r o u p e s de tors ion e s t 

p a r a m é t r é e par les c a r a c t è r e s 0 , [i * , X* + uu( \|/ -1 ) , et v* + uu( c c ^ c ^ 

Nous a l l ons donner deux démonstrat ions de c e ré su l ta t : 

la p r e m i è r e en évaluant d irec tement l ' ordre K ^ de la c p - c o m p o -
£ n + r 

s a n t é du quotient / S , pour un c a r a c t è r e - t -adique i r r é d u c -

t (n) t ible a r b i t r a i r e cp ; la s e c o n d e en écr ivant que <1 e s t e n c o r e l ' o r -
n+r dre de la c p - c o m p o s a n t e du s o u s - g r o u p e de -t - t o r s i o n n < r ^ = /v n 

^ntr C?n du groupe a n . 

P r e m i è r e démonstrat ion : L ' i s o m o r p h i s m e de dual i té 
n+r p n + r 

S = Hom ( a l a ) / (£> / S ) , Lt ) nous conduit immédiate-^n n ' n n ' n ^n 
ment à l ' ident i té a (n) - t (n) = z » , o ù cp* e s t le r e f l e t du c a r a c -

cp cp ^ cp ^ 
t ère cp . Ce la étant , l ' indice a (n) e s t donné par la propos i t ion 17 , 
et l ' indice z *(n) par le c o r o l l a i r e 26 ; d'où le r é su l ta t annoncé : cp 
ï ( n ) = < n * , c p H n + < UJ( 1 ) , c p > n + < v j + r uu( 1 ) , cp > . 

Deuxième démonstrat ion : D ' a p r è s la propos i t ion 11 .2 .6 , la su i t e 
e x a c t e de dual i té (ii) du théorème 1 1 . 2 . 1 3 s ' é c r i t , pour n a s s e z 
grand : 

I ( © i j . V M > <7 * S ' = Rad ( C ' / K ) * 1. 
n l n + r n n n n 

II v ient donc : 
t (n) = < eu ( i|r. 

cp K> 
c o r o l l a i r e 4 ; d'où , à nouveau , le r é s u l t a t . 
t (n) = < ou ( i|f. - 1 ) , cp ) + o 1 *(n) , et l ' indice c ' * ( n ) e s t donné par le cp h cp cp 



des G . L'ident ité ainsi obtenue : 

-Capitulation pour les g r o u p e s , et application à la iT-théorie . 

.n+r 
Le corol laire 27 montrant que la su i t e ( ^ / G ) 

n ' n n € N n+r des quotients de K, - torsion des groupes & n e s t paramétrée , il 
es t naturel d'attendre un résu l ta t analogue pour la su i te ( tô ) _ . . K n n Ç N 
e l l e -même . Pour l'obtenir , nous a l lons comparer les groupes G 
avec les quotients des g e n r e s lG/ç>aJn a s s o c i é s au sous -module de A-
torsion du groupe de Galois Cl = Gai (M / K ) . S o u s la conjecture CO 00 
de Leopoldt , il e s t f ac i l e de voir , en ef fet , que le groupe S es t la 
limite projec t ive des groupes 'G : D'un côté , les groupes "G n étant 
f in is , leur limite projec t ive J i m G es t bien un sous -module de tor -
s ion de (2 , donc un sous -module de "G . D'un autre côté , sous la 
conjecture de Leopoldt, les quotients <&/?~>Wn sont f inis , et contenus 
dans = Cl/dWn , donc dans le sous -module de Z ^ - t o r s i o n G n ; 
c e qui prouve en retour que G es t contenu dans la limite project ive 

dent ité ainsi 
"G = Jim G 

n ' e n t r a î n e pas cependant l 'égal i té : 
G> — } pour chaque naturel n , 

puisque rien n ' a s s u r e que l 'application norme de S dans G soit 
une surjec t ion . De fait , la théor ie du c o r p s de c l a s s e s , qui inter -
prête le quotient G / i l / J ^ â ) comme groupe de Galois de l 'extension 
abél ienne (M fl Z ) / Z , montre que ce défaut de sur jec t i v i t é me -n œ n 
s u r e la part ie de la tors ion de d qui e s t a b s o r b é e par les Z . - ex -n v 
tens ions lorsqu'on monte la tour cyclotomique . P a r la théorie de 
Kummer , le groupe dual ( & n / # n ( & ) ) v - Hom (% n / J7n(G ) , (fc^/Z ) 
s ' ident i f i e au noyau de l 'application nature l le : 

~ 0 ( K ) 7?9 ( K ) , 2 n z œ 
v 

où /?_( K ) = "G es t le dual de Pontr jagin du groupe G . et 7?0(K ) 2 n n n z œ 
celui du groupe t3 ; i I correspond donc à une capitulation . 

Pour l 'évaluer , partons de la descr ipt ion du groupe Cl/G 
donnée par la théor ie d'Iwasawa . Les théorèmes de s t ruc ture de la 

(*) Les groupes 7? ( K ) sont déf in i s au chapitre 1. 1 , 2 § b . Ci 



s e c t i o n 1 nous prouvent que le quotient CL/'G , qui e s t s a n s Z - t o r -
s ion , e s t contenu a v e c un indice fini dans un A [ A ] - m o d u l e projec -
tif p , c e que nous pouvons é c r i r e : 
1 <?/& *• p - 3 1 , pour un module fini 3 . 

Comparant ce t t e su i t e e x a c t e à e l l e - m ê m e , par act ion de l 'opérateur 
l" 

= y - 1 , puis formant le diagramme du serpent , nous obtenons la 
s u i t e e x a c t e : 

r un uu uu„ 
1 ^ n — g/^g n — p / p n — - n — i 

qui nous prouve , puisque le quotient p / p ^ " e s t Z . [ A] - project i f , 
r que le groupe 3> " s ' i d e n t i f i e canoniquement au s o u s - g r o u p e de Z . -

/ uu 
tors ion du quotient G/^b G " . Naturel lement , pour n a s s e z grand , 
uun annule g , et 3 11 e s t égal à 3 . 

Cela étant, dans la s u i t e e x a c t e cour te canonique : 
» n uu„ U) ui 

1 — W n/G n G/G n < 7 / S a n — 1 

le terme de gauche / G®n étant fini s o u s la c o n j e c -
ture de Leopoldt , le s o u s - g r o u p e de tors ion du terme de dro i te , qui 
e s t i somorphe à 3> , e s t l ' image dans le quotient G/G <7U)'"> du s o u s -

/ uu groupe de tors ion ?E> de G/ G n . P a r r e s t r i c t i o n aux s o u s - g r o u p e s ,uu 

de tors ion , nous obtenons donc la su i t e c o u r t e : 

1 — V ^ n — ^ & n — 3 — 1 , 

qui nous prouve que le groupe de défaut c h e r c h e e s t préc i s ément 3* . 

11 vient donc : 

THÉORÈME IV. 2 . 2 8 . - S o u s la c o n j e c t u r e de Leopoldt , la limite p r o -
j e c t i v e des s o u s - m o d u l e s de Z ^ - t o r s i o n G n des - t - g r o u p e s de c l a s -
s e s in f in i t é s imales G d e s c o r p s K e s t le s o u s - m o d u l e de A-tors ion n n 
"G de la limite p r o j e c t i v e d e s G ; c ' e s t un A [A] -module noethér ien et 
de tors ion , de paramètres (j * , et X * + uu( f . - 1 ) . De plus , il e x i s t e c c ^ 
un paramètre -t-adique v ir tue l v du groupe A , tel que , pour chaque 
c a r a c t è r e t - a d i q u e i r r é d u c t i b l e cp de A , et tout n a s s e z grand, l ' o r -

t (n) dr e l d e l à c p - c o m p o s a n t e du groupe so i t donné par la formule : 
1 n 1 ^ 

t ( n ) = < u u | i ~ , c p ) - t + ( u s L + u u ( i | f . - l ) , c p > n + < v _ , c p > . cp c c v q 



S C O L I E IV. 2 . 2 9 . - S u p p o s o n s la c o n j e c t u r e de Leopoldt v é r i f i é e dans 
la tour K / K , et n a s s e z grand . A l o r s : 00 

(i) Le quotient N n ) e s t i somorphe au groupe 3" d é -
fini c i - d e s s u s . 

(ii) Le noyau de l 'homomorphisme naturel 
7?0 ( K ), j ( K ) . e s t i somorphe au dual de 3 , z n z z oo z 

Cette d e r n i è r e a s s e r t i o n e s t l 'analogue pour les groupes 
i? ( K ) . du ré su l ta t de Coates sur les noyaux r é g u l i e r s B 0 ( K ) . de z n v z n 
la iT-théorie ( c f . [Co(~l , § 4 , th. 7 ) . C o n s i d é r o n s , en ef fet , le 

= — 2 2 
t e n s o r i s é Cl = T d du groupe d par le c a r r é t ensor i e l T ^ de 
l 'opposé du module de Tate "F . = J im |_I . (•) n 

L e s r é s u l t a t s du chapi tre I montrent que le dual de Pontr jag in , 
d i sons Ç> , du groupe i?„ (K ) e s t le s o u s - g r o u p e de Z . - t o r s i o n n z n ^ 
du quotient des g e n r e s Cl = Cl/dW" a s s o c i é à Cl . Bien entendu , 
comme Cl e s t un A [ A ] - m o d u l e noe thér ien de paramètres X œ > ^^c^ > 
et uu ( x ~ ' + ( ijf . - 1 )) , le groupe d e s t , lui , un A [A] -module noe -

° - 2 - 1 - 1 - 1 - 1 thér ien de paramètres uu x » ^ et uu ( \ + ( i|/ . - 1 )). Son oo c c ^ 
s o u s - m o d u l e de A - t o r s i o n n 'es t autre que le t e n s o r i s é TT & 
de celui 6e Cl , et , comme expl iqué dans le c h a p i t r e 1 , le résu l ta t 
fondamental de la théor ie du K 0 montre que son polynôme c a r a c t é r i s -

= — 2 tique e s t é t ranger aux uu . S i donc i? d é s i g n e le t e n s o r i s é TT^ »? 
du groupe 3> , les mêmes arguments que plus haut conduisent à la su i t e 
e x a c t e : 

1 — " ê / I ™ " — — . i — . , , 

qui redonne , par p a s s a g e aux duaux , la s u i t e e x a c t e de Coates : 

i - Fn 1 3 i?9 ( K ) . R (K . 
z n «c z œ z 

En par t i cu l i er , le théorème 9 de [Co ] peut ê t r e p r é c i s é 
comme suit : 

( * ) section a , §2. 



THEOREME IV, 2 . 3 0 . - La limite p r o j e c t i v e d e s duaux de Pontrjag in 
5 des noyaux r é g u l i e r s r ( K ) des c o r p s K es t le s o u s - m o d u l e n = = — \ n 

de A - tors ion <S du t e n s o r i s é Cl = TT . ® _ Cl du groupe Q = Ga I ( M / K ) 
/t, ALl _ œ oo 

par le c a r r é de l 'opposé du module de T a t e . Le groupe G e s t un A [ A ] -
module noethér ien et de tors ion , de paramètres ou ^ ' et 

-1 -1 C 
ou ( x + ( rff . - ] ) ) , et la s u i t e ( rn ( K ) , ) _ . e s t paramétrée c T -t 2 n £ n t IN 
par les c a r a c t è r e s ou |a , uu( x + ( i|r . - 1 )) , et v , pour un c a r a c -c c r 
t ère ^ - a d i q u e v ir tue l v p du groupe A . Autrement dit , pour chaque 
c a r a c t è r e - t -adique i rréduc t ib l e cp du groupe A , et tout n a s s e z grand, 
l 'ordre jJ" ^ de la c p - c o m p o s a n t e du module R 0 ( K ) e s t donné par 
la formule : 
r ( n ) = < u u u , c p > t n + < o ) X _ + u u ( i | ; . - l ) , c p > n + < v _ , c p > . CP C C AS » 

S C O L I E IV. 2 . 3 1 . - So i t n un ent ier naturel a s s e z grand . A l o r s : 
(i) Le quotient / n ) e s t i somorphe au t e n s o r i s é 

3 = T ^ «? d u groupe 3 . 
(ii) Le noyau de I' homomorphisme naturel 

( K ) „ *• rn ( K ) , e s t i somorphe au dual de 5 , 2 n Z 2 œ £ 

Enfin , un ré su l ta t de paramétrage vaut e n c o r e pour les quotients 
n+r 

V K n W K n ^ : 

n+r 
PROPOSITION IV. 2 . 3 2 . - La su i t e ( i?2 ( K n ) J R^ ( K n )£ ^ € IN 
d e s quotients d 'exposant <t,n+r des noyaux r é g u l i e r s e s t paramétrée 
par les c a r a c t è r e s 0 , ou |J , ouÀ + u u f f . - l ) , et ou v_ + r uu( i|/ . - 1 ). C C As C As 

Démonstrat ion : L e s théorèmes de dual i té du chapi tre I conduisent à 
(* ) l ' i somorphisme canonique : 

A, As 

où 7?0 ( K ) . e s t le dual de Pontrjag in du groupe <£> , et u l 'opposé z n n n 
de n n . Cela étant, d ' a p r è s la propos i t ion 27, la su i t e ( n + r ÇIM 

Z 

( * ) c j . s ec t i on 2 , <t S a t c o r o l U i r e i . 2 . i l 



n+p des s o u s - g r o u p e s de K, - t o r s i o n des groupes 5 n e s t paramétrée 
par l e s c a r a c t è r e s uu[a~7 , U )X~ ' + ou( f 1 ) , e t m v " 1 + ruu( if - 1 ) . w w 4s c 4s 
Les paramètres a s s o c i é s à la su i t e ^ Ç IN = 

® Z 7 ? 2 ( K n ) ^ ) n € M s o n t d o n c e x a c t e m e n t U c > + 

et v + r ( i)j - 1 ) ; c e qui conduit au résul tat annoncé . 

3 . - ÉTUDE DU GROUPE DE GALOIS DE LA £ - E X T E N S I O N HILBERTIENNE 
MAXIMALE DU C O R P S K . 1 00 

a . - D é f i n i t i o n du groupe H . 

Pour chaque naturel n , dés ignons par H n la ^ - e x t e n s i o n 
hi lbert ienne maximale du c o r p s K n , i . e . la composée des ^ - e x t e n -
s i o n s cyc l iques de K , qui s e plongent dans une «t-extension cycl i -
que de degré arbitrairement grand . Le corps H n , qui contient évi -
demment la composée Z des Z . - e x t e n s i o n s de K , e s t contenu , n l n 
en revanche , dans la - t - ex tens ion abél ienne <t-ramifiée maximale M . ' n 
puisque la condition de plongement qui définit H n exclut toute ramifi -
cation e n - d e h o r s de l ( Le degré d'une /{.-extension cyc l ique totale -
ment ramif iée en une place p é t r a n g è r e à K, e s t borné , en vertu du 
corps de c l a s s e s local , par sa - t -part ie du nombre de r a c i n e s de 
l'unité dans le complété h-adique du c o r p s de base) . P l u s p r é c i s é -
ment , la théor ie du c o r p s de c l a s s e s global montre que H n e s t la 
s o u s - e x t e n s i o n de M n f i x é e par l'image Gal(M n / H ) dans Gal(M n /K n ) 
de la somme d i r e c t e jj = © jj . des - t -groupes de r a c i n e s de 

l'unité des complétés de K n pour les p laces a u - d e s s u s de -t , S o u s la 
conjecture de Leopoldt , le théorème 1 .1 .18 conduihainsi à l ' i s o m o r -
phisme : 

G a l ( M n / H n ) - , 
c ' e s t - à - d i r e à la su i t e exac te de Z. [ A ] -modules f in is : K. 

(*) c(. Ch. l.l , 25b 



1 5 ' 
n 

S Mw,/M. 1 

où S * = G a l ( H / Z ) dés igne le s o u s - g r o u p e de tors ion de M n n ' n 3 3 K n 
Gai (H / K ) , et G = G a l ( M / Z ) celui du groupe a = n ' n ' n n ' n a k n 
G a l ( M n / K n ) . 

M, 

nous obtenons 

Maintenant , l 'ordre du groupe 
& étant donné par le théorème 28 , n 

THEOREME IV. 2 . 33 . - S o u s la conjecture de Leopoldt, la limite p r o -
- t o r s i o n & des groupes de Galois •v n j ec t ive des s o u s - m o d u l e s de 

r e s p e c t i f s Mn = Gai ( H / K n ) des ^ - e x t e n s i o n s hi Ibertiennes maxi -
mâles H des corps K es t le sous -module de A- tors ion de la Ii -n K n 
mite project ive Jf des groupes JĴ  ; c ' e s t un A [ A ] -module noethérien 
et de tors ion , dont les paramètres et A.* sont les r e f l e t s de ceux 
du groupe c ' dans l' involution du miroir . 

En part icu l ier , pour chaque c a r a c t è r e £ -ad ique i r r é d u c -
tible cp du groupe A , et tout n a s s e z grand , l ' o r d r e ^ de la cp -
composante e s t donné par la formule : 

t y (n) = ' ( (ju , c p H n
+ (uuA"1 , cp ) n + < v _ - ( r - 1 ) uu( i|r - 1 ), cp>. CP C C A ^ 

Démonstration : La formule f inale r é s u l t e directement du théorème 2 8 , 
puisque le quotient [ i n / | - t n = © |J , /\x e s t un ( Z / £ n + r Z ) [ A ] -

I \ l n 

module projectif de c a r a c t è r e uu( ijr - 1 ) , dès que n es t a s s e z grand 



( pour n s m , l ' extens ion cyclotomique K / K es t non décomposée m 
aux p laces a u - d e s s u s de K> , et tous les groupes locaux ont bien 
même ordre £ n + r que le groupe global p. ) . R e s t e à v é r i f i e r que la 
limite projec t ive des S ^ s ' ident i f i e au s o u s - g r o u p e de A - t o r s i o n du 
groupe de Galois J{ = Gai (H / K ) a s s o c i é à la réunion H des corps 

0 0 CO 0 0 

H n . Pour ce la , il suf f i t de remarquer que H n e s t le corps des g e n -
r e s a s s o c i é à H dans l 'extension procyc l ique K / K : En effet , oo oo n /s 
pour chaque k dans IN , la norme s e m i - l o c a l e iVn+|< y n de dans 
p e s t une surjec t ion ; et H n , qui e s t la s o u s - e x t e n s i o n maximale de 
M f ixée par l'image de u dans Gai (M / K ) , e s t auss i la sous -n n n n ( * ) 
extens ion maximale de H ,. qui e s t abél ienne sur K , ce que n+k n ' 
nous pouvons traduire par l ' identité : 

ïi^ = K / KUJ" , 
en désignant par le groupe de Ga lois Ga I ( H n / K œ ) . Cela étant , 
comme d'un côté les groupes & n sont f in i s , leur limite project ive 
lim est bien un sous -module de tors ion de H , donc un s o u s - m o -n ' 

dule de £>' ; et , d'un autre côté , les quotients ' / 1 , qui sont 
f in i s sous la conjecture de Leopoldt ( puisque le polynôme c a r a c t é r i s -
tique du sous -module S ' de G es t alors é tranger à tous les uu. ) , 
étant contenus dans Jf^ = sont bien dans son sous -module de 
tors ion 6 ^ , c e qui prouve en retour que S ' e s t contenu dans la Ii -
mite project ive des & ^ . 

Le comportement des groupes G ^ es t donc exactement p a r a l -
lèle à celui des groupes & n . Comme c e l u i - c i , il admet une i n t e r -
prétation s imple en termes de K - t h é o r i e , les noyaux hi lbert iens 

h r, ( K ) venant , ici remplacer les noyaux r é g u l i e r s j?„(K ) . z n z n /f 
Enonçons s a n s démonstration l 'analogue du théorème 30 : 

THEOREME IV. 2 . 3 4 . - La limite project ive des duaux de Pontrjagin 
f? 1 des noyaux hi Ibertiens # ( K ) . des corps K es t le s o u s - m o -n ^ z n_ «v ^ ri 

dule de A - t o r s i o n S 1 du t e n s o r i s é tf = <8>z H du groupe de Galois 

(*) Pour plus de déta i l s , vo ir le chapitre 1.2 , 1 § b où sont expo-
s é s les é léments du corps de c l a s s e s u t i l i s é s ici . 



Jj = G a l ( H / K ) par le c a r r é de l 'opposé du module de Tate . 00 co 

Le groupe £>' e s t un A [A] - module noethérien et de tors ion , de p a -
ramètres a;-1 |_i~1 et u; 1 A"1 , et la su i te ( # 2 ^ K n ^ n Ç IM e s t p a r a " 
métrée par les c a r a c t è r e s uu|Jc , > et v^ , pour un c a r a c t è r e l -
adique virtuel convenable v^ du groupe A . 

Autrement dit , pour chaque c a r a c t è r e /^-adique i rréduct ib le 
cp du groupe A , et tout n a s s e z grand , l 'ordre K ^ ^ de la cp-com -
posante du module H0 ( K ) es t donné par la formule : u n ^ 

^^(n) = <u)|Jc , c p H n + <i«A c , cp > n + < v h , cp > . 

SCOLIE IV. 2 . 3 5 . - Sous la conjecture de Leopoldt , la sui te 
1 <Ln+r n+r 

) des quotients d'exposant «t des s o u s - g r o u p e s de 
torsion des groupes es t paramétrée par les quatre c a r a c t è r e s 0 , 

A.*, et v h , où v h e s t un c a r a c t è r e ^-adique virtuel du groupe A. 

Démonstration : Nous savons , par le théorème 33 , que le groupe 
H = Gai (H / K ) es t un A [A] -module noethérien de paramètres x*> 00 00 00 
11 * . et X * . D'après les théorèmes de paramétrage établ is dans la " c c , n+r 
sec t ion 1 (cf . th. IV. 1. 17) , la su i te des quotients ( M ' / M ) , K, n n n t in 
est donc paramétrée par les c a r a c t è r e s » Li * + ( r - 1 ) X* , X * , et 

00 C 00 O 

v_ , pour un caractère virtuel convenable v. du groupe A . En par -
h ^ i n + r 

t icul ier , la su i te ( J i n / Mn € IN e s t ' e l , e ' p a r a m é t r é e par les 
c a r a c t è r e s x * > L i * + ( r - l ) X * » œ + X * , et v. . Parmi c e u x - c i , x * > 

c o c 0 0 c n 00 

( n — 1 ) x * , uu , et 0 mesurent , en vertu du lemme 26 , et sous la 00 . .n+r 
conjecture de Leopoldt , la part de }{ / H qui provient des 2 -n n 
extens ions de K . Restent donc 0 , |j * , X*,et v^ , qui corr e s -

" t n + r 
pondent aux quotients ; ce qui es t le résultat annoncé . 

COROLLAIRE IV. 2 . 3 6 . - Sous la conjecture de Leopoldt , la su i te de 

terme général Hn ^ K n ^ ^n H 2 ^ K n \ e s t P a r a m é t r é e 

par les c a r a c t è r e s 0 , |j , X c , et v ^ . 

i (*) de Pontrjagin du groupe 5 ^ , et que l ' isomorphisme canonique 
Démonstration : Rappelons que nous avons défini par Hn ( K ) , le dual 

t + \ z n 

de Pontrjagin du groupe 
(*) c f . Chap. 1.2 , 3 § b . 



(sous la conjec ture de Leopoldt) | j n <g>̂  H 2(K n) ^ =- |j n <g>̂  H n l 
K> t 

e s t établi dans le chapi tre 1.2 (théorème 1 .2 .32 . ) . Cela dit, les quo -
.n+r 

t ients H A K ). / H K ) . sont les duaux r e s p e c t i f s des groupes z n z n ^ 
, p, 1 , et le c o r o l l a i r e r é s u l t e immédiatement du s c o l i e 35 . ^n+r ° n ' 

- P a r a l l è l e entre les c o n j e c t u r e s de Leopoldt et de G r o s s . 

Nous avons vu que le défaut de la conjec ture de G r o s s dans 
la tour cyclotomique K / K es t lié à la p r é s e n c e de f a c t e u r s c y c l o -co 

tomiques dans la décomposit ion i rréduct ib le des polynômes c a r a c t é -
r i s t iques r e s p e c t i f s des composantes i sotypiques du groupe de Galois 
<3* = Jim Ct^ de la t - e x t e n s i o n abé l i enne non ramif i ée t - d é c o m p o s é e 
maximale C* du corps K ; et que , de façon semblable , le défaut de CO 00 ' 

la conjec ture de Leopoldt dans K / K es t lié à la p r é s e n c e de f a c -00 
teurs cyc lotomiques dans la décomposit ion i rréduct ib le des polynômes 
c a r a c t é r i s t i q u e s r e s p e c t i f s des composantes i sotypiques du s o u s - m o -
dule de A - t o r s i o n G du groupe de Galo is Cl = .Jim de la <t-extension 
abé l ienne t - r a m i f i é e maximale M du c o r p s K . Ainsi p r é s e n t é , le co co 

p a r a l l è l e entre les c o n j e c t u r e s de G r o s s et de Leopoldt r e s t e c e p e n -
dant imparfait , puisque les groupes G et <3* n'ont pas la même ta i l le , 
l ' invariant lambda du groupe £ étant , en général , s tr ic tement plus 
g r o s que celui du groupe C-' . Pour a jus ter la comparaison, il convient 
de remplacer le groupe G par son quotient G ' , étudié plus haut . 
11 vient , en e f fe t : 

LEMME IV. 2 . 3 7 . - En toute hypothèse , il e x i s t e une su i te exac te 
courte de A [A] - modules : 

© T J / t ^ — — — ^ 1 > 
ï l 00 1 

où T . e s t le module de Tate , I parcourt les p lace s de K a u -t œ œ 

d e s s u s de t , et le t e r m e de gauche e s t un Z , [ A ] - module p r o j e c -
tif de c a r a c t è r e uu( t|i - 1 ) . 



Démonstrat ion : Il e s t f a c i l e de vo i r que le lemme e s t v é r i f i é s o u s la 
c o n j e c t u r e de Leopoldt . Dans c e c a s , en e f fe t , la s u i t e e x a c t e 
c o u r t e qui déf init le groupe £> ^ ( c f . théorème 1 . 2 . 2 5 ) : 

l n \ l n 

s ' é c r i t , à la limite : 

1 — C , T t > T t — 6 — 5 ' I 
00 ' 

c e qui e s t p r é c i s é m e n t le r é s u l t a t annoncé . 
L e s c h o s e s sont un peu moins s i m p l e s l orsque la c o n j e c t u r e 

de Leopoldt e s t en défaut : 
l 'appl icat ion naturel le ^ © M-j ^/l-1 ,- , ' d ° n n é e par la 

\ n \ l n 

théor i e du c o r p s de c l a s s e s , n ' e s t pas , en généra l , in jec t ive ; et 
nous avons seu lement une s u i t e e x a c t e longue : 

C , ® \ n \ l n 

où d é s i g n e le groupe d e s uni tés i n f i n i t é s i m a l e s du c o r p s K n , et 

JS °° s o n rad ica l dans le t e n s o r i s é K X = Z , K x . Mais , comme v n n £ Z n ' 
les s e u l s é l é m e n t s d i v i s i b l e s du groupe X x = Z , K x sont les 00 Z oo 
r a c i n e s de l 'unité , le s eu l fait que le défaut de la c o n j e c t u r e de 
Leopoldt (i, e . le rang du Z . -module S °° ) so i t borné dans la tour cy -
c lotomique K K montre que les quot ients i /s™ / |an S™ r e s t e n t b o r -
n é s lorsque n cro i t ; et nous obtenons e n c o r e , par p a s s a g e à la 

limite p r o j e c t i v e , la s u i t e e x a c t e c o u r t e : 
1 * * ^ ^ ' 

00 
Maintenant , les deux quot ients \ im G n d'une part , et / j i m S ^ 
d'autre part , mesurent l'un et l 'autre le groupe de Galo i s re la t i f des 
Z . - e x t e n s i o n s en e x c è s dans la tour cyc lo tomique : c e sont deux 
Z . f A l - m o d u l e s p r o j e c t i f s de même c a r a c t è r e : 6, , ... -t L LeopoIdt 
Il vient donc , comme plus haut : 



C ? . T J / T 

ce qui établit le lemme . 

Cela étant , nous pouvons résumer les d i v e r s e s interpréta -
tions des conjec tures de G r o s s et de Leopoldt déve loppées plus haut 
(sect ion 1, § b , et s e c t i o n 2 , § b) de la manière synoptique suivante : 

Interprétation cyclotomique de la conjec ture 
de Gross 

Interprétation cyclotomique de la conjecture 
de Leopoldt 

So i t C* » Gai ( C ^ / K ^ ) le groupe de Galois de la 
^ e x t e n s i o n abél ienne non ramif iée ^-décomposée ma-
ximale C^ du corps K^; c ' e s t u n A [ A]-module noethé -
r i e n et de torsion de paramètres : 

^c e t X c 
Pour chaque c a r a c t è r e <,-adique irréduct ib le 

ç du groupe A , é c r i v o n s : 
P c ' ( Y - ] ) - fic'(Y-l) R c (Y-1) cp cp tp 

la décomposit ion dans Z [ y - l ] du polynôme c a r a c t é -tP , 
r i s t ique de la cp-composante de C- comme produit 

( * ) 
d'une p u i s s a n c e de -l, d'un polynôme cyclotomique , 
et d'un polynôme dist ingué étranger à tous les o u . ; 
le polynôme fic'^a les mêmes facteurs i rréduct ib l e s 
que le polynôme carac tér i s t ique D e ^ commun aux 
cp-composantes des quotients cVc'1"" pour chaque n 
a s s e z grand . Le c a r a c t è r e : « G r c - S ^ ^ Ô c ' ) 

cp v w 

e s t le c a r a c t è r e de défaut de la conjecture de G r o s s 
dans la tour cyclotomique K / K . Il v é r i f i e tr iv ia -
lement la majoration : 

6 G r o s s * X c 
En par t i cu l i er , la conjec ture de Gross e s t v é r i f i é e 
dans la tour cyclotomique K „ / K dès que l ' invariant 
lambda du groupe C.' e s t nul . 

So i t S ' » Gai (H / Z ) le s o u s - m o d u l e de A-® 00 
tors ion du groupe de Galois de là ^ e x t e n s i o n h i Iber -
t ienne maximale H œ du c o r p s K ; c ' e s t un A [ û ] -
module noethér ien et de tors ion de paramètres : 

M* et 
Pour chaque carac tère t - a d i q u e irréduct ible 

Cp du groupe A , écr ivons : 
P a ' ( y - l ) - l^f Qa ' ( Y - 1 ) R a J y - l ) cp Cp cp 

la décompos i t ion dans Z [ y - O du polynôme c a r a c t é -«P . 
r i s t ique de la c p - c o m p o s a n t e de C comme produit 
d'une p u i s s a n c e de t , d'un polynôme cyclotomique' * \ 
et d'un polynôme distingué étranger à tous l es u u . ; 
le polynôme Da' a les mêmes fac teurs i rréduct ib les «P ~ . 
que le polynôme caractér i s t ique fia commun aux 
cp-composantes des quotients c ' / c ' U)n pour chaque n 
a s s e z grand . Le c a r a c t è r e : 

l e o p o l d t " 
e s t le c a r a c t è r e de défaut de la conjecture de Leopoldt 
dans la tour cyclotomique K / K . Il v é r i f i e tr ivia -
lement la majoration : 

6, s Leopoldt c 
En p a r t i c u l i e r , la conjecture de Leopoldt e s t v é r i f i é e 
dans la tour cyclotomique K » / K dès que l ' invariant 
lambda du g r o u p e O1 e s t nul . 

(* ) i . e . d'un polynôme dont les facteurs i r r é d u c t i b l e s sont cyc lotomiques . 



- I n é g a l i t é s du miroir ( <t impair ) . 

Nous supposons , dans ce t te sec t ion , que le corps F est to-
talement rée l , et que s e s p laces à l'infini ont même s o u s - c o r p s de d é -
composit ion , d i sons K + , dans l 'extension abél ienne K / F . Dans ce 
c a s , il e s t naturel d ' é c r i r e chaque c a r a c t è r e <t-adique x du groupe A 
comme somme x + + x d'un c a r a c t è r e rée l et d'un c a r a c t è r e imaginai-
re , en posant : 

DEFINITION IV. 2 . 3 8 . - Lorsque le corps K es t une extens ion quadra-
tique totalement imaginaire d'un s u r - c o r p s K + de F totalement rée l , 
le groupe de décomposit ion commun A des p laces à l'infini de F dans 
K / F es t le groupe d'ordre 2 , engendré dans A par la conjugaison 
c o m p l e x e . Nous d isons a l o r s qu'un c a r a c t è r e 4,-adique irréduct ible cp 
du groupe A es t rée l lorsqu'i l e s t r e p r é s e n t é dans le c a r a c t è r e x œ > 
qu'il es t imaginaire dans le c a s contra i re ; et qu'un c a r a c t è r e virtuel 
quelconque cp es t rée l lorsque s e s fac teurs i rréduct ib les sont r é e l s , 
qu'il e s t imaginaire lorsqu' i l s sont imagina ires . L e s s o u s - g r o u p e s de 
R ( A) , engendrés , le premier par les c a r a c t è r e s i rréduct ib les 
r é e l s , le s econd par ceux imaginaires , sont deux s o u s - g r o u p e s s u p -
plémentaires , images l'un de l 'autre dans l' involution du m i r o i r . 

Cela posé , f ixons n a s s e z grand , et cons idérons le schéma 
de corps où sont r e p r é s e n t é e s la t - e x t e n s i o n hi lbert ienne maximale 
H du corps K , la composée Z des Z , - e x t e n s i o n s de K , et la n n ' n Z, n ' 
t - e x t e n s i o n abél ienne non ramifiée <t-décomposée maximale C1 de K : 



Nous avons : 

LEMME IV. 2 , 3 9 . - S u p p o s o n s que l ' ex tens ion K / F p o s s è d e une c o n j u -
ga ison complexe ( i . e , que K so i t une ex tens ion quadratique totalement 
imaginaire d'un s u r - c o r p s totalement rée l de F ) . A l o r s : 

(i) S o u s la c o n j e c t u r e de Leopoldt , le groupe de Galo is 
Ga I ( Z n c ' / K ) e s t totalement imaginaire . n n ' n 3 

(ii) S o u s la c o n j e c t u r e de G r o s s , le groupe de Galo is 
Gai (H / Z C* ) e s t totalement rée l . n ' n n 

Démonstrat ion : L o r s q u e l ' ex tens ion abé l i enne K / F p o s s è d e une conju-
ga ison complexe F , les idempotents orthogonaux e =-~( 1 + T ) et 

1 — + 2 
e = — ( 1 — T) permettent d ' é c r i r e chaque Z ^ [ A ] - module comme 
somme d i r e c t e d'un module totalement rée l et d'un module totalement 
imaginaire . Cela étant : 

(i) La c o n j e c t u r e de Leopoldt dans le c o r p s K n a f f i rme 
que la part ie r é e l l e du groupe de Galo i s G a l ( Z n / K n ) s e réduit au 
seul groupe G a l ( K / K ) . Comme la tour cyc lotomique K / K e s t ^ a/ n co' n 
totalement rami f i ée aux p l a c e s a u - d e s s u s de K d è s que n e s t a s s e z 
grand , il v ient par a i l l e u r s : C* H K = K : et donc a ' K n œ n ' 
Ga l((Z H C ' ) / k ) = Ga I (( K n c ' ) / K ) = 1 , comme annoncé . n n n ® n t» 

(ii) D ' a p r è s la théor ie du c o r p s de c l a s s e s (c f . Ch. 1.1 , 
2 § b ) le groupe de Galo i s GaI ( H n / C ^ Z n ) s ' i d e n t i f i e au quotient 
J\Jl > / \i . , o ù | a . = © M T e s t le groupe des r a c i n e s de 

n ,< / n , Ji, n , 4 / I | £ n 

l'unité dans le complété s e m i - l o c a l KX . a s s o c i é à K , et J^T . n j ^ n n ^ ^ 
son radica l dans le produit u . S ' . , où <$ ' . e s t l ' image dans n , /> n • n • v 

Y I I K . du t e n s o r i s é - i -ad ique S = Z , E du groupe des -t , -uni-n , n 4L n 
t é s de K n . La c o n j e c t u r e de G r o s s dans le c o r p s K n a f f i rme que la 
r e s t r i c t i o n de l 'applicat ion de s e m i - l o c a l i s a t i o n aux composantes ima-
g i n a i r e s détermine une inject ion de S ' dans KX . I l vient a l o r s n n , v 
VTTn = [ in 2 > ' • e * G a l ^ H n / C n Z n * ~ = 1 ' c e q u i e s t l e r é s u l ~ 
tat annoncé . 

P a s s o n s maintenant à la limite , et c o n s i d é r o n s le schéma de 
c o r p s : 



Groope uxickfyi-icuue s», la cooj<c-
-UwetU LeopolcU de t>a(ainèUes : 

, d e p a r a m è V i e t . 
Me 

Dans c e l u i - c i , les groupes <3* = G a l ( C ' / K ) et Ç? ' = OO 00 
Gai (H / Z ) sont les images l'un de l 'autre dans l' involution du mï-00 00 
ro ir : le premier es t un A [A] -module noethér ien et de torsion de pa -
ramètres |j et X ; le s econd , de paramètres [j.* et A* . Enfin , les 
deux groupes Gai ( H / Z c ' ) e t G a l ( ( Z (1 C ' ) / K ) sont r e s p e c -r 00 00 00 00 00 00 
tivement r é e l s et imaginaires , l'un en vertu de la conjecture de G r o s s , 

+ + 
l 'autre en vertu de c e l l e de L e o p o l d t . Ecrivant donc |ad et Xd les pa-
ramètres ( r é e l s ) du premier , puis JJ^ et X^ ceux ( imaginaires ) du 
second , évaluant ensu i te de deux façons d i f f érentes les paramètres 
du groupe Gai (( Z c ' ) / Z ) ~ G a l ( C 1 / ( Z f! C ' )) , n o u s o b t e -CO 00 00 00 CO 00 nons sans peine les équations : 

+ * 
^c - ^d = ^c 

+ # 
c d c 

et 

+ - * + 

l + = l " * - X + 
Xc Xc d 

ce que nous pouvons résumer sous la forme : 



+ # - + * ^ n -v + * •> + * r\ 

THÉORÈME IV. 2 . 3 9 . ( Inégal i tés du miroir ) - Lorsque l ' ex tens ion 
K / F p o s s è d e une conjugaison complexe ( i . e . quand K est une e x t e n -
s ion quadratique totalement imaginaire d'un s u r - c o r p s totalement rée l 
de F ) , s i les conjec tures de G r o s s et de Leopoldt sont v é r i f i é e s 
dans la tour cyclotomique K K , les paramètres |j et X c du groupe 
de Galois <3* = Gai ( C ' / K ) de la t - e x t e n s i o n abé l ienne maximale C' CO 00 00 
non ramif iée et - t -décomposée du c o r p s K ^ v é r i f i e n t les inégal i tés du 
miroir : 

+ * » — , + * 
n > u et \ > x ^ c ^ c c c 

Remarque 1 . - Comme nous l 'avons vu , les conjec tures de Leopoldt 
et de G r o s s ne concernent en fait que les invariants lambda . L ' i n é -
gal i té > vaut donc e n c o r e en l 'absence de c e s deux c o n j e c t u -
r e s . De fait , l ' invariant mu du groupe <3* co ïnc ide avec celui du 
groupe <3 dont (31 e s t le quotient ( c f . 1 § b ) , et l ' inégal i té obtenue 
(j.~ > n 'es t autre que la traduction en termes de c a r a c t è r e s de 
c e l l e bien connue deg | j - > deg entre les invariants mu d'Iwasawa O c 
du groupe C . 

Remarque 2 . - En revanche , les groupes C e t C1 n'ont pas même pa -
ramètre lambda . D 'après le théorème 9 , en effet , s o u s les hypo -
t h è s e s précédentes , le paramètre lambda du groupe <3 es t donné par 
la formule : ' t ^ e s t l e c a r a c t è r e 
défini dans la s ec t ion 2 § a ) . L ' inégal i té obtenue > est donc c _|_c 

plus for te que c e l l e bien connue deg ( X + . ) ^ deg X entre les c v c 
invariants lambda d'Iwasawa du groupe <3 „ 

-Appl icat ion à une conjecture de Coates . 

Supposons , comme plus haut , que K soi t une extens ion q u a -
dratique totalement imaginaire d'un s u r - c o r p s totalement rée l K + de F, 
et que les conjec tures de Leopoldt et de G r o s s so ient en outre v é r i -
f i é e s dans la tour cyclotomique K / K . Dans ce c a s , les c a l c u l s qui 



précèdent permettent de r é s o u d r e complètement une c o n j e c t u r e avan -
c é e par Coate s sur la d e s c r i p t i o n kummérienne du c o r p s K . 

co 

C o n s i d é r o n s les t r o i s e x t e n s i o n s a b é l i e n n e s <£,-ramifiées s u i -
vantes du c o r p s K : oo 

i i— i K [ J E ] , e n g e n d r é e par les r a c i n e s d 'ordre - t -pr imaire 00 
des l - u n i t é s de K ; 00 

a. 

K [ / e ] , e n g e n d r é e par les r a c i n e s d 'ordre / t -pr imaire co 
d e s uni tés de K ; 00 

Z , f i x é e par le s o u s - m o d u l e de A - t o r s i o n & du groupe de œ f *) 
Galois <7= Gai ( M / K ) v ' . 00 00 
L e s inc lus ions s u i v a n t e s sont bien connues : 

00 co 
Z c K [ j / E ] c K [1-/E'' ] c M . œ co OD oo 

Rappelons br ièvement comment les obtenir : Comme K [ JE . ] contient 00 oo ai 

évidemment K [ ] , et que l ' ex tens ion K [ J E 1 ] / K es t <t-ra-
ce. 

mif iée , il su f f i t de v é r i f i e r que Z œ e s t contenue dans K ^ [ J E ] ; 

autrement dit , que Gai ( M / K F J E. ] ) e s t un A -module de t o r s i o n . 00 oo L v 
Pour vo ir c e l a , in troduisons les radicaux kummériens : 
s? = [ r m ® x e ( q j j ^ ) ® ^ K* j = 0 (mod f ) , Vf t P l ^ éhan3ère i £ } , 

puis : 
®= j r ® x c- ( < 3 e C L Xfc E J- = {®i/7LL)®//LE ; 

et c o n s i d é r o n s le groupe Cl , défini par la su i t e e x a c t e courte c a n o -
nique de A [ A ] - m o d u l e s : 

1 ® S Cl 1 . 

Une v é r i f i c a t i o n immédiate montre que l 'applicat ion qui , à l 'é lément 
— m fi fmi 

l ® x de 31 , a s s o c i e la c l a s s e cl{ y ( x ) ) de l ' idéal ^ ( x ) , induit un 
i somorphisme naturel du groupe Cl sur le <t-groupe des c l a s s e s d'i -
déaux du c o r p s K ( On notera que l 'appartenance à K a s s u r e que 00 l ' idéal principal e s t une p u i s s a n c e <C,m-ième e n - d e h o r s de l , et que 

(* ) S o u s la c o n j e c t u r e de Leopoldt dans K , l ' ex tens ion Z es t la 
00 00 

réunion U Z d e s c o m p o s é e s d e s Z - e x t e n s i o n s r e s p e c t i v e s des 
n € IN n K 

c o r p s K n . 



les idéaux de K constru i t s sur les p laces a u - d e s s u s de l sont des 
k œ 

p u i s s a n c e s l - i è m e s pour tout k ) . Revenons maintenant aux groupes 
de Galois . D 'après l ' i somorphisme fondamental de la théorie de 
Kummer , nous obtenons donc : 

ÛO 
Gai ( M J K œ [ \ / E ] ) = Hom ( Cl, jji ^ ) = Ho m f lim, Cln , jfj^ ) 

~ Jim Hom ( Cln , [jj. . ) , 
n 

par un argument c l a s s i q u e de la théor ie d'Iwasawa ( c f , [lWg] , § 5 , 
th. 11 ) . Dés ignons par Cl le re f le t Hom ( Cl , iu . ) du groupe Cl , 

^ n n n n 
puis par C-* = lim Cl la limite projec t ive des groupes ainsi d é f i n i s . 

n 
Le groupe obtenu C * e s t a l o r s un A [A ] - module noethérien , qui es t 
de A - tor s ion , et dont les paramètres dans R ^ ( A) sont les r e f l e t s 

l 
de ceux de <3 = lim Cl dans l ' involution du miroir „ Nous d i sons que 

n 

<3* es t le re f l e t du groupe <3 = Gai ( C / K ) étudié plus haut . 00 00 
CD 

Le groupe de Galois Gai (M / K [ j f Ë 7 ] ) s ' é v a l u e de la 
même façon : La su i te exac te courte canonique (où = (<&,/Z .) E1 

co l l 4L 
e s t le radical kummérien de l 'extension K [ i / E' ] / K ) : 00 00 

i * a' SR ci1 i 

montre que le quotient Cl1 = Dî/@ ' s ' ident i f i e au ^ - g r o u p e des l -

c l a s s e s d' idéaux de K , et , par su i t e , que le groupe de Galois : 
00 

C£> 
Gai (M JK œ [ ] ) - Hom ( Cl, yj ) 

es t pseudo- i somorphe au r e f l e t C-' * = Jim Cl ' * = Jim Hom ( Cl1 * , j(a ) 
n n 

du groupe <3* = Gai ( C 1 / K ) . co 00 
Enonçons c e s r é s u l t a t s qui p r é c i s e n t un théorème c l a s s i q u e 

d'Iwasawa ( c f . [ I w g ] , § 8 , th. 16 ) : 

THÉORÈME IV. 2 . 4 0 . - So ient K
œ = K [ ^ ] la 2 ^ - e x t e n s i o n c y c l o -

tomique cons tru i te sur un c o r p s K contenant les r a c i n e s 2 £ - i è m e s de 
l'unité , et M la ^.-extension abél ienne - t -ramif iée maximale de K . 



(î) Il e x i s t e un pseudo- î somorphi sme canonique du groupe 
CÙ 

de Galo is Gai (M / K [ ] ) ~ Hom ( Ct, , lu , ) dans le re f l e t <3* = CO 00 n J\j 
Jim Ct"* du groupe de Galo i s Ç, = Gai ( C / K ) de la l - e x t e n s i o n a b é -* n œ co n 
l ienne non rami f i ée maximale de K . œ 

(ii) Il e x i s t e un pseudo- î somorph i sme canonique du groupe 
os 

de Galo is GaI ( M J K œ [*/ E ^ ] ) - Hom ( Cl' , jp ) dans le re f l e t 
<3* * = lim Cl* * du groupe de Galois <3* = Gai ( C 1 / K ) de la t - e x -* n oo œ n 
tension abé l ienne non ramif i ée t - d é c o m p o s é e maximale du corps K . 00 

En part i cu l i er , lorsque K es t abé l ien sur un s o u s - c o r p s F 
de degré re lat i f d é t ranger à l , de groupe de Galo i s A , les paramè -Où 
t rès a s s o c i é s à Gai (M / K [ \ j E ] ) ( re spec t ivement à oo' oo L v 

OJ 

Gai (M / K [ i/ÊT' ] )) dans R ( A) sont les r e f l e t s dans l ' i n v o -00 CO p V 
lut ion du miroir de ceux a s s o c i é s à Gai ( C / K ) ( respec t ivement à 00 00 
Gai (C* / K )) . 00 co 

COROLLAIRE IV. 2 . 4 1 . - Supposons que l ' e x t e n s i o n abé l ienne K / F 
admette une conjugaison complexe ( i . e . que K so i t une extens ion q u a -
dratique totalement imaginaire d'un sur - c o r p s K , totalement rée l de 
F ) , et que les c o n j e c t u r e s de Leopoldt et de G r o s s so ient v é r i f i é e s 
dans la tour cyclotomique K / K . Le groupe de Galois 

G a l ( K [ f / E ] / Z ) e s t a l o r s un Z , [ A ] - m o d u l e pro jec t i f et 00 co ^ 
A [ A ] - m o d u l e noethér ien paramétré par le seul c a r a c t è r e : 

x = u)( t . - 1 ) . ^ co 
En part icu l i er , l ' éga l i té Z = K [ i / Ê ] a lieu s i et s e u l e -J 00 00 

ment si t|/ e s t le c a r a c t è r e unité , c ' e s t - à - d i r e lorsqu'i l n ' e x i s t e l 
qu'un seul idéal premier a u - d e s s u s de l dans le s o u s - c o r p s rée l ma-
ximal de K . 

un 

Démonstrat ion : Un argument c l a s s i q u e de la théor ie d'Iwasawa ( c f . a» 
riw c ] , § 6 . 3 ) montre que le groupe de Galois Gai (K [ J Ê / K ) O oo oo 
ne p o s s è d e aucun s o u s - A - module fini non nul . L ' é g a l i t é 

tx> 

K r ' î / E ] = Z a donc lieu s o u s la s e u l e condition que les paramètres 00 CO 



du groupe G a l ( K F \ l E ] / Z ) so ient nuls . Or ceux -c i sont connus 
0 0 CO 

par le théorème 40 . En effet , les paramètres du groupe = 
Gai (M / Z ) sont donnés par le théorème 19 ; et ceux du groupe <3 = co 00 
G a l ( C / K ) par la proposit ion 5 et le c o r o l l a i r e 11 , sous les 

00 00 

conjec tures de Leopoldt et de G r o s s . Il vient donc : 
* 

(i) Pour îâ 
X = X* + uu< i/ - 1 ) C ^ 

(ii) Pour & * 
M = M * 

( X+ $ \ *+ 

D'où le résu l ta t annoncé . 

L'identi té Z = K [ ] const i tue la conjecture de Coates , 00 00 
qui l'a établ ie dans le c a s où il n ' ex i s t e qu'une s e u l e p lace a u - d e s s u s 
de l dans le corps K ( c f . [Co. ] ) . Un premier contre -exemple a 1 r _ 
é té donné par Iwasawa . Le fait que l 'égal i té Z = K [ JE. ] ait lieu, 

GO CO 

lorsque K es t absolument abél ien , s o u s la condition n é c e s s a i r e et 
su f f i san te qu'il n'y ait qu'une s e u l e p lace a u - d e s s u s de l dans le s o u s -
corps rée l maximal de K a é t é prouvé dans [ J a _ ] ( § 5 , th. 15 ) . oo y 
Une démonstration de c e résul tat a également é t é donnée indépendam-
ment par Wingberg ( c f . [Wi ] ) à l 'aide des théorèmes de dualité g l o -
bale de P o i t o u - T a t e . 
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TABLEAUX D E S C A R A C T E R E S 

Nous donnons c i - d e s s o u s les paramètres des principaux m o -
dules rencontrés dans la s e c t i o n 2 . 

Les notations sont donc c e l l e s de la sec t ion précédente „ 
En part icu l ier -L es t un nombre premier , K une extens ion abél ienne 
d'un c o r p s de nombres F , contenant les r a c i n e s <t-ièmes de l'unité , 
de groupe de Galois A , de degré d é tranger à l ; et K est la 22 -œ 
extens ion cyclotomique de K . Le groupe A es t identi f ié à son r e l è v e -
ment canonique dans G a l ( K / F ) . co 

L e s paramètres dont il e s t question ici sont tous des c a r a c -
t è r e s du groupe A à va l eurs dans l'anneau Z ^ des en t i er s - t -adiques . 
Tous s 'expriment en fonction de cinq c a r a c t è r e s de base déf inis 
comme suit : 

(i) Le caractère cyclotomique OJ e s t le c a r a c t è r e de l 'ac -
tion de A sur les r a c i n e s de l'unité : c ' e s t le c a r a c t è r e du module de 
Tate T . = Jim |a , qui e s t la limite projec t ive des <t-Sylow des 

' n 
groupes de r a c i n e s de l'unité a t tachés aux s o u s - c o r p s K de d e g r é s 
f in is sur K . 

(ii) Le caractère à Vinfini X = Z x * e s t l a somme co i b 
P I00 P 

des induits à A des c a r a c t è r e s des représen ta t ions unités des sous -
groupes de décomposit ion des p laces à l'infini de F dans l 'extension 
K / F . 

(iii) Le caractère de la l - décomposition t . = E g » X T 

* I | -t- 1 1 

es t la somme des induits à A des c a r a c t è r e s des représenta t ions unités 
des s o u s - g r o u p e s de décomposit ion des p laces de F a u - d e s s u s de <t , 
chacun compté avec une mult ipl ic i té é g a l e à I' indice de décomposit ion 
de la place en quest ion dans la tour K / K . 



(iv) Enfin , l es deux p a r a m è t r e s X et p, sont les paramètres 
cons tru i t s sur les invar iants d ' Iwasawa d e s 1 , -groupes de «{,- c l a s s e s 
de d i v i s e u r s des c o r p s K n ( i . e . d e s quot ients r e s p e c t i f s des <t-
groupes C t n de c l a s s e s de d i v i s e u r s d e s c o r p s « n , par les s o u s -
groupes correspondant s e n g e n d r é s par les images des p l a c e s a u - d e s -
s u s de K ) • Ces paramètres sont no té s X et (a dans la s e c t i o n 2 . O c 

a , - C a r a c t è r e s a s s o c i é s aux s u i t e s p a r a m é t r é e s de Z ^ f A ] -modules f i n i s . 

Conformément à la déf in i t ion IV, 1 , 1 5 , nous d i sons qu'une 
su i t e ( X ) 2 . - m o d u l e s f i n i s e s t paramétrée par les c a r a c -n n t IN K> 
t è r e s <t-adiques v i r t u e l s p = Z p cp , LI = Z L~I cp , A = Z X cp , ^ F cp cp cp cp cp cp ̂  

et v = Z v cp , l orsque , pour chaque c a r a c t è r e <t-adique i r r é d u c -cp cp ^ 
t ible cp du groupe A , l ' ordre K, de la c p - c o m p o s a n t e X n £ p = e

C p X
n 

du module X n e s t donné asymptot iquement par la formule : 

< p , cp > ( n+1 ) -tn + < cp > -tn + < A , cp >n + < v, cp) . 

T A B L E A U 1 

Modules Définit ion Paramètres 
paramétrés 

Définit ion 
P X M 

H" 
E „ / E . t"*' 

j in est le {^groupe des r a c i n e s de l 'unité dans K n 0 U) 0 H" 
E „ / E . t"*' E n est le groupe des unités du c o r p s K n 

E^ est le groupe des 4 - u n i t é s du c o r p s K 
x œ 11) - 1 

I D + ( 1 ) 

0 

0 

est le { - g r o u p e des { . - c l a s s e s de K 0 X u 

G a l ( c ; / K n ) C,!, es t la { - e x t e n s i o n abé l i enne maximale d'exposant t"" 0 X I i 
Raà(C'n /Kn) de K^ qui est non ramif iée et { . -décomposée 0 a i X -1 (!) |i 

G a l ( M n / K n ) M n e s t la { - e x t e n s i o n abél ienne maximale d'exposant a > X ~ ' + 1 + ) -1 
( D U 

R a d ( M n / K n ) de K qui es t { - r a m i f i é e n X m X + x + ( lii ^ -1 ) M 

G a l ( H n / K n ) H n e s t la composée des { - e x t e n s i o n s cyc l iques d'expo- tuX~' + 1 UJ | I ' 

R a d ( H n / K n ) sant { de « n qui sont cyc l iquement plongeables X + uu U 

G a l ( Z n / K n ) * Z n est la s o u s - e x t e n s i o n d 'exposant { n + 'de la 1 0 
R a d ( 2 n / K n ) 

Vn 

* composée des 2 - e x t e n s i o n s de K •C- x xi"*> n 
est le noyau dans K ^ / K p d e s symboles [Ç j r w . } 

V ' 

X Œ 

X . 

uu 

11) 

0 

0 

G a l ( M n / Z n ) * ^ « / î j t K p ) est le s o u s - g r o u p e de {T*'-torsion du noyau 0 u ) X ~ ' + m ( ii 1 ) -1 ou M 

R a d ( M n / Z n ) * dans « ' . ( K ) 2 n 0 x + ( 1 ) M 
K n * des symboles régu l i er s a t tachés aux p l a c e s de K 0 uuX + UJ( • 1 ) IL U 

G a l ( H n / Z n ) * jn t i /^ fKp) est le s o u s - g r o u p e de {"^'-torsion du noyau 0 .-1 
UJ X -1 

LD (J 

R a d ( H n / Z n ) * dans tf2(Kn) 0 X U 
des symboles de Hilbert a t tachés aux p l a c e s de K 0 uu X i t p 



- Caractères a s s o c i é s aux A [ A ] -modules noethériens en p r é s e n c e d'une 
conjugaison complexe . 

Nous supposons ici que <t e s t impair et que l 'extension a b é -
lienne K / F admet une conjugaison complexe ( i . e . que K es t une e x -
tension quadratique totalement imaginaire d'un s u r - c o r p s totalement 
réel de K ) . Nous é c r i v o n s \ = X + + X ' a décomposit ion canonique 
d'un c a r a c t è r e «t-adique du groupe A en s e s composantes r é e l l e s et 
imaginaires . 

En accord a v e c la déf in i t ion IV. 1 .7 , nous notons A [ A ] = 
©^ A l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e du groupe A à coef f i c i ents dans l'anneau 
d'Iwasawa A = Z . [[ y - 1 ] ] , et nous appelons paramètres d'un A [ A ] -
modules noethérien les t ro i s c a r a c t è r e s «t-adiques : 

p = Z p cp , H = l u c p , et X - I X cp , 
cp ^ cp cp 

où , pour chaque c a r a c t è r e ^.-adique irréductible cp de A , les ent i ers 
naturels n . u , et X sont les invariants d'Iwasawa de la cp-compo-Kcp cp cp 
santé de X r e g a r d é e comme A -module : l'entier p es t la dimension cp cp 
sur A du module X : les e n t i e r s X et u sont respect ivement le cp Cp cp Kcp 
degré et la <{.-va luation du polynôme carac tér i s t ique P ^ £ Z ^ [ y - 1 J 
de son sous -module de A - t o r s i o n . cp 

TABLEAU II 

A [ i ] - m o d u l e s Définit ion 
P a r a m è t r e s 

A [ i ] - m o d u l e s Définit ion 
P X u 

Gal(M /K ) 
œ e c 

Gal(H J K J 

M » U M^ es t abé l i enne - t - r a m i f i é e maximaie s u r K 
œ n € N n 

H * U H e s t h i l be r t i enne maximale s u r K 
" n ^ M " 

« X , 

<j)X"'+ uu( ) 

au X 

- 1 
l ' U 

- 1 
ÏH 

Gal( 2 JK J 
OO 

Gal( K tyi / K ) 
œ * o » œ 

* 

* * 

Z • U Z e s t composée des Z . - e x t e n s i o n s des c o r p s K 
- n € M " l n 

E e s t le g r o u p e d e s un i t é s des c o r p s K i x „ 

0 

a>( ) 

0 

0 

Gal( C / K ) 00 ® 
Gal( M / K i / Ë ) œ' <s ^ oo 

+ * 

* * 
C • U C _ e s t abé l i enne non r a m i f i é e maximale s u r K 

* n f M n 

E e s t le g r o u p e des un i t é s de K 

0 

0 uu( x + r 1 

M 
-1 

G a l I C 1 / K 1 
® i n 

Gal(M / K Î / Ë ' ) 
® m^ » 

C ' e s t la s o u s - e x t e n s i o n {.-décomposée maximale de C « « 

E ' e s t le g r o u p e des t - u n i t é s de K 

0 
0 

X 

. r " 
M 
-1 

SU y 

(*) L ' a s t é r i s q u e r e p è r e les modu les pour l e sque l s le ca lcu l de l ' invar ian t lambda fai t i n t e r v e n i r la 
c o n j e c t u r e de Leopoldt . 

(**) La double a s t é r i s q u e r e p è r e ceux pour l e sque l s le même ca lcu l fait appel en o u t r e à la c o n j e c t u r e de G r o s s , 

Sota . - C e s r é s u l t a t s c o n t r e d i s e n t la c o n j e c t u r e de Coa tes ( c f . [Co , ] ) , qui pos tu l e l ' é g a l i t é de 2 et de y» 1 » 



T A B L E A U 1 

Modu les 
p a r a m é t r é s 

Déf in i t ion P a r a m è t r e s Modu les 
p a r a m é t r é s 

Déf in i t ion 
P U-

E / E * n ' n 
o i n 

E ' / E ' 1 
n ' n 
C t ' n 

l_Ln e s t le t - g r o u p e des r a c i n e s de l 'unité dans K n 

E n e s t le groupe des uni tés du c o r p s K n 

E^ e s t le groupe des t - u n i t é s du c o r p s « n 

Ct^ e s t le t - g r o u p e des t - c l a s s e s de K^ 

0 

X 

00 

0 

uu 

(JU - 1 

U) + ( t 1 ) 

X 

0 
0 
0 

M 

GaKC,!, / K p ) 
Rad(C, ! 1 /K n ) 

C^ e s t la t - e x t e n s i o n abé l i enne maximale d 'exposant £nt' 
de K qui e s t non r a m i f i é e et t - d é c o m p o s é e 

0 
0 

X 

au X 

M 
- 1 ou n 

G a l ( M n / K n ) 
R a d ( M n / K n ) 

M n e s t la t - e x t e n s i o n abé l i enne maximale d 'exposant «t"" 
de K qui e s t t - r a m i f i é e n M 

co 

X œ 

uu X ~ 1 + 1 + uu(i|f - i ) 

X + ou + ( t|i ) 

- 1 
UU | J 

M 
G a l ( H n / K n ) 
R a d ( H n / K n ) 

H n e s t la c o m p o s é e des t - e x t e n s i o n s c y c l i q u e s d ' e x p o -
sant t d e K n qui sont cyc l iquement p longeab le s 

00 
X 00 

o u X - 1 + 1 

X + œ 

uu m " 1 

IJ 

G a l ( Z n / K n ) 
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des s y m b o l e s r é g u l i e r s a t t a c h é s aux p l a c e s de K 

0 

0 

0 

u u X ~ 1 + ou( t ^ - 1 ) 

X + ( 1 1 ) 

ou X + (JU ( j ^ - 1 ) 

- 1 
(JU | A 
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• 
• 

jn+<ff 2 (Kn ) e s t le s o u s - g r o u p e de t" + - tors ion du noyau 
dans iT2(Kn) 

des s y m b o l e s de Hilbert a t t a c h é s aux p l a c e s de K n 
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M = U M es t abé l i enne - t - rami f i ée maximale sur K œ , » i n œ n Ç IN 
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(ju x~1 + uu ( t|/ ^ -1 ) 
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Gal( Z / K ) 00 00 
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0 

Ga 1 ( C / K ) 00 00 
CC 
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M 
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CD 
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(*) L ' a s t é r i s q u e r e p è r e les modules pour l e sque l s le calcul de l ' invariant lambda fait intervenir la 
conjec ture de Leopoldt . 

(**) La double a s t é r i s q u e r e p è r e ceux pour l e sque l s le même calcul fait appel en outre à la conjec ture de G r o s s . 

Nota . - C e s r é s u l t a t s contred i sent la conjec ture de Coates ( c f . [Co ] ) qui postu le l ' éga l i té de Z et de .05 I 00 K [ Î / E ] . rrs * 
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