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INTRODUCTION

Les pages qui suivent traitent de |l'larithmétique des l-exten-
sions , et , plus précisément , de |'étude des 4-groupes de classes
(d'ideéles , de radicaux , de symboles , de diviseurs ,,..) dans les 4-
extensions , finies ou non , de corps de nombres algébriques ,

L'ensemble est organisé en quatre chapitres largement indé-
pendants , eux-mé&mes divisés en deux sections autonomes , qui expo-
sent chacune un aspect de cette arithmétique , et restent directement
accessibles au lecteur plus particuliérement intéressé par un résultat
bien précis , Cette indépendance , cependant , n'est pas absolue ,
puisque nous utilisons , le cas échéant , dans chacune des huit sec-
tions qui constituent cette thése , tel théoréme essentiel établi plus

avant , au méme titre qu'un résultat classique ,

L'unité de ce travail réside avant tout dans llaccent mis sur
les méthodes {-adiques lors de la résolution des questions considé-
rées , Nous entendons par 13 le développement systématique de tech-
niques algébriques adaptées a |'étude des corps de nombres , de na-
ture irréductiblement globales , mais ol I'anneau Z L des entiers 4 -
adiques tient un rdle central, Cet emploi des nombres {-adiques dans
larithmétique algébrique , qui ne doit pas &tre confondu avec le ré-
cours aux méthodes locales , n'est d'ailleurs pas nouveau , Sans re-
monter aux origines , disons simplement ici que la présentatig:\ par
Serre des résultats d'lwasawa sur les groupes de classes des corps
cyclotomiques - ce que nous appelons classiquement aujourdthui la

théorie dllwasawa - en est une bonne illustration ,

Nous résumons ci-dessous le contenu des différents chapitres,



Le chapitre | est consacré aux {-extensions abéliennes,

La section 1 (L'ARITHMETIQUE DES 4-EXTENSIONS ABE-
LIENNES) expose les résultats fondamentaux de la théorie {-adique du
corps de classes, Elle prend appui sur l'isomorphisme algébrique et to-
pologique qu'elle établit entre le groupe de Galois GK de la 4-extension
abélienne maximale d!lun corps de nombres donné, et le {-groupe des
classes dl'idéles de ce corps, défini comme le quotient GK= gK/RK du

res
Il

k
4-groupe ;LK= lim KX/K;:‘L des idéles généralisés par le sous-

pel51K ® P
groupe RK = Z»L ®Z KX des ideles principaux, L.a description obtenue,
qui élimine complétement le probléme des normes universelles de la théo-
rie de Chevalley, permet de rendre compte plus directement de I'arithmé-
tique des J-extensions abéliennes, finies ou infinies, Elle ouvre enfin
sur des interprétations simples des conjectures de Leopoldt et de Gross,
Nous montrons ainsi que la conjecture de Leopoldt affirme exactement
qu'une unité généralisée ¢ € ZL 8 EK , qui est localement partout une
racine de |'lunité, doit &tre une racine globale de Ilunité ; tandis que la
conjecture de Gross postule qu'en un sens la formule du produit

Il v. = 1 est essentiellement la seule relation de liaison entre les
pePlK P
valeurs absolues J-adiques principales des éléments de Reg o

La section 2 (LA THEORIE DE KUMMER & LE f, DES CORPS

DE NOMBRES) peut étre regardée comme une reconstruction de [larticle de
Bertrandias et Payan sur les invariants cyclotomiques (*) a la lumiére des
idées de Tate sur le KZ des corps de nombres, Nous y établissons un paral-
l&le entre la description kummérienne des [-genres dans une tour cycloto-
mique, et les résultats de Tate sur le K, (**). Plus précisément, & cha-

que corps de nombres K, nous associons un groupe universel KZ(K) , ana-

* - . ”~
(") T-extensions et invariants cyclotomiques - Ann, Sci, Ec. Norm, Sup.

5 (1972), 517-548.
(**) Relations between K, and Galois cohomology - Inv, Math, 36 (1976),

255-274,



logue au groupe symbolique ]{z(K), et deux groupes finis ]_?-Z(K) et ]-(-Z(K) ,
qui correspondent aux noyaux régulier et hilbertien de |la f-théorie, et
explicitent les correspondances remarquables entre ces deux noyaux et
certains groupes de Galois classiques, Dans le premier cas, qui fait
intervenir le noyau régulier }?z(K) et le sous-groupe de torsion 'GK du
4-groupe des classes infinitésimales de K, la correspondance obtenue

a déja fait l'objet de travaux de Carroll (*) , Greenberg (**), Kramer
et Candiotti (***) ; dans le second cas, qui concerne les noyaux hilber-

tiens HZ(K) et [72(K), elle est entiérement nouvelle,

En appendice, nous donnons plusieurs formulations équivalentes
de la condition suffisante de la conjecture de L_eopoldt introduite par

* Kk Kk Kk

Bertrandias et Payan ( ). Subsidiairement, nous montrons qu'elle

entraine aussi la conjecture de Gross,

Le chapitre 1l est consacré a l'arithmétique des infinitésimaux.,

La section 1 (INDEPENDANCE {-ADIQUE DE NOMBRES AL -
GEBRIQUES) traite d'abord du probléme de I'indépendance J-adique,

qui se pose comme suit : Un nombre premier 2 étant fixé, les logarith-
mes d'lwasawa, associés aux complétés de K pour les places au-dessus

de ¢4, permettent de construire un Z  ,-morphisme surjectif ,{ng du ten-

4

R KX du corps K sur un Z,-réseau

sorisé multiplicatif RK= zZ L

1

(*) On the 2-primary part of ]{2(@). and on Zz—extensions for imaginary
quadratic fields- Ph, D, Thesis, Cambridge, Mass,(1973) .
(**) A note on ](2 and the theory of Zp-extensions - Am, J. Math, 100

(1978), 1235-1245,

(***) On ]{2 and ZL-extensions of number fields - Am, J., Math, 100

(1978), 177-196,

* ok ok * . .
( ) T-extensions et invariants cyclotomiques - Ann, Sci., Ec, Norm,

Sup. 5 (1972), 517-548,



Iog‘L R de son tensorisé additif Z 1%z K . On se demande a quelle
condition la restriction de cette application &8 un sous-module noethé-
rien 7 de S'EK )

une injection, Lorsque le corps K est galoisien , et que le module 7,

engendré sur Z 4 par des nombres algébriques , est

stable par G = Gal (K/@) , ne contient ni puissances de 4 ni racines
de |'unité , nous postulons que Iogumest injective si et seulement si
QL ®Z . 7 est contenu dans la représentation réguliére de QL G] .

Cette conjecture contient évidemment la conjecture de Leopoldt (pour
laquelle M= Z 1%z EK) , et , sous une restriction technique , celle
de Gross, Nous montrons qu'elle est vérifiée dés que |'algébre QL[G]
est un produit direct de corps , clest-a-dire dans tous les cas ol les
méthodes transcendantes établissent ces deux derniéres conjectures,
Nous proposons enfin des minorations du rang 4- adique , directement

*
dérivées d'un théoréme de Waldschmidt ( ), qui conduit aux meilleures

bornes connues et donne asymptotiquement le rang conjectural,

La section 2 (CALCUL lNFINITéSIMAL DANS UN CORPS
DE NOMBRES ALGEBRIQUES) s'intéresse au groupe infinitésimal
I qu'on peut définir comme sous-module de RK formé des éléments
(globaux) d'image locale 1 aux places divisant 4 :
k
= - X _ : X fe X4 . .
I {xeRr | SL(X) 1 dans ¥ I lim KI/KI }. Via ta théorie de

Lok
Kummer, le groupe I« permet de décrire les l-extensions abéliennes

L-décomposées du corps K (i.e, celles pour lesquelles les places au-
dessus de { se décomposent complétement) ; dans I'isomorphisme du
corps de classes, il correspond au contraire aux l-extensions (abélien-
nes) de K qui sont g-ramifiées (i,e., non ramifiées aux places étrangéres
4 4). Comme il existe des relations précises entre radicaux (au sens or-
dinaire) et classes infinitésimales d'une part, radicaux au sens infinité-
simal et classes (ordinaires) dlautre part, nous obtenons ainsi une double
dualité entre les notions de J4-ramification et de Jl-décomposition, Nous
calculons ensuite la cohomologie des groupes infinitésimaux, ce qui géné-

* *
ralise les résultats de Gras ( ) sur Ilinjectivité du transfert pour les

*
(") A lower bound for the p-adic rank of the units of an algebraic num-
ber field— Actes congrés Budapest (1981) ,

*
(* ) Groupe de Galois de la p-extension abélienne p-ramifiée maximale

d'un corps de nombres - J, reine angew, Math, 333 (1982), 86-132,

4



groupes de Galois des {-extensions abéliennes maximales l-ramifiées,
.relativement a une J-extension de corps de nombres, Nous étudions en-
fin les propriétés normiques des infinitésimaux qui commandent les ques-

tions de déploiement de la ramification dans les 4-extensions,

Le chapitre 1ll est consacré a la théorie des genres,

La section 1 (LA FORMULE DES CLASSES AMBIGES ET
SES GENERALISATIONS) commence par exposer vla formule des clas-
ses ambiges de Chevalley dans |le cadre des groupes de S-classes de
diviseurs, La suite exacte obtenue contient pour diverses spécifications
de S les formules données par Chevalley (*) , pour les groupes de clas-
ses d'idéaux au sens ordinaire, par Gras (**) pour celles au sens res-
treint, ainsi que par dlautres auteurs, Elle s'appuie sur le formalisme
des diviseurs qui est plus général que celui des idéaux, Dans un deuxie-
me temps, nous reprenons l'ensemble des résultats obtenus pour les énon-
cer en termes de représentations Jl-adiques dans le cas semi-simple ol
I'extension considérée, cyclique de degré 1%, est métabélienne sur un
sous-corps dl'indice étranger a 4,.. L'existence de cette structure supplé-
mentaire permet de mettre en relief le rdle du quotient de Herbrand, qui
peut alors ne pas se simplifier. Nous nous intéressons enfin au cas d'une
Z{/-extension métabélienne sur un sous-corps, Les formules que nous
obtenons précisent et généralisent a la fois celles données indépendam-
ment par Iwasawa (***) . Elles conduisent a des critéres simples de

trivialité ou de non trivialité des t-groupes de classes,

(*) Sur la théorie du corps de classes dans les corps finis et les corps
locaux - J, Fac, Sc, Tokyo 2 (1933), 402-405,

(**) Sur les f-classes d'idéaux dans les extensions cycliques relatives
de degré premier {- Ann, Sci. Inst, Fourier 23 (1973), 1-48 ,

(***) On cohomology groups of units for Zp—extensions - Am, J., Math,

105 (1983), 189-200 ,



La section 2 (ELEMENTS DE THEORIE DES GENRES) défi-
nit puis calcule le nombre de S-genres et le nombre de S-classes cen-
trales de diviseurs pour une extension finie quelconque de corps de nom-
bres, Les formules obtenues contiennent, pour diverses spécifications
de S, celles déja connues pour les groupes de classes d'idéaux au sens
ordinaire dans le cas galoisien, au sens restreint dans le cas abélien,
Nous étendons pour cela aux extensions finies le symbole de reste nor-
mique défini par Hasse pour les extensions abéliennes, et nous établis-
sons dans ce cadre une réciproque de la formule du produit, Nous re-
prenons ensuite I'ensemble de ces résultats pour les exprimer en termes
de représentations dans le cas semi-simple, fini dlabord, infini ensuite,
évoqué plus haut, ol I'extension considérée est métabélienne sur un sous-
corps du corps de base, Le résultat essentiel est que les représentations
obtenues, bien qu'ayant le méme degré, ne coincident pas avec celles don-
nées par les groupes de classes ambiges, En particulier, dans le cas
dlune ZL—extension métabélienne mais non abélienne sur un sous-corps,
nos conclusions different totalement de celles de Greenberg (*) pour

la tour cyclotomique,

-V -

Le chapitre IV est consacré a la théorie d'lwasawa,

La section | (STRUCTURE DES A[A]-MODULES) établit les
théorémes généraux sur la structure des modules detype finisur |'al-
gébre (éventuellement gauche) d'un groupe abélien A (d'ordre étran -

ger a 1) 3 coefficients dans un anneau d'lwasawa A = Z& Ly-11].

(*) On a certain 4 -adic representation - Inv, Math, 21 (1973), 117-124,



Nous introduisons ensuite la notion-clé de suite paramétrée de Z&[A]_

modules finis, qui généralise la classique formule d'lwasawa sur le nom-
bre de classes des corps cyclotomiques, et raméne la recherche des in-
variants dlun p[A]-module noethérien, de torsion ou non, & I'étude sys-

tématique de certains de ses quotients finis : Lorsque A agit triviale-

£
ment sur le groupe procyclique T = vy ‘t', une suite (xn)nGIN est para-

ble ¢ du groupe A, et tout n assez grand, la 4-valuation x;‘pde Ifor -

dre de |la - composante de Xn est donné par la formule :

x:\P= <p, cp>(n+ I)Ln+ <M, cp>{,n+ <A, >N+ <y, >,

Une formule semblable vaut dans le cas non abélien,

La section 2 (REPRESENTATIONS {-ADIQUES ASSOCIEES
AUX INVARIANTS CYCLOTOMIQUES) applique les résultats qui pré-

cédent au cas de la ZL-extension cyclotomique d'un corps de nombres,
Nous montrons, au moins sous les deux conjectures de L.eopoldt et de
Gross, que les paramétres associés aux divers modules classiques don-
nés par le corps de classes, la théorie du Kummer, ou la K-théorie
(groupes de Galois respectifs des l-extensions abéliennes maximales
4-ramifiée, hilbertienne, non ramifiée, non ramifiée et 4-décomposée ;
radicaux correspondant ; noyaux régulier et hilbertien de la A-théorie)
se déduisent tous de |'un quelconque dl'entre eux par des formules expli-
cites ne faisant intervenir que des invariants galoisiens simples du sché-
ma d'extensions, Nous montrons également que les paramétres lambda
vérifient un spiegelungssatz plus fort que celui de L.eopoldt, Nous il -

lustrons enfin les résultats obtenus en calculant explicitement le ca -

*
ractére de défaut d'une conjecture de Coates ( ) .

Deux tableaux , présentés en appendice , rassemblent les di-

vers parameétres rencontrés au cours de cette étude ,

*
(") On ]{2 and some classical conjectures in algebraic number theory -

Ann, of Math, 95 (1972), 99-116 ,
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L' ARITHMETIQUE DES 4-EXTENSIONS ABELIENNES

La théorie du corps de classes global , telle qu'elle fut déve -
loppée par Takagi , Artin et Chevalley , a pour but la description de
Ilarithmétique des extensions abéliennes d'un corps de nombres donné ,
a I'aide des seuls éléments de ce corps, Dans sa formulation plus an -
cienne , celle de Takagi , elle décrit le groupe de Galois d'une exten -
sion abélienne finie I_/K de corpsde nombres comme groupe de congru -~
ences attaché a un diviseur TI_/K construit sur les places ramifiées
dans cette extension, Ce point de vue, aujourd'hui encore le plus effi -
cace lorsqu'il sfagit dlapprécier numériquement une situation donnée ,
souffre cependant d'&tre limité au seul cas des extensions finies , La
réinterprétation par Chevalley de I'ensemble des résultats de la théo -
rie 4 I'aide des groupes d'ideles permet de pallier agréablement cette
difficulté , Mais deux autres problémes surgissent alors: D'abord I'ap -
plication de réciprocité | du groupe des classes d'ideles CK = JK /KX
du corps K dans le groupe de Galois Gal (Kab/K) de l'extension abé-
lienne maximale de K n'est jamais injective : Si [K:@Q ] = n + 2 c, est
la décomposition canonique du degré de K en ses contributions réelle et
imaginaire , le noyau Cll de | , qui est la composante connexe de I1é1é -
ment unité dans CK , estleproduitdlunedroiteréelle R, de (r‘K +c, ~1 )
solénoides (R ® Z)/Z , et de c, tores R/Z (%) . L'existence de
normes universelles dans la théorie est donc une premiére source de
complications , Enhsuite , la décomposition canonique du groupe de
Galois QK = Gal (Kab/K) comme produit direct de ses p- composantes

ql'(<p) = lim QK/Q’& , pour tous les premiers p, ne se traduitpas com-

modément en termes de classes dlidéles , puisque ni le numérateur JK,
-~

ni le dénominateur KX ne sont des Z -modules o

(*) Le groupe Z est le complété profini de Z pour la topologie définie

par ses sous-groupes dlindice fini .
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Pour Il'ensemble de ces raisons , nous proposons ici une pré -
sentation de la théorie du corps de classes , directement inspirée de
celle de Chevalley , mais mieux adaptée , nous semble-t-il , a ['étude

spécifique des {-extensions abéliennes d'un corps de nombres ,

1a— PRELIMINAIRES A LA THEORIE DU CORPS DE CLASSES .

a,- Définition des 4 -groupes fondamentaux ,

4 étant un nombre premier fixé , nous désignons par Z i =

lim Z/»{,k Z llanneau des entiers {4 -adiques , A chaque corps de nom -
bres K ( de degré fini sur @) , nous allons associer deux ZL-moduIes :
Le premier R » global , défini a partir du groupe multiplicatif K* des
éléments non nuls de K ; le second ;K , semi-local , défini & partir des

groupes multiplicatifs K; des complétés non complexes de K ,

DEFINITION I, 1, 1.~ Etant donné un corps de nombres K , hous appelons

4 -groupe des éléments généralisés de K, et nous notons RK , le tenso -
risé {-adique du groupe de ses éléments non nuls :

= X
RK_Z,{;®ZK .

Le groupe &K est la réunion des 4 -groupes de S -unités généralisées
S _ s .
SK = Z& ®Z EK , lorsque S parcourt les ensembles finis de places de

K . Chacun des dK est compact pour sa topologie naturelle de Z L mo-

dule noethérien , et RK est lui-méme un Z £—module topologique pour la
T . . S
limite inductive des topologies des 6K N

Par définition de la topologie limite inductive , les sous-mo -
dules ouverts de RKsont exactement ceux qui intersectent chacun des

6K suivant un sous-module relatif ouvert , clest-a-dire ( puisque les
é'i sont de type fini sur Z £) suivant un sous-moduie dlindice fini , La
topologie ainsi obtenue sur RKest strictement plus fine que celle définie

par ses sous-modules dlindice fini ,

Remarques , - (i) L'application canonique de KX dans RK nlest pas géné-
ralement injective , Plus précisément, son noyau est le sous-groupe uL

des racines de {'unité dans K dlordre étranger a £ , L.e quotient Kx/p:‘ R

-14-



qui slinjecte dans ﬂK , stidentifie ainsi a un sous-groupe partout dense
de RK [ ]
(ii) Convenons dlordonner les places de K en posant Sn =

{pe€ PIK | ¥p <n }, avec la convention ¥p =21 pour les places archi-

médiennes , Nous avons évidemment KX= Ei , et chacun des
n €N
Ei = {x € KX l Vp(X) =0, Vp ESn } est un Z -module de type fini, En
particulier R, = U 65 est réunion dénombrable de Z , -modules
K n €N K t

(*)

compacts .

K
(iii) Désignons par ¥~ = lim KX/KX& la limite projective des

——

k
quotients dl'exposant £ -primaire du groupe KX . Par passage a Ia limite
a partir des surjections canoniques 5-3 —_— /R NKX/KX'{” , le
groupe BQK s'lidentifie a un sous—module strict de }cx . Cependant , la to-
pologie de ﬁ%K n'est pas la restriction a E%K de la topologie naturelle de

X yepe x g¥
X7 definie par les sous-modules K .

DEFINITION l,1,2,- Pour chaque place p du corps K , nous appelons {-

groupe des éléments générallsés du complété K X b la limite projective
Hp = lim K /<y
des quotients dlexposant { -primaire du groupe multiplicatif K X « Le
groupe X : est un Z L—module noethérien donc compact pour la topologie
définie par ses sous-modules dl'indice fini .
(i) Si p est une place archimédienn e, deux cas se présentent:
- ou bien p est complexe, et le groupe X X est toujours nul,
- ou bien p est réelle , et le groupe }{; est isomorphe a
Z/22Z pour 4 =2, nul sinon ,
(ii} Si p estune place ultramétrique , le choix d'une unifor -

misante 1 _ permet d'écrire formeilement

X = Zy,
Hp = Upe Ty
k
en désignant par 'z,(p= lim U p/u;; la limite projective des quotients
k

dlexposant f-primaire du groupe des unités du corps local K

(*) Pour une définition des valuations v _ attachées aux places archimé -
diennes , voir Ch, HI,1,1§2,
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- Lorsque p divise ¢, le groupe 'z,(p n'est autre que le
groupe des unités principales de K,

- Lorsque p ne divise pas 4, il stidentifie au {f-sous -
groupe de Sylow y _ du groupe des racines de ['unité dans K _,

Dans les deux cas nous disons que 'up est le groupe des unités
y X (*)

d
%y

Démonstration :

(i) Si p est une place archimédienne, le groupe multiplicatif
K); est soit divisible , lorsque p est complexe , soit le produit de { *1 }
par un groupe divisible , lorsque ) est réelle , La limite projective K X
est donc nulle dans le premier cas , isomorphe & Z{‘/ZZ't dans le se-
cond ,

(ii) si p est une place ultramétrique , la décomposition du
groupe multiplicatif K X

°p 1 Z

KX=p ., u., n%r
p Hpr Ty

fait intervenir le groupe uo des racines de l'unité d'ordre étranger a p,

le sous-groupe U L des unités principales , et une uniformisante Trp de

K. e
p

- Si p est au-dessus de £, le groupe H; est { -divisible,

et le groupe U L est un Z , -module noethérien, isomorphe comme tel a

4
la limite projective de ses quotients finis , Il vient donc :
& REA i
y. =_limu_/u = limUu, /U = comme annoncé,
R e N b’

- Si p est étrangére a {4 , le groupe uo est le composé
direct de son 4-Sylow u et de son sous-groupe {-divisible p' « Enfin,

le groupe U L est un Z p—module ( pour un p #2), donc g-divisible, et

il vient L
: L
> o=limu /u® = comme annoncé .
p e Ty M
Dans les deux cas , le groupe x X est le produit direct de 'up et

du Z %—module libre de dimension 1 engendré par |'uniformisante Trp o

DEFINITION 1,1,3,- Par {4 -groupe des ideéles généralisés d'un corps de

nombres K | nous entendons le produit

(*) On a toujours My c'z,(p

est réelle , Dans ce dernier cas , en effet , 'z,(p est identiquement nul , et

lorsque p est ultramétrique mais non lorsque p

U

b= H)g égal a Z&/ZZ&.
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3*
d= 1 }6;;
p ePI K
des complétés profinis des groupes multiplicatifs des corps locaux K _,
restreint aux familles xp)p c p' dont tous les éléments sont des uni-

tés , a I'exception d'un nombre fml dlentre eux ,

L_e groupe yK est laréuniondes {-groupes ui = I'IS}{p gsup
S p

lorsque S parcourt les ensembles finis de places de K , Chacun des 'z,(K
est compact pour sa topologie naturelle de Z&—module produit , et ;K
est lui-mé&me un Z &—module topologique pour la limite inductive des to-
pologies des 'L(E .

Par définition de la topologie limite inductive , les sous-mo -
dules ouverts de ;K sont ceux qui intersectent chacun des 'Ui suivant
un sous-module relatif ouvert , De fait, il est possible dlexhiber une
base de sous-modules ouverts de ;K en procédant comme suit : Pour
chaque place ultramétrique p de K, faisons choix dlune uniformisante
np dans ¥ % ; si pestréelle, prenons m_=-1;et, si pest complexe,

=1, Cefla posé , le groupe yK stécrit comme somme directe topolo -

gique du sous-module compact 'z,(K = I Y., formé des éléments
;JEPIK

unités , et du Z*’—module @ rrzz , engendré par les T
pEPI

slidentifie au £ -groupe .BK des diviseurs de K , L.es produits
T»
Coowy).C e m =)
p EPI pEPI "y

ol , pour chaque place p de K , QLpest un sous-module dtindice fini de

p ’ ql'li

y. égal a 'L(p pour presque tout p , et n b un entier naturel arbitraire,

p

forment une base de sous-modules ouverts de gK .

Remarques .- (i) Lr'application canonique du groupe des idéles JK dans
le L -groupe ‘7K des idéles généralisés n'est jamais injective, Son noyau

est le produit I K X2 e Il uo o I p'p u ]p ; son image est un sous-

ple Pt P oyl
groupe partout dense de ;IK .
(ii) Convenons d'ordonner les places de K en posant Sn =
{p GF’IK |]V’p <n }, avec la convention Jp = 1 pour les places archi-

médiennes, Nous avons évidemment gK U 'z,( , €e qui nous montre
nemMN
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que g, est réunion dénombrable de Z , -modules compacts .

<
(iii) On peut regarder le groupe ;IK comme sous-module strict
du produit [l ¥ . Cependant , la topologie de ;K n'est pas la res -
pePl ?

triction du produit des topologies des H; .

b.~Présentation du 4 -groupe des classes dl'idéles ,

THEOREME & DEFINITION I, 1.4.~ L_'application naturelle du tensorisé

4 -adique RK = ZL®Z K* du groupe multiplicatif du corps K dans le

4 -groupe gK des idéles généralisés , induite par I'injection diagonale

de K X dans JK , est un monomorphisme continu, Le groupe quotient
Cy = I /P
est un Z{/— module compact , Nous disons que clest le 4 -groupe des

classes dlidéles du corps K ,

Démonstration : Partons de |linjection diagonale KX e—s ] K X
b €PI K

du groupe multiplicatif de K dans le produit de ceux de ses complétés ,
Par passage au quotient , nous en déduisons , pour chaque entier k ,
un morphisme naturel

Kx/le; — KX/KxL ’

pepr, PP

qui est injectif lorsque { est impair, et dont le noyau est dlordre 1 ou 2
dans tous les cas ( cf, [AT], Ch, X, §1,th,1) ., Par passage a la li-
mite projective , nous obtenons par conséquent un morphisme injectif :
KX =_lim KX /KXY —s 1 gim kX/kXE = Ko .

k perPi, kPP pePl, P

Sa restriction au départ a RK , a PDarrivée a gK est le Z ,— morphisme

£
cherché , Comme il est injectif dlaprés ce qui précéde , nous identifie -
rons désormais RK avec son image canonique dans gK . Cela étant ,
nous allons établir successivement :
*
(i) que |lapplication naturelie de &K dans gK est continue ( );
(ii) que R, est fermé dans g, ;

(iii) que le quotient gK /RK est un Z&-—module compact .

(i) Le premier point résulte de la définition de la topologie

limite inductive : Pour chaque ensemble fini S de places de K , le groupe

S _ s _ L : \
é‘K ,,_RK N ’L(K est un Z- morcjly’!e de type fini , dqnc dl'une facon et dlune

(*) En fait, on a mieux, puisque |la topologie de RK est induite par celle de gK.
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1.7

seule un Z &-module topologlque « En particulier la topologie de 6? est
induite par celle de 'z,(K « Si donc GK est un sous-module ouvert de gK ,

les sous-modules G N 'L(Ii étant ouverts dans les 'z,(K , il en estde méme

des sous-modules GK N é’ dans les é’ ; ce qui veut dire que GK n &K
est un sous-module ou vert de &K « En particulier Ilinjection canonique
de RK dans gK est bien continue ,

(ii) Le second point s'établit comme suit : Etantdonné unidéle
généralisé r de ;K qui n'est pas dans RK , fixons S assez grand |,
contenant les places archimédiennes , pour avoir p € ui ; puis , pour

chaque place p de K n'appartenant pas a S, choisissons n b assez grand,
n
$

de telle sorte que le diviseur p'& soit principal ( dans le 4 -groupe

.. S
‘&K Z &®Z DK des diviseurs de K ) , Cela étant, comme é'K est fer-

mé dans 'uK , 1] existe un sous-module ouvert o> de 'z,(K dont le trans-

laté L”O ne rencontre pas 6K . Le Z&
np

par GK et les éléments ﬂ'%) pour p €S est alors un sous-module ou -

-module ¢ engendré dans '?K

vert de gK dont le translaté x® ne rencontre pas RK

(iii) Pour établir le troisidme point , nous allons montrer que
1 ~ -
I'image 'L(K RK/RK 'L(K /GK dans GK , du sous-module compact 'z,(K de
% formé des idéles unités , en est un sous-module d'indice fini ( de
sorte que CK sera compact comme réunion finie de compact ) , Or , cela

résulte de la proposition :

PROPOSITION I, 1,5, ~ Le quotient ;K /'uK RK du 2 -groupe des classes

dlideles du corps K par le sous-groupe formé des classes des idéles uni-

tés slidentifie canoniquement au £ - groupe fini des classes de diviseurs
de K :
I Uk Rc = Clic -

Démonstration : Le groupe des diviseurs d'un corps de nombres est le
groupe abélien libre construit sur ses valuations ; Comme la valuation v
associée a une place de K est triviale si p est complexe , a valeurs dans
2 /2Z si p estréelle, et dans Z si p est ultramétrique , le groupe Dy
est le produit direct de r, exemplaires de Z /2Z et du groupe ldK des
idéaux de K , Son quotient DK/PK par le sous-groupe des diviseurs

principaux (i,e, par I'image canonique de K X dans DK) est fini, d'apreés
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la géométrie des nombres : dans la terminologie des idéaux , c'est le
groupe des classes au sens restreint ( cf, Ch,Ill,1,1§a ) . Son +-Sylow
Cli K= Z L ®

tensorisé 4 -adique .&K =Z 4’,®Z DK du groupe des diviseurs par celui

- _ S X " _
PK Z& ®Z F’K du sous-groupe principal PK +« Maintenant, .&K sliden

tifie canoniquement 3 gK /'L(K , et PK est |'image canonique de RK dans

Dy o

(DK/PK) est donc canoniquement le quotient B, /PK du

L.a correspondance entre {4 -~groupes de classes dlidéles et de
diviseurs peut ainsi se résumer par le diagramme commutatif exact (ol

toutes les fléches sont des Z = morphismes ) :

———gp = rm————— = X =
1 8 = Z ,8,E R Z{,®ZK " P =Z B pP 1

| ¢ |
] =y, = H > -———»2 = H* HX-—-—»ﬁ =2Z ®_ D — 1
“ pepi P K opepi P Ko 127K
x | l
P U/ Cx T Clk >

SCOLIE 1, 1,6,- Pour tout ensemble fini S de places de K |, le quotient

ST S _ 1ide -
CIK ;K/RK 'L(K du 4 -groupe des classes dlideles GK par le sous

groupe GK(S) = ui/ai des classes des idéles unités en dehors de S
slidentifie canoniquement au quotient C&K/C&K (S) du 4-groupe des
classes de diviseurs du corps K par le sous-groupe engendré par les
classes des diviseurs construits sur les places de S , Nous disons que

O&K est le £ -groupe des S-classes de diviseurs du corps K ,
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I.3

c.~ Valeurs absolues t-adiques principales et formule du produit ,

On pourrait craindre que la {4 -adification des groupes dlidéles
fasse disparaitre la classique formule du produit pour les valeurs abso-
lues , Il n'en est rien , a condition naturellement de remplacer les va-

leurs absolues habituelles par des valeurs absolues {-adiques conve -

nables ,
Désignons pour cela par Zz le groupe multiplicatif des élé -
ments inversibles de i{lanneau des nombres { -adiques, par U 1 =1+ L2 2

le sous-groupe des unités principales de Z L et par u i (u ) la sur -

jection canonique de Z ié sur U, ( de sorte que, pour £ impair, le quo-

4
tient u/{u ) est l'lunique racine de Itunité dans ZL qui est congrue 3 u
modulo £ ; tandis que si 4 vaut 2, {(u ) est toujours égal du) , Cela

étant , nous avons :

DEFINITIONS 1,1, 7.~ Etant donnée une place p d! un corps de nombres

K , nous appelons valeur absolue f -adique principale dlun élément x

du groupe H; , et nous notons |x pl X I'élément du Z &—module multi -
plicatif U&= 14+ 2Z 2 défini par :
|xpfp= 1, si p est complexe ;
lxp‘p= (sg(x p)> , si pestréelle;
| x " ‘p = (N pv" (X)> , Si pestultramétrique et étrangére a ¢ ;
lxp|p= (]VK /@ (x) N{onvﬁb (X)> , si p est au-dessus de £,
p /e

Enfin , nous appelons valeur absolue g-adique principale d'un élément x
de RK relativement a la place p, et nous notons |x ]p la valeur absolue
t-adique principale de 1'élément s (x), ol s _ est la surjection ca -

nonique de &K dans }{); , induite par Itinjection naturelle de KX dans K:.

Remarques,- (i)  La définition donnée ici differe de celle de Tate
(cf, [TBS], Ch, VI, § 1, déf. 1.1}, qui ne s'étend pas aux Z LMo -
dules , Plus précisément , pour chaque place pde K, la quantité ]x ‘p
est le crochet de la valeur absolue de Tate ; c'est pourquoi nous par -
lons de valeur absolue principale ,

(i1) L'application x # |x | esttrivialementun Z ,-mor -

p 4

En particulier , elle est continue et fermée

phisme de X ; dans U L°
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pour la topologie naturelle de ces deux modules, Si p est ultramétrique,

son image ]}{ ; lp est , en outre , un sous-module dl!indice fini de U , ,

4

PROPOSITION |, 1,8.,- (Formuie du produit pour les valeurs absolues

principales ) - L'application

)y = T xy = Il

r=(x
PP pEPI

est un Z£—morphisme continu du 1 -groupe ;K des ideéles généralisés
des unités principales de lItanneau Z  ,

2 1
Son nhoyau est un sous-module fermé de gK , qui contient le tensorisé

du corps K sur le groupe U
{4 -adique &K du groupe multiplicatif KX,

Démonstration : Remarquons d'abord que la quantité ] .x | est bien
définie puisque , pour chaque idéle ¢ de ‘gK , les composantes x _ étant
des unités pour presque tout p, le produit infini n'a en fait qu'un nom -
bre fini de facteurs distincts de 1 , Cela étant, pour montrer que l'ap -
plication ¢ b |/ ¢ || est continue sur Ji » ilnous suffit, d'aprés la pro -
priété universelle de la topologie limite inductive, de vérifier la conti -
nuité de sa restriction au sous-module 'z,(li , pour chaque ensemblefini S
assez grand de places de K , Pour cela, nous pouvons supposer que S

contient les places au-~dessus de £, auquel cas nous avons H r H =

I fx
p€S| X

celle des applications |. | sur chacun des facteurs KX,

, pour chaque r de uli ; et la continuité de ||, || résulte de

Enfin , pour établir la formule du produit , il suffit de noter
qu'elle est trivialement vérifiée sur le corps des rationnels, puis dlé -

crire que llon a , pour tout x de RK :

<l = 1 x| = 1l 11 x| = 1 Il | (x)l =
K pEPIKI v p€P|Qp|p! pEPIy bl Kp/@ " e
= 1 n (x) | =¥ (x) =1,
T Va1 = 1 /e g
Q
PROPOSITION I,1,9,- Soit pune place de K,et | (p la valeur abso -

lue 4 -adique principale associée ,
(i} Si p ne divise pas £ , le noyau de I'application |, |p
est le sous-module des unités de K% :

plp=1 = xp €Uy -

| x
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(ii) Si pdivise 4, le noyau }c: de I'application |, ’p est

caractérisé par la condition :
Pply =1 = bog iy ) = Tk ya, oo pley) 70

e groupe ¥ ¥ est le produit direct du sous-groupe |4 des racines de

It unité dans }(;; , et dlun Z , -module libre de rang [K p: Q,].

4 4

Démonstration :

(1) Lorsque p ne divise pas 4, la condition ]x | =1 stécrit
tout aussi bienv _(x )= 0; elle caractérise donc les unités de K X ( On
nhotera que , du fait des conventions utilisées , (- 1) nlest pas une unité
dans J{; , si pestréelleet 4 égalaz2),

(ii) Lorsque pdivise 4, la condition = 1 s'écrit en -

X
(x5) 5l
(x ) /ypYr %%’y =1, Elle affirme donc que la norme
K /& b
P L
de x _s'écrit comme produit dlune puissance de 4 ( qui est nécessaire -

ment & pVF (x

core (I

? ) ) et dlune racine de |'unité , Mais cette propriété ca -
ractérise précisément le noyau du logarithme d'lwasawa dans cn% , ce

qui conduit & I'équivalence annoncée , .‘Enfin, comme {}f;f ]p est d'indice
fini dans L‘l‘L , il vient immédiatement (
1 =dim

. * . =
dlmze}( =dim z ?,(&— [K

@, 1.
) P4

X
X" -
Z{, p

COROLLAIRE 1,1,10,- Le noyau dans ‘QK des valeurs absolues princi -

pales est le sous-module compact :
= T wg. 1w
ple, 14
Le groupe ;:2 est composé direct du sous-groupe [[ u _ des ideles
ple
unités qui sont localement des racines de |'unité | et dlun Z , -module

4
libre de dimension L [K,:@ J]=[K:@].,
) I L

(*) Par dimension dtun Z {—module noethérien X , nous entendons la di -

mension du QL- espace vectoriel @ L®Z% X .
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2,- ISOMORPHISME DU CORPS DE CLASSES ,

a.,~ Enoncé des théorémes fondamentaux .

Nous rappelons sans démonstration les résultats fondamentaux
du corps de classes local pour les {-extensions , puisqu'ils sont es -
sentiellement bien connus sous cette forme ( cf, par exemple , [La ],
Ch, VI, §4 ) . Nous donnons en revanche la preuve des résultats glo -

baux .

THEOREME 1,1,11.,- ( Corps de classes local ) - Etant donné un corps

local K _, I'application de réciprocité induit un isomorphisme de Z{, -

modules topologiques du complété profini KX (K p) = |lim K ;/K ;{' sur
k

le groupe de Galois D = Gal (K:b/K ) de la 4 -extension abélienne

maximale du corps K _, Dans cet isomorphisme le groupe dl!inertiel =
ln(Kab/K ) est I'image du sous-groupe (K ) des unités de ¥ *X(K ).

P - P Si p ne divise pas 4, la ramifica?tion est modérée , et ‘Iae
groupe | est fini , isomorphe au £ -Sylow up du groupe des racines de
Itlunité dans K _,

- Si pdivise 4, la ramification est sauvage , et le groupe

I estinfini , Dans ce cas , la suite des sous-groupes supé.r‘ieur's de
[

p)izl

ramification est I'image dans D_ de la filtration canonique (U

(1+ pi)i2 du groupe (K ) ,

1 p

Remarques, - (i) L'application de réciprocité locale établit une cor -
respondance bijective entre les sous-modules fermés de }{X(K ) et les
1 -extensions abéliennes de K _, Plus précisément toute sous-eﬂdension
L B de Kab est le corps des points fixes d'un unique sous-module fermé
de }(X(K ) « En particulier , si H est un sous-groupe quelconque de
}(X(K ) , et L son corps des invariants, la fermeture de H dans
}{X(K ) est le sous-module de }{X(K ) associé & L P

(ii) Dans la correspondancepobtenue , les 4 -extensions abé -
liennes finies de K _sont associées aux sous-modules fermés d'indice
fini de X X(K P) , clest-a-dire aux sous-modules ouverts de KX (K p) .

Ces sous-modules sont donc caractérisés comme groupes de normes as-

sociés aux /4 -extensions finies de K

p:
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SCOLIE l,1,12,- Si L, est une {-extension finie quelconque de K b’

le sous-module ouvert de ]-{x(Kp ) associé par le corps de classes local

b

. X a . X
a la sous-extension maximale L de L‘D , qui est abélienne sur K b’

est ['image de }{x(l_ ) par la norme arithmétique , Il vient ainsi :

P
ab - ab e y X X
Dp (I_q}/Kp) GaI(Lq}/Kp) X (Kp)/ vaq}/Kp(}c (L.,D))
ab - ab = 5;
lp (L,D/Kp) ln(l_,D/Kp) ?,((Kp)/]V'I_q3/Kp('L((L,p)) .

Ce résultat stétend sans difficulté aux extensions infinies , si
I'on convient de dire qu'un élément de K X(K ) est norme dans une telle
extension lorsqulil est norme dans chacune de ses sous-extensions finies,
Dans ce cas, le théoréeme dlexistence du corps de classes local affirme
que tout sous-module fermé de ¥ X (K p) est le groupe des normes dlune

unique ¢ -extension abélienne de K b

THEOREME 1,1,13.- (Corps de classes global ) - Etant donné un corps

de nombres K , I'application de réciprocité induit un épimorphisme con -
tinu du f-groupe '?K des idéles généralisés de K sur le groupe de
Galois G = Gal (K23 /K ) de la 4 -extension abélienne maximale de K;
le noyau de ce morphisme est le sous-groupe S%K formé des idéles prin -
cipaux , Dans la correspondance obtenue, le sous-groupe de décompo -

K

sition D b dl'une place p de K est |'image dans G, du sous-module }{; de
3 et son sous-groupe dfinertie | b est celle du sous-groupe 'z,(p des

I 3
unités de ¥~ ,

p
Démonstration : D'aprés Artin-Tate ( cf, [AT], Ch, XiV, prop, 10},
le morphisme surjectif du groupe des idéles de K sur |le groupe de Galois
GK de la 4 -extension abélienne maximale de K est nul sur le sous -
groupe { -divisible J:év de JK o Commt? le £ —groupe généralisé gK con-
tient canoniquement le quotient JK/J‘:;V (cf, déf, 3, rem,(i) ), il stagit
donc d'établir que le morphisme quotient JK/J::' — GK se pro -
longe de facon unique en un Z £—morphisme { de yK sur GK , que ce
prolongement est continu , et que son noyau est le groupe RK des ideles

principaux .
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(i) existence du prolongement : Pour chaque place ultramé -

trigue pde K, faisons choix dtune uniformisante 1 ; prenons 7. = 1
q ? ? p ?

p

si p est complexe ; m_=-1, si pest réelle , Puisque le sous-groupe

'z,(K des unités de 'éK est contenu , par construction , dans celui UK de

Ji o tapplication | cherchée est bien définie sur le sous-groupe dense
Ug o @ 7% , Ecrivant alors {u. Il n3 )= ) Tyln )%
p € PIK P p P b P

pour chaque famille ( a_) d'entiers {-adiques presque tous nuls, nous
obtenons le prolongement cherché ,

(ii) continuité de I'application obtenue : Si H est un sous -
groupe ouvert de GK , le corps des points fixes qui lui correspond par
la théorie de Galois est une { -extension abélienne finie de K ; elle est
ramifiée en un nombre fini de places , Par suite , si S est la réunion
des places ramifiées et de celles au-dessus de £, nous avons évidem -
ment ¢(up) c H , pour chaque p €S , De plus , le quotient GK/H
étant un {4 -groupe fini , il existe un sous-module ouvert u/'f, de '“f

d

np7
I1 '1,(1 , et , pour chaque place p, un sous-module ouvert n'f’ Ly e
12

T Zy  dont I'image par || est contenue dans H , Le produit

"e
11 upo 'L('&. ® TT'E 7&2
p €S pGF’IK

contenu dans ! § (H) ; ce qui prouve que | est continue ,

est alors un sous-module ouvert de gK

(iii) noyau : Nous savons déja que le noyau de { est un sous -
module fermé de gK , qui contient |t'image de KX « Il contient donc Ia
fermeture de cette image , qui est RK « Pour voir gqu'iln'apas d'autres
éléments , il suffit de remarquer que la construction des idéles généra-
lisés a tué le sous-groupe des normes universelles , dont la structure
est bien connue (cf, [AT], Ch, IX, § 1), et qui estle noyau dans
JK/KX de I'application de réciprocité ,

Enfin , le lien entre le corps de classes global et le corps de
classes local ne pose aucune difficulté particuliére puisque, pour cha -

que place pde K, le Z , -module compact }c; stlidentifie ( algébrique -

4

ment et topologiquement ) avec son image canonique dans le quotient

= G = .
Ck = 7k /&K o Plus généralement :

LEMME t,1,14,- Si S estun ensemble fini de places de K, la surjection

X X
naturelle & ¥X — @ ¥X )R, /R cC
pes P <pes1D KRiZK 77K
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1.1

*
est un isomorphisme de Z -modules compacts (") o

£
Démonstration : Puisqulun Z &—module de type fini est d'une facon et
dlune seule un Z ,-module topologique , il suffitde vérifier I'injectivité,

4

clest-a-dire le fait que RK rencontre trivialement chaque somme finie

@ X%, Or cela résulte directement du fait que ltlunité est le seul élé-
pES
ment de hauteur infinie dans R  En effet , si r=(x_)_ est un idéle
principal contenu dans une somme finie & K X , les conditions x p= 1

pES
pour p € S, montrent que ¢ , qui est puissance &k -iéme locale en de -
hors de S, pour tout k , est puissance {,k -iéme globale pour tout k
(cf,e [AT], Ch, IX, §1, th, 1), i.,e. de hauteur infinie dans Ry o

Remarques , - (i) L'application de réciprocité globale établit un iso -
morphisme de Zé—modules topologiques du 4 -groupe aK des ideles de
K sur le groupe de Galois GK de la 4 -extension abélienne maximale de
K ., Elle met ainsi en bijection les sous-modules fermés de gK qui con -~

avec les {-extensions abéliennes de K, chaque sous-ex-
b

tiennent RK

tension de K 3 étant le corps des points fixes d'un unique sous-mo-

dule fermé de gK contenant RK .
(ii1) Dans la correspondance obtenue , les {4 -extensions abé -
liennes finies de K sont associées aux sous-modules fermés dl'indice
fini de ;K contenant RK , clest-a-dire aux sous-modules ouverts de
g}K qui contiennent RK . Ces sous-modules sont donc caractérisés

comme groupes de normes attachés aux 4 -extensions finies de K :

SCOLIE [,1,15.,~ Si L est une f -extension finie quelconque de K , le

sous-module ouvert de cK associé par le corps de classes global a la
sous-extension maximale I_ab de L qui est abélienne sur K est [!image
de ¢ par la norme arithmétique :
ab _
Gal(L™"/K) ~c, / JVI_/K(GI_) = 4/ JVL/K(yL)RK .

(*) Ce résultat n'est pas vrai dans la théorie classique du corps de

classes , puisque I['application ® KX — @ K X) KX/K><
pes P pes P
CJK/KX n'est pas un homéomorphisme pour les topologies habituelles

de ces deux groupes , dés que S contient plus d'une place ,
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1.6

Dans cette description , les sous-groupes de décomposition et
. . . . ab ,
dlinertie d'une place p dans l'extension abélienne L /K sont donnés

par les isomorphismes :
ab X X ab ~
Dp(l_ /K)—xp/}fpnva/K(;LmK & IP(L_ /K) up/upnzv,_/K(yLmK

Remarque, - Lorsque L est une extension abélienne de K , les groupes
de décomposition et dlinertie d'une place p dans L/K stidentifient res-
pectivement aux groupes de Galois et d'inertie de |'extension abélienne
locale L /K » La correspondance entre le corps de classes local et

le corps de classes global se traduit alors par les identités :

X — X
T /k (¥ (Lp)) = X (Kp) nzv,_/K(gl_)saK
p p
& Jva/Kp(u(Lp)) =u(Kp)nzvl_/K(;|_)aeK.
Dans le cas général , en revanche , il n'en est pas de mé&me
Si L est une { -extension quelconque de K, |'extension galoisienne
locale qui lui correspond est |lintersection L = L"D des complé-

Py

tés de L pour les places au-dessus de p (pris dans une méme cldture
algébrique de K _) , D'aprés le corps de classes local , le groupe
de Galois D2P (L/K) = Gal (I_apb /K P) de la sous-extension abélienne I_apb

de L _est donné par l|lisomorphisme :

ab ab X X
L/K)=GallL K) = K [
Dp(/) al ( p/) K" p)/]vl_p/Kp(}f( p))
=¥k ) T ¥ (kXL ) .
L K
Pipps b/ i
Mais il peut arriver que l'on ait Dzb(L/K) #D p(I_ab/K) , puisque
I'lextension abélienne locale I_ab peut contenir strictement la localisée
ab

de I'extension abélienne globale L .

b.~- Description des { -extensions abéliennes fondamentales d'un corps de

nombres ,

Nous définissons ici quelques unes des principales {-exten -
sions abéliennes d'un corps de nombres étudiées dans cette thése, Elles
sont définies le plus souvent sous une condition maximale de plongement,
de décomposition ou de ramification ., Précisons d'abord ce que nous

entendons par la :
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DEFINITION I,1.16, - Etant donnés deux ensembles finis ( disjoints )

S et T de places dlun corps de nombres, nous disons qu'une extension
L. de K est T-ramifiée et S- décomposée lorsquleile est non ramifiée
aux places ( finies ) étrangéres & T , et complétement décomposée aux
places de S ; autrement dit , lorsque pour chaque place p de K et chaque
place B de L au-dessus de p, I'extension locale L TJK b est non rami -

fiée si p n'appartient pas a T , et triviale si p appartienta S,

Convention : Lorsque p est une place réelle , le groupe multiplicatif
}{;est égal a z{/zz&,
dlaprés la définition 2 , La place p peut donc se décomposer‘ dans une

et son sous-groupe des unités Yy est trivial

1 -extension (abélienne) de K , mais non se ramifier , sans contredire
le théoreéme 11 , LLorsqu'lune place réelle n'est pas complétement dé -
composée dans une { -extension de K , nous disons qu'ellese complexifie.
Nous parlons donc de complexification |& ol dlautres auteurs parlent
de ramification ¢ 1'infini , et nous réservons le concept de ramifi-
cation aux seules places finies , En particulier , une extension est S-
ramifiée dés qu'elle est non ramifiée aux places finies (= ultramétriques)
n'appartenant pas 8 S, quel que soit le comportement des places a {'in -

fini (= archimédiennes ) .

EXEMPLE l,1.17.~ (Extension 4 -ramifiée maximale M ) - Nous disons

qu'une { -extension abélienne d'un corps de nombres K est {4 -ramifiée ,
lorsqu'elle est non ramifiée aux places (finies) étrangéres & ¢ ,
Dt'aprés la théorie du corps de classes , le groupe de normes
associé 3 la 4 -extension abélienne 4 -ramifiée maximale M dlun corps K
est |'image dans GK du produit
i " p?&up ) p;&w i

des groupes dlunités locales attachés aux places étrangéres a 4 , Le
groupe de Galois Gal (M/K) s'identifie par conséquent au quotient :

Gal(M/K) =g _ /R T %, .
K K

pfr °
Clest un ZL—moduIe noethérien et infini .

EXEMPLE 1.1.18,- ( Extension hilbertienne maximale H) - Nous disons

qu'une 4 -extension abélienne d'un corps de nombres K est hilbertienne ,

lorsque chacune de ses sous-extensions cycliques peut se plonger dans
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une 4 -extension cyclique de degré arbitrairement grand ,
D'aprés Artin-Tate (cf, [AT], Ch, X, §2, th, 6) , le
groupe de normes associé a la 4 -extension hilbertienne maximale H

d'un corps K est I'image dans GK du produit

H
I = I
p
p

des 4 -groupes de racines de |lunité des complétés non complexes de K,
Ltinclusion 9?2 C ;:2 montre que H est contenue dans M , Plus préci -
sément , M est une { -extension abélienne finie de H , de groupe de
Galois :

Gal(M/H)= T uw /[T uw.negl= T w/u .
o | 2o P(puw*’ g pldo P

EXEMPLE 1,1.19,- ( Corps de classes de valeurs absolues N ) - Nous

disons qulune f{-extension abélienne d'un corps de nombres K est un
corps de classes de valeurs absolues , lorsqul'elle est fixée par le

noyau

% = *

K p?éu*’. pIII%H"
dans gK des valeurs absolues / -adiques , Comme 9; est un sous-mo -
dule compact de gK , son image @:é dans aK est le groupe des normes
associé i la 4 -extension abélienne maximale N de K qui est fixée par
g:i « Nous disons que N est le ¢ -corps des classes devaleurs absolues
de K , Son groupe de Galois

Gal (N/K) = g, /gx R, = Vveasl g ) /Vead(Ry)

slidentifie, en effet, au quotient du groupe v,a, }K) = @ [ ¥ %
perPi, PP

des valeurs absolues sur K par le sous-groupe v,a,( RK) des valeurs
absolues des éléments de R o Clest un Z , -module noethérien et in-

1

fini «

EXEMPLE 1,1,20,- ( Extension non ramifiée maximale C) - D'aprés la

définition 16, une t-extension abélienne d'un corps de nombres est non
ramifiée lorsqu'elle est non ramifiée aux places finies . l_e groupe de
normes associé i la 1~ extension abélienne maximale C de K qui estnon

ramifiée est |'image dans GK du groupe 'z,(K =[] 4 des idéles unités,
p
D'aprés la proposition 5 , le groupe de Galois Gal(C/K )
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1.9

stidentifie par conséquent au 4 -groupe fini des classes de diviseurs de
K :
Gal(C/K) =~ B /P =Clc «

EXEMPLE [,1.21,-(Extensionnonramifiée 4 -décomposée maximale C') -

Nous disons qu'une { -extension abélienne de K est { -décomposée lors -
que les places de K au-dessus de {4 s'y décomposent complétement , Le
groupe de normes associé a la 4 -extension abélienne maximale de K qui
est non ramifiée et 4 -décomposée est donc le produit

c!

Pt p e

Enfin , le groupe de Galois Gal(C'/K) stidentifie au quotient C&I'< =
C{;K/CLK( 4) du 4 ~groupe des classes de diviseurs de K par le sous -

groupe engendré par les classes des diviseurs construits sur les pla -

ces au-dessus de 4 :
Gal(C'/K) .&K/PK Cl, .

Le groupe C{,'K est le L -groupe des 4 -classes de diviseurs du corps K,

LLes trois extensions M, H, et N contiennent la Z , -extension

4
cyclotomique K - de K , En effet , dtun cdté H contient par définition la

composée Z des Z , -extensions de K, et en particulier K ) il en est

4

donc de méme pour M , Et dl'un autre cbté , nous avons trivialement

NK D NF pour chaque sous-corps F de K donc , en particulier N =

NK DNQ +« Maintenant , si 4 est impair , NQ est précisément la Z&—

extension cyclotomique (D.mde Q; et, si Lvaut 2, clest une extension

(*)

quadratique de Q - o

Lorsque £ est impair, nous obtenons ainsi le schéma de corps :

X
z
I
=X

(*) Plus généralement, le corps N slinterpréte comme 4-corps des 4 -

genres associé a I'extension procyclique K /K
o
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I.20

En revanche , lorsque 4 vaut 2, il peutarriver que H ne con -
tienne ni N ni C' lorsque ces deux extensions se complexifient sur K ,
Pour conserver |le m&me schéma de corps , il faut alors imposer une

condition de décomposition a [linfini ,

Les conjectures de Leopoldt et de Gross ,

lL_es dimensions respectives (*) des groupes de Galois Gal(M/K),
associé a la 4 -extension abélienne 4 -ramifiée maximale de K , et
Gal (N/K) , associé au t-corps des classes de valeurs absolues de K ,
sont gouvernées par les conjectures de Leopoldt et de Gross, ou plutdt
par des généralisations convenables de ces conjectures excluant toute
hypothése restrictive sur le corps de base , Leopoldt a, en effet, énoncé
sa conjecture sur la non nullité du régulateur {4 -adique dans le seul cas
des corps de nombres totalement réels, et Gross dans celui des exten -
sions quadratiques totalement imaginaires d'un tel corps , Nous donnons

(**

ici les deux énoncés valables pour tout corps , que nous continuons

par abus a appeler conjectures de lL_eopoldt et de Gross , |!important
étant que le premier énoncé soit bien équivalent a celui de Leopoldt

lorsque K est totalement réel , et le second a celui de Gross lorsque K
est une extension quadratique totalement imaginaire dlun corps F totale-

ment réel vérifiant la conjecture de Leopoldt ,

THEOREME & DEFINITION I, 1,22.- Nous disons qu'un corps de nom -

bres K satisfait la conjecture de Leopoldt, lorsque les conditions équi-
valentes suivantes sont vérifiées :

(i) Le groupe de Galois Gal(M/K) de la {-extension abé -
lienne 4 -ramifiée maximale de K est un Z %—module de dimension c+1
ol c est le nombre de places complexes de K ,

(ii) L'image &, du groupe &= Z, 8, E des unités généra -

1
lisées du corps K dans le groupe u{= 11 'z,(I est un Z &—modu|e de
SR
dimension .+ ¢+ 1, ol r, est le nombre de places réelles et c.le nom-

bre de places compiexes de K ,

(*) clest-a-dire les dimensions sur QL des espaces vectoriels produits

associés : Q{ ®Z&Ga| o

(**) Ces deux énoncés sont discutés au chapitre Il1,1 ,
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(iii) L'application de semi-localisation Sy = (s 0 )I L induit

un Zé—mor‘phlsme injectif du groupe &= Z& E des unités généra -

lisées de K dans le produit '“4. Il 'L{ c g des groupes dlunités atta-
Ile

chés aux places | divisant £,

(iv) Le quotient [l p_/u du produit des 4-groupes de racines

b p
locales de l'unité dans g par le sous-groupe des racines globales s'in-
jecte canoniquement dans le {4 -~groupe des classes dlideéles ¢ du corps K,
(v) Pour qu'une unité généralisée ¢ € § du corps K soit une
racine de |tunité , il faut et il suffit qu'elle soit localement partout une

racine de Itunité , ce qui s'écrit :

snllu_=8nu.
p p
Remarque, - Lorsque le corps K est totalement réel , la condition (i)

slécrit dimZ GaI(M/K) =1, Elle exprime qu'il ntest dlautre Z

£

extension de K que la Z

L

&—extension cyclotomique ; et cet énoncé est

bien équivalent i celui de L.eopoldt ,

Démonstration des équivalences :
(i) e (ii) o (iii) : D'aprés I'exemple 17 , le groupe de Galois
Gal (M/K) stidentifie au quotient g/® I up . Nous obtenons donc
p YL
un Z 'L—module de méme dimension en remplagant g par le sous-module

dtindice fini ® [T 4. ( cf, proposition 5) , Il vient alors :

ROIu /8 1 / Ty, NR U s, 8)=u,/8
b P pp b 11& CI]L ,m *’> Yelle
Maintenant , 'z,( a pour dimension le degré [K: @] = rt2cdeK , etg
le nombre de D|r~|ch|et nt c,~ 1 « Nous obtenons donc, comme annoncé :

dim Gal (M/K) = c+1l e dimz 5{: n+tce-1e s” est injectif .

4 £

4

(iii) e (iv) & (v) : Dans I'identification de R = Z& ® K% avec
son image canonique dans 7, I'application de § dans 'u& induite par |'Tho-

momorphisme de semi-localisation n'est autre que la restriction a § de
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la projection canonique de % sur ?’(L = ]I 'z,(I . Il vient donc :
1|4
Sy injectif © ¢n Ty _=1.
8 pfe P
Et la condition de droite peut encore stécrire é N[ vl . =8Ny, puisque
p

le groupe Il u_ est fini,
p Lo

Bien entendu , si 4 est impair , cette derniére identité s'écrit

tout simplement : 4 NIl u_=u . Cependant , si £ vaut 2 , la racine de
P p
I'unité (-1) n'est pas une unité dés que K posséde des places réelles,

de sorte que , dans cecas , NIy 0 peut &tre strictement contenu dans
p

iU« Pour pallier cette difficulté , il est commode de reécrire la condi -

tion précédente sous la forme plus générale

R NIlu b =\
p
qui exprime que |'application naturelle du quotient [] up/u dans le 4 -

P

groupe (= g/R des classes dl'idéles de K est un monomorphisme ,

DEFINITION [,1,23,~- Le noyau A‘Leopddr de |'application naturelle

du groupe §& ﬁZ‘L ® E des unités généralisées du corps K dans le

groupe ?’(L = Tl 'z,(I des unités semi-locales attaché aux places divisant
{ l&

£ estun Z L-module libre de dimension finie , Nous disons que At

est le groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt dans le corps K ,

et que sa dimension § est le défaut dans K de cette conjecture,

Leopeldt

THEOREME & DEFINITION [, 1.24,- Nous disons qu'un corps de nom -

bres K satisfait la conjecture de Gross , lorsque les conditions équi -
valentes suivantes sont vérifiées :

(i) L_e groupe de Galois Gal (N/K) du 4 -corps desclasses
de valeurs absolues de K est un Z&—module de dimension 1 , Autre -
ment dit , N est une 4 -extension finie de la Z {/—extension cyclotomique
de K ,

(ii) Le noyau §¢'™¥ des applications valeurs absolues I I

attachées aux places de K au-dessus de £, restreintes au tensorisé
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. v _
{4 -adique @& Z{’ L

module de dimension r, + C, ,ou r est le nombre de places réelles , et c

® E' du groupe des {-unités de K , estun Z

"

le nombre de places complexes du corps K ,

(iii) L'image |<S' ]&du agroupe &' £® E' des 4-unités
généralisées du corps K dans le groupe 'V = O | }{I ] [ estun Z}L—
module de dimension g-1 , ou g est le nombre de places de K au -
dessus de 4 ,

(iv) La famille | ]{ =( | ‘ I des valeurs absolues {,-—

adiques attachées aux places au-dessus de { envoie l|e groupe é‘

Z  ®_ E' des 4-unités genérallsees de K sur un sous-groupe dlfindice

L2
fini de la somme directe ’1}1= !}{X 'I restreinte aux familles
1 u
(o )I I qui vérifient la formule du produit ,

(v) La famille ( | | )p des valeurs absolues 4 - adiques at -
tachées aux places de K envoie le £ -groupe R =2Z L ®Z KX des ideles
pmnc«paux sur un sous-module dl'indice fini de la somme directe ’U—

!}{ | . restreinte aux familles (o ) qui vérifient la formule du pro-
D Py Py
duit [To =1,
b p

Remarque, - Si K est une extension quadratique totalement imaginaire
d'un sous-corps F totalement réel , le groupe de Galois A= Gal (K/F)
est un groupe dlordre 2, engendré par la conjugaison complexe Tl

est alors possible d'écrire tout Z L—module noethérien ¥ comme somme
directe ')(+ @ W~ de ses sous-modules propres pour |'action de T, et ce,
de fagon exacte si { est impair , a un fini prés si 4 vaut 2 , La conjec -
ture de Leopoldt pour F permet ainsi dtaffirmer que i'application de £+
dans "6’+ induite par les valeurs absolues est presque surjective , etla
condition (iv) postule alors que le m&me résultat vaut de ¢'~ dans e .
Compte-~tenu de [1égalité des dimensions , ceci revient a dire que la

restriction des valeurs absolues ( | | I)I . a ¢'” est injective , ce

qui est précisément la conjecture de Gross ,

Démonstration des équivalences :
(i)  (ii) & (iii) : D'aprés I'exemple 19, le groupe de Galois

Gal (N/K) s'identifie au quotient g/® g%=g/8 T u . I x| .
ple Pore

-35_



l.24

Nous obtenons donc un Z L-module de mé&me dimension en remplagant g

par le sous-module dlindice fini R [ Y% 11 }€>I< . Il vient alors :

oy P rt@. p)nll& ]

RITu H}ix/R Ty N}flz H}cx/ Tx*

ofe Paife U pje P e 't pl&
=x;/¥38, =V, /|8 |£,

et GL désigne |'image dans }iz du groupe &' = Z& ®Z E' des 4 -unités
généralisées , et [ l& I'lapplication de }i& dans ’U’ composée des va -
leurs absolues f -adiques attachées aux places lelsant L .

Maintenant , ’l?' | HL |L estun Z &—module de dimension g ;
I'image ]5 !L de 6 est contenue dans son sous-module ’U’L de di -
mension g-1 ; et é' lui-mé&me est un Z&—module de dimension ntc-1+g.
Nous avons donc , comme annoncé :
dimZ£GaI(N/K)= 1 e dimz&é"*= n+c @ dimZL 6", =9-1 .

(iii) @ (iv) & (v) : Lt'assertion (iii) affirme que la dimension de
|5' |£ est celle , g-1, du sous-module noethérien ’l~}£ de ’U’{/ formé
des familles (o )I I qui vérifient la formule du produit , D'aprés la
proposition 8 , eIIe exprime donc que |£ |£ est dlindice fini dans 'l}
ce qui est llassertion (iv) , Enfin, !'assertion (v) affirme que le méme
résultat vaut pour |R | dans '\A}, ce qui est encore équivalent , puisque

le quotient U/ |R "\)’ ~g/R 1l ’z,(p 11 }{ est fini , qui s'identifie par
ple Prje !

I'isomorphisme du corps de classes au groupe de Galois Gal (e /K) de

la 1 -extension abéiienne non ramifiée { -décomposée maximale de K ,

~/
DEFINITION [,1,25.- Le noyau D eross = /A/ 6' du sous -

groupe ’G‘{ de la somme directe @ [}{I lI formé des famllles (o )
)4

qui vérifient la formule du produit , par le radical ,/ [6 [ de I!image
du groupe 5 des unités {4 -unités généralisées du corps K estun Z

1’11

e
module libre de dimension finie , Nous disons que A, .~ estle groupe

de défaut de la conjecture de Gross dans K, et que sa dimension 0 G ross

est le défaut dans K de cette conjecture ,
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3.- PROPRIETES NORMIQUES DES 4-EXTENSIONS ABELIENNES .

a,~L.a norme dans une extension quelconque de corps de nombres ,

Considérons une extension finie quelconque de corps de nombres
K/H. L'application norme NK/H est définie sur les groupes dlidéles gé-

néralisés par la formule :

(x.))

PP ap

oli, pour chaque place de H, et chaque place de K au-dessus de la
p P,

m
norme locale N est le morphisme continu du groupe kX = lim KX KXt
Kap/Hy ’ arotpe fg T o /Ky
dans le groupe ag = l'—ni' H:/H;{’ induite par la norme naturelle attachée a
m
Itfextension locale K_/H ., Bien entendu, si ¢ =(x_)_ est un idele princi-
pal (i,e. si ¢ est contenu dans le tensorisé Ry = Z& ® Kx), sa norme

L Z
Plus précisément, la restriction aux sous-modules principaux f de la norme

« 1= . . . 212 = X .
]VK/H(I;) est encore un ideéle principa!l (i,e, un élément de RH Z & H"):

généralisée NK/H n'est autre que l'application induite par la norme naturelle
de K* dans HX,
Par passage au quotient, nous obtenons une application continue et
d us inu ar abus 3 te
ouverte de GK ans CH’ que no continuons par ab a noter NK/H’ et que

(*

nous désignons sous le nom de norme arithmétique . Dans l'isomorphisme

du corps de classes, la norme arithmétique correspond a la restriction des
automorphismes de Galois, ce qui se traduit par la commutativité du dia-

(%)
gramme

*
() Ce qualificatif dlarithmétique doit &tre compris en concurrence de celui
dlalgébrique : Si K/H est galoisienne, la norme algébrique

v = v o, regardée comme opérateur sur , est composée
K/H o €Gal (K/H) *
de la norme arithmétique NK/H de GK dans ¢ ,, et de IThomomorphisme

' X X
d*e*xtenSIon JK/H de cH dans CK .
(" ") cfs [AT], ch, X1V, §5, th, 6.,b,
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G, = Gal (A3%/H)

v

G, = Gal (R 2P/K)

M /n

k= I /P > = /Ry

ol k‘ab (respectivement T—l-ab) est la j-extension abélienne maximale de

IThomomorphisme naturel de G dans

K (respectivement de H), et res K

K/H
GH obtenu par restriction a H 2P des automorphismes de Galois,
Une conséquence élémentaire mais essentielle de ce diagramme

est le résultat suivant :

THéOREME 1.1,26.- Soient K/H une extension finie quelconque de corps

de nombres, et L. une f-extension abélienne de K, Désignons par
Cllz = #Z/RK le sous-module fermé de CK qui lui correspond par le corps

de classes, Alors :

(i) L.e sous-module fermé de CH’ qui est associé 4 la {4-extension
abélienne maximale de H contenue dans L., est i'image c:'_i de c:z par la

norme arithmétique :

L L L L
Ch= &/ Ry avee 0= N (G Ry
(ii) Le corps L provient, par composition avec K, dlune f-exten-

sion abélienne de H si et seulement si le sous-module a:z est saturé pour

la norme arithmétique, ce qui s'écrit :

L_-1 L
= M m (A Ry )

Démonstration :

(i) Désignons par GIIZ = Gal (R-ab/L) le sous-groupe de G,
associé & L dans la correspondance de Galois, La ft-extension abélienne
maximale de H qui est contenue dans L est le corps des points fixes dans
-H-ab de la restriction & ﬁab du groupe GIIZ' Dtapreés le diagramme, cette

. s . L .
restriction est I'image dans GH du sous-groupe NK/H(CK) de (EH. Ainsi,
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-K-ab
le sous-module de Cy associé a
l_ﬂﬁab par la correspondance du
corps de classes est précisément —ab
I"image de cK par la norme arith- —ab
H

métique, ce qui est bien |lassertion
(i) du théoréme, '

(ii) Si maintenant L'

—ab
est une autre j-extension abélien- KNH
1
ne de K, et C]'z le sous-module de
CK qui lui correspond, la condition
H

L'nF3° sLnT2° siécrit

L' Ly . L' -1 L )
]V'K/H(CK ) chK/H(cK), e, © ]VK/H(]V'K/H(CK)). La plus petite
1-extension abélienne de K qui contient LN ﬁab est donc celle associée
au saturé pour la norme du module ck. Clest, bien entendu K (LN -}-_'-ab) .

En particulier, ['égalité L = K(LN |_—_'-ab) a donc lieu si et seulement si

L . .
C est saturé pour la horme arithmétique NK/H'

L'étude des extensions (abéliennes) d'un corps de nombres donné
K, qui proviennent par composition avec K d'une extension abélienne sur
un sous-corps donné H de K, releve & proprement parler de la théorie
des genres, Notre propos n'étant pas de la développer ici (*), donnons
simplement la définition du f-corps des S-genres, avant d'appliquer sans

plus attendre le théoréme 26 au cas de la tour cyclotomique,

DéFINITlON l. 1. 27, - Etant donnés une extension quelconque de corps de
nombres K/H, et S = SH

des S-genres de l'extension K/H est la f-extension maximale de K, non

un ensemble fini de places de H, le #£-corps

ramifiée et S décomposée (i,e. non ramifiée aux places finies et compleé-
tement décomposée aux places de K au-dessus de S), qui provient par
composition avec K dlune g-extension abélienne de H, Lorsque S est
l'lensemble des places de H au-dessus de 4, nous parlons simplement

du f¢-corps des f-genres de I'extension K/H,

*
(") Une approche de la théorie des genres fait I'objet de la section 2 du

chapitre IIl,
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b.- Application aux ?-genres cyclotomiques ,

Précisons d'abord la différence, essentielle lorsque 4 vaut 2,
entre la f-tour cyclotomique et la ZL—extension cyclotomique d'un corps

de nombres K :

DEFINITION & PROPOSITION I, 1,28,- Nous appelons f{-tour cycloto-

mique construite sur un corps de nombres K, et nous notons TK la réunion

des {-sous-extensions finies de |'extension abélienne K[y ] engendrée
L

sur K par les racines d'ordre jf-primaire de |tunité, Le sous-module
fermé de Ci associé au corps TK par la théorie du corps de classes est

le noyau dans CK de la formule du produit :

Ch = G /Rr OU Fe= (£ € 4 lell= 11,

- Si 4 est impair, le groupe de Galois Gal (TK/K) == QK/QK est

-extension cyclo-

isomorphe a Z,, Dans ce cas, TK n'est autre que la Z

4 1

tomique Kw de K,

- Si 4 vaut 2, le groupe de Galois Gal (T /K) = gK/gK peut
contenir un sous-groupe de torsion d'ordre 2, Lorsque cela est, la tour

TK est une extension quadratique de la Zz—extension cyclotomique de K ;

dans le cas contraire, TK est égal a Koo. En toutes hypothéses cependant,

il vient T = K_[id.

Démonstration : Lorsque K est le corps Q@ des rationnels, la description
du groupe EK est immédiate : L.e groupe gm des idéles généralisés de Q

admet, en effet, la décomposition directe :
go= 1 R 3
@ pPEP |@ %

de sorte que nous obtenons immédiatement :

2= T % .R..
@ Lz, PR

1l vient donc :

S/ I = U = 1+ 2Z
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et deux cas se présentent :

- Si 4 est impair, le groupe '“4; est isomorphe a Z&’ et la

{-extension abélienne T _ associée a ;(D. par la théorie du corps de

classes est l'unique Zéixtension, disons Qw, de Q.

- Si ¢ vaut 2, le groupe 1, estNisomorphe a (Z/ZZ)sz, et
la 2-extension abélienne TQ associée a gm est une extension quadratique
(totalement imaginaire) de la Zz-extension Glm de @, Comme elle est non
ramifiée en dehors de la place 2, c'est, bien entendu, Q[HZm]-

L.a proposition est donc établie lorsque K égale @, Passons
donc au cas général, et supposons maintenant que K est un corps de nom-
bres quelconque (de degré fini sur @), De Ilidentité TK= K .TQ, nous
déduisons, par le théoréme 26, que le sous-module de ;K cor‘r‘espongant
a T, est I'image réciproque par I'application norme NK/Q de celui ;Im

K ~
associé a TQ' C'est, comme annoncé ¢ 5 ce qui achéve la démonstration,

Cela posé, le lien entre la conjecture de Gross et la théorie

cyclotomique des f-genres est donné par le résultat suivant :

THI::OREME 1,1.29,- Le f4-corps des classes de valeurs absolues (*)

d'un corps de nombres K est la f-extension abélienne maximale de K,

qui est non ramifiée et j-décomposée (i,e, non ramifiée aux places finies
et complétement décomposée aux places au-dessus de 4) sur la tour cyclo-
tomique TK . Autrement dit, NK est le f-corps des i-genres de |'exten-

sion infinie TK /K.

Démonstration : 1l s'lagit d'établir (i) que le corps NK contient la tour
T (ii) que l'extension Ny /TK est non ramifiée et ¢-décomposée ;
(iii) qu'elle est maximale enfin (parmi les f-extensions abéliennes de K)
sous ces deux conditions, Examinons successivement chacune des trois

assertions :

(i) Nous savons déja (cf, exemple 19) que le sous-module de

N ) N * . 3*
gK associe a NK est le produit ;K = QKRK, ou 9K est le noyau dans ;K

*
(") Le corps N, est défini & I'exemple 19,

K
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des valeurs absolues g-adiques, Comme ;%:l est trivialement contenu

d g i
ans gK, nous en concluons que NK contient TK .

(ii) Nous savons aussi (cf, exemple 19) que NK est f-rami-
fiée sur K (i,e, non ramifiée aux places finies étrangéres a t), L'ex-
tension NK /TK est donc 4-ramifiée, Pour montrer qu'elle est en outre
{-décomposée, il nous suffit de vérifier que les sous-groupes de décompo-
sition D (N /K) associés aux places de K au-dessus de 4 dans |'exten-
sion abellenne N /K rencontrent tr-lvualement Ie sous-groupe Gal (N /T ) ;

autrement dit, que nous avons }{X N 9K }{X n ;K R , pour chaque place I

de K au-dessus de f. Or, si = (><‘p)p est un élément de }£>I< N EK’ nous
avons x_= 1, pour p # I, donc |r|p= 1 pour chaque p distinct de 1, et
par suite |pll= 1 en vertu de la formule du produit : |¢] = 1. Il vient

donc

~

X - ¥ X X ]
ce qui est le résultat attendu,

(iii) Réciproquement, si L est une f-extension abélienne de K,
non ramifiée et g-décomposée sur TK’ les calculs qui précédent montrent
que le sous-module g" de ;K associé a L contient et les groupes 'up pour
p,{’{, (en vertu de la condition de fg-ramification), et les groupes }6; pour
1|4 (en vertu de la condmon de fg-décomposition sur T ) et, bien enten-
du R . Ainsi ;IK contient ;K R ; le corps L est contenu dans NK ; et

la maxumallté de NK est donc etablle.

DéF—‘lNlTlON 1. 1.30,- Nous appelons groupe des classes de valeurs abso-

lues d'un corps de nombres le quotient

~ +*

= WaK/VPK sz/yK 6;LK
du groupe ;aK des valeurs absolues des idéles de masse 1, par le sous-
groupe des valeurs absolues des idéles principaux, Dans |'isomorphisme
du corps de classes, le groupe ‘a’K slidentifie au groupe de Galois relatif
Gal (NK /TK) du f-corps des classes de valeurs absolues NK sur la tour

cyclotomique TK .
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D'apres |lassertion (v) du théoréme 24, la conjecture de Gross

pour le corps K postule précisément la finitude du groupe 3K .

c.~ Récapitulatif des principaux groupes de normes ,

Nous présentons ci-dessous, sous forme de tableau, les sous-
modules fermés du 4-groupe des idéles généralisés attachés par la théorie
du corps de classes aux principales f-extensions abéliennes d'un corps

de nombres donné,
LLe corps de base K étant supposé fixé, nous omettons |'indice K,

1-extension | Définition de la t-extension | Groupe de normes .
abélienne abélienne considérée associé Commentaire
m
K corps de base g= "% gX KX = lim KX /KXt
0 p p e p' Ty
c! non ramifiée il KX Tl Y R W = lim U /ULm
_dé A H I 3 )
f1-décomposée maximale I |L [ p)% b p o p/p
C non ramifiée maximale pﬂ 'z,(p, R
T 1-tour cyclotomique 7 7= {r€ gl”ﬂ!: 1}
1-corps des classes #* *_ _
N de valeurs absolues IT|IL Hl'p}& up'R X {XIGHI IIXIII_,]}
composée des / _ . X
z Zé—extensions E Hy R Mg~ torsion de }{p
: X
c'z composée de C' et de Z J' o T u.R A/‘S: radical dans X,
t pf1 P de I'image de &'
cz composée de C et de Z E,e I L .R A/élr-advcal dans Uy
1 e p de I'image de &
H hilbertienne maximale pH up.R
M t-ramifiée maximale I % .R
by ?P
—ab . _ X
K maximale R EL—ZL ®ZK
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Nota, - Seuls les groupes de normes associés & C'Z et CZ n'ont pas été

calculés plus haut, Ils slobtiennent comme intersections de ceux associés

A Z eta C'ou C. Nous avons noté é':z I'image dans H')L( = T }{T du groupe
’ 12
des f-unités généralisées &'= ZL ®Z E', et é'{/ celle, contenue dans
% = Il %,, du groupe des unités généralisées §=2Z & E,
oy ! t =z
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LA THEORIE DE KUMMER ET LE Kz DES CORPS DE NOMBRES

Nous établissons dans cette section un paralléle entre la théorie
de Tate pour le K, des corps de nombres (cf. [Ta;], [Tag], [Taz]) et la
description kummérienne des genres dans une tour cyclotomique, Nous
sommes amenés, pour cela, a associer a chaque corps de nombres K un
groupe universel fz(K), analogue au groupe symbolique ]{z(K), et deux
sous —groupes finis ]_?Z(K) et ]?z(K), qui jouent, dans notre description,
le méme rble que le noyau régulier ]?z(K) et le noyau hilbertien HZ(K)
dans la fK-théorie, Ces divers groupes sont remarquables a plus d'un
titre :

D'abord ils admettent une interprétation simple de type corps de
classes, de sorte que leur arithmétique reléve directement des méthodes,
classiques ou non, de cette théorie,

Ensuite ils constituent une bonne approximation des noyaux de la
K-théorie, en ce sens qu'ils possédent le méme rang (Si K contient les
racines Ln—iémes de |'unité, les groupes }?Z(K) et J_?'Z(K) dlune part, HZ(K)
et ﬁz(K) dlautre part, ont méme .{,n—r'ang), et un ordre équivalent (Dans
une tour cyclotomique, les ordres respectifs des groupes ]—?'Z(Kn) et
HZ(Kn) sont donnés asymptotiquement, a un facteur borné prés, par les

mémes formules que ceux des groupes J?Z(Kn) et Hz(Kn) ).

Le paralléle obtenu explicite la correspondance, déja remarquée
par plusieurs auteurs (cf, [Cajy], [Gb3], [KC]), entre le 1-Sylow du noyau
régulier RZ(K) et le sous-groupe de torsion 'GK du groupe de Galois de la
l-extension abélienne f-ramifiée maximale de K, mais relie également le
1-Sylow du noyau hilbertien HZ(K) et le groupe de Galois de la f-extension
abélienne non ramifiée fj-décomposée maximale de K, et met en avant des
interprétations nouvelles de la conjecture de L.eopoldt, liées aux symboles

donnés par le corps de classes,
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0.- CONVENTIONS ET NOTATIONS ,

Dans toute cette section , £ est un nombre premier , et Ko/Fo
une extension abélienne de corps de nombres , de degré d étranger a 1 ,
supposée contenir les racines {-iémes de |'unité si { est impair , et les
racines quatriémes si £ vaut 2 ( par exemple Ko = Fo[g:l , pour une ra-

cine primitive f-iéme de |'unité (, et £ # 2) ; K_= U K_ estla tour
n €N

cyclotomique construite sur Ko , avec la conventiond'écriture Kn = Ko[“n] ,
oll M, désigne le groupe des racines {,n—iémes de {tunité dans C .

Nous notons Iy =__|_|_p_1_’uh la réunion des Hy o puis T& = lim M, le
module de Tate ( que nous identifions & Z comme groupe abstrait , via
[tfexponentielle complexe 1/m pexp(2in/m)), et -—f«C le module opposé
(clest-a-dire le m&me groupe équipé de Itaction opposée des groupes de
Galois ) , qui n'est autre que le dual de Pontrjagin

du groupe I}J‘,{’j . LLe caractére w de |laction du groupe de Galois

Gal (Km/Fo) sur le module de Tate "I]'{ est , par définition , le carac -
tere cyclotomique ; le caractére opposé w, défini par w(T) = wir 1) ,
est le caractere anticyclotomique ,

Si r est le plus grand entier vérifiant Kr~ = Ko ( de sorte que Ko
contient M mais non Mg 1 ) , nous supposons implicitement dans les cal -
culs qui suivent n >r (etdonc [Kn+1 : Kn] = 1) . En particulier , par \A
nous entendons |'unique progénérateur du groupe Tn = Gal (Kw/ Kn) dé -
fini par [lidentité : "

QY“ - €]+»& ’
pour tout ( de by (clest-a-dire par la condition w( Yn) =1+4").

Nous désignons enfin par A ['unique sous-groupe d'ordre d de
GaI(KOO/ Fo) ; hous notons Fm= Ki son corps des invariants , et , plus
généralement , Fn = Kn , de sorte que nous avons canoniquement A =
Gal (Kn/Fn) . L.'algébre Z& [A] est une algébre semi-locale, composée
directe d'lextensions abéliennes finies , non ramifiées , de Itanneau Z& .

CONVENTION, - Etant donné un Z&—module multiplicatif ¥, nous disons

qu'un élédment x de % est :
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(1) de hauteur m , lorsque clest une puissance {"_ieme dans %
. 1
(iee. EX €%, x=x_ ).
(i1) de hauteur «, lorsqulil est de hauteur m pour tout m
. 4
(feee YmeEN Ex €%, x=x ).

(iii) divisible , lorsqutil peut &tre indéfiniment divisé

. IN _ _ 4 _ L

(|.e.H(xm)m€NE£ éx—xo—x],x]—xz,etc...).

Nous notons xw = n x le sous-module de %X formé des éléments de
mEéN

hauteur infinie , et %4, = xf;v le sous-module de X constitué des élé -

ments divisibles de % ,

Le module %4, coihcide avec % lorsque X est de cotype fini
(ioe. lorsque le sous-module &x ,annulé par 4, est fini ), Dans ce cas ,
le sous-module de torsion t(%) s'écrit comme somme directe du sous-
module t(z)div et dtun ZL—moduIe fini & :
~ -~ c h -0y
() =z, es=(q, /2 (el t%2,/2,).

Nous disons que h = dim % est lerang de ¥ , et ¢ sa codimension ,

F,

%{’

le- DEFINITION DU RADICAL UNIVERSEL &,

DEFINITION 1,2,1.- Par ¢ -radical universel d'un corps de nombres K,

nous entendons le tensorisé par Q{,/Z de son groupe multiplicatif , et

4
nous écrivons :

= X
! —(Q&/ZL)GQ K%,

K Z

Le groupe RK est un Z{I—module de torsion dont tout élément
admet une représentation de la forme &—m ®x , avec m € N et x € KX .
La condition &—m ®x = 1 signifie alors que ['élément x est le produit

X = gyL d'une racine de I'unité et dlune puissance 2" ieme dans KX .

a.- Préliminaires : théorie de Galois pour les radicaux universels ,

La tour cyclotomique Koo étant la réunion des sous-corps Kn ,

le radical universel RK , qui lui correspond , s'lobtient naturellement

©

comme limite inductive des radicaux &, =(@,/2Z,)®_ KX, Le point
Kn £2 L Z n
essentiel qui nous intéresse ici est que les groupes RK vérifient la

n
théorie de Galois :
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PROPOSITION 1,2, 2, - L.'application naturelle de RK dans RK est un
n @

morphisme injectif , Plus précisément , pour chaque naturel n , le radi -

cal RK associé au corps Kns'identifie canohiquement au sous-module de
n

R, fixé par le groupe de Galois T, = Gal (Km/Kn) ; ce qui slécrit :
[oe]
r
_an
RK RK .
N o]
(*

Démonstration : Soit X, un élément de K'f: . La relation 4;_] ®xn = 1

dans & entrafne Kn[f’/;n] CK[,’?/;n] = K , donc , dlaprés la théorie de

[<e]

X4 T .
Kummer , Xy = gn(mod X Kn ), pour un gn de My o clest-a-dire finale -

1

ment 4 ®x, =1 dans o Autrement dit , tout élément d'ordre £ de

n
[+ slenvoie sur un élément dlordre £ de §

K K
N <)

; et application natu -

relle de RK dans RK est donc injective ,
n o)

Soit maintenant &—p ®xp un élément de RK fixé par I‘n , pour
p

un n <p , La condition L_p ®xg" gl 1 nous prouve ( puisque les racines

de I'unité sont divisibles dans Ké) que |'élément x Yo =1 estune puissance

-1 _ &P X
= our un dans K” ;
yq y P yq g’

P
et considérons [1élément Nq/n (yq) . Nous avons Nq/n (yq )'{ =

{p-iéme dans K:(o . Ecrivons donc que xg"

Il WV Ul g d te que est une racine de
Nq/n(xp ) xp 1 , de sorte g Nq/n(yq) racin

I'unité , disons ¢, de K _ . Ecrivons ¢ _= zvq/n(gq), avec gq epq :
nous obtenons ]V'q/n(yq/gq) =1, dlot (en vertu du théoréme 90 de
Hilbert appliqué a I'extension cyclique Kq/Kn) : yCI = gq z;(“ al , pour
7y v =12 ot
z = gq

un z, de K;( . En particulier 1'élément (x est une

-~ ? — P-n
racine de 'unité , Posant alors X = xp zq{’ gq{' , Nous pouvons re-
écrire I'identité précédente sous la forme xr:(“ -1 1, ce qui nous prouve
p-n P
que X =X, gf; 2t est e produit d'un éiément de Kr>1< , dlune racine

de I'unité , et d'une puissance Lp-iéme ; de sorte que nous avons bien

-p -, P y
e ®xp Z ®xn€RKn,commeannonce.

~ T
£RKn—(%RKw)

(*) cf, [Gizj , section 2, ol est établie Ilidentité
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b.-~ Rappel de |la description de Tate du groupe ]{2 (K )

1.3z

Dans les sections qui suivent , nous serons amenés & considé -

&®Z{RK¢, et TL@Z,{;RKOO . Comme

2 T&’ et '[l'& en tant que groupes
abstraits , ces deux produits ne sont rien dlautre que le radical 8f

rer les produits tensoriels T

nous avons convenu dlidentifier Z

K

o]
équipé d'une action différente des groupes de Galois , Le résultat sui -

vant nous sera utile :

PROPOSITION 1,2, 3, - Supposons £ # 2 , Alors I'intersection des sous -

modules respectifs de '[l',ﬂ ®Z& RK 3 et 1]'& ®Z£ RK ) fixés par l“n est
le sous-module de /(,n— torsion de RK
r, /— T
<T4;®Z f > 0<TL®2 RK) = n ke
14 ) 4 o 1

Démonstration : Soit &—p ®xp un élément de Ilintersection , Ll'identité
— -t
1P ax Yo~ 0lva) oyl P e - WYR) cnirathe 27 @x Yn T Yh = g
p
Ltélément 4 P ®xp , annulé par (yn - Yr:]) est fixé par yr21 , donc (sous

la condition 4 #2 ) par l“n . D'aprés la proposition 2 nous pouvons donc
supposer xp EK:: , auquel cas nous obtenons immédiatement

n
(¢7P ®xp)Y" - wlwl (27P ®xp)£ = P*n ® X, ; ce qui établit le ré -

sultat ,

na. *

Il est bien connu , depuis le résultat de finitude de Garland |,
que le ]{2 d'un corps de nombres est un groupe de torsion , produit di -
rect comme tel de ses groupes de Sylow , Plus précisément , Tate a
montré , dans le cas qui nous intéresse ici d'une tour cyclotomique, que
les éléments dlordre f-primaire de ]{2 ( Kn) sont ceux provenant du groupe

*
( Fp @z K i)l"‘ = T;; ®5 $i )T par les symboles universels (*)

£ o

(*) cf. [Ta3] .
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THEOREME 1,2.4.- Le 4- Sylow ¥, (K n )& du groupe ]{z(Kn ){ est donné,
pour chaque naturel n, par la suite exacte courte canonique de Z 2" mo -
dules :

- rn
(i 1 — (T2 z >dw <T4;®Z{RK®> T KKy

La détermination de la codimension du sous-groupe divisible
(T{®Z RK )T est un des théorémes essentiels de Tate sur le [(2 des
£, ©
corps de nombres (*) . On peut méme dire que ce résultat est ['équiva -
lent , pour la F-théorie, de la conjecture de L.eopoldt pour la {£-ramifi -
cation , Avant de développer ce point de vue , disons tout de suite que
le résultat de Tate peut s'énoncer de fagon sensiblement plus précise
en termes de représentations , Pour chaque place a I'infini p: du corps

Fn , désignons par A » SONn sous-groupe de décomposition dans |'exten-
p

sion abélienne Kn/Fn qui ne dépend que de [a place p de F au-des -
sous de p°°) ; hotons X o = Ind by I'induit & A du caractere de la
N p AP Apa

représentation unité de Ap‘”; et formons la somme :

2= L ox =K K1 T x _=[K:KIx.
I

Les résultats du chapitrelV,2 (cf, 2 § ¢ ) assurent I'existence d'un

isomorphisme de Z&[ A ]-modules :

T

n fn 2

(T .22 % L e /zy) ez [/ )
£ o« div pn|oo b

Autrement dit :

SCOLIE 1,2,5.- Le sous-groupe divisible maximal (T ® (43 )It du
’f/ Z{' Km le

groupe (T 6 ® K )T est un Z ,-module divisible de cotype fini , Sa
L zz{/|< 1
codimension est égale au nombre de places complexes <, du corps Kn
T
n
(T,85 & ~(@,/z

)Cn

(*) 11 stagit de la conjecture principale énoncée dans [Ta] 1. Une dé -
monstration cyclotomique de cette conjecture fait l'objet de [Ta2] .

Ultérieurement , Tate en a produit une preuve cohomologique [Ta3] .
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Plus précisément , son dual de Pontrjagin [(T& ® RKOD div

£

T . .
Hom ((T, ® e m)d\‘v , Q&/Z{/) est un ZL[A]—module projectif , qui a

%Z{K

pour caractére la somme x: = [Kn: Ko] X°° des induits a A des carac -
téres des représentations unités des sous-groupes de décomposition des

places a I'infini du corps F dans llextension Kn /Fn .

- © . . =
On notera que le caractére Yy , somme d!induits de caractéres

unités , est égal a son pseudo-inverse 3(-00 (défini par X “(7) = xm("r_] M.

c.- Définition des groupes FZ(K et interprétation kummérienne ,

n)L 4

THEOREME & DEFINITION 1.2.6, - Par ?{-2( Kn) nous entendons le quo-

. 3 rn
tient du groupe (TL®Z Sk )
A ©
K )En , clest-a-dire le t-groupe de torsion défini par I'exac

w
@

par son sous-module divisible maximal

=

( f

2

titude de la suite courte :

1%z

— r — r _
M) 11— (T ey 8 )" — (T, 85 8¢ )" —TF,K,)—1.
{’Z{,Kmdiv LZLKOO 2" 'n
Le groupe ?{-2( Kn) décrit , via la théorie de Kummer, |'ensem -
ble des f{-extensions de Kooqui proviennent par composition dlune exten -
sion abélienne de Kn , modulo celles qui proviennent par composition dlune
Z{— extension de Kn .

Démonstration : Désignons par XK le groupe de Galois de la {-extension
(o]

abélienne maximale de K o puis par F"}( K son quotient des genres re -
oo

latif & I'extension procyclique K oo/Kn (ioe.le plus grand quotient de KK
[eo]

sur lequel I‘n opére trivialement ) , Nous avons I }(K = KK /X&“ -1 ;
[ee] oo} (oo}

dlol :

— T — T
CU-'{’@Z,{;RK(») n - ('U'L®Z{Hom<?(Kw, ".JL>> N = HomrnQ(Kw, Q{,/Z &>

T
Hom( "M, ,@,/Zz ).
KTl S g

T
Et comme n}(K est le groupe de Galois de la plus grande f-extension
[s]
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de K qui est abélienne sur K _ , son dual de Pontrjagin (? ® f )rnz'
© n £ Z'f/ Km

. - s . . . .
) est bien le radical kummerien associé , En particulier ,

(|, 8%

{
s . = T
son sous-groupe divisible maximal (-ll"& z LRKOO)""""

sur K de la composée Z des Z ,-extensions de K__ ,
© ] L ]

est bien le radical

LLa conjecture de L.eopoldt pour le corps Kn ( et le nombre pre -

mier £ ) affirme I'existence dlexactement (cn+1 ) Z{—extensions linéai -

rement indépendantes sur K , clest-a-dire précisément ['égalité entre
rﬂ

/f, LRKw)d\'v

. On sait , de fagon générale , que la codimen -

la codimension du groupe d|V|S|bIe (T . ® et celle <, du

T
groupe (TL®Z S )d?v
£ ©

sion du radical ('II' ®

)L
£ Z ai

nlexcede c,, que d'une quantité finie
1

dn , qui mesure donc le défaut de la conjecture de Leopoldt pour Kn ,
et qui reste d'ailleurs bornée lorsqu'on monte la tour cyclotomique
KOO/K0 . Comme plus haut , ces résultats s'expriment en outre de facgon
plus précise en termes de représentations, la quantité dns'interprétant
comme le degré du caractére de défaut pour la conjecture de Leopoldt
dans le corps K _ (cf, Ch, IV,2, 2§b),le pointremarquable étant que,

sous la condition d _ =0, les groupes (T&@)Z . )drw et (T»{;®Z &RK )5":,
x®

définissent des représentations isomorphes ( cf, Ch, IV,2, 2§c):
)T

div
Z&K

est un Z/&—module de cotype fini , qui a pour

SCOLIE 1,2.7.- Le sous~groupe divisible maximal (T£® du

= T
groupe (TL@)Z &RK OO) n

codimension le nombre < de places complexes du corps Kn augmenté du

défaut dn de la conjecture de Leopoldt :

— I‘n cn+d
(T&®Z{/RKm>div = Qn&/z}c)

Plus précisément , lorsque le défaut dn est nul, i,e, lorsque le
- . = T
corps Kn vérifie la conjecture de Leopoldt, les groupes (TL®Z . K )dw
T, .
et (T 2 Z K )m sont isomorphes comme ZL[A]—modmes .
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2. - INTRODUCTION DU NOYAU REGULIER R .

L.e groupe RK étant trés gros , il est commode de faire inter -

[eo]

venir un sous-groupe canonique plus petit , le noyau régulier fRK , que
[e0}

Ilon peut définir comme suit :

DEFINITION 1.2.8. - Etant donné un corps de nombres K , désignons par
(

*
D! 1e groupe des diviseurs ) du localisé G:( = GK[I/.&] en-dehors de £,

K
de I'anneau des entiers de K , L.'application canonique x = (x)! de KX dans

v . L s X - - X
IK induit une surjection naturelle duradicaluniversel RK (QJL/Z&) ®ZK
sur le produit tensoriel (QJ;/Z&)(X)Z D;< « Nous disons que l|le noyau de

cette application est le noyau régulier du radical universel , et nous no -

tons :
k
R, = {[k @x €/, | (x) €Dt }
K K K
Avant de justifier |'appelation de noyau régulier donnée au grou -
pe ERK , démontrons rapidement les analogues des propositions 2 et 3 pour
les groupes ERK .

N

PROPOSITION 1, 2,9,- Dans une tour cyclotomique , les noyaux régu -

liers vérifient la théorie de Galois ; ce qui s'écrit :
= pin
ERK - ZRK L[]
N ©

Démonstration : Les places étrangéres & { étant non ramifiées dans une

k
Z{—extension , la condition (xn)' € D,'j’ , pour un x _ de K:: , se lit in -
n

différemment dans un K, oudans K _; dfoli le résultat annoncé , en vertu

de la proposition 2,

(*) Pour une définitiondu groupe des diviseurs, voir Ch,lll,1, 1§a,
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a.- Interprétation symbolique : le groupe }?Z(Kn)

I.u2

PROPOSITION 1,2, 10, - Supposons 4 # 2 , Alors Ilintersection des sous-

modules respectifs de T R et —'l]_"{® R fixés par I‘n est le

®
LZ& Koo ZL Koc>

sous-module de »f,n-tor‘sion de iRK

N
<"I]'® R >rnn<?® R
Pz Tk 122 K . -

Démonstration : Cela résulte immédiatement de la proposition 3, et de la

proposition 9 ci-dessus ,

/F/ L

Rappelons d'abord la définition des symboles réguliers attachés
a un corps de nombres K : Pour chaque place non complexe pde K, dé -
signons par v_ la valuation qui lui correspond , et par (, ) le carac -
tére crochet associé : P

- si p est une place finie , le crochet ( x ) dlune p-unité x de
KX est l'unique racine de |'unité, dlordre étranger a p, du complété Kp ,
qui vérifie la congruence (x ) =x (mod p) ;

- si p est une place réelle ,le crochet ( x ) dlun éiément x de
K* nlest autre que son signe dans le complété réel K b *

L'application bilinéaire :
v (x)v (y) v (y) v (x)

O, ¥) 1 (x, ¥) | = ((=1) P P Py P y

est alors un symbole sur K, a valeurs dans le groupe des racines de
I'unité dlordre étranger & p du complété de K pour la place p, appelé
symbole régulier associé a p, En fait , les groupes étudiés ici étant tous
des Z{— modules , il est plus commode de travailler non pas sur le sym -
bole régulier lui-mé&me , mais sur sa { -partie , que nous continuons |,
par abus , A noter (, )_, Cela étant ,
- si pestuneplacede K au-dessus de £, le {-symbole régulier

(, ) estle symbole trivial ;

P - si p en revanche est étrangére a £, le i-symbole régulier
(, )p prend ses valeurs dans le {-Sylow tout entier “p du groupe des

racines de llunité du complété K b de K pour la place non complexe p ,
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Considérons maintenant la suite exacte courte qui définit le

groupe ERK

1 R > 8

1
K —->(m£/z£)® D, —1,

K Z K
[=2]

oo} [o]
Tensorisant par ‘l]'{ , puis prenant les points fixes par I‘n , hous obte-

nons la suite exacte de cohomologie :
1—(T,8 —(T,® > 1, @05 >——>H]<I‘ 1r®m>
z, " / % z 'K

| |

LK), -L-s @y 1
2" " 'n¢
py[2 Pn
Dans celle-ci , le terme de droite H (I‘ T ®, R ) est nul en vertu
4 ) -
*
d'un résultat de Tate ) ; le groupe JP{(X’ D' )r" stidentifie 4 la

somme @ des 1-Sylow des groupes de racines de |'unité des com-

vl
palt Po
plétés respectifs de Kn pour les places finies étrangéres a { (Il suffit ,

pour s'en convaincre , de regarder la somme @ u , correspondant

pn l& pn

au corps Kco , comme étant plongée diagonalement dans celle

o 1470
correspondant a K_, et d'avoir a I'esprit |'isomorphisme canonique

IPJ(,@ZD' ~ @ u ) ; enfin 'application r est induite par les sym -

pm ‘,t pm
boles réguliers , via la propriété universelle du ]{2 .

1l vient donc :

PROPOSITION 1,2,11.- Le 4-Sylow ]?z(Kn)L du noyau dans Kz(Kn)

des symboles réguliers est |limage dans KZ(Kn)L du noyau régulier

(T ® )Tn du groupe (T, ® &, Mn ;s ce qui se traduitpar l[lexac -
L & Km 2 Z& Kco ?

titude de la suite courte canonique :

T T
.o n N
(i) 11— (T»L@Z&ﬂKm)div - (T*;@Z&me) — BKp), 1.

(*) 1l s'agit de la conjecture principale, qui est démontrée dans [Tazj.
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(*

Le théoréme de Garland sur le ]{z des corps de nombres

montre que le groupe }? (K ) est fini , Ainsi , puisque le groupe

(T,® )r

18z est de cotype fini , il en est de méme du groupe

&

(T&®Z£§RK°°) . En particulier, les éiéments divisibles de (T£®Z&StK°3

sont exactement ceux de hauteur infinie ,

Autrement dit :

SCOLIE 1,2,12,- Pour chaque naturel n, les éléments divisibles du

groupe (T{,®Z RK )R‘ sont ceux de hauteur infinie dans le sous-groupe
£ ©
.. T, . .
de cotype fini (T£®Z ERK ) ; ce qui s'écrit :

<4;z K>dw @-LZ K>d.v < z K>

b.~ Interprétation kummérienne : le groupe 7?5'2( Kn)JL

D'apr‘es la théorie de Kummer , la condition de puissance &k -
ieme (x)' € D'& , qui définit les éléments &“k®x du noyau régulier ERK ,
oo [oe]

.
caractérise les extensions K [,\/_ ]/K qui sont 4-ramifiées (clest-a-

s ) (%)

dire non ramifiées aux places fmles étr‘anger‘es a « Le groupe

T/{’,®Z ERK est donc le radical kummérien de la {-extension abélienne
X2 ©

maximale {4-ramifiée M de K « En particulier , son sous-groupe in -

variant (TL@)Z )I‘ décmt les {-extensions de K qui proviennent

par composition dlune extension abélienne {-ramifiée de K, ( la condi-
tion de fZ-ramification se lisant indifféremment sur K ou sur Km) .
Plus précnsément , si d est le groupe de Galois Gal( M /K ) et

Ih a= d/dY" ' son quotient des genres relativement & l'extensuon pro -

cyclique Kw/Kn , hous avons :

(*) 11 stagit en fait d'un théoréme d'analyse harmonique , cf, [Ba]
pour plus de détails ,
(**) Les corps Kn étant complétement imaginaires , il n'y a pas lieu de

se préoccuper des places a I'infini ,
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Cng)ZLme)rn: Homrn@, Q,/z,) - Hom<r” a,mi/zﬁ.

DEFINITION & THEOREME 1.2.13.- Par ﬁz(Kn)L nous entendons le

quotient du groupe (:U-JL®Z SRK )rn par le sous-groupe divisible
£ ©
(:ﬁ:&@)z RK )d% ,clest-a-dire le fL-groupe de torsion défini par I'exac -
L o©

titude de la suite courte :
(it) 1 —»(T&®Z£ RKOO i —_— <'I]'&®Z

Le groupe _]?2( K, )

r
n —

1 est un {-groupe fini , qui slidentifie au
dual de Pontrjagin '6:] du sous-groupe de torsion t;n = dr:“ du groupe de
Galois dn = Gal (Mn/Kn) de la f~extension abélienne maximale 4-ra -

mifiée du corps Kn .

Démonstration : La tour cyclotomique Km/Kn étant une Z{—extension ,
les groupes 1n ¢ = Gal (Mn/Km) et @ = Gal (Mn/Kn) ont le méme
sous-groupe de torsion ‘Gn , conformément au schéma de corps :

in

a

3
Q

Cela étant , le groupe (-f ® R )I\n , qui est le dual de Pontrjagin
? ¥ Z{, Koo
de r“‘d contient le groupe divisible (T, ® L3¢ )r'_" , qui est le dual
i 1 Z& K div

de Pontrjagin du quotient I d/t;n = GaI(Zn/Kn) ; et la suite (ii) a bien
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un sens , Cela étant , la théorie du corps de classes montre que le

groupe dn est un Z -module de type fini , Le sous-groupe de torsion

L
©,, est donc fini , et le mé&me résultat vaut pour son dual RZ(Kn){, , ce

qui achéve la démonstration ,

SCOLIE 1,2, 14.- Pour chaque naturel n, les éléments divisibles du

groupe (T.{@)Z (3] )R’ sont ceux de hauteurinfinie dans le sous-groupe
/ . .

de cotype fini (T{® D?K )rﬁ ; ce qui s'écrit :

z

£ ©

r _ T N T
T o & >”=1r® % >”=T® R >”.
({ZLKM\W (4Z&me.v (LZ&KOOOO

c.- Interprétation réguliére de la conjecture de L_eopoldt ,

Pour chaque naturel n , désignons par A, = Z&[[ P 71 nal -
gébre d!'lwasawa construite sur le groupe I‘n , buis par & le sous-groupe
de /\n—torsion du groupe de Galois @ = Gal(M oo/ Km) de la £-extension

(*

théoréme d'lwasawa ( cf, [Iw] §8, th,18) , que le groupe & n'a pas de

abélienne maximale {-ramifiée du corps Km » Nous savons , par un
An—sous-module fini non nul , et que son quotient @/& est /\n—pseudo -

isomorphe au produit de < copies de llalgébre An . En particulier, le

groupe de Galois d/GdY"‘ -1 est donc le produit direct de <h copies de
ZJL , et la conjecture de L.eopoldt , qui affirme que le méme résultat

vaut pour le quotient des genres s a = d/dY“ -1 , postule que le po -
lyn8me caractéristique du An—module de torsion G est étranger au po -

lyndme cyclotomique w, = v -1, autrement dit , que & ne posséde pas

n
de sous-module infini fixé par 1“n « En résumé, la conjecturede Leopoldt

pour le corps Kn slécrit tout simplement :

T
n
ad = 1.
D'un autre cdté , la théorie de Kummer nous donne les iso -

morphismes :

(*) Comme on peut le vérifier sans peine , la définition de B est, en fait,

indépendante de n ,
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T

n _ = T
a = Homrn<5€Km, ]}1&> HoanQ-u-L@Z&ERKOO’ Q{;/Z&>

rom (" (Froz, % ) 2,/2,)

H°m<H< T®z K>Q/Z»&> H](T T ®z£ K>

de sorte que la conjecture de L.eopoldt pour Kn slécrit encore :

1 T =
H (rn,v&@aZ&me) 1.

(|

Revenons maintenant sur la suite exacte courte qui définit le

noyau régulier ERK

©

]— R - R

]
(m&/z}c)@ D, —= 1.

K K Zz K
[o.2]

[oe] o]

Tensorisant par '[l'& , puis prenant ies points fixes par I‘n , hous obte -

nons la suite exacte de cohomologie :

In
‘I —
= Tﬁ‘z B ) », ——Qr ®“K> — (F82 m)""“ @n’TL®Z{WKm> — (1, T{QZL'RK )
| \l
FK) T @7
2 n4 pnl{,upn 1
Dans celle-ci , le groupe H (I‘n,'ﬂ'}c®z£ )= (IP&®ZK )/ ( [p{® K ) n
*
est nul , par un argument de Tate (*) ; le groupe ( "J{@ZD )rn sliden-

tifie , par un argument déja utilisé ,a la somme directe des opposés des
1-Sylow des groupes de racines de |'unité des complétés respectifs de

K pour les places finies étrangéres a £ (via l'isomorphisme canonique

~ n I'injection diagonale de @ J dans
\P{ z K € uy et
o Puft Pe o fr P
® E ; enfin, I'application ?estinduite par les symboles réguliers,
Py {1 T

(*) Les valeurs spectrales de |'actionde Y, SUr Kr>1< étant des racines de
Itunité, leur produit par w( y,) n'est jamais 1, de sorte que (yn—l) opére

sur le produit “‘14’,®ZKX surjectivement ,
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Autrement dit :

THEOREME 1.2.,15,- Les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

(i) La conjecture de L.eopoldt est vérifiée dans le corps Kn
( pour le nombre premier 2 ) ,

(ii) Le groupe de Galois @ = Gal (M oc)/Km) de la 1-extension
abélienne maximale ¢-ramifiée sur la tour cyclotomique K_n'a pas de
sous-module non nul fixé par I‘n , 1e€4 dr"‘ =1,

. 1
(iii) Le groupe de cohomologie H (1“n,‘ﬂ'/&®z*; ERKOO) est nul ,

(iv) Les symboles réguliers induisent un épimorphisme du

groupe Fz( Kn)/(, sur la somme directe /6‘:) ﬁ des opposés respectifs
P A1

des {-Sylow des groupes de racines de ['unité des complétés de Kn

pour les places non complexes étrangéres a £ ,

SCOLIE 1,2,16,-Pour chaque naturel n, les symboles réguliers atta-

chés aux places non complexes du corps Kn donnent naissance a la suite

exacte courte de K -théorie :

r

(iii) ]_’Bz(Kn)L_’Kz(Kn)L__—’ ® My
p. A4

Et la conjecture de L.eopoldt dans Kn postule |'existence dlune suite

—— ‘l o

analogue pour les modules opposés :

e - - r

(i) ]—*RZ(Kn){,——‘KZ(Kn)&_’p?L“p
n

-1

Ce dernier résultat sera précisé dans la section qui suit ,

3.- INTRODUCTION DU NOYAU HILBERTIEN & ,

La définition du noyau régulier ne faisant intervenir que les
places étrangéres au hombre premier ¢ ,il estnécessaire, pour prendre
en compte les places au-dessus de { , de faire intervenir un groupe plus

petit , le noyau hilbertien , que I'on peut définir comme suit :

DéFlNlTION 1¢2, 17, - Pour chaque naturel n , nous appelons noyau hil -

bertien attaché au corps Kn , €t nous notons @K le sous-groupe du ra-
n

dical universel RK = (QL/ZJL)Q@ZK;( , qui est engendré par les nor -
n
mes cyclotomiques :
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Kk
®Nm/n(xm)} .

La réunion § = lim § est , par définition , le noyau hilbertien de
Koo o Kn

— X = -
@Kn_{geQKnl gk €N, ¥mz2nax €K-, r=1

la tour cyclotomique Koo .

Bien entendu , les groupes S}K vérifient les deux propriétés
n

attendues :

PROPOSITION 1,2,18.- Dans une tour cyclotomique , les noyaux hil-

bertiens vérifient la théorie de Galois ; ce qui s'écrit :

e Ly
gDK - @Kh .
n e}

Démonstration : Il stagit de slassurer de [1égalité QJK N RK = S;K ,
m n n

pour chaque m >n , Soit donc ¢ un élément de ng . Pour chaque

e s -k
m' >m , nous avons par définition =4 ®Nm'/m(xm') , pour un

X de K:;' et un entier k indépendant de m! , Si maintenant ¢ est dans

< la norme arithmétique ]V'm /n opére sur t par élévation a la puis-
n

n

m - .
sance [K _ : Kn] =} , €t nous pouvons écrire :

-k-(m-=-n)

r=1 ®Nm/n[zvm,/m(xm‘)1=&‘k

!
® Nm'/n(xm') ,
avec k! =k + (m- n) indépendant de m! ; ce qui nous prouve que r est

dans S}K .
N

PROPOSITION 1,2,19,- Supposons {4 # 2, Alors , llintersection des

sous-modules respectifs de T{;®Z£@Kmet T&®ZL§;Kmf|xes par I‘n est

le sous-module de {n—tor'sion de S;K
(1,04 % )r” n (T ; % )r” = 9
2 ZJL Koo 1 Z& Kw {n Kn

Démonstration : Cela résulte directement de la proposition 5 , et de la

proposition 18 ci-dessus ,
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a.- Interprétation symbolique : le groupe HZ(Kn)L .

Pour chaque place non complexe pn du corps Kn , désignons

par (——-’5——> le symbole de Hilbert associé a b, par le corps de clas -
n

ses local , ou plutdt la 2-partie de ce symbole , qui prend ses valeurs

dans le {-Sylow u du groupe des racines de I['unité du complété de

p

- —ee, : X X
Kn pour la place pn . L.Le f-symbole ( pn > envoie Kn XKn sur

le groupe . tout entier , et coincide avec le symbole régulierSipn ne

divise pas t , Plus précisément , le théoréme de Moore sur le KZ des

corps de nombres (cf, [Ta1] , 88 ) affirme que la famille ((——?E—— >>p
n 8]

des symboles de Hilbert induit un morphisme surjectifdu groupe KZ(Kn)J;

sur le sous-groupe @ | de la somme directe des up , formé des fa -
A2l n

milles (. )_ qui vérifient la formule du produit , Comme ce résultat

pl’\ pﬂ

est vrai pour n, par passage a la limite inductive, nous obtenons ainsi
un mor*pflysme surjectif du groupe ]{2( Kn)L = |im ]{2( Kn)& sur le sous -
groupe @ y de la somme directe des /- Sylow des groupes de racines
o0
de |tunité des complétés non complexes de K, , formé des familles
*
( gp )p qui vérifient la formule du produit . Une autre fagon d'ex -
(=] o

primer ce résultat consiste a dire que les symboles de Hilbert (——-’-p——-)
(o]

attachés aux places non complexes du corps K‘JO définissent un mor -

; . - X .
phisme surjectif du groupe T{®Z&RK°° |.1£®ZK°° sur la somme di

recte restreinte @ “p - Cela étant :

(*) On prendra garde que , du fait de {tidentification de chaque u
n

avec son image diagonale dans la somme @ u , la formule du pro -
b | Py P

I, _

P, P, p

désigne I'indice de décomposition de la place pn dans I'extension Km/K ne

duit , qui se lit[[ ¢ 1dans K_, si g

= 1dans K_, se it 11y
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LEMME 1,2,20,- Le noyau de I'épimorphisme du groupe T& ®Z RK =
£, <)

X . . ~
'P&®ZK00 sur la somme directe restreinte @ pp , donné par les sym -

o

H [N N—
boles de Hilbert ( 0 > est le groupe TL®Z£@KOO'

Démonstration : Le noyau de cet épimorphisme est constitué par les é1é-

ments { ® x de Mo ®ZKiqui vérifient les conditions locales (%QL): 1,
m

pour chaque m assez grand , clest-a-dire , d'aprés la définition nor-
mique du symbole de Hilbert , pour lesquels le nombre x est norme lo -
cale partout dans chacunekdes extensions cycliques Km+k/Km , si C
est une racine primitive { -iéme de |tunité , Prenons donc un tel élé -
ment { ® x , supposons par exemple x EK:: , hotons m'=m+k , et

utilisons le principe des normes de Hasse pour écrire x =
le princip se p rir Nm'/m(xm')

X s " Yo —1
avec X oo € Km' , dés que m est assez grand, La condition Nm'/m(xm' )

= xY“_] =1, et le théoréme 90 de Hilbert appliqué a l'extension cyclique

Km'/Km nous p(_e:;mettent d écm—r]e xmn' y o , pour uny_, de Kml .
clest-a-dire x o =N (yY“ ) (1'opérateur norme étant pris algé -
m! m/n' 7 m

. . - X
briquement ) , donc finalement X Nm/n(ym')‘zm' , avec z EKn .
S = = 2 i =
Il suit : x Nm'/m(xm') ]le/n(ym,).zm| , le€e { ®X Q®]Vm,/n(ym,),

ce qui hous prouve que ( ® x est bien dans TL®Z S:K .
Ve ©

Réciproquement , la définition normique du noyau hilbertien

montre de fagon évidente que le groupe 'ITL ®— est contenu dans le

9
&Koo

noyau des symboles <——‘S-—-> ; dloti , bien entendu , son nom ,

Considérons maintenant la suite exacte courte donnée par le

lemme 20 :
R, —= @ u, —=1.
£ Koo poo ©

11— T&®Z&§3Km—~> TL®Z

Prenant les points fixes par Fn , hous obtenons la suite exacte de co -

homologie ( oli le groupe Hl( Pn , T{;@Z RK ) est nul, par un argument
1 o

déja utilisé ) :
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T T ~ O
®zfr<m> — @L®Z§Km> "—( N “p{)'—’ a @n’vx;@’zfxm)‘* :

L

L. g
Kn)é——* KZ(Kn)& ®u, —= 1

Puis , par rapprochement avec la suite exacte de Moore pour le groupe

]( (K ) nous concluons & la trivialité du groupe de cohomologie

,{)/ ’

(I‘ 'U{®Z%SQK®> ainsi qu'a I'identité :

THEOREME 1,2,21.- Le 2-Sylow HZ(Kn){ du noyau dans Kz(Kn) des

symboles de Hilbert est llimage dans KZ(KH)& du noyau hilbertien

(TJL@Z K )In du groupe ('I]'{Q?JZ R )on ; ce qui se traduit par l'exac-
£z © £ ©

titude de la suite courte canonique :

(iv) 11— Cl]' > ( & \I\n"""H(K ) —=

v 12z, ®x 1%z ok / 2' " n'y .

1

SCOLIE 1,2.22,- Pour chaque naturel n, le groupe (TJE ®Z S’;K >

est I'ensemble des éléments de hauteur infinie du groupe (TJL®Z RK >r",
£ o

ce que nous écrivons :

r r
n_ n
(TJL®Z£S§KOO> = <T4;®Z&RKOO>@

En particulier , le groupe Hz(Kn){; mesure donc |'écart entre le sous -
groupe divisible maximal et le sous-groupe des éléments de hauteur in -

finie du groupe (T RK )T"
w

0@ Zz,

Démonstration : Les résultats de Tate (cf, [Ta ], §5 ) montrent que le

groupe HZ(Kn)& est le sous—-groupe . nlN]( (Kn)% des éiéments de hau-
€

teur infinie dans KZ(Kn)L . Comme tout élément divisible est trivialement
de hauteur infinie , cette caractérisation du noyau hilbertien se reléeve

T . .
dans (TL®Z RKOZ n ; ce qui donne le résultat annoncé ,

1
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b.- Interprétation kummérienne : Le groupe Fz(Kn)

L'introduction du noyau hilbertien & (sous une forme sensible-
ment moins générale) est due 3 Bertrandias et Payan, qui avaient en vue
I'étude d'une condition suffisante de la conjecture de Leopoldt , liée a
un probléme de plongement (cf, [BP] ), D'aprés Artin-Tate , en effet

[AT], 10§ 3, th, 6 ) ,une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une extension cyclique l_m = Km[i/;_n_q:l , définie par un élément

,t’,_m ®xm de S’;K , se plonge dans une f-extension cyclique de Km de

degré arbitrairement grand est précisément que, pour chaque place non

complexe P de Km , I'une quelconque ( des racines primitives de
. . m z'“_.__
soit norme dans llextension locale K X K ce
. m,p VX1 K

qui se lit sur le symbole de Hilbert (g-'-“—ﬂf—'“) , pour une racine pri -

mitive 2 -idme de Itunité gm . Plus généralement , si |'extension I_m

provient par composition d'une f-extension cyclique l_n de degré JLm sur

un sous-corps K de Km (i,e. si I'élément Cm ® %, tombe dans
(-ﬂ—zf,@Z S ) ) , le méme critére appliqué a I'extension globale
£ m
Ln/Kn et I'équivalence , donnée par le corps de classes local :
g ? m, m ? l—n q} /K N(g ) L. q} /

b Cp o, 1 /n, g
(i o) (CH (D b

H
montrent que la trivialité des symboles (__r_r_l___n_‘l_> est encore la condi-
m

tion pour que llextension I_n se plonge dans une {-extension cyclique de

Kn , de degré arbitrairement grand , Autrement dit :

PROPOSITION 1,2, 23, - Pour chaque naturel n, le groupe (-l—l_-f,@Z @K)Fn
@

est I'lensemble des éléments de hauteur infinie dans (-f&®2 K )1“

que nous écrivons :

T, Z©K> ZK>
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DEFINITION & THEOREME 1.2. 24, - Par —[;T_Z(Kn)& nous entendons le

quotient du groupe (—f{ ®Z S;K )1‘h des éléments de hauteur infinie dans
, 1 -

— Tn B Pt : T T

(T{®Z& RKOO) par son sous-groupedivisible maximal (TL®Z*RKOO) ,

clest-a-dire le £-groupe de torsion défini par I'exactitude de la suite
courte :
i) 11— C‘ﬁ’{

&
'Z&

Le groupe -H_Z(Kn){ est le sous—-groupe des éléments de hauteur infinie

T T
o] e N —

dans 7{-2(Kn){ . Clest un {-groupe fini , qui s'identifie au dual de
Pontrjagin du sous-groupe de torsion G;‘ = H::” du groupe de Galois
Hn = Gal (Hn/Kn) de la composée des f-extensions cycliques de Kn
qui se plongent dans une f-extension cyclique de Kn de degré arbitrai-
rement grand , Nous disons que Hn est la f-extension hilbertienne ma -
ximale du corps Kn .
Démonstration : Nous avons vu que le groupe divisible (?&®Z RK )rﬂ
Z ©
est le dual de Pontrjagin du groupe de Galois Gal( Zn/Km) associé a
la composée Zn des Z A ~extensions de Kh . Le sous-groupe des é1é -

L

ments de hauteur infinie (T, ® 3 )1“,, correspond lui au groupe de
1 Z& K "o

Galois Gal (Hn/Km) associé a la composée Hn des {-extensions cy -
cliques de Kn , qui se plongent dans une {-extension cyclique de degré
arbitrairement grand , Leur quotient _H—z( Kn){; est donc, comme annoncé,
fe dual de Pontrjagin du groupe de torsion 'Glj1 = GaI(Hn/Zn) . Le fait
qu'il soit fini résulte de I'inclusion immédiate Zn CHn CMn , et de la

finitude du groupe ‘Gn = Gal (Mn/zn) .

PROPOSITION 1,2,25,- Pour chaque naturel n, les symboles de Hilbert

associés aux places de Kn qui sont au-dessus de { donnent naissance &
la suite exacte courte (oll @ désigne la somme directe restreinte aux

familles qui vérifient la formule du produit ) :

(v) 1-—>.&’2(Kn)&——*»}?Z(Kh)&--—>I @IB% uln—-7 1 .
N
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Et la mé&me suite vaut pour les modules opposés si la conjecture de Leo-

poldt est vérifiée dans le corps Kn :

@

(v) 1——-»H2(Kn)&—>]?2(Kn)&——'> by —>1 .

1 ¥ n

n

Démonstration : L.a premiére suite provient directement du théorégme de
Moore sur le K, des corps de nombres ( cf, [Talj, §2 ), par restric-

tion au noyau régulier , Elle conduit a la formule bien connue :

11 ]HI |
_ 1,14 n
(R (K )y HolK ), ) = .
| kg |
Pour démontrer la seconde suite , il suffit dlen vérifier I'exactitude a

droite qui seule pose probléme , clest-a-dire , en fait , de montrer

que la méme formule :

Lo

vaut encore sous la conjecture de Leopoldt , Mais , comme le quotient
RZ(Kn){/ Hz(Kn)J; est le dual de Pontrjagin du groupe de Galois
Gal (Mn/Hn) , cette derniére égalité résulte de |lisomorphisme déja

(*

connu , toujours sous la conjecture de Leopoldt

Gal(Mn/Hn) = (I ?Luln>/ M e
n

c.— Interprétation hilbertienne de la conjecture de lL_eopoldt ,

Rappelons que nous avons désigné par Ay = (L A 17 1ral -
gébre d'lwasawa construite sur le groupe 1“n , par B le sous-groupe de
An—torsion du groupe de Galois ¢ = Gal (M 00/Koo) de la f-extension abé-
lienne maximale {-ramifiée de Km, et par Z o= M?i le corps des inva-
riants de & , Introduisons maintenant la sous-extension H - de M o ?
réunion des extensions hilbertiennes Hn associées aux étages finis Kn

de la tour cyclotomique , et notons ¥} = lim Hn son groupe de Galois ,

(*) ef. Chotat.
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L.ltinclusion évidente ch HmCMoo nous montre que le groupe

Gal (M c,D/H oo) est un An—module de torsion , autrement dit , que les
groupes de Galois ¢ et # sont des An—modules de méme dimension C, e
En particulier , la conjecture de Leopoldt pour le corps Kn , que nous

L

avons écrite ¢ " = 1 dans la section 2§ c , se lit tout aussi bien sur le

groupe }, et exprime la finitude du sous-groupe invariant J;{.r"‘ . Tout

comme pour dr"‘ , cette condition est , en fait , équivalente a

la nullité
du groupe ur“ . Admettons provisoirement ce résultat , et retenons que

la conjecture de L.eopoldt dans Kn ( pour le nombre premier {) s'écrit:

=1,
D'un autre coté , la théorie de Kummer nous donne les isomor -
phismes :
I, .

L H°mrn<§3|<w’ h H°mrn@—x;®z£g9|<m’ @,/2z, )

In /= .

= Hom< <'|]'&®Z%§;Km, m&/z{) -

ur”=|—|om<|—| (T, T ®Z£@Km>,m£/z£>= ﬁ'(rn,Tl@ZLssz);

de sorte que la conjecture de Leopoldt pour Kn slécrit encore :

(T, T,® L@Km>=

Reprenons maintenant , sous une forme légérement différente ,
la suite exacte courte donnée par le lemme 20, qui caractérise le noyau

hilbertien @K

1 —T. 8, . —> T.Q
1%z PR A A S 0

. X 1 =
Prenant les points fixes par I‘n , et notant que le groupe H (I;W’T&®Z&RKOO)

est nul , nous obtenons la suite exacte de cohomologie :
_ T, _ N ~_
1= Tey 0, )" —(Tey 8 )" — ®u —HE, T S;K>—>1
1 1 l L o P Poo
®
n'{
by N



1.7

Nous pouvons donc énoncer Itanalogue du théoréme 15 :

THEOREME 1,2.,26,- L.es quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La conjecture de L_eopoldt est vérifiée dans le corps Kn
( pour le nombre premier £ ) .

(ii) Le groupe de Galois ¥ = Gal (H oo/Koo) de la réunion H _
des extensions hilbertiennes maximales assocliées aux corps Kn n'a pas
n=1

de sous-module non nul fixé par Ty, » i.€, u

(iii) Le groupe de cohomologleH (I‘ , T.o_, 9, )est nul ,
2 Z& KOo

(iv) Les symboles de Hilbert induisent un épimorphisme du

groupe -_/’%-2( Kn){ sur la somme restreinte @ E des opposés respectifs
p, "
des 4- Sylow des groupes de racines de [tunité des complétés non com-

plexes du corps Kn .

SCOLIE 1,2427.- Pour chaque naturel n, les symboles de Hilbert atta-

chés aux places non complexes du corps Kn donnent naissance a la

suite exacte courte de K -théorie ( de Calvin Moore ) :

. R ~
(vi) I—*Hz(Kn))C—*KZ(Kn)L——-@ My —_— 1,
b, N0
Et la conjecture de Leopoldt postule I'lexistence d'une suite analogue

pour les modules opposés :

(V7 ) 1———-H(K)——>K(K)Léﬁ —_1,
p

Démonstration : Seulreste a vérifier que le groupe urﬁ ne peut &tre fini
sans &tre nul, Or, si la conjecture de Leopoldt était en défaut dans Kn ,
ce corps admettrait des Z&—extensions en excés ; le polynéme carac -
téristique du sous—module de p,-torsion de ¥ seraitdivisible par ( Yrn -1);
et le groupe ¥ Tn seraitinfini, Sa finitude suppose donc vérifiée la conjec-
ture de Leopoldt, Mais, dans cette hypothése, la surjectivité de tappli -
cation ?, donnée par le scolie 16 , et la proposition 25 assurent la sur -

jectivité de I'application %, qui équivaut bien & I'identité J#rh =1,
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4, - LES RESULTATS FONDAMENTAUX DE LA DUALITE ,

a.,- Comparaison des noyaux de la théorie de Kummer et de ceux de la f -

théorie : préliminaires ,

Considérons d'abord les groupes KZ(KH)L et FZ(Kn)L .

Nous avons :

THEOREME 1,2,28,- Pour chaque naturel m sn , les symboles de

Hilbert induisent un isomorphisme :

m

’

= = 1T = -2
K K )7 =
KZ( n)L/ KZ( n 2 fn “pn/upn

m
du groupe 4 KZ(KH)L sur la somme directe des quotients dl'exposant

L™ des opposés respectifs des groupes de racines de |'unité des
complétés non complexes de Kn , restreinte aux familles qui véri -
fient la formule du produit ( prise dans “n/“: ) . Cet isomorphisme
est le pendant exact de celui donné par Tate pour la K-théorie :
m m
Kyl ), /KK )E =& by /u:f .
n n n

Le méme résultat vaut d'ailleurs pour m >n , en-dehors du

*
cas spécial (*) , donc en particulier , dés que 4 est impair .

Démonstration : Comme FZ(Kn)L est le dual de Pontrjagin du groupe
de Galois Gal (An/K c,o) attaché a la 4 -extension abélienne maximale
An de Kn , le théoréme sera établi si nous montrons que le sous -
groupe de 4 —torsion &mGal (An/Km) = LmGaI (An/Kn) s'identifie

au quotient [ ] mep] /{‘m i du produit des groupes de racines »{,m—
p

iemes locales de |'unité par |'image diagonale du sous-groupe des

(*) Le cas spécial a lieu lorsque, 4 valant 2, et les nombres -1 ,

"] "1 14
Cht2, Cq v - ((;n +2+C ) n'étant pas des carrés dans Ko
cette derniére propriété est localement en défaut aux places divisant 2

(cfe [AT], Che X, §1) .,
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racines .Lm— iémes globales , Transportée par I'isomorphisme ducorps
de classes (cf, théoréme 1.1.13), cette condition signifie que les é1é -
ments Lm du 4 -groupe des classes dlidéles gn/Rn du corps Kn sont
les images canoniques des racines Lm— iemes de |'unité dans gn .

- Sous lthypothése m <n, il est facile de voir directement
qu'elle est trivialement satisfaite , au moyen de la théorie de Kummer,
Si , en effet , Yn est un idele généralisé r‘epr‘éser&tant une classe
dordre ¢™ dans 9 /R , 'élément global t, = t)ﬁ est Iocalement
partout une puissance Lm—leme et I'extension kummérienne K [«/_—_ ]
est donc triviale , puisque complétement décomposée en chaque place
p . de Kn , ce qui montre que rn est la puissance Lm—iéme diun é1é-
ment 3 _de R _ . En particulier la classe de 3  dans le quotient
gn/ﬁn est représentée par le quotient gn/gn , qui est bien une ra -
cine ¢M-ieme de Ilunité .

- LLorsque m est strictement plus grand que n , cetargument
ne s'applique pas . Dans ce cas , il peut arriver que la propriété a -
vancée soit en défaut: c'est le cas spécial recensé par Artin- Tate ,

Il ne se produit que lorsque 4 vaut 2 ( cf, [AT], Ch, X, §1),

Du rapprochement de |'isomorphisme obtenu et de celui donné

par Tate (cf, [Ta] ], §5, th, 2 ), nous déduisons immédiatement

COROLLAIRE 1,2,29,~- Pour chaque naturel m <n, il existe un iso-

morphisme canonique , compatible avec l'action de Galois :
by ®% Kz(Kn)L— m &z KoK )
Et le m&me résultat vaut pour m >n , en-dehors du cas spécial .
Bien entendu , ce résultat n'apporte aucune information di -
recte sur les noyaux hilbertiens , puisque ceux-ci ne font intervenir

que les éléments de hauteur infinie ,

b.-Dualité pour le noyau régulier et le noyau hilbertien ,

Revenons sur la suite exacte (iii) induite par les symboles

réguliers , donnée par le scolie 16 :

l——’]?(K)-——>K(K)r @ u. — 1.
b1t Pn
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. m .. X
Prenant les puissances 4 -iémes , pour un m <n , puis formant le

diagramme du serpent , nous obtenons la suite exacte longue :

(K~ oF 20K, Tt k), - Tk ) i
1- _R.(K K 5K - @ M, = R,IK -7 KK - @
m° 2 m-2" n4 m 2" 'n'4 2" 'n4
2 T p, |42 Pn b4
- X - ' ~ M-
Hm ®ZKn T Hm ®Z D © “p
P n
n
" =
Dans celle-ci , le quotient Fz(Kn)L s'identifie & la somme res-

~

treinte @ z ;p , en vertu du théoréme 28 ; le groupe 4o FZ(K n)L
P n
. - X . —_ .
provient de M ®Z Kn , par construction de ]{Z(Kn) ; et la somme

directe & m:l slidentifie canoniquement au produit tensoriel
P12 2 Pn

“m ®— D , ol Dr"a désigne le groupe des diviseurs du corps Kn qui

sont étrangers a 4 ., Rassemblant ces résultats , nous obtenons la

suite exacte courte :
——»:- Vo
] Mm ®ZOLn

ol C‘/L;1 désigne le 4 ~-groupe des {-classes de diviseurs du corps Kn
(i.e. le 4-Sylow du quotient Dr'1 /P;\ du groupe des diviseurs de K,
étrangers 3 4 par l'image canonique de K: dans D;\ ) « En fait, le
corps Kn étant supposé complexe , le groupe OL;‘ s'identifie cano -
niguement au quotient du 4 -groupe des classes dl!idéaux au sens ordi-
naire par le sous-groupe engendré par les images des places au -
dessus de 4 , Nous disons , pour abréger , que CL;] est le Z-groupe
des 4~ classes de Kn .

Bien entendu , la méme méthode appliquée & partir de lasuite
exacte (iii) :

1 —> Bz(Kn)L——>K2(Kn)&——— . ?4 upn——» 1,

n

m
conduit & un résultat analogue pour le quotient 1 RZ(KH)L . Clest le

résultat de Tate ( cf, [Ta3] , th, 6,2) ,
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L_e point remarquable est que la suite obtenue est scindée :

THEOREME 1. 2,30, -Pour chaquenaturel m <n, les symboles de Hil-

bert attachés aux places de Kn qui sont au-dessus de 4 donnent nais -

sance a la suite exacte courte scindée :

' LM ~ "
Vi) i @ Oy T T Rl € Ty
1|4 n
n
Dans celle-ci , CL",\ est le L -groupe des 4 -classes du corps Kn , et

~
le signe @ signifie que la somme est restreinte aux familles qui véri -
m
fient la formule du produit ( prise dans ¢ w, ).
Lorsque le corps K _ vérifie la conjecture de Leopoldt , la
n

méme suite vaut pour !es modules opposés :

_.. — ' — ~
(vii) 11—y ®,C — ﬁz(Kn)L———" Gl‘DL by — 1 .

Démonstration : D'aprés ce qui précéde, seul reste a vérifier le fait
que les deux suites sont bien scindées ,

Ecrivons les, pour simplifier, sous la forme |égérement différente

m
1 — eC&'n — YR, — ® z/0"n—1,
T
en désignant par ]?n un quelconque des deux modules T,ln® BZ(Kn)L et
M ®fz(Kn)¢ . Cela étant , I'injectivité de [|'application naturelle
m
L 1 R

m
OL",] _— , pour chaque m £h , prouve que le quotient

m m
L CL;‘ = C{,’L‘ /C»{,;“L s'lidentifie a un sous-module pur de }?n . Comme
]?n est fini , cela suffit & montrer que la suite exacte précédente est

scindée ,

COROLLAIRE 1,2.31.- Sous la conjecture de Leopoldt dans Kn , il
existe un isomorphisme de Z L [ A)-modules :

Up ®z FoK)y = U, ®5 RyK), .

L'existence de cetisomorphisme résulte naturellement du fait

que les suites exactes du théoréme 30 sont scindées., Comme .ﬁz(Kn).{,
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est canoniquement le dual de Pontrjagin du groupe de torsion <€n (cf,
théoréme 13) , le corollaire 31 établitune dualité entre le sous-groupe
de Ln—tor‘sion Lngn de & n ( qui est donc le sous-groupe de »{,n—tor -
sion du groupe de Galois dn = Gal (Mn/Kn) attaché a la n‘L—extension
abélienne L -ramifiée maximale de Kn) et le quotient £ }?Z(Kn )L
dlexposant 2" du noyau modéré RZ(Kn).{, de la X -théorie , Le résultat
établi contient donc la dualité entre les groupes &'G et BZ(K)/}?Z(K)L,
relevée par Cramer et Candiotti , qui correspond au cas n=1 ( cf,
[CK]) . Mais il apporte surtout une information plus précise : Alors
que les dualités établies par Carroll (pour £=2), par Cramer et
Candiotti { pour £ impair ) ne concernent que les structures de groupe,
le corollaire 31 affirme I'existence ( sous la conjecture de Leopoldt )
d'un isomorphisme de modules galoisiens du tensorisé Iln ®}?2(Kn){,

sur le dual de Pontrjagin du groupe En ®Z L"% n

Remarque 1,-11 n'y a pas lieu d'attendre d'isomorphisme canonique
du tensorisé u_ ® Ln—ﬁ-z(Kn) sur le tensorisé :Ln Z N z(K ),
quoique ces deux groupes soient effectivement isomorphes en vertu du
corollaire 31 , L'un et [lautre sont, en effet, des quotients du sous-
groupe de Ln—torsion du noyau régulier ERn . Cependant , le contre -
exemple de Greenberg ( cf, [sz:l ) montre que les sous-groupes de
n ER qui leur correspondent ( & savoir le radical initial des Z{’—ex—

L

tensnons 4" o (T K )R , dlune part , et le noyau universel

4 Z
= T - .
&n( -U-L ® Rm)d‘,v d'autre part ) ne coihcident pas toujours ,
Remargue 2. - Les suites exactes (vii) et (Vvii) étant scindées, le théo-
réme 30 permet d'exprimer les {,m—rangs des groupes }? (K )
R (K )& , pour chaque m <n , & partir de ceux correspondant au 4 -
groupe des 4 -classes C«L . Il donne également les caractéres des
&E AJ-modules R, (K )/}? K ) et }? (K )/}? (K )'C en fonction

de celui du quot|ent ot;‘/ou L cf [Ja_,] , pour plus de détails ) .

Partons maintenant des deux suites (vii) et (vii) , induites
par les symboles de Hilbert ; et données par le scolie 27 :
Appliquant le méme procédé que plus haut , nous obtenons les suites

exactes :
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) ~ Ln ) &n ~ Ln
R, (K - @ u HK ), " BR(K) -~ @& My =1,
an n 4 Inl&&n In 2 'n' 4 2 'n' 4 I[L In
n
et n n n
F(K) - ® E—»"“[?(K)—»*’E(K)-» 6*’11 -1 .
{’n 2 n'4 In"{"&n In 2°"''n'4 2 'n"4 ‘nl’{' In

Désignons par Hn I'un quelconque des deux groupes En ®Z Hz(Kn)L
ou ®Z FZ(Kn) ; et appuyons-nous sur |!'isomorphisme précédent
En ® FZ(Kn)L = U, ® ﬁz(Kn)L , donné par le corollaire 31, pour
noter Rn ce dernier groupe , Nous pouvons alors écrire les deux

suites précédentes sous la forme légérement modifiée :

n — © z/0z— H —» R —> e z/z — 1,
114 1|4
8] g

ou la fleche de gauche est induite par les symboles de Hilbert ,

Il vient donc :

COROL.LAIRE 1,2,32,- Sous la conjecture de Leopoldt dans Kn , 11

existe un isomorphisme de Z L[A] -modules :

U ®,, H (K ) 2“n®ZHZ(Kn).{,'

D'apreés le théoréme 24 , I'isomorphisme obtenu établit une
dualité entre le sous-groupe de Ln —-torsion 2" ‘G:q = 4" un du groupe

de Galois un = Gal ( Hn/Kn) de la 4 -extension hilbertienne maximale

. " . .
de K _ et le quotient HZ(Kn)L du noyau hilbertien Hz(Kn)L de la
K -théorie ,

C.~ Isomorphisme du miroir ,

Rappelons briévement la définition des éléments infinitési -
maux d'un corps de nombres , relativement a un premier 4 fixé ( cf,
chapitre Il , pour plus de détails ) : Le corps K étant donné, I'injec -
tion canonique du groupe multiplicatif K' des éléments de K* étran -
gers 4 4 dans le groupe des unités de |'algébre semi-locale ZL®Z K

induit une surjection naturelle du tensorisé Rk = ZL®Z K' sur le

sous—groupe des unités principales ?,(1 = Il u } semi-locales de K .

Ko
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Nous appelons infinitésimaux les éléments du noyau 3K de cette appli-

cation ,

DEFINITION 1, 2, 33, - Nous appelons noyau infinitésimal d'un corps

de nombres K |, et nous notons (S,’l'< , le sous-groupe du noyau régu -

lier ERK engendré par les images des infinitésimaux :
S ={reR |EneN, 7x"eg,, =1 "ex"]

Comme les infinitésimaux sont précisément les éléments glo -
baux d'image locale 1 aux places | de K divisant 4 , les symboles de
Hilbert sauvages sont triviaux sur les éléments de @"( , et (Slz< , qui
est contenu par définition dans le noyau régulier ERK , esten fait dans
le noyau hilbertien @K .

Cela posé , écrivons @;= U &' le radical infinitésimal
n €N
associé a la Z ,-extension cyclotomique K = | K construite
4 ® heN N

sur K , Nous avons :

THE OREME 1.2.34,- Le noyau infinitésimal 6:; est le radical kum-

mérien associé & la 4 -extension abélienne maximale non ramifide et
L -décomposée ( i,e, non ramifiée aux places finies et complétement

S

décomposée a celles divisant 4 [ C; du corps K oo) . Il vient donc :

c' “Hom((’;;, ),

oo

M

. t ' N 1
puisque le groupe am— Ir|1m C{,n correspond a GaI(Cm/Kw) dans

['isomorphisme du corps de classes ,

Démonstration : D'aprés la théorie de Kummer , pour que l'extension

k
K [f/;-]/K - définie par un élément r = L"k ® x de EROO soit {-dé -
[eo]
composée , il faut et il suffit que I'élément x soit une puissance Lk—
ieme dans l'algébre semi-locale Kn =Z 2 ®ZKn , pour chaque n
assez grand , Désignons par Rn le tensorisé 4 -adique Z L®ZKr>\( du
groupe multiplicatif de Kn . Par surjectivité de I'application de semi-
. . . . . . _ 14
localisation Sh s la condition requise , qui s'écrit Sn(xn) = un dans

A

Kn , affirme I'existence d'un Yn de Rh vérifiant
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sn(x) = Sn(y)'{’ - sn(x/yé ) =1, llvientdonc ¢ = »{,—k®(x/y4’ ),
L &

avec x/y € 3, » comme annoncé ,

PROPOSITION 1, 2,35, - Dans une tour cyclotomique , les hoyaux in-

finitésimaux vérifient la théorie de Galois :

@|=@|T

[= o] <«
En particulier , Ilisomorphisme fondamenta! de la théorie de Kummer

pour les noyaux infinitésimaux s'écrit :

LI '
Sn—Homrn(Cim, M) e

Démonstration : 11s'agitsimplement de vérifier |'égalité cs;r'n n®_=¢',
pour m >2n, et plus pr‘émsément I'inclusion 6: n ?Rn - @;\ . Soitdonc
r = ,{,_k = L un élément de I'mtersection , avec xr? € Sm
k
o 4 . m

et x, € Rn . Nous avons alors X, = gm X Ym POUr une racine 4 -
iéme de l'unité Q € M, etun y convenable dans R , ce gui nous
prouve que |'extension semi-locale K [,\/u ]/K ( ot u, = Sn(xn)
est |'image semi-locale de X ) est cyclotomlque . Par la théorie de

k

4

Kummer , nous en concluons que u, est le produit §n v d'une ra-

. . . . k .. >
cine de |'unité semi-locale et d'une puissance 4  -iégme dans K: .

Ecrivant Vi, =8 (y n) , puis choisissant h assez grand pour avoir
v v e
§n =1 , nous obtenons donc s (x /y ) =(un/vn ) =1 ,
dlols :
k k h
-k -k -k -
r=4 ®x_ = ®(xn/yrf’ )= 47K h®(xn/y*’ )% , et
k
(x /v * e 5,

ce qui est le résultat attendu , L'isomorphisme annoncé résulte alors

du théoréme 34 ,

L'importance des groupes @:;1 tient au théoréme fondamental

suivant
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THEOREME 12,36, - Isomorphisme du miroir - Lorsque le corps K
!

vérifie la conjecture de L.eopoldt , le noyau infinitésimal §, s'iden-

tor

tifie canoniquement au sous-~groupe de torsion %"( = HK du groupe

de Galois ¥ K= Gal (HK/K ) de la composée des 4-extensions cy -

cliqgues de K qui se plongent dans une 4-extension cyclique de

degré arbitrairement grand , Autrement dit , (S;;< est le dual de

Pontrjagin du groupe &, (K)L .

Démonstration : Pour établir ce résultat , nous nous appuyerons sur
la description des infinitésimaux donnée au chapitre | ( section 2

* —
§1) (*) . Partons de la suite exacte (vii) de la proposition 25

—_— ® u, —1

(K) [
e 'K

K), — 7,

2

La suite duale s'écrivant précisément :

—_— [ > & !
’ C @“1>/“K K K1,
1,14 'n

nous allons démontrer le théoréme 36 en la retrouvant directement ,
a partir de la description infinitésimale du groupe & K comme quo -
tient .DK ’ oo/ PK, . du groupe des diviseurs quasi-infinitésimaux par
le sous-groupe des diviseurs principaux infinitésimaux , Considérons
pour cela un diviseur quasi-infinitésimal a . Par définition du groupe

% o
iedme soit principale infinitésimale , clest-a-dire de la forme
k

nous pouvons trouver un naturel k tel que sa puissance 4 -

a{‘ = (x¥) pour un x% de Jk défini a une unité infinitésimale preés .
Sous la conjecture de Leopoldt dans K , 1'élément x° est unique , et

Itapplication naturelle :
a (mod PK,oo) B4

est ainsi un épimorphisme de & K Sur @k . Pour déterminer son

k®x°°

noyau , considérons un diviseur o d'image triviale , c'est-a-direvé-
rifiant o ¥ = (x%) , avec [k @x“ =1, Cette derniére condition

k
s'écritx"":C,y'& ,avec € M et y convenable dans RK . Elle signifie

donc que le diviseur qaest principal, et qu!il est engendré par un élé-

(*) Récemment , Nguyen Quang Do a proposé une démonstration coho-

mologique de ce résultat ( cf. [Ng3] ) .
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ment vy esiK dont I'image semi-locale est une racine de |'unité .,
Comme y est défini a une racine globale de |'unité prés , I'application
de semi-localisation induit un isomorphisme :

(y) {mod Py . S sK(y) (mod “K)
du noyau de l'application précédente sur le quotient
;K/uk = @ u Ik/u , ce qui conduit & la suite exacte attendue

|4

L4

—_— (€ v
L (I?L“IK>/“K K K 1.
w
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LES CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS

Nous présentons ci-dessous une condition suffisante de la con-
jecture de Leopoldt, introduite par Bertrandias et Payan [BP ] et déja
étudiée par Gillard [Gi;] et Miki [Mi;]. Nous en donnons des formula-
tions équivalentes via la théorie jf-adique du corps de classes, ou au
moyen de la K -théorie des corps de nombres, Nous montrons en outre
qu'elle implique également la conjecture de Gross,

l.es notations sont celles des sections 1 et 2,

THEOREME 1 ,A,1.~ Soient {2 un nombre premier, et K un corps de

nombres algébriques contenant les racines 2j-iémes de |'unité, Les six

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le 2-Sylow HZ(K){/ du noyau dans KZ(K) des symboles de

Hilbert est nul,

(ii) Le corps K posséde exactement c t 1 extensions cycliques
de degré { linéairement indépendantes qui sont cycliquement plongeables
(i.e, plongeables dans une l-extension cyclique de degré arbitrairement

*
grand) (),
(iii) Le noyau infinitésimal (S;|'< attaché au corps K est nul,

(iv) Le noyau infinitésimal (S,‘,'( attaché a la Z{’—extension cyclo-
o]

tomique Kmde K est nul,

(v) La Z{J—extension cyclotomique Kmde K ne possede pas de

l-extension abélienne ramifiée j-décomposée non triviale,

(vi) Le groupe 3K= 'VaK /'z/pK des classes de valeurs absolues

du corps K est nul,

* rd - - - . - -
(") Le corps K étant supposé ici totalement imaginaire, I'entier C vaut

donc -;-[K:Q].
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Lorsqu'elles sont satisfaites, les conjectures de Leopoldt et de

Gross sont vérifiées & chaque étage fini de la tour cyclotomique K /K,
<

La condition (ii) est celle introduite par Bertrandias et Payan,
Elle implique en particulier que le corps K posséde au plus (et donc exac-~
tement) c 1 Zé—extensions linéairement indépendantes ; ce qui est pré-
cisément la conjecture de Leopoldt pour K (cf, th,1.1.,22, assertion (i)).
La condition (v) est celle considérée par Gillard, qui note qu'elle résulte
de (ii}. Pour voir qu'elle entrafine en fait la conjecture de Leopoldt dans
la totalité de la tour Kw/K, il suffit de remarquer que, ci celle-ci était
en défaut a un étage donné, disons Kh , le tensorisé t-adique ZL 8 Kr)w(
contiendrait une unité infinitésimale non triviale € de sorte que {'exten-

©
sion abélienne Km[ A/E;;]/Kmser*ait infinie non ramifiée et f-décomposée,
contrairement & (v), L'équivalence de (ii) et de (v) a été établie par
Gillard, et indépendamment par Miki, sous la condition subsidiaire que
les étages initiaux de la tour Kw/K ne soient pas {-décomposés, Comme
nous allons le voir, cette restriction n'est nullement nécessaire,
Auparavant, notons que la condition (i) implique la conjecture de
Leopoldt, et la condition (vi) celle de Gross, Le dernier point résulte
trivialement du théoréme 1,1,26, puisqulune fagon d'énoncer la conjec-
ture de Gross consiste précisément a affirmer la finitude du groupe Fc
Le premier s'établit comme suit : Sous la condition HZ(K),{,= 1, le noyau
dans KX/KX'{” des symboles universels {CL’ . } coihcide avec celui des
symboles de Hilbert, Or le théoréme fondamental de la K-théorie des
corps de nombres montre que ce noyau universe| est un FL—espace vec-
toriel de dimension c.t 1. Comme le noyau hilbertien contient évidem-

ment le radical initial des Z'L—extensions, la conjecture de L.eopoldt

pour K en résulte,

Démonstration : Nous avons les équivalences :

(i) e (ii), sous Leopoldt ; d'aprés le corollaire 1,2,32 qui donne
HZ(K){,_—' 1 e EZ(K){,= 1, et puisque, sous Leopoldt, la condition (ii) s'écrit
encore HZ(K){,= 1.

(ii) & (iii), sous L_eopoldt ; en vertu du théoréme 1,2,36 qui montre

! L. -
que (S;K est le dual de Pontrjagin de KZ(K)L'

-82-



I.70

(iii) o (iv) car (s:' étant le sous-groupe de (S;' fixé par
K Ke

I'=Gal (K /K), Itidentité G = 1 entrafne g = 1, pour tout n, i.e,
. © K Kn

C =1 (cf. proposition 1,2,.35).
[« )

' - -
(iv) e (v) car C estle radical kummérien de la f-extension
[ee]
abélienne non ramifiée jp-décomposée maximale C:o de K ,
[e o]

(v) e (vi) car F est le quotient des {-genres I Gal (C;/Km)
de I'extension procyclique K_/K (cf, théoréme 1.1.29).
Comme nous savons déja que les conditions (i), (ii) et (v) en-

trafnent la conjecture de Leopoldt, le théoréme en résulte,
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CHAPITRE I

INDEPENDANCE 4- ADIQUE DE NOMBRES ALGEBRIQUES

CALCUL INFINITESIMAL DANS UN

CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES
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INDEPENDANCE {-ADIQUE DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Le probléme de I'indépendance {-adique de nombres algé -
briques s'lest posé historiquement a l|'occasion dlun calcul analytique :
On sait depuis longtemps que la fonction zeéta complexe d'un corps de
nombres se prolonge en une fonction méromorphe sur le plan complexe
avec un unique pdle , simple, au point 1, et que l'lexpression du résidu
en ce point faitintervenir le produit du nombre de classes de ce corps
par le régulateur complexe du groupe de ses unités , De fagcon tout a
fait semblable , on sait aujourd'hui que la fonction zeta {- adique , qui
est méromorphe sur le disqueunité fermé du corps ¢£ , admetununique
pole éventuel au point 1, avec pour résidu , outre un certain nombre
de facteurs canoniques , le produit du nombre de classes par le régu -
lateur t-adique des unités , la non nullité de ce régulateur étant la
condition de la présence effective du p&le (cf, [Sezj ).

En fait, clest en 1962 que Leopoldt, dans son étude sur I'arith-
métique des corps abéliens (cf, [l_e2] ) , introduit le régulateur f-adique
des unités , et sugg'era sa fameuse conjecture sur |'égalité du rang £ -
adique des unités et du nombre de Dirichletr, + ¢, -1 . En 1965 , Ax
(cf. [Ax]), stappuyant sur un analogue Z-adique d0 & Mahler du théo -
réme de Guel'fond-Schneider (*) , démontra cette conjecture dans un
certain nombre de cas particuliers ; mais clest Brumer , en 1967 , en
généralisant au cadre {-adique le récent résultat de Baker sur I'indé -
pendance 1- adique de nombres algébriques (cf, [Br] ), qui établitfina-
lement le résultat pour tous les corps abéliens , Dans les autres cas ,
cependant , la conjecture n'a guére avancé depuis : les méthodes algé-
briques , illustrées au Chapitre IV (cf, Ch,IV,2 ,3§b) , donnent des
résultats précis , mais qui ne permettent de conclure que pour des

corps particuliers ; les méthodes transcendantes donnent seulement

(*) 11 stagit de la version {-adique du septieéme probiéme de Hilbert ,
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des minorations du rang ks adique : le résultat actuellement le plus fin ,
d0 & Waldschmidt (cf, [Wa]), et sur lequel nous reviendrons plus loin |,
permet ainsi d'affirmer que le rang {-adique des unités est du moins la
moitié du nombre de Dirichlet * . De ce fait , une démonstration de la
conjecture de Schanuel {-adique résoudrait complétement le probléme ,

D'un autre cdté , la conjecture de Leopoldt sur la non nuliité
du régulateur {-adique des unités et les relations attendues entre ce
régulateur et le résidu au point 1 de la fonction z&ta {-adique ont été
généralisées par Serre aux fonctions L. d!Artin £-adiques attachées a
certaines représentations galoisiennes , Etudiant le comportement de
ces mémes fonctions au voisinage de 0, Gross énonga une conjecture
analogue a celle de Leopoldt (**) , mais faisant intervenir cette fois le
régulateur f-adique construit sur les /-unités imaginaires d'un corps
a conjugaison complexe, conjecture qu'il démontra dans le cas abélien,
a llaide du théoréme de Baker - Brumer ,

Le paralléle extrémement intéressant entre ces deux conjec -

tures appelle plusieurs commentaires : D'abord la différence, soulignée
par plusieurs auteurs (***) , entre les régulateurs qui leur corres -
pondent , est en grande partie factice : Leopoldt a introduit sa conjec -
ture pour un corps totalement réel ; Gross pour un corps a conjugaison
complexe (i,e, pour une extension quadratique totalement imaginaire d'un
corps totalement réel) ; dans les deux cas , pour un type de corps dans
lequel le comportement des places a I'infini est trés particulier , En
labsence de conditions du m&me ordre sur les places au-dessus de £ ,
il n'y a pas lieu de s'étonner si réapparait dans le résultat la dissymé-
trie introduite dans les hypothéses, De fait, |'étude synoptique du cha-
pitre IV (cf.Ch, IV.2, 3§c) fait apparaitre une parfaite dualité entre
les interprétations arithmétiques de ces deux conjectures , et fournit

un méme critére algébrique de leur validité ., Enfin , et cltest ce qui

(*) On a méme une conclusion sensiblement plus précise (cf.th,15) .
(**) 11 stagit de la " premié&re conjecture " de Gross , La " seconde
conjecture " concerne les relations entre le régulateur des {-unités et
le coefficient dominant du développement Taylorien de la fonction L
d'Artin au voisinage de |lorigine, Pour plus de détails sur les conjec -
tures de Gross, on pourra consulter le livre de Koblitz [Ko] .

(***) Ainsi [Ko], [Fe1] , ses ¢ les deux régulateurs n'ont pas la méme

dimension ,

-90-



11.3

nous intéresse plus particuliérement ici , les arguments de transcen -
dance invoqués pour justifier l'une ou l|lautre de ces conjectures ne
prennent jamais en compte la nature arithmétique des éléments algé -
briques manipulés ,

Clest pourquoi nous avangons ici une conjecture générale ,
contenant celles dlies & L.eopoldt et & Gross , qui décrit le comporte -
ment {-adique de n'importe quel sous-module noethérien du groupe
multiplicatif des éléments non nuls d'un corps de nombres algébriques,
Plus précisément , nous postulons que le rang {-adique d'un tel mo -
dule se lit sur le caractére de la représentation galoisienne qui [ui est
associée ,

Avant d'énoncer cette conjecture , tracgons d'abord le cadre

général du probiéme :

1.- POSITION DU PROBLEME ET ENONCE DE LA CONJECTURE ,

a,— Les deux complétions multiplicatives d'un corps de nombres ,

Un corps de nombres K étant donné , il existe deux fagons
(au moins ) de construire un Z£—modu|e a partir de son groupe multi-
plicatif :

- La plus simple consiste & former directement le produit ten -
soriel R = Z{ ®Z KX . L.e groupe obtenu est un Z/L
de type fini , ni m&me compact pour la topologie des sous-modules dlin-

- module qui n'est ni

dice fini , mais cependant réunion dénombrable de sous-modules com -

pacts : Si (Sn) est une suite croissante de parties qui recouvre

n €N
Ilensemble PIK des places non complexes de K, le groupe R estla réu -

nion croissante, lorsque n décrit N, de ses sous-modules noethériens

S N =

des S unités de K (i.e. la fermeture de Ilimage de ES dans R) .

ES désigne le tensorisé f-adique du groupe

- Une autre fagon de procéder consiste a introduire dlabord le
complété semi-local de K pour les places au-dessus de {4, eta considé-
rer ensuite le groupe multiplicatif K X = (Z ®5 K )X de I'algébre obte

Z 2
nue , Comme K L est la somme directe des complétés de K pour les pla

ces au-dessus de £, le groupe Kz est le produit des groupes multi

plicatifs des corps locaux K &
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Sa décomposition directe fait donc intervenir les groupes H‘; de racines
locales de |'unité dlordre étranger a f , les groupes locaux d'unités
principales UI =(1+ 1), et autant de Z-modules libres de rang 1 as-
sociés a une uniformisante locale ™ qu'ily a dans K de places au-des -

sus de { , Le sous-groupe u& = ICJIB U, étant déja un Z&— module , fa
L

maniére la plus économique de fabriquer un Z{— module a partir de K

I

X
2

est de former le complété profini :

X XL X/ x&k Z&
¥ = lim K = ® Jim K K = © U.,.1m .
t < 1 I ]’&‘—k [ I [ I'ﬂ I°71
L_e groupe ]{;j ainsi construit , produit direct des complétés profinis }{>I<
des groupes multiplicatifs des corps locaux KI est un Z’f/-— module com -
pact , et m&me noethérien ,
Celaposé, l'mJectJon naturelle de K* dans K X (1 e, llapplica -

tion diagonale de KX dans le produit @ K X> se prolonge de fagon unique
]2

en un morphisme continu dutensorisé R = Z& z KX dans le complété pro-

fini }ifé: II|<m KE/KEL « Nous allons voir que cet homomorphisme est

surjectif ,

THEOREME & DEFINITION 11, 1, 1.- Etant donné un corps de nombres K ,

Itapplication naturelle g du tensorisé f-adique R = Z/L ®ZKX du groupe

T . ss L X s X x4
multiplicatif de K dans le complété profini }% = |'|<m K&/K& du groupe

des éléments inversibles de |talgébre semi-locale K& = Z/{’, ®ZK est un

épimorphisme continu appelé application de semi-localisation .

Démonstration : La surjectivité de |'application s repose sur deux argu -
ments :

- D'une part , chaque classe d!'idéaux d'un corps de nombres
contient un idéal étranger a4 un nombre fini de places données, En par -
ticulier chacun des idéaux premiers | de K au-dessus de / est associé &

un idéal 6y étranger a £, Ecrivant | = x { 8 » Nous voyons qu'il est donc
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toujours possible de trouver dans KX une famille d'éléments (xI )‘ H/

rifiant les conditions de valuation :

(i) X est une uniformisante locale pour la place | (i,e,

VI(xI)=1);

(ii) X estune unité locale pour les places 1|1 autres
. (xl) =0),

- Dlautre part, le corps K estdense dans le produit K{

que | (i,e, v

@ K
)

[

de ses complétés pour les places au-dessus de £ , Si donc (u i )i -1 n

est une famille génératrice du £ -module % = @ U, , et mun entier
e 1 1] I

naturel , il est encore possible de résoudre dans KX les n systémes de

congruences :

M)y, vil1.

Cela étant , si m est choisi plus grand que le module d'hyper -

(iii) s(yi) =u, (mod 1

primarité des places au-dessus de ¢ (i.e. si le produit @ (1 + M) est

1]
contenu dans 'ui) , le lemme de Nakayama montre que les éléments
. . X
(s(x, ))I 2 ©t ( s(yi ))i =1, engendrent conjointement le Z&—module L

ce qui établit le théoréme ,

Il est bien clair , en revanche , que |tapplication de semi-loca -

by

lisation s nlest jamais injective ( comme sa ! restriction " a Kx) , le
groupe }iz étant un Z{—module de type fini , mais non le tensorisé R ,

Le premier probléme de I'indépendance {-adique est donc le suivant :

Probiéme 1,- Etant donnés Xyreser X dans KX, a quelle condition la res-

triction de s au sous-module Z -engendré par les images de ces élé -

L
ments dans R est-elle injective 7

Posée sous cette forme , la question n'est cependant pas totale-

X
1
trop particulier : il est clair , par exemple, que les images s(xi ), pour

ment satisfaisante , le r8le dans ¥/ des places au-dessus de ¢ étant par
i = 1, e0e, N, dlun nombre fini dluniformisantes locales associées a des
places distinctes au-dessus du premier { sont trivialement indépen -
dantes ; mais ce résultat est en défaut pour tout autre premier p #4
Pour lisser la situation, il est nature! de faire appel au logarithme {i-
adique : L.'application I_og& , qui est définie sur le sous-groupe princi -

pal 'L(‘t de HJE( par son développement en série entiére :
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e k
Log u= Z (_] )k_] ii:;—]._)_

’

o k=1 k
se prolonge de fagon unique a }iz grice 3 son équation fonctionnelle
xy = Lo + Lo
Log, xy g, % 9,V

si l'on convient de poser I_og& /LI = 0 , pour chaque place de | de K au-
dessus de 4 , en désignant par ¢ I Ilimage dans ¥ >I< du nombre premier ¢4 ,

Il vient alors :

LLEMME Il,1,2,- Le logarithme dllwasawa L.og& est un morphisme continu

du groupe mulitiplicatif }ifé dans le groupe additif K{’ = @ KI . Son
1 M

image I_og£ }fz est un ZL—r*éseau de K 2 ° Son noyau est le radical dans

}{i du Z{/-module libre engendré par les images !;I du nombre premier %,

dans chacun des facteurs locaux }f? s en particulier , il contient le

groupe u& = @ My des racines de |lunité dans }tz .

2

DEFINITION {1, 1,3.- Nous notons Iog& et nous appelons logarithme -

adique |'homomorphisme naturel l_og%o 8 du tensorisé multiplicatif
R = Z/(, ®Z KX dans le tensorisé additif K L = Z& ®Z K composé du o -
garithme dl'lwasawa et de |lapplication de semi-localisation ,

Cela posé, le probléme fondamental de I'indépendance {-adique

peut s'énoncer comme suit :
Probléme 2 ,- Etant donnés Xq o eees X dans K* , a quelle condition la
restriction du logarithme f-adique |og{ au sous-module de R qui est Zl

engendré par les images de ces éléments est-elle injective ?

b.~- Enoncé de la conjecture ,

La notion-clé de cette conjecture étant celle de représentation
monogéne, commengons par énoncer les principaux résultats sur les re -
présentations qui nous seront utiles :

Etant donnés un groupe fini G et un corps F de caractéristique
nutle , écrivons : r -

FIGl= © F[Gle;= @ A,
i=1 i=1
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la décomposition semi-simple de Ilalgébre F[G] associée aux idempotents
centraux minimaux e, de F [G] .

Chacune des algébres simples Ai = F [G:Iei stécrit comme somme di -
recte dl'idéaux a gauche minimaux deux a deux isomorphes :

f H
A.= @ F[G]ei.= ® V.

ol les (e,.). sont un systéme complet dlidempotents primitifs

1J'J =01, eee, V.
( non centraux pour Ty > 1) au-dessus de ei o

Le caractére régulier de F [G] se décompose alors comme
somme r

X . = Lo or.X,
res i=l ! 1
des caractéres ¥; attachés aux modules indécomposables Vij =F[G] K

avec les multiplicités Co e

Considérons maintenant un F[G ]- module ¥, et écrivons

r\
X =% m.X; la décomposition irréductible du caractére associé, Si
i=1

V=F[G].x est un sous-module monogéne de J, le caracteére X qui lui
correspond est contenu a la fois dans ¥ ( puisque IV est contenu dans J/)
et dans X"éS (puisque IV stlidentifie & un quotient de F[G]) , Autrement
dit , nous avons simultanément :

< et < -
Xy = Xp X, Xres ,
ce gue nous pouvons encore écrire :
<
Xy = Xy AX

’

réSS
r
en convenant de nhoter XM A ng = 2 min{m i 7 } Xi le plus grand
i=1
caractére contenu a la fois dans XM et dans X*és « Nous allons voir

que cette derniére inégalité caractérise les sous-modules monogénes

de ¥ :

THEOREME 11, 1.4, - Pour qu'un F [G]- module noethérien soit mono -

gene , il faut et il suffit que son caractére soit contenu dans le carac-

tére régulier ,

Démonstration : Soit ¥ un F[G ]- module noethérien dont le caractére

-
= 3 ne X est contenu dans le caractére régulier , Llidentité

X
» e
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n; s l"i pour i = 1,...," , se traduit par Ilexistence d'un isomorphisme ©
de N pour la somme directe :

r ny
N == @ V.. .
=] 1

i=1 ]
r n;
Posons alors X =0 (eij) , puis x= 2 ¥ T considérons le
i=1 j=1
F [G]-module engendré par x , Nous obtenons sans peine, par orthogo-
nalité des idempotents eij , la décomposition :

r n;
FIG]x=® @ F[G]xi.
i=1 j=1 b= =t

r n;
® @ Vij .

0

Et F[G] x , sous-module de I de méme caractére, ne peut &tre que ¥V,

COROLLAIRE ll,1,5.-Dans un F[G ]-module noethérien ) , les sous -

modules monogénes maximaux sont ceux de caractéere Xy A Xpge ® En
9
particulier , ils sont deux a deux isomorphes ,

Démonstration : D'aprés ce qui précéde , il slagit de vérifier que les
sous-modules monogénes de caractére maximal sont exactement les sous -
modules monogénes maximaux , Or , dlun cdté, tout sous-module de ca -
ractere XM A Xrég est monogéne maximal , puisqul!il est monogéne dla -
prés le théoréme , mais qu'aucun sous-module de ¥ strictement plus
grand ne peut |'&tre ; et , d'lun autre cdté , si N est un sous-module de ¥,
de caractere ¥, < (XM A X g ), et X; un facteur irréductible de

( XM A X"é.‘.i
tére X; dont l'image réciproque dans M est un sous-module contenant

strictement J, de caractére Xy * X; < ( Xm A Xre's ) , donc monogéne,

) - X, » le quotient M/ I contient un sous-module de carac -

\VVenons-en maintenant a notre sujet : Soit K une extension
galoisienne finie du corps de rationnels ; notons G'songroupe de Galois,
et £ un nombre premier, Le corps K, regardé comme @[G ]-module ,

étant libre et de rang 1, son localisé K& = CD.& ®QK est donc un Q&[G]—

module libre et monogéne , clest-a-dire un QL[G ]-module de caractére

Xiéq * Considérons un sous-module noethérien ¥ du groupe multiplicatif

X = - -
K™, et notons ¥, Iog&(Z&Q@Z M) le sous-module de K, Z,-engen

dré par les logarithmes des éléments de ¥ , Si VM est stable par G, il
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en est de méme de M& ( puisque le logarithme commute & llaction de

Galois ) , et le caractére XM du @ [G] module @, ®_, M£ = QL Log, M
'f/

est contenu & la fois dans celui X téq du Q%[G ]- module K£ ( puisque
Q, log, Mest un sous-module de K& ), et dans celui Xpm du Q[G]- mo -

z 4
dule @@, ¥ (puisque @, @ M est I'image de @ ® (Z{®ZM) @, M

Z
Lz, - e,
par le logarithme {-adique > (*) . En particulier , ['égalité XM[ = Xy
ne peut avoir lieu que si X, est contenu dans X'és , le€, , dlapreés le
théoréme 4 ci-dessus , si le @ [G]-module Qe M est monogeéne ,

Ce résultat nous améne a poser la conjecture suivante :

CONJECTURE 11,1,6,~ Soient K une extension galoisienne finie du corps

des rationnels , G son groupe de Galois , et £ un nombre premier ,

Etant donné un sous-module noethérien J du groupe multiplicatif KX ,
stable pour |laction de G , la restriction du logarithme {-adique log
au Z [G] module M= ZL 2 M,
somsé Z ®ZKX , est injective si et seulement si les trois conditions

1
suivantes sont réunies :

£
engendré par |limage de Jdans le ten-

(i) Le groupe )/ ne contient pas les racines &lemes de [Wunité,

(ii) Le radical de ydans K* ne contient pas 4, i.e. 4 VAN
(iii) Le @[G]-module @®_, ¥/ est monogéne, i.e. X, S Xegg *

L.es deux premiéres conditions sont évidemment nécessaires
puisque les racines /-primaires de |'unité (**)et le nombre premier %
sont contenus dans le noyau du logarithme {-adique ; la troisieme dfa -
prés la discussion qui précéde, La conjecture énoncée postule donc que
ces conditions sont également suffisantes ., Avant de la discuter, tirons-

en immédiatement une conséquence :

(*) Nous notons indifféremment Xp l® caractére du Q[G ]-module Q®Z M
et celui du cn [G ]~ module Q& /A
(**) Le prodult tensoriel par Z,@ a tué les racines de |lunité d'ordre

étranger a 4 .,
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1. 1o

THEOREME 11,1, 7.~ Sous la conjecture précédente , le caractére x/"e
du QL [G ]- module Q%
Iog&(Z{ ®Z M) du tensorisé (-adique de )/, est donné , en fonction du

L_og& M , engendré dans K& par I'image M{ =

caractére ¥, du @[G ]-module Q®Z M, par la formule :
(i) Xau =%, AXew. , Si4intappartient pas au radical de V.,
/‘1‘ M feq
(ii) xHe = ( Xp = 1 ) A Xrég , dans le cas contraire ,

Démonstration : Quittes a remplacer M par llune de ses puissances My ,
nous pouvons toujours supposer que M ne contient dlautre racine de
Itunité que 1 , Cela étant, distinguons les deux éventualités :

(i) 2 ﬁ,\/ﬁ . Dans ce cas , nous avons évidemment Xy, < X g
et Xy, S Xag » COMME VU plus haut , donc X,, <Xy A Xreq ) . Réci -
proguement , le corollaire 5 nous donne I'inégalité opposée Xpp 2
(XM A Xieg ), puisque , si T est unjo(u*s)—module monogéne maximal de
Q®Z M, et x € M un générateur de J , la restriction du logarithme
4~-adique du Z{ [G ]~ module xzf (] est injective , en vertu de la
conjecture ,

(ii) ¢ €.,/¥ .Dans ce cas , il existe un naturelm >1 , et un
sous-module V¥ de )/, de caractére Xp= Xy-1, tel que la somme N@&m Z
soit directe et dlindice fini dans ¥, L'argument précédent appliqué a

permet alors de conclure ,

Discussion de la conjecture énoncée ,

DEFINITION I1,1,8.~ Convenons de dire qu'un Z [G]-module noethé-

rien M est quasi-monogéne lorsque le @ [G]-module associé Q@Z M est
monogéne , Un Z [G ]-module quasi-monogéne est donc un sur-module

dlindice fini dlun Z [G]-module monogéne ,

PROPOSITION 11,1.9,- La conjecture précédente estvraie pour les mo-

dules )M dont tous les éléments sont étrangers a £ , sous la conjecture de
**
Schanuel f-adique (%) .

(*) Le groupe / étant pris sans torsion, il est canoniquement un sous -
module de son tensorisé R, M.

(**) Sous la forme faible, la conjecture de Schanuel A-adique postule
que les logarithmes {-adiques de nombres algébriques Q-multiplicative-

ment indépendants et étrangers a 4 sont Q-algébriquement indépendants ,
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Pour établir cette proposition , nous nous appuyerons sur |e

lemme :

LEMME 11,1,10, - Tout sous-module quasi-monogéne ¥ du Z [G]-module

KX , dont tous les éléments sont étrangers a £ , est contenu dans un
sous-module quasi-monogéne [ de KX qui posséde les trois propriétés
suivantes

(i) Les éléments de I sont étrangers & 4 .,

(i1) Le @[G]-module (D.®2 IV est libre et monogéne

(iii) Q®Z M est facteur direct de Q@Z V.

Démonstration du lemme : Puisque J est de type fini , nous pouvons
trouver un nombre premier p, étranger a { et a tous les éléments de //,
qui se décompose complétement dans I'extension galoisienne K/@ .
Notons x un générateur dlune puissance principale dun quelconque des
idéaux premiers p de K au-dessus de p , Par hypothése , le groupe de
Galois G opére fidelement sur les places de K au-dessus de p ; le sous-
module xZ [G] , engendré dans KX par x et ses conjugués , est donc
isomorphe & Z [G] , Il est linéairement disjoint de ) , puisque p est
étranger 3 tous les éléments de )/ , Considérons le @[G]- module
'1-3 = Q®Z ( M@xz |:G]) engendré par )/ et x: Il contient la représenta -
tion réguliére ; et le corollaire 5 nous assure donc que ses sous-mo -
dules monogénes maximaux sont tous isomorphes 8 Q[G] ., Choisissons -

enun 7 , qui contienne # = Qo M; le sous-groupe N formé des élé-

Zz [G] qui tombent dans 7 convient ,

ments de ¥ @ x
Démonstration de la proposition : 1l slagit d'établir que, pour tout sous-
module quasi-monogéne et sans Z-torsion / du Z [G]-module KX , le

rang ¢-adique rg, log{(Z/ﬁ ®5 M) du Z{—module libre engendré par
. .

I'image logarithmique de )/ dans K . est égal au rang rg 5 M du Z- mo -
dule libre ¥, dés lors que tous les éléments de ¥ sont étrangers a 1 .,
D'aprés le lemme , il suffit de faire la démonstration lorsque Q®Z M
est la représentation réguliere de Q[G] , Cela étant , notons x €
un générateur du Q[G ]-module Q@Z M , et considérons la matrice 4-

adique :
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Xy T [L°94"OT](0, TVEG x G *
Son déterminant est un polyndme en les logarithmes 4- adiques des con-
jugués de x , qui n'est pas le polyndme nul : En effet , les conjugués de
x étant par hypothése @ -multiplicativement indépendants , la matrice
réelle :

X = [Log ‘XOTI ](O‘,‘T)EG x G

est réguliére , puisque llimage de /M dans R[K: Q ]

par le plongement

1)

, en vertu d'un argument classique de géo -

logarithmique :

Qa_ O a_oT
I x 7 @ — (I_og] I x ©
c€G o €G

(K:@]

TEG

est un réseau de R
métrie des nombres (cf, [Sal:l ,Ch.1V, §4 ), La conjecture de Schanuel

permet alors dlaffirmer que la matrice X , est également réguliére , ce

1
C e . (K: @] .
qui signifie que I'image de )/ dans K : par le plongement logarith -
mique :
QO_O (IO_O'I'
T x —_—> <Log{/< T x >>
ceG 0 €G TEG
[K:@] . . R
est un réseau de K B , et implique en particulier que les nombres
o X . ;
(Log& X )O €G sont K'&- linéairement indépendants ,

Pour pouvoir appliquer au module }/la conjecture de Schanuel ,
nous avons supposé que tous les éléments de J/ étaient étrangers a 4 ,
De fait , ta conjecture énoncée plus haut requiert seulement que / ne
contienne aucune puissance de { , Il parait donc raisonnable d'énoncer
la conjecture de Schanuel {-adique sous la forme faible plus générale

suivante :

Conjecture de Schanuel modifiée ,~- Si les logarithmes {-adiques de

nombres algébriques sont @ - linéairement indépendants, ils sont @ -al -

gébriquement indépendants ,

Cela posé, la proposition 9 se généralise immédiatement sous

la forme :
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PROPOSITION 1l,1,11.- L.a conjecture énoncée est vraie sous la con -

jecture de Schanuel modifiée ,

Ce dernier résultat est |lune des présomptions les plus fortes

que nous ayons en faveur de la conjecture énoncée ,

2.- MINORATIONS DU RANG /- ADIQUE ET PREUVE DE LA CONJECTURE
DANS |E CAS ABELIEN ,

a.,- Preuve de la conjecture dans le cas abélien ,

Considérons un sous-module noethérien et sans torsion J du

H H . X . = =
groupe multiplicatif K” ; notons r rd M son rang , et C’e ra, Me

" 1
celui du Z&— module libre Iog&( ZL ®Z M) . Si Mest stable pour |'action
de G , les entiers 7, et T sont les degrés respectifs des représenta -
tions associées a Y et & M& :

r"1=deg Xy et rM‘ = deg XHe o

En particulier , le rang conjectural du module } 6 est donné par les for -

4

mules :

deg [( Xy - 1) AXegy 1, si 2 €/

My
deg [ X, A X rég ], sinon ,

ce qu'il est commode d'écrire de facon indifférenciée :

Xy~ 1 si eI

- ' =
r’\"e deg [XM AYX .z 1 , en posant X o

req
Xy o dans le cas contraire,

Nous allons voir que la conjecture énoncée est vraie dés que le

groupe G est abélien , ce qui nous donnera au passage une premiére mi -
noration du rang {- adique Ty o

THEOREME 1l,1,12,- Soient ¥/ un sous-module noethérien du groupe

multiplicatif KX , stable pour llaction de G = Gal (K/@) , puis Xy le
caractére du @ [G]- module Qe M, et X u, celui du Q&[G]—module
Q ®

28z My

1 =
, engendré dans K 4 Par I'image M& Iog£(2& ® M) du
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tensorisé p-adique de ¥ , Alors le caractére X1, contient chaque ca-
ractére j-adique irréductible | représenté dans le caractére x:? défi-
ni par X17= Xy~ 15 ST 4=/ W ;5 X],=X,, sinon:

7 (*)

Xy 2 Y

ey ex!
En particulier , la conjecture énoncée est vraie dés que le groupe G
est abélien , et , plus généralement , dés que |'algébre Q{; [G] est un

produit direct de corps ,

Démonstration : Supposons dlabord que //ne contienne pas de puissance
de £ , Pour chaque caractére rationnel irréductible X représenté dans
Xy » NOUS pouvons trouver un x X dans M qui engendre un @ [G] -module
irréductible de caractére ¥ ,

- Si X est irréductible sur @ le Q& [G]-module engendré

{/ H
par I_og/L XX ( qui est non nul , puisque ¥ ne contient pas de puissance

de £ ) est encore irréductible de caractére X ; et il n'y a rien & démon-

trer

- Sinon % s'écrit comme somme de caractéres {, irréductibles
sur @ , a valeurs dans une extension cyclotomique de @, Faisons choix
dlune base (xG) du Q - espace x‘n [G] , formé de conjugués de x ,

ceH
Si I'un des caractéres au-dessus de X , disons { , n'était pas repré -

senté dans le GD.&[G]—module Q ® M, nous aurions simultanément :

2 Z{ L
)3 L]!(cr_]) LongG =0
ceG
dans K{; , mais :
> 4o Mo
o €G
X # 1 ,dansZ{®ZM,
donc , en exprimant les conjugués de x en fonction des seuls (xo)o €H ’
unhe relation de dépendance linéaire non triviale , a coefficients algé -
briques, entre les logarithmes f-adiques des (xo)o €H contrairement

au théoreéme dl'indépendance de Baker-Brumer (cf, [Br]) .,

(*) Cette inégalité peut &tre regardée comme une généralisation du théo -

réme fondamental de [EKW ] pour le module des unités ,
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Enfin, si ¥ contient des puissances de { , il suffit de remarquer

que J contient un sous-module dlindice fini de la forme Lmz @V, o N

est un Z [G]- module de caractére Xy =Xy = 1= x",, , et de raisonner sur

M
I pour se ramener au cas précédent ,

En résumé , la conjecture est ainsi établie dans tous les cas ol
les caractéres {-adiques irréductibles sont représentés une fois et une
seule dans le caractére régulier , clest-a-dire (cf, [My ], prop.3) lors-

que |'algebre de groupe Q&[G] est un produit direct de corps ,

COROL.LAIRE 11,1,13,- Le rang 4-adique d'un Z [G ]- module multiplica-
wnj =

My

tif ¥ est au moins la racine carrée de son rang conjectural r

deg(x; A X g ) :

/ cony
r > r .

H, Hy

Démonstration : Dans la décomposition X =73 d ¢ ¢ du caractére ré -

rég
gulier comme somme de caractéres absolument irréductibles ( & valeurs
dans une extension cyclotomique de @) , les indices d sont les degrés
respectifs des caractéres ¢ {(cf, [Se, ],Ch.l, § 2,4) , Comme , d'apreés

le théoréme 12 ci-dessus , chaque caractére absolument irréductible ¢

représenté dans x/'ﬂ I'est encore dans Xp, il vient donc :

¢
r, = L degg= T /d _deg </ T d¢degm=Jdeg( ¥ d¢cp)
t o elx, elx), ¢ o | X, ®|X.,

M
cony / conj
= deg XM‘ - T‘,,e .
Clest le résultat démontré par Emsalem , Kisilevsky , et Wales ( cf,

[EKW]), lorsque ¥ est le groupe des unités ,

b.~ Minoration du rang 4-adique ,

La minoration du rang £- adique donnée par le corollaire 13
peut &tre sensiblement améliorée a |'aide dlun résultat de transcendance,
dl a Waldschmidt , sur les matrices a coefficients logarithmes de nom -

bres algébriques , Il vient , en effet :
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PROPOSITION 11,1, 14,~ Le rang t-adique T, = deg XHe d'un sous -
]

module noethérien ) du Z[G]-module KX est au moins la moitié du rang

. cwnj 1 3 .
conjectural T deg ( Xy A X“S ) :
1 cony
th = ) T"Me .
Démonstration : Il suffit naturellement d'établir ce résuitat lorsque ¥

estun Z [GJ]- module sans Z-torsion ne contenant pas de puissances de ¢,
Cela étant , prenons un x dans /) engendrant un sous-module monogéne

z([G] . L.a proposition

maximal du produit W= CD.®Z M ; et posons /= x

sera démontrée si nous prouvons [linégalité Tw z-% Ty Considérons
A :

pour cela la matrice en les logarithmes réels des modules des conjugués

de x :

o
X = [Log|x T'](O,T)EG xG °

Par un argument de géométrie des nombres déja invoqué (cf, [Sal] ,
Ch.l1V, §4), cette matrice a pour rang Ty o Le théoréme de Waldschmidt
(cf, [Waz] , §1, the1.1) permet alors dlaffirmer que la matrice en les lo -

garithmes {-adiques :

_ oT
X&— [Log{,(x )](o, T) EG xG
(*)

a pour rang au moins -% T . L'inégalité annoncée en résulte ,

Enoncé en termes de représentations, le théoréme de Waldschmidt
conduit méme & un résultat sensiblement plus précis : Ecrivons X"és =
Y r. X la décomposition du caractére régulier comme somme de carac-

téres rationnels irréductibles , Nous avons :

(*) En fait , le théoréme énoncé dans [Waz] suppose que les x° T soient
des unités f-adiques, Cependant , cette condition n'est nullement indis-
pensable : Dans les démonstrations techniques , en effet, le changement
de variables x = exp ( &m I_og& x) , avec m grand , permet toujours de
se ramener a des unités principales , Outre l|lalgébricité de x ,seule

est donc requise la validité de |limplication } a Log& xP=0 =
geEG
Y a Log |x0| =0 (pour des (a_)dans Z ), clest-a-dire le fait
g EG o o)
que le Z[G]-module multiplicatif engendré par x ne contienne pas de

puissance de { ,
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THEOREME 11,1, 15.- Soient J/ un sous-module galoisien isotypique du

groupe multiplicatif KX , he contenant pas de puissances de £, de ca-

L2
- Si le caractére rationnel irréductible x ne se décompose pas

ractére X, =mY , et X, le caractére du Z{l[G]—module log (Z ®_ M),

sur Q& (io€e si x est un multiple s d'un caractére {-adique irréduc-
tible {), le caractére Xﬂc vérifie les minorations :

m _ 1 . .
Xy, 22 XT3 Xn , si X, est contenu dans Xreg

(ie€e sim=<yr ) .

k k
>——r x=—1I(x

Xy = AX .. ),
o ke XU kg M Tree
avec k = ['—2—-] , dans tous les autres cas ,
X

- Si le caractére rationnel irréductible X se décompose sur (D.&
(i.e. slil existe au moins deux caractéres {~-adiques irréductibles dis -
tincts représentés dans X ), les formules précédentes restent valables

pour les degrés :

1 conj 1 .
r”t 25 r”; =2 T Si XM est contenu dans )("é&3 .
k conj m
r =— - , avec k = - | dans tous les autres cas,
Mg k+1 X
Démonstration : Lorsque X,, €St contenu dans Xt I'inégalité Tre 2

-% r, est donnée par la proposition 14, Si le caractére x est un multiple

s | dlun caractére {-adique irréductible | , le caracteére Xy est lui-

[4
mé&me un multiple de { ( tout comme XH) et I'inégalité Ty = —;- Ty
e
s'écrit donc :

1
X 3 Xy cOmme annoncé ,

=
My
On notera que cette inégalité , qui s'écrit encore XM, zﬁzﬂw , donne

en fait Xﬂe = [_S.ﬂz'_"__]] ¥ , puisque {§ est contenu un nombre entier de

fois dans le (mais ce résultat pourrait &tre en défaut pour X ) .

Supposons donc désormais m > rx , et posons k = E—;—- . Par
hypothése, nous pouvons trouver dans J un sous-module J, somme di -
recte de k sous-modules monogénes xiZ[G] (pour i =1, qes,k ), isoty-
piques de caractére rX x 3 et le théoréme sera établi si nous prouvons
I'inégalité r z—k— r. deg X o Pour cela , introduisons |!'idempotent

(4 k+1
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central eX de I'algébre Q{,[G] attaché au caractére ¥ ; faisons choix
dlune base H c G du Q-espace vectoriel Q[G]ex ; et considérons le
Z -module X , de rang er deg % , engendré dans K'z par les images

OT)

(L‘OQin des conjugués des X dans le plongement logarithmique

g€EH

H X .
de M dans K, ., Nous pouvons naturellement ['écrire comme somme di -

4

recte X = @& ><i des Z -modules associés a chacun des X de sorte
i=1

qu'en vertu d'un lemme d'Emsalem (cf,[E], lemme 4 ), le coefficient

e(x,K:‘) défini par :

v corgz(v nx) rgZX—rgZ(VﬂX)
8(X,K, )} =min = min
t V. codim, V Voodim kHodim v
L 4 1

(lorsque V parcourt les sous-espaces stricts de K': qui sont rationnels

sur @) , vérifie la minoration :
k

k
oix, kM s TN ax k= 2 =k
Lo R

Le théor&me principal de Waldschmidt ( cf, [Wa,], ch,4, th, 4,1)

conduit alors a la minoration :

k
PgNLZ k+](r')(deg X) ’

ce qui est le résultat attendu ,

Remarque : Nous avons supposé , dans |'énoncé du théoréme 15 , que le
module M ne contenait pas de puissances de 4 , De fait , lorsque W est
isotypique , la condition 4 € JT/ ne peut avoir lieu que si Xp €St un mul -
tiple m1 du caractére unité , Mais comme celui -ci n'est représenté
qu'une fois dans le caractére régulier, le caractére Xﬁe = (XM—I) A X"ES
est alors égal a O ou 4 1 suivant que ¥ contient une ou plusieurs fois

le caractére unité ., Dans le premier cas , X,.,! est trivialement nul ;
dans le second , le module ) contient un nombre algébrique x € KX qui

n'est pas dans le noyau du logarithme I_og& , et le caractére X m n'est
Conj ¢

Me

(XH -1) A X'és , sans qu!il soit nécessaire de faire appel a un quel -

pas nul, Dans les deux cas, il vient donc directement X"’t =¥

conque argument transcendant ,
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COROLLAIRE 11,1, 16 (") .- Le rang 4~ adique Tn d'un sous-module

galoisien M de KX est égal & son rang conjectural r;°
e

" des que VM est

assez grand en un sens indépendant de £ , Plus précisément, si chaque
r
caractére rationnel irréductible x représenté dans X, I'est au moins -S—x-
X
. . : o _ )
fois , le caractére X"’z a sa valeur conjecturale X”e = X;T A Xreg Les
entiers r_ et Sy sont définis par la représentation matricielle @Q[G ) eX =~

Mr‘ (DX) du facteur simple de llalgébre Q[G] associé au caractére X :
X

le premier rx est le nombre de fois ol ¥ est représenté dans le carac -
tére régulier ; le second SX , égal au degré sur Q du centre du corps

gauche DX , est |lindice de Schur du caractére % ,

Démonstration : Il suffit évidemment de faire la démonstration lorsque ¥
est isotypique , i,e, quand Xy est de la forme m X , pour un caractére
rationnel irréductible ¥ . Si les caractéres absolument irréductibles o
au-dessus de ¥ sont de degré 1, ils sont représentés une seule fois
dans le caractére régulier , et |le théoréme 12 donne immédiatement
Xu, = X::l . Clest le cas en particulier lorsque X est le caractére
unité 1 , Dans tout ce qui suit , nous pouvons donc supposer X #1 ,
auquel cas ¥ ne contient pas de puissances de f , Celaétant , dlaprésle

théoréme 15, pour m > r‘X nous avons :

K r. deg ¥ m
r = ——7r deg X >r deg X - aveck=|:—].
M, k+1 ¥ 3 X 3 k ’ rX
Ecrivons alors ¥ = SX Y. ¢ la décomposition absolument irréductible
©]x
du caractére ¥ ( de sorte que nous avons r‘X 8X= deg ¢ ) . Si le carac -
tére x  était strictement inférieur & sa valeur conjecturale X;:"" = r‘Xx,
nous aurions : ry sr.,degXx-degeg.,
Me X
cony r., deg x L,
L'égalité x , = X a donc lieu dés que la quantité est infé ~
M, M, k
rieure a deg ¢, clest-a-dire pour
r
deg X deg X _ _X
K27y deg e "e‘m>r?<degﬂp ¥y des X
(*) L'égalité r;,e = r‘,::'“ dés que /M est assez grand , en un sens indé-

pendant de £, est dle & Emsalem : C'est le résultat principal de [E] .

L.a borne proposée ici est plus fine que celle de [E] ,
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c.— Comparaison des résultats obtenus ,

Donnons d'abord quelques exemples , qui illustrent les limites

des résultats précédents :

Exemple 1 .~ Si G est le groupe quaternonien H8 , lalgébre @Q[G] =
RERQEQ ®Q DM est composée de quatre exemplaires de @ , et d'un
du corps des quaternions sur @ ,

- Si 2 vaut 2, le facteur simple Qz ®QH est le corps H2 des
quaternions sur Qz ; 1lalgébre mz [G] est un produit direct de corps ,
et la conjecture est vraie en vertu du théoréme 12 ,

- Dans tous les autres cas, le produit tensoriel QL ®QH est
isomorphe a MZ(Q) ; le caractére rationnel p correspondant a H s'écrit
p= 2T, pour un caractére {-adique ( absolument } irréductible m, Si
donc M est un sous-module galoisien de Kx , he contenant pas de puis -
sances de { , ayant pour caractére le caractére régulier

XM=1+X1+X2+X3+0,
le théoréme 12 donne seulement :

XMezl+X]+xz+x3+ﬂ. i
D'apreés le corollaire 16 , en revanche , |'égalité x"’e = X”e est assu -
rée dés que Y, contient deux fois le caractére p :

XM21+X]+XZ+X3+2p=>XHe=1+x]+xz+x3+p.

Exemple 2 ,- Si G est le groupe métacyclique MZI , la décomposition
semi-simple de I'algébre Q[G] s'écrit :

ac]=aca[,/~3]@ 3(m[ﬁ]) .

L'écriture rationnelle irréductible X"‘”—S =14+ X+ 3 p du caractére ré -
gulier fait donc intervenir un caractére ¥ de degré 2 ( qui se décompose

sur Q& comme somme de deux caractéres absolument irréductibles

lorsque (-3) est un carré dans @ ,) et un caractére p de degré 6 ,

£

- Si (-7) n'est pas un carré dans @ le caractére pest irré -

'{/ ?
ductible sur (D‘L . Par suite , si Mest un sous-module galoisien de KX ,
ne contenant pas de puissances de {4 , ayant pour caractére e carac-
tére régulier X, = Xcég le théoréme 12 donne Xy 2 1+ x+p, etle
théoréme 15 : X"e =21+ x+2p. Enfin, dlaprés le corollaire 16 ,

I'égalité Xy, = X;‘,’“i a lieu sous la condition suffisante X, =1+ X+ 18 p.
[4 e
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- Si (-7) est un carré dans @ le caractére p se décompose

)
comme somme Py + Py de deux car*actéf‘es 4 -adiques (absolument) ir -
réductibles , de degré 3 , Si donc , comme plus haut , ¥ est un sous -
module galoisien de KX , he contenant pas de puissances de { , ayant
pour caractére le caractére régulier Xy = X“és , le théoréme 12 donne
toujours ch >1+ %X+ p, mais le théoréme 15 permet seulement d'af -
firmer que I'inégalité est stricte , sans préciser celui des caractéres o;
au-dessus de p qui figure au moins deux fois dans ¥ . Enfin, le co -
rollaire 16 donne encore X“¢ = Xcr‘::J , sous la condition suffisante

X =214+ %x+18 p

Exemple 3 ,- Si G est le groupe symétrique 64 , la décomposition
semi-simple de l'algébre Q[G] s'écrit :

Q[G] =Q@Q@M2(m) @M, (@) @M3(m) ,
et la décomposition du caractére régulier comme somme de caractéres
rationnels irréductibles

X"és =1+e¢+26+3¢+3¢ey,
fait donc intervenir deux caractéres de degré 1, un caractére de degré
2, et deux caractéres de degré 3, Tous sont absolument irréducti -

(*)

ne contenant pas de puissances de { , ayant pour caractére le carac

bles +« En particulier , si /) est un sous-module galoisien de KX ,

tére régulier Xpn = Xeeg o le théoréme 12 donne I'inégalité
XM¢ >1+ec+ 06+ ¢+ ey, et le théoréme 15 I'inégalité plus forte
XM,

X”t

1+e+06+2y+2¢y ., Enfin, le corollaire 16 assure I'égalité
x:'“ , sous lacondition suffisante X, 21+ e+40+9y+9¢ey ,
e

v

On voit sur ces exemples que le théoréme 15, s'il ne permet
en aucun cas dlétendre |le domaine de validité de la conjecture énoncée,
conduit toujours néanmoins a des estimations du rang 4 -adique sensi -

blement meilleures que celles résultant du théoréme 12, LLa différence

(*) Plus généralement , toutes les représentations de (":'n étant réali -
sables sur @, les caracteéres d'un tel groupe sont a valeurs rationnel-
les , et le théoréme 12 vaut donc trivialement pour les groupes symé-

triques en |labscence de tout argument transcendant ,
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entre les minorations obtenues est d'ailleurs d'autant plus nette que les

caracteres irréductibles ont un indice élevé : Par exemple , si ¥ est

un sous-module isotypique de KX de caractére Xy =M X (avec X #1) ,

contenu dans le caractére régulier , le rang {-adique m est donné
le

en fonction du rang n, par le tableau suivant :

Tableau 4
r
M,
t )
..... —m  valeur conjectucale
rydeg¥ 4

[ """" " ey Minotation de Waldschenidt

dea ¥ |
iﬂv\ L

A -

e mitoration de Baker. Brumner

T N = —— .
dCQY rxdegx M
Pour m> 1y, il vient demeéme :
Tableaw 2.
F e
valeur

. Lonigquqa[(

3l “r“‘ﬂY I i — _]

minocation de Wadschmidy
3/ vy deg ¥ S

vty dcaX e e s s oo

minoration de Baker- Bromer

5y HOQY frrmmmm oo oo ST mmomrmomms oo

rydeg Y 2y deq¥ 3 rydeg¥

4
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3.- APPLICATION AUX CONJECTURES DE LEOPOLDT ET DE GROSS ,

a,-La conjecture de Leopoldt et le probléme du rang l-adique des S-unités ,

Les sous-groupes de type fini de K™ les plus intéressants du
point de vue de larithmétique sont naturellement les groupes de S-unités,
Rappelons que, si S désigne un ensemble fini de places du corps des
rationnels, contenant la place a 1'infini, et SK I'lensemble des places de
K au-dessus de S, les S-unités du corps K sont les éiéments inversi-

bles de |'anneau GE des S-entiers de K :
S K (x) =0 s
O = {x€ ]vpx 20, VpfSl.

Plus généralement :

DéFINITION 11.1,17. - Etant donné un ensemble fini quelconque S = SF

de places d'un sous-corps F de K, nous appelons groupe des S-unités
du corps de nombres K, et nous notons Ei, le noyau, dans le groupe
multiplicatif KX, des valuations associées aux places de K au-dessus

de s (M)

S
Ep = {x€K” v ) =0, Tpds, 3.

Les S-unités sont donc les S-unités au sens ordinaire qui sont

positives en chaque place p de K n'appartenant pas a SK .

Comme les places complexes ne jouent aucun rdle dans la défini-

tion des groupes ES et que les carrés vérifient trivialement la condition

’
de positivité aux pl?ces réelles, les groupes de S-unités ont la méme di-
mension (**) qulils soient pris au sens ordinaire ou au sens de la défi-
nition précédente, Nous supposerons donc pour simplifier, dans tout ce

qui suit, que l'ensemble SK contient les places archimédiennes du corps

K, auquel cas les deux définitions coinhcident, Cela posé, lorsque le

* e e . .
(") Pour une définition des valuations associées aux places d'un corps
de nombres, voir Ch,Ill.1, §1,a.

*
(* ) Nous appelons dimension d'un Z-module J, la dimension sur @ de

['espace vectoriel @Q ®Z Mo
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corps K est galoisien sur @, le groupe CD.®Z Ei’ est un module noethé-

rien sur l'lalgébre de Galois dont le caractére XS est connu depuis Her-

brand :

PROPOSITION 11,1,18.,- Soient K/F une extension galoisienne de corps

de nombres, G = Gal (K/F) son groupe de Galois, et S un ensemble fini
de places de F, contenant les places archimédiennes, Pour chaque p de
S, désignons par X _I'induit 38 G du caractére de la représentation unité
du sous-groupe de décomposition D, de I'une quelconque des places de K
au-dessus de p ; notons enfin XS la somme des Xp, lorsque p décrit S,
Le caractére du Q[G ]-module @ B Ei construit sur les S-unités de K
est donné par la formule :
o= X~ 1= L x,~ T
peES
Nous disons que XS est le caractére du groupe des S-unités dans |'exten-

sion K/F,

Démonstration : Le cas des unités, oli S se réduit aux places archimédien-
hes, constitue le théoréme de Herbrand proprement dit (cf, [Hel), La pro-
position s'en déduit facilement, puisque, si S' est réunion de S et d'une
place p, le quotient Ei'/Ei s'lidentifie au sous-groupe principal du grou-
pe ldK{p) des idéaux de K construits sur les premiers au-dessus de p,

Il vient donc :

s',_ s, _
®, (E¢ /EK) ~Q R, IdK(p) —Q[G/D‘p],

puisque G opére transitivement sur les places de K au-dessus de p ;

d'oli, comme attendu :

s' s
x =x t Xp
Introduisons maintenant le tensorisé Jt-adique 65 =2Z & ES
K L °Z K

du groupe des S-unités, D'aprés le théoréme 7, nous pouvons énoncer

directement la proposition :

PROPOSITION 11,1,19.- Soient K/@ une extension galoisienne du corps

des rationnels, et S un ensemble fini de places de @ contenant [a place
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a I'infini, Sous la conjecture énoncée plus haut, le caractére du ZL_
module ,{pg& é'i construit sur les S-unités du corps K (i,e, le carac-
tére de l'action du groupe de Galois Gal (K/Q) sur le QL—espace vec-

. S ) ,
toriel Q’L 8 LogL é’K) est donné par la formule :

s_.s :
X, =X A¥ggr SILES
xf=(xs")/\><rég’ si LES.

COROLLAIRE [l,1,20,- Lorsque l'lensembie S ne contient pas 4, le

noyau csi de |'application naturelle du groupe é’K = ZL ®Z Ei des

S-unités genérallsees dans le groupe '2,( 'uK ) des unités principales
semi-locales du corps K, est un Z [G ]—module ( ) dont le caractére

XS est donné, sous la conjecture précédente, par la formule :
[o0}

S_ S ( S )

X = X XA &g’ *

Remarque, - Le corollaire 20 et la proposition précédente valent, indé-
pendamment de la conjecture énoncée, dans deux cas particuliers impor-

tants :

(i) Si les sous-groupes de décomposition des places de S sont
distingués et a quotient abélien : Dans ce cas, les caractéres absolument
irréductibles représentés dans XS le sont une fois et une seule dans le
caractére régulier, et le théoréme 12 assure la conclusion, De fait la
condition requise sur |les groupes de décomposition s'interpréte comme
suit : Il existe un sous-corps F de K, abélien sur @, tel que les places
de S ne se décomposent pas dans l'extension relative K/F, Comme S
contient par hypothése les places archimédiennes, cela implique en parti-
culier, que K est soit une extension abélienne de @, soit une extension

quadratique totalement imaginaire d'un corps abélien réel,

(ii) Si l'lensemble S est assez grand ; ce qui peut s'entendre

dans deux sens :

- En un sens arithmétique : Soit u € ?,(L une unité semi-locale

engendrant un ZL[G J-module ' d'indice fini dans %, ; choisissons m

(*) Nous disons que 3? ooest le groupe des S-unités infinitésimales du
H
corps K,
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supérieur au moduie d'hyperprimarité pour avoir @ (1+ ™) c'[,('{’ ; et
1|2
invoquons le théoréme d'approximation simultanée pour exhiber un x de

KX qui vérifie la congruence
sL(x)EU(mod ? (1+1M)).
Iid

I_e lemme de Nakayama nous assure alors que les images dans ?’(L des

conjugués de x engendrent le Z ,—-module 'z,(', et donc que le logarithme

L
1-adique I_og&x de |'élément x est une base normale de 1'algébre
KL= ZL ®Z K sur le corps CD’L' En particulier, il suit immédiatement :

S = S =
X{, XA X1"ég Xr‘ég ?

dés que l'ensemble S, contient les places de K qui divisent x,

K
- En un sens algébrique indépendant de { : D'aprés le ré-
sultat d'Emsalem, en effet, |'égalité entre Xi et sa valeur conjecturale
a lieu dés que le caractere XS est assez gros, par exemple si dans la
famille (.Bp) des classes de conjugaison dans G des sous-groupes de

pES

décomposition attachés aux places de S chaque éiément représenté

)
apparaft au moins [K: @] fois (cf, corolflaire 16 supra), Dans llinter-
prétation du corps de classes (cf, Ch,1,1), ce dernier résultat a la
conséquence suivante : || existe un ensemble fini SK de places de K tel
que |'extension abélienne maximale SK-décomposée du corps K ne con-
tienne de Z ,—-extension pour aucun premier £,

1

COROLLAIRE I1,1,22,~ La conjecture énoncée plus haut contient la

conjecture de L_eopoldt,

Démonstration : Sous sa forme forte (cf, théoréme [,1,22), la conjecture
de Leopoldt affirme que la dimension {-adique du groupe des unités d'un
corps de nombres est égale au nombre de Dirichlet, autrement dit que

L envoie injectivement le tensorisé
l-adique é‘K= ZL ®Z EK du groupe des unités dans le groupe UL= I@l?L u‘l
des unités principales semi-locales de ce corps, Naturellement, si la

Itapplication de semi-localisation S

conjecture de Leopoldt était fausse dans K, elle le serait a fortiori dans

tout corps de nombres plus grand, Aussi n'est-ce point restreindre la géné-

-114-



.27

ralité que supposer K galoisien sur @, Cela étant, lorsque S se réduit

a la place a I'infini, nous avons

XS= X~ 1 = Xr&g’ N vertu du théoréme de Herbrand,

donc, comme attendu :
S S_ . .
x& =X T X,™ 1, par la proposition 19, sous la conjecture

énoncée, En dlautres termes, le tensorisé é’K= ZL ® EK étant ZL[G ]-

quasi monogéne, la restriction a é'K de |I'Thomomorphisme de semi-locali-

sation est conjecturalement injective,

b.,-La conjecture de Gross et le groupe des valeurs absolues {-adiques des

S-unités .,

Soient K une extension finie quelconque du corps des rationnels,
n = [K: @] son degré, et g le nombre de places de K qui sont au-dessus

de 1. La trace semi-locale Tr‘L est une application continue de |'algébre

artinienne K»{,= Z{' ®Z K = IG|9& KI’ de dimension n sur QL’ sur la sous-
algebre Kdec= @ @, de dimension g. Ses composantes (Tr ) sont les
1 e 2 1714
traces locales Tr = Tr‘K /@ associées aux complétions de K pour les
I 1 1

places au-dessus de ¢ ; et la trace globale Tr = Trc /@ qui est induite
LAY )

par la trace arithmétique de K sur @, est simplement la composée de la
trace semi-locale TPL et de la surjection canonique (XI)I l'{' B X1 de
@ QL sur @, ! |&
1]
Cela dit, le probléme de I'indépendance f-adique des traces lo-

cales de logarithmes de nombres algébriques se pose comme suit :

Probléme 3,- Etant donnés Xiseee X, dans KX, a quelle condition la res-
triction de [lapplication Tr-L o 409, au sous-module 7 du produit tensoriel

4

R = ZL ®Z KX ZL—engendr‘é par ces éléments est-elle injective ?

La premiére conjecture de Gross postule cette injectivité, aux
racines de |'unité preés, dans la situation suivante : K est une extension

quadratique totalement imaginaire d'un sous-corps totalement réel, et 7
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est le tensorisé j-adique ZL ®Z E'” du groupe E'" des f-unités imagi-
naires de K (*).

Pour examiner cette conjecture a la lumiére de la conjecture
générale sur |lindépendance Zl-adique énoncée plus haut, nous pouvons,
sans restreindre la généralité, nous ramener au cas ol le corps K est
galoisien sur @, Cela étant, la représentation galoisienne de I'algébre

p
Kdec est induite par llaction transitive du groupe G sur les places de K

au-dessus de { . Son caractére XL= Indl:A)I 1p est donc I'induit au groupe
I

G = Gal (K/@) du caractére de la représentation unité du sous-groupe de

décomposition de |'une quelconque des places | de K au-dessus de ¢,.
Si donc M est un sous-groupe noethérien du groupe multiplicatif

KX, stable par Galois, et by le caractére de la représentation associée,

=Tr‘L°LogL(Z ®_, M) vérifie

le caractere XT{/ du module image TL L %2
les deux inégalités :

Y, < & Xr, <X ;

Ty =™ T, % ’

ce que nous pouvons résumer par la formule :
R VAR

Plus précisément, si M contient des puissances de {4, nous avons

méme XT& < m-? (d'aprés les propriétés du logarithme l-adique rappe-

lées en 1,b), d'ol finalement :
1
Yr , S XA X
T, =M%

en posant, comme plus haut :

XM ? si M ne contient pas de puissance de 4
XM = 1, dans le cas contraire,

Il vient donc :

(") sSi 7 est la conjugaison complexe, les 4-unités imaginaires sont celles

qui vérifient |lidentité x = x—'.
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PROPOSITION I1,1,23.- Soient K une extension galoisienne finie du

corps des rationnels, G son groupe de Galois, £ un nombre premier,

et Xy I'induit & G du caractére de la représentation unité du sous-groupe
de décomposition de |'une quelconque des places de K au-dessus de ¢,
Etant donné un sous-module noethérien M du groupe multiplicatif Kx,
stable pour llaction de G, la restriction de I|'application Tr‘Lo ‘bOQL com-
posée de la trace semi-locale et du logarithme f-adique au ZL—module
m= ZL ®5 M, engendré par I'image de M dans le tensorisé ZL ® KX,
n'est injective que si [es trois conditions nécessaires suivantes sont

réunies :
(i) Le groupe M ne contient pas les racines {-iémes de 1funité,
(ii) L.e radical de M dans KX he contient pas ¢4, i.,e, {,%,/M.
(iii) t.e caractére XM associé au module M est contenu dans XL'
Comme plus haut, il s'agit évidemment de savoir si les conditions

avancées sont également suffisantes, Nous avons ainsi :

THEOREME I, 1,24, - Conservons les notations de la proposition précé-

dente, et notons §L= X - X{, le supplémentaire du caractére X&' Si

rég i
es deu aracteres et sont étrangers (autrement dit i
I x car X %y, X A Xy g (autr it, s
nous avons ., A X{,AT(L-__ 0), alors, sous la conjecture générale d'indé-
pendance f-adique énoncée plus haut, les trois conditions nécessaires

de la proposition 23 sont également suffisantes,

Démonstration : Supposons réunies les trois conditions de la proposition

23, D'aprés la conjecture 6, nous avons alors XM = XM' D'un autre
1

coté, le noyau Ker Tr‘L dans ['algébre K& de la trace semi-locale Tr‘,{,

est évidemment un QL[G J-module de caractére Xpg Son inter-

= Xy T Xp e
g £
section avec le ZL[G J-module noethérien M&= LogL(ZL 8 M) est donc
un sous-module de celui-ci dont le caractére associé est au plus XM A ')'%.

Il suit donc :
XTL 2 X~ (XM/\ XL) = XA Xy ceaui est précisément le

résultat attendu,
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COROLLAIRE I1,1,25,~ Soit K une extension galoisienne du corps des

rationnels, pour laquelle le caractére ¥, est saturé (i,e, vérifie I'iden-

4

tité XLA—;({,= 0). Alors, la conjecture générale sur I'indépendance t-adi-

que énoncée plus haut entraine la conjecture de Gross pour le corps K,

Démonstration : D'aprés le théoréme [,1,24, une fagon d'énoncer la con-
jecture de Gross généralisée pour le corps K consiste a dire que les va-
leurs absolues J-adiques attachées aux places de K au-dessus de {4 en-

voient le tensorisé Jp-adique é'|'<= Z£ ®2 E|f< du groupe des {-unités de

K sur un sous-module d'indice fini de la somme directe 5 (1 +{,ZL)
1]2

restreinte aux familles (\)I) qui vérifient la formule du produit

il vi= 1.
1]

1]
Transposons ce résultat & 'aide du diagramme commutatif :

1= 1)

« 1] ( )
= - +
R Z£®ZK ® (1 x;zé
1{2
bog/t Log{
TPL=(TPI)IlL déc
KL= ® K, > @ QL=KL
1] ¥

L'image du module @ (1 +LZL) par le logarithme I_ogL étant un ZL—
12

réseau de Kiéc , une autre fagon d'énoncer l|la conjecture de Gross géné-

. - [N . 13 1 ! déC

ralisée consiste & dire que l'image TPLO Logé(é'K) de S dans K& est

un Zé—r'éseau de I'hyperplan vectoriel Riéc dtéquation 7, x| = 0. En
1]t
termes de représentations, cela revient a dire que le caractére de la
représentation galoisienne associée a Tr~£° {Dg’{‘(ﬁk) est égal a Xg~ 1.
Maintenant, nous connaissons le caractére associé au groupe des

l-unités E! ., D'aprés la proposition 18, il est égal a Xm+ XL_ 1. En
particulier E"( contient donc un Z [G J-module libre, disons }f, de carac-
tére XL— 1, Et le théoréme 24 nous montre alors que, sous la condition

~,= 0, la restriction au tensorisé Z de llapplication Tr
XLAXL ) S L®ZM PP L° LOQL

est injective, Le groupe TrLo wgé(é'k) contient donc un Z»{,[G J-module
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libre de caractére X~ 1, ce qui est bien le résultat annoncé,

Remarques, -

(i) La condition subsidiaire invoquée X{,A7&= 0 est trivia-
lement vérifiée lorsque le groupe G est abélien, et, plus généralement,
dés que llalgébre Q[G] est un produit direct de corps, donc dans tous

les cas ol la conjecture 6 est établie par des arguments de transcendance,

(ii) Lorsque le corps K est une extension quadratique totalement
imaginaire d'un sous-corps totalement réel, on peut la remplacer par la
condition plus faible X;A&JE: 0 (ol x désigne la partie imaginaire d'un
caractére y), puisque la partie réelle de la conjecture de Gross généra-

lisée est contenue dans la conjecture de L.eopoldt,

(iii) Dans le cas général, cependant, lorsque la décomposition
de l'algébre @Q[G] fait intervenir une ou plusieurs algébres simples non
intégres, cette condition peut n'&tre pas vérifiée, et il n'y a plus alors

d'évidence algébrique en faveur de la conjecture de Gross,

c.— Application aux problémes normiques dans les ZL—extensions .

Le probléme du rang f-adique des groupes de S-unités gouverne

directement 1tarithmétique des Z ,-extensions d'un corps de nombres, En

4
particulier il intervient de facon essentielle dans |'étude des propriétés
normiques des sous-groupes de type fini de KX dans une Z£—extension

donnée Kw/K s Si Koo= U K _estune ZL—extension de K, les éléments
nEN
de KX qui sont normes dans l'extension procyclique Kw/K sont, par défi-

nition, ceux qui sont normes dans chacune des {-extensions finies Kn /K,
clest-a-dire, d'aprés le principe de Hasse, ceux qui sont normes locales
partout dans chacune des {-extensions cycliques Kn /K. Plus générale-
ment, nous disons qu'un élément x du tensorisé R = ZL ®Z K”* est une
norme dans |'extension procyclique Koo/K , lorsqu'il est contenu dans le

. X
tensorisé du groupe des normes ZL ® (nenN ]VKn /K (K] )).
- En une place p de K complétement décomposée dans Koo/K,

les extensions locales K /Kp étant triviales, tous les éléments sont

n,pn

des normes locales et le probléme normique ne se pose donc pas,
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- En une place p de K presque totalement inerte dans Km/K,

les diverses extensions locales K b /Kp (correspondant aux places de
)
[oo]

K, au-dessus de p) étant infinies et non ramifiées, les éléments de R

qui sont normes locales sont ceux étrangers a p.

Le probléme des normes locales dans une ZL—extension ne se
pose donc en fait qu'aux places ramifiées, Or, pour celles-ci, il est tou-
jours possible d'en restreindre |'étude aux seuls groupes d'inertie
lI (K,/K) : Si 1 estune telle place, en effet, le groupe II(KOO/K), qui
est isomorphe a ZL’ est dlindice fini, disons fl dans le groupe de dé-
composition DI (Km/K ), également isomorphe & ZL' Ainsi, pour décider
si un élément x de R est norme locale en | dans |'extension Km/K, il
suffit de déterminer si sa puissance fl—iéme (ou toute autre puissance
plus grande au sens de la divisibilité) a une image triviale ou non dans
le groupe lI(Km/K ), via llisomorphisme du corps de classes local, qui

identifie lI(Km/K) a un quotient du groupe L,Il des unités principales

[

du corps K En résumé, lorsque ['élément x est donné, la procédure

I.
se présente comme suit :
(i) Vérifier d'abord que x est étranger aux places de K qui

sont presque totalement inertes dans K_/K ;

(ii) puis, pour chaque place | de K ramifiée dans Km/K,
faire choix d'un élément M de KX, non unité, qui soit norme dans |'ex-
tension locale K | /KI’ et envoyer x dans L,IlI par |'application de

? Yoo

. . *
localisation g, en tordant par une puissance convenable de TTI (),

!

—vl(x)/vl(ﬂl)
X —— sI(x).TrI .

(iii) Regarder enfin I'image dans II(KOO/K) de |'élément obtenu,
L.a premiére étape étant sans malice, nous allons nous intéresser ici a
la seconde ; la troisiéme, qui reléve en fait de la théorie des genres, est

étudiée au chapitre Iil,2,

Supposons, pour simplifier, que K et K _ soient tous deux galoi-

siens sur @, Dans ce cas, les places ramifiées dans K _/K sont exacte-

* - - -~
(") Comme expliqué plus haut, quitte & remplacer x par |'une de ses

puissances, on peut toujours supposer que vI(rrI) divise VI(X) .
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ment les places de K au-dessus de [, et il est possible de choisir les

éléments () de fagon compatible avec Ilaction de Galois en impo-

'l
sant llidentité de conjugaison :

m.=m , V7€G=Gal(K/@),
Cela étant, le premier probléme qui se pose est le suivant :

Probiéme 4,- Soient K une extension galoisienne finie du corps des ra-
tionnels, et G son groupe de Galois, Supposons choisi, pour chaque place
[ de K au-dessus de {4, un élément m de K>I(, non unité, de telle sorte
que nous ayons :

T o= , ¥ 1€G (dans |'algébre K,= @ K ),
T ) A 1

Etant donné un sous-module noethérien J du groupe multiplicatif Kx,

stable pour llaction de G, et satisfaisant la condition VI(TTI)/VI(X) pour

tout x de ¥ dist<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>