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Il e s t bien connu ( voir par exemple [ 3 ] ) que le 2 - g r o u p e des c l a s s e s de 

<û( J - p ) , où p es t un nombre premier congru à 1 (mod 8 ) , es t cyc l ique 

d'ordre supér i eur ou égal à 4 . Il e x i s t e donc une unique extens ion K de 

degré 4 non ramif iée de <&( p ) ; on v é r i f i e faci lement que s i a et b sont 

deux en t i er s pos i t i f s vér i f iant : 
2 2 

p = a + b , a impair et 4 / b , 

on a le diagramme suivant : 

K es t donc une extens ion bicyc l ique de k = <H(i) , d iédra le sur Q. . 

Dans [1 ] nous avons établi un théorème qui ramène le calcul du nombre 

des c l a s s e s de K à ceux de k k , k et à un calcul d'un indice d 'uni tés . 



Une adaptation d'une méthode de Wada fai te dans [ 4 ] permet a lors de c a l -

culer cet indice et de dégager un s y s t è m e d'unités fondamentales de K en 

fonction des unités fondamentales de k , k et k , , 

1. R A P P E L D E S R E S U L T A T S DE [1 ] ET [ 4 ] . 

On dés igne pour tout corps de nombres K par : , , h U . . et r\ r\ K r\ 

E ^ le groupe des c l a s s e s , le groupe des c l a s s e s d 'ordre impair , le 

nombre des c l a s s e s , le groupe des unités et le groupe des unités modulo 

la tors ion . 

THEOREME [1 ] : 

2) h K = | h ^ . h ^ . h ^ où a - [ E K : E ^ E ^ E ^ ] 

Soi t e . une unité fondamentale de k . ( î = 1, 2, 3 ) et i i 
A = { E 1 , E 2 , E 3 , E1 E 2 , E1 E 3 , E 2 E 3 , E^ E 2 E 3 } . 

Pour tout e € U k
 x U | < x U k > t e l q u e : N K / k ^ e s t u n c a r r ^ d a n s 

1 2 3 i 

K , on pose : 
„ 2 

T = N K / k / e ) ' B 2 = N K / k 3
{ £ ) > B 3 = ( N K / k 3

( e ) ) ' 

ou : 

T Ç 6 a l ( K / k 3 ) et T / 1 . 

P o s o n s en plus : 

b = N
k . / k

( B i » > 6 = B , B 2 B 3 + b ( B 1 + B 2 + B 3 ) 
i ' 

et : 

c = T r a c e K y k (9) . 

On a la proposi t ion su ivante : 



PROPOSITION : [ l ] e t [ 4 ] 

1) Si n dés igne le nombre des é léments de l 'ensemble A qui sont 

des c a r r é s modulo les r a c i n e s de l'unité , a l o r s : 

a = n + 1 . 

2) Pour tout e € U k x LJ ^ X U ^ , t e l que N ^ y ^ ( e ) e s t un c a r r é 

1 2 3 i 

dans k. pour tout i € {1, 2, 3} , on a : 

e es t un c a r r é dans K « c es t un c a r r é dans K . 

2 . DETERMINATION DE L'INDICE a . 

i) Comme D ^ et D ^ sont les nombres premiers a + bi et 

a - bi , a l o r s N^ ^ e t ^ k a P P a r t i e n n e n t à { - i } , s î bien 
1 2 

que : 

N k / k ( C e i ) ' N k / k { C e2] S O n t d a n S ^ ± ] 5 P ° u r t o u t C € { - 1 , - i } . 3 3 

Par conséquent e. et e ne sont pas des c a r r é s dans K modulo les r a -1 ^ 
c ines de l'unité . 

ii) N K / k ^ £1 e 2 ^ = ~ ' P o u r t o u t C ^ { - 1 , - i } e t donc ê  e 2 

n'est pas un c a r r é dans K modulo les r a c i n e s de l'unité . 

iii) On peut prendre pour e^ l'unité fondamentale de <û( ,/p") . 

So ient S et T deux en t i er s pos i t i f s te l s que e^ = S + T J p ; a lors 

B | = ' ' B 2 = ' ' b
3 = e j = S - T Vp î 

b = -1 et 9 = - 2 S - 2 i + 2 T V P ; 

K / k ' c = T r . . /, (0 ) = - 4 ( 2 S + 2 i ) = - 8 i ( 1 - i S ) 

d'où c es t un c a r r é dans K » 1 - i S es t un c a r r é dans K . 

S 2 + 1 = p T 2 = ( a + bi ) ( a - bi ) T 2 ( dans Z [ i ] ) . 

Supposons donc que a + bi d i v i s e 1 - i S : 



1 - i S = y ( a + bi ) , avec y € Z [ i ] et N ( y ) = T 2 . 

Comme y e s t s a n s facteur rationnel on a : 
2 2 

y = v ou y = i v avec v € Z [ i ] . 

Y = i v es t imposs ible car s inon : 

v = c + d i 
2 2 .2 . _ , . V = c - d + 2 c d i 

ï v 2 = - 2 c d + i ( c 2 - d 2 ) 

et donc 

1 - i S = ( a + b i ) [ - 2 c d + i ( c 2 - d 2 ) ] 

- 2 c d a - b ( c 2 - d 2 ) = 1 . 

Ceci es t absurde ( b es t pair ) . 

En résumé : 
2 

1 - i S = ( a + bi ) v , et donc 1 - i S es t un c a r r é dans K . 

iv) e 3 étant un c a r r é dans K a l o r s e1 e 3 , e 2 e 3 et e^ e 3 n e sont 

pas des c a r r é s dans K modulo les r a c i n e s de l'unité . 

THEOREME : 

] ) h K = 2 h k 1 - h k 2 - h k 3 

2) Gj , e^ , / /ëg es t un s y s t è m e fondamental d'unités de K , où 

y ë ^ = — - 1 - ( V 1 - i s - i J 1 + î S ) avec e 3 - S + T Jp . 

REMARQUE : 

Dans la démonstration de iii) on peut dégager le résul tat suivant 

Si e = S + T est l'unité fondamentale de <H( J p ) ( p = 1 (8) et premier) 

a lors : 

Pour tout nombre premier q qui d iv i se T on a : q = 1 (4) . 



3. EXEMPLES . 

a) p = 17 

k 1 = <û( i , y i + 4 i ) , k 2 = ®( i , - 4 i ) et k 3 = <û( i , f Y? ) . 

Par l 'algorithme de [ 2 ] on a : 

h = h = 1 e = 1 + V1 + 4 Î et e = 1 + ~ 4 î 
k 1

 n k 2
 1 ' e i 2 e t e2 2 

D'autre part : 

h k = 2 et e 3 = 4 + JÎ7 . 

Ainsi pour K = ©( i , + 4 i , 7 ) on a : 

h K " e< { ' * • ' + - ^ ( / r r Â T - . v m î ) } 

e s t un s y s t è m e d'unités fondamentales . 

b) p = 2137 

k ] = (Û( i , y 29 + 36 i ) , k 2 = ©( i , V 29 - 36 i ) k 3 = ©( i , J 2137 ) et 

K = <H( i , 29 + 36 i , y 2137 ) . 

D 'après [ | ] on a : 

Comme le 2 - g r o u p e des c l a s s e s de K es t cyc l ique , a l o r s : 



BIBLIOGRAPHIE . 

[1 ] H. AMARA : 
Détermination de la s t ruc ture du groupe des c l a s s e s , et 
de l'unité fondamentale des ex tens ions quadratiques r e l a -
t ives d'un c o r p s quadratique imaginaire principal . 

©m © T h è s e de 3 c y c l e . Grenoble (1977) . 

[ 2 ] H. AMARA : 
Groupe des c l a s s e s et unité fondamentale des extens ions 
quadratiques r e l a t i v e s à un c o r p s quadratique imaginaire 
principal . 
P a c i f i c Math. J . Vo l . 96 N° 1 ( 1981 ) . 

[ 3 ] H. COHN - G. COOKE : 
Parametr i c form of an eight c l a s s - f i e l d . 
Acta ar i th . XXX (1976) . 

[ 4 ] J . COUGNARD : 
Groupe des unités et nombre des c l a s s e s de cer ta ines e x -
tens ions d i édra le s de degré 8 de Si , 
Publ . Math. F a c . S e . Besançon (Théorie des nombres ) 
Année 1983-84 . 

Hédi Amara 
Département de Mathématiques 
Facul té des S c i e n c e s 

1060 TUNIS 
TUNISIE 


