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Il est bien connu ( voir par exemple [3]) que le 2- groupe des classes de
@(./~p), ot p est un nombre premier congru & 1 (mod 8 ), est cyclique
dlordre supérieur ou égal a 4 , 1l existe donc une unique extension K de
degré 4 non ramifiée de @(,/~p); on vérifie facilement que si a et b sont

deux entiers positifs vérifiant :

2 2 . .
p=a“+b“, a impair et 4/b |

on a le diagramme suivant :

k, =i, /a+bi ) k, =@, Ja-bi) ky=@li, +/p)

k=ai) @(,/p) Q(,/~p)
\ |

K est donc une extension bicyclique de k = @(i) , diédrale sur @ .

Dans [1] nous avons établi un théoréme qui raméne le calcul du nombre

des classes de K a ceux de k], k2’k3 et & un calcul d'un indice d'unités,



Une adaptation d'une méthode de Wada faite dans [4] permetalors de cal-
culer cet indice et de dégager un systéme d'unités fondamentales de K en

fonction des unités fondamentales de kl , kz et k3 .

1. RAPPEL DES RESULTATS DE [1] ET [4] .

1
Ko B b Uet

EK le groupe des classes , le groupe des classes d'ordre impair , le

nombre des classes , le groupe des unités et le groupe des unités modulo

On désigne pour tout corps de nombres K par : ¥ b}

la torsion ,

THEOREME [1] :

1 2 3
2) h,=2h_.h,_ .h_ ot a=][E E,_E, E_ ]
K 4 k1 kz k3 K k, k2 k3
Soit €, une unité fondamentale de k. (i=1,2,3) et

A = {el,€2,63,6162,6163,6263,616263} .

Pour tout ¢ € U xuk x U

k] , tel que : NK/ki(e) est un carré dans

’
k3
K , on pose :

2 2 _ 2 _ T
B =NK/k](e) , BZ—NK/ks(e), B3-(NK/k3(e))

T EGaI(K/k3) et T#1 .,

Posons en plus :

+B3)

17273

b=Nki/k(Bi-) , 6=B.B,B +b(B1+Bz

et :

(e) L]

c = Trace K/k

On a la proposition suivante :



PROPOSITION : [1] et [4]
1) Si n désigne le nombre des éléments de |'ensemble A qui sont

des carrés modulo les racines de |'unité , alors

a=n+1,
(e) est un carré

2) Pour tout ¢ euk] xukz xuk3 , tel que NK/ki

dans k. pour tout i € {1,2,3}, ona

¢ est un carré dans K @ c est un carré dans K

DETERMINATION DE L'INDICE a

i) Comme Dk]/k et Dkz/k sont les nombres premiers a + bi et

. . s o+ ..
a - bi, alors Nk1/k(€]) et Nkz/k(ez) appartiennent & {Ii}  si bien

que :
iy .

Nk/k3(C€]), Nk/ks(gez) sont dans {*i} pour tout ¢ € {T1,

ne sont pas des carrés dans K modulo les ra-

Par conséquent € et €y

cines de ','F‘,r?i,,t,é -
_+: 2 + + .
i) NK/k](ge] ez) i €] pour tout ¢ € {=1, Zi} et donc € &

n'est pas un carré dans K modulo les racines de [tunité ,
I'unité fondamentale de @(./p) .

iii)  On peut prendre pour €5
=S +T,p ; alors

Soient S et T deux entiers positifs tels que €4

. . T —
B, =1, B,=1i, Bs=€3=S—TJp ;

-1 et 8=-2S-2i+2T .p ;

b =
c—TrK/k(9)=—4(ZS+2i)=—8i(l—iS)
dloll ¢ est un carré dans K & 1 - iS est un carré dans K ,
s?+1=pT%2=(a+bi)la-bi)T2 (dans Z[i]) .

Supposons donc que a + bi divise 1 - i S



1-iS=vy(la+bi), avec yeZ [i] et N(y)=T2.

Comme vy est sans facteur rationnel on a :

y=\)2 ou y=i\)2 avec veZ[i] .

vy =i \)z est impossible car sinon :
v=c +dij
v2=c?_d?+2¢cdi
iV =-2cd+i(c?-d?)

(a+bi) [-2cd +i(c?-d?)]

.
()
i

et donc :
_2cda-b(c2-d%)=1 .
Ceci est absurde ( b est pair ) .,
En résumé :
1-iS= (a+bi)\)2 , etdonc 1 - iS estun carré dans K ,
iv) e, étant un carré dans K alors ¢_ ¢ et e¢,¢,¢e, ne sont

3 1537 €2 %3 1%2 €3

pas des carrés dans K modulo les racines de |'unité ,

THEOREME :
D h=gh chohy
1 2 3
2) e:1 » €5 N e3 est un systéme fondamental d'unités de K , ol
NEN ='—%’-'—(¢1 TTS-i,/T+18) avec ¢,=S+T Jp .
REMARQUE :

Dans la démonstration de iii) on peut dégager le résultat suivant :
Si e=S+ T ,p estI'unité fondamentale de @(,/p ) (p =1 (8) et premier)
alors :

Pour tout nombre premier g qui divise T ona : q =1 (4) .



EXEMPLES ,

a) p=17

k1=mﬁ,¢1+4n,k2=mu,¢1-m)etk3=Mi,[ﬁ).

Par I'algorithme de [2] on a :

= = B B VA BN 1+ /1 -4
hk hk 1, 61 2 et €z ) .
1 2
D'autre part :
hk3=2 et e3=4+J17 .

Ainsi pour K=@(i, J1+4i, ,/J17) ona :

1+ J1+4i 1+ /1-4i 1+i - -
hK=]et{ 5 , “é y =3 (,\/1—4|—|,\/1+4|)}
est un systéme dlunités fondamentales .

b) p=2137

k]=mU,J29+36H,k2=mu,¢29-3sn k3=¢KL 2137 ) et

K=ali, ,/29+ 361, ,/2137) .,

D'aprés [1] on a :

h =h =7, ¢
1 2

- ,\/—_—.—— _ - —_
]=(l+|) 29;36: 3 -9] €z=€1ethk -8

Comme le 2-groupe des classes de K est cyclique , alors :

W "2/ X2/ XZ/p 4
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