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1. Introduction,

Il est bien connu qu'il existe une famille d'extensions cubiques cy-
cliques de @ particuliérement simple , formée des corps m(w3) , ol W4
est racine de

3

(1.1) Q, = X —txz—(t+3)><—1, tez ,

- W3-l 1
Les racines de Q3 sont w —_— et ——

3 ™ TFw. ¢ le discriminant de

Q, est (tz + 3t + 9)2 , et dans [G{MN)1 ] , nous avons montré que :

(1.2) Si t2 + 3t + 9 est sans facteur carré en dehors des puissances de 3,

et sit#-6, 3, alors w,_, est un générateur du module des unités de

3
Q(w3) .

Les unités ainsi définies sont ' petites " ( un conjugué de Wa est voi-
sinde 1), et il en résulte que les corps correspondants peuvent fournir
des exemples de grands nombres de classes ; ces nombres de classes ont
été calculés par D, Shanks [S], lorsque t2 + 3t + 9 est égal a pou9p,
p premier ,

Dans [G(MN)5 ] , nous avons donné |'analogue de (1,1) pour les

extensions cycliques réelles de degré 4 ; ce sont les corps Q(W4) , ou

w, est racine de

4
(1.3) Q4=X4—tx3-6Xz+tX+l, tez-{o, ¥33,
. W4-] W4+l
LLes racines de Q, sont W, T _W_l_4 et —m, le discrimi -

nant de Q4 est 4(t2+ 16)2 et on a :



(1.4) Si t2 + 16 est sans facteur carré en dehors des puissances de 2, et

si t #0, alors W, est un générateur du module des unités relatives de

Q(w4) .

Nous étudions les corps cycliques réels de degré 6 de @ engendrés
par un élément B dont un conjugué est une fonction homographique de 8

( ce conjugué est g—;-i]- ). A partir de 6, qui n'est pas une unité relative,

nous construisons une unité relative w , w racine du polynome :

+

2 te, to26},

(1.5) O.=(X—l)6—(t +108)(x2+x)2, tezZ - {0,

et nous montrons en particulier que

(1.6) Si tz + 108 est sans facteur carré en dehors des puissances de 2 et
3,etsit#0, p 10, t 54 , alors w est un générateur du module des

unités relatives de @{w)=@(9) .,

Ces résultats ont été annoncés dans [G(MN)3 ] ,

Nous donnons ici le détail des démonstrations ,

2., Unités relatives ,

a) Notations et rappels .

Nous commencgons par rappeler , sans démonstration , les proprié -
tés classiques des extensions cycliques réelles de degré 6 de @ (cf, [L ],
M1, [EMT]).

Soit K une extension cyclique réelle de degré 6 de @, soit o un gé -
nérateur de son groupe de Galois G , et soient k2 et k3 les sous-corps
quadratique et cubique de K , Soit f le conducteur de K ; alors f =

ppcm (f2 , f3) , ou f2 et f3 sont les conducteurs respectifs de k2 et k3 ,

et le discriminant de K est égal & f2 fg fy s

Puisque K/@ est cyclique , alors K = KX , ol X est le caractére ra-
tionnel de cn(f) défini par ¥ = x'+ X'_1 ,
S s . R (f) -~ *
défini & inversion prés , de Gal (@'’ /@) ~(2Z/fZ) dont le noyau est
cai (@™ /K) (ef 1) .

x ! étant le caractére d'ordre 6,



Soit E le groupe des unités de K ; alors |E| , groupe des valeurs
absolues de E , est un Z-module libre de rang 5 que |'on munit canoni-
quement d'une structure de Z [G]- module en posant |v ]O = ,VO]
tout v €E ,

pour

Il résulte de [L] que E se détermine & partir des groupes d'unités
suivants :

(i)

le groupe Ez des unités de k

2 ’
(ii) le groupe E, des unités de k3 ,
(iii) le groupe EX des unités X-relatives de K , cl'est-a-dire
3 2, 4
EX={U EE,I..I'-}-G *

=t et y!*to o =i’1}.

Soit E' le sous-G-module de E engendré par E

5 F_3 et EX; alors
11 . . — . « e fs
E'| = ]EZ] ® ]E3] ® }EX] et I'indice Q =( |[E]: |E']) est fini (il est
égal 81, 3, 4ou 12 [EMT]) ce qui décrit E en fonction de E, s Eg
(supposés connus) et EX .
1-0+ 02 +
On vérifie que u € E_ si et seulement si u' ~ =21 et que si
3
u EEX , nécessairement Wl t9 = ; on a donc EX= {i- 1} ®E,, ol E,
est |'lensemble des éléments de E de norme relative 1 sur k2 et k3 , clest-
a-dire
2
- o+
(2.1) Ey={ueE, u' 7T o0},
et on peut identifier |[E_| & E

® °
On sait que E, est un module libre de rang 1 sur Z G1/(1-0+ 02)2

Z [exp(2im/6)] ; donc il existe une unité relative ¢ génératrice, et tout
élément u de E, s'écrit de maniére unique

(2.2) u=erTHT h Lez |

et si (u ) désigne le sous-module de E, engendré par u, u #1, alors

on a { en remarquant que |'isomorphisme ci-dessus envoie 0 sur une ra -
cine d'ordre 6 de |'unité ) :

(2.3)  (Eu: (ud)=2+rp+?.,



b) Majoration de I'indice des sous-modules de E,

Soit u €E,, U #1 . En utilisant le résultat général démontré dans
[G], nous obtenons un majorant de I'indice (E, : (u ) ) qui est du m&me
ordre de grandeur que celui établi dans [(M], mais qui utilise le régula -

teur de u .,

(2.4) Définition : On appelle régulateur de u €E, ,

R, (u) = (Log |u |)2+(Log |uo|)z—(L.og lu |)Log |u0|).

(2.5) Théoréme : Si f =28 , pour toute unité u de E, , u#1, ona

R (u)

(Los '3 20>

(2,6) Lemme : Pour toute unité u de E, , u #1 , ona

(Eypt (ud) sm =22

Max (Gi(uz))zf;*zo .

Démonstration du lemme : on considére la norme de la résolvante de

2 2 03 4 2 05 2 0 oz
slu)=(u-ju+j°u® -u? +ju’ - “u? ) (u-j°u+ju
3 2 4 5
-u® +j u® ~juo ),
clest-a-dire
3 2 5 4
(2.7) g(u) = (u -u® )2+(uO -u® )2+(uO -uo)z

3 2 5 2 5 4 4 2 5
~{u-u? ) (u® —u9 ) (u% —u% YU —u%) - (uC —uO) (Ul -uY ),

(i) Ona §(u) #0si u€E, , u#1 ., Eneffet , supposons que

3 2 5 4

$(u) = 0;alors u-u® =u? 0% =u% _u9=q, et a €k,, Puis -

3
queu'+0 =1, onau2=au+], OLEkz,etdoncuestdedegrésur Q



inférieur ou égal a 4 , ce qui est impossible, puisque toute unité relative

non triviale est un élément primitif de K ,

(ii) D'aprés [G] page 114 , pour tout u €E, , u#1 , &(u) estun
entier rationnel divisible par f , et si on applique le résultat général
page 118 , on obtient Max (o' (uz)) 2-1% ; on va améliorer cette mi -

i = 0’ [ X1 ) 5
noration ,
i
(iii) Supposons que |u] soit le plus grand des ]uO | ; puisque u €E,
5

ona!u0||ug[=]u|,etdonc |u0|>1.0nposea=|u]etx=|uol;

alors 1 <x <a ., Puisque ]uc | = ]ucl/ lu] =x/a et que ]uo l=1/a ,
4 5

]uc | = 1/x et ]uc | = a/x , on obtient , en exprimant que f est inférieur

ou égal a la somme des valeurs absolues de |'expression (2,7) :

1 1 2 a2 1 1 a
f sg(x)=<l +g+-a—z-><x +x—2->+<a+ 1 +g+;~2-><x+->-<->

2
) = 1.1 ( 9..) ( 1 l.)( a_>
Org(x)—<1+a+ 2) 2x -2 J+(a+1+o+5 1-=5 ), et
a X a X

donc g'(x) est du signe de x2 - a, On en déduit que g(x) atteint son ma -

xXimum en

9(1)=g(a)=3a2+4a+ 1o+§+§.§ .
a

Or 4a2+20-g(1 =-]-§<a4—4a3+10a2—4a—3>
a

=—]-§-[(a—l)4+4(a-—l)(a+l)] 20 puisque a = 1 ;doncazz Z , ce
a

qui achéve la démonstration du lemme ,

Démonstration du théoréme : On applique le théoréme II1 1 de [G]

page 106 , On considére la fonction norme de la résolvante de Lagrange ¢
de degré d@ = 2 ; on obtient , d'aprés (2,6) , pour toutu €E,, u #1 ,

Max (ol(uz))zf—;;-z—o->1 si f>28 ;
i =0, eesy B



—6-

-2
on a donc (E*! <u >) SM*='%§“U_L)<Z]£ Logf;20> , ou fm(élu 2)

est une constante géométrique explicite , qui se calcule en considérant le
plongement logarithmique du groupe des unités de K :

On pose , pour tout i =0,4.,5, y; = o' (Log lul) = Log |o' (u) |

alors puisque u €E, , ona
'
Yo tTvy =0
yyty, =0
(2.8) < y2+y5 =0

Vo ¥ Yy ty,=0

LYy ty3tyg=0

relations équivalentes a

y2=_yo+y]

Ya = -V
(2.9) 3 o
y['_——y]

Alors , d'aprés le corollaire 11 2, page 111, de [G] , ona

S 2 g 2 2
m(mu )=l§ Rlu) , ou 2"'%"‘12 oll V est le domaine de
Y
deody1
\V/

Rz délimité par les droites dont les équations , déduites de (2,9), sont :

|yo|= 1, |y]|= 1, ]yo—y1|=l ( Naire de VV est égale 4 3 ), et ol
R({(u)) =38(Log |ul|), &ayant été défini en (2,7) ; on vérifie que
R((u))=12R,(u), ol R, (u) est défini en (2,4) ,

, 12R (u) _ 20 16 R, (u)
On a donc M, =<5 <4 L.og n ) = -3— (l_og . 2,0>2
4

d'oti le théoreme (2,5) .

(2,10) Remargque : D'aprés [G] page 112, si on utilise la fonction discri -
minant A de degré dA =6 x5 =30, on déduit
Ry (u)

9 7
3977 32 2
("°9 16 f f3fz>

M, = 1200



cette majoration doit &tre utilisée si f= 13, 21 et donne un résultat

meilleur que celle obtenue avec § si f= 28 et f= 37 ,

(2.11) Remargque : Dans le cas des extensions cycliques réelles de degré 3
et 4 de @ ( dont on désignera toujours par ¢ un générateur du groupe de
Galois ) , de conducteurs respectifs f3 et f4 , on obtient avec les mémes
notations qu'en (2,1), (2,4) et (2,5) :

(i) casdudegré3 ([G], p. 119)

1+o+cz_]
¥* -

E ={u €E, u
R, (u) =(Log !u|)2+(l_og [u0|)2+(l_og lu] ) {Log |u?])

R*(u)
f,-3.2

44
(Log 23 >

(ii) cas dudegré4 ( [G(MN)}5], p. 11)

My =

2
co-{lluee, Wty

R, (u) = (Log |u]| )2 + (Log [uG!)Z

3*

R, (u)
f. 6.2 °

=4
Q‘°9 4z >

M*

3. Une farhille dlextensions cycliques réelles de degré 6 de Q ,

Soit 0= C - {—2,—1, —-]2-, o, 1, 1], j2 }; on vérifie que llapplica -

tion o définie par :

(3.1) 0(9)=g;; , pour tout B €Q |,

est une bijection d'ordre 6 de Qsur Q, et que l'ona 02(8) = e—__l_]—'- ,



3 B+2 4 8+ 1 5 2 6+1 6
G(e)=—56—+-1’ 0(6)=-—-—e——, 0(9)=—T-]—- et ¢ (6)= 6 pour
tout 6 €Q .,

On pose t =2 o' (6)+6 , et on vérifie que les quantités o' (8) ;
i=1

1 <£i £6 , sont les six racines distinctes du polynome

6 6 .5

(3.2 P=x®-5585°_5ii8y4 3451-8,2,146

—20X+54 +2 X+1,

On suppose que t € Z j alors K, = @ (6) est une extension cyclique de

Q de degré diviseur de 6 , et elle est réelle ( voir (3,4) ) .

(3.3) Proposition: Sit €Z , t #0, te , t 26 , alors P est irréductible

dans @ [X] .

Démonstration : D'aprés ce qui précéde , on est dans |'un des cas

suivants :
(i) P est irréductible dans @ [X] .

2 4
(i) P=P o(P ), avec P, =(X-8)(X- 87 J(x - 87 ) e@[x].

Ce cas a lieu si et seulement si [ Kt :@] =3, On vérifie que I'on a

(3.4) P = (X t-6 2 t+6 _1> +108(x +X)2,

et on en déduit que @( A/t2+ 108 ) CK, etdonc que [ K :@]=3 si et

seulement si t2 + 108 est un carré dans Z , Il est alors élémentaire de
vérifier que les seules solutions dans Z de |'équation tz + 108 = y2 sont

t=i'6,y=—12ett +26,y=i'28.
3

(iii)P=P2 G(F’z) OZ(F’Z), avec P2=(><— ) (x-6% )eam[X].
Ce cas a lieu si et seulement si [Kt t@Q]=2, Soit

—1-—03 206 +1

(.5 @=2 " Slerey

on vérifie que @ est racine de



_ w3 t-6 2 t+6
(3.6) A= X -g= XX,
et donc [Kt : @] =2 si et seulement si A a toutes ses racines ration -
nelles, ce qui est vérifié si et seulement si t = 0, et ces racines sont 1,

—-;- et -2 ; on a alors

P=(x2_zx-z)(x2+x-%)(x2+4x+1).
J

(X-96"),

o.

bea,

I — o

(iv) P =
i

Ce cas a lieu si et seulement si 6 €@ et on vérifie que si

+ + + +1 +1
peEf-1,-2,-4, '5"2} , alors t ¢ Z ,
(3.7) Remarque : si on change t en -t , 0 est changé en 6_] ; on peut donc
supposer t >0 ,
(3.8) Définition: Soit t EN , t #0, 6 , 26 , On considére la famille des

extensions cycliques réelles de degré 6 , Kt =@(6), ot 6 est racine du

polynome P défini en (3,2) .

(3.9) Proposition : Soit K, = @(9) défini en (3.8) .
(i) le sous-corps quadratique de K, est k, = ./ t2 + 108 ) ;

(ii) le conducteur f2 de k

5 S€ détermine de la maniére suivante
soient p] y see pr les nombres premiers impairs qui divisent t2 + 108 3

une puissance non congrue a zéro modulo 2 ; alors :
sit#OmodZousitEi—Gmod 16,onaf2=p'...pr,
sitzOmodZetsit#i—6mod16,onaf2=4pl...pr.

Démonstration : (i) a été démontré en (3,4) .,

(ii) On étudie t2 + 108 modulo 64 :
1 mod 2, alors t2+ 108 =1 mod4 ;
0 mod 4, alors t2+10853x4mod16-

si t

m

si t

si t=2mod4, onpose t=4n+6 , alors
24108 =16(n2+3n+9) ;
sin=0, 1mod4, alors t =6, 10 mod 16 , eton a
n2+3n+951mod4,
sin=2, 3mod4, alors t=14,2 mod 16 , etona

nz+3n+9

3 mod 4 , d'ou le résultat ,
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(3,10) Proposition : Soit K = @(p) défini en (3-8) .
3
(i) le sous-corps cubique de K, est k3 =Q(p), ot =6 1-0" ot

U3 t-6 .2 t+6 .
Irr (o, @) =X - X - X -1

(ii) le conducteur f3 de k3 se détermine de la maniére suivante :

soient g, ,..., 9. les nombres premiers autres que 2 et 3 qui divisent
2 1 s
t“ + 108 & une puissance non congrue a zéro modulo 3 ; alors

si t $0mod 3ousit=0mod27, ona fa=a; e ag

sit=0mod 3etsi t30mod27, ona fi =99, . qg .

Démonstration : (i) a été démontré en (3.5) et (3.6) .

(ii) Le discriminant de Irr( ¢, Q) est égal &

2 2 2 2
t-6 t-6 /7t + 108 .
[(4 >+3———4 +9:| —(—-————]6 . On écrit
o a
t2+]08=4a3bq3q]1...qss, o, =1ou2, i=1l,w,s, a=0, 1

ou2 ,b=0,20u3, g=1 mod3, qiEI mod 3 .,
La démonstration du résultat est la méme que celle qui a été faite pour le

cas t=4n+6 dans [G(MN)4 ] , pages 5 a 7 .,

(3.11) Proposition : Soit K, = @(8) défini en (3.8) .
Le conducteur f de Kt se détermine de la maniére suivante
soit m le produit des nombres premiers autres que 2 et 3 qui divisent

2 .
t“ + 108 & une puissance non congrue a zéro modulo 6 ; alors

f=a%3tm | ou

k=0 sit 1mod20utzt6mod16,k=lsinor\,

Imod3, 4=1sit=0mod27, 4=2 sinon ,

L =0 sit

n

. 2 . ‘s .
Démonstration : le nombre t~ + 108 s'écrit de maniére unique en

isolant les puissances de 2 et 3 ,

2 _ 42 b 2 3 4 5

t™ + 108 4 3x]x2x3x4x5y6,

a=0,1ou2, b=0, 2 o0u 3, x] , xz, x3, ><4, ><5 sans facteurs
carrés et étrangers deux 3 deux
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Alors , d'aprés les propositions (3,10) et (3,11), on a

k .2 2" ' "
3 x]x3x5,f3=9 x]x2x4x5,k,{,,b=00ul,

: _ k4 k.4
et donc puisque f—ppcm(fz,fs), f=4"3 X, Xo Xg Xy Xg =47 37m,

f, =4

ot 4 =max(4',24") .,

On a donc

(3.12) tz+108=4a3me, Y premier & 2 et 3 ,

v K

k
et puisque f=4"3"m, L <b , ona

<a,

(3.13) t2+108 =fyc .

Le tableau (3,14) qui suit donne pour les 16 cas numérotés i e ,

les valeurs de tz + 108 , f et ¢, ce qui démontre et précise la proposi -

tion (3.11) .
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(3.14) Conducteur f de K, .
2 + 108
+ + +
t=-1mod3 t =- 3 mod 9 t=-9mod 27| t =0 mod 27
f c
1 01 1 02 13 1 04
t =1 m vy 9m vy 27m vy 27my
mod 2
m 1 9m 1 9m 3! 3m 9
2 01 2 02 2 03 2 o4
t=0 4my 36m vy 108 m vy 108 m vy
mod 4
4m 1 36m 1 36m 3| 12m 9
301 302 3 03 3 ¢4
t=%2 16m vy 144m vy 432my 432m vy
mod 16
4m 4 36m 4 36m 12} 12m 36
4 o1 4 o2 4 o3 4 o4
t=16 16m vy 144 my 432m y 432m y
mod 16
m 16| 9m 16| 9m 48 3m 144
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(3.15) Remarque : Pour tout t EIN , t #0, 6, 26 , on obtient un corps
K, = @(6) défini en (3.8) , Un m@&me corps peut &tre obtenu pour plusieurs
valeurs de t , mais ce nombre de fois est fini , En effet , si f1 , f2 et f3
sont donnés , d'aprés la démonstration de la proposition (3.11) , seuls
les produits Xy Xg et X5 X4 interviennent dans les calculs des conduc-
teurs , ce qui fait un nombre fini de combinaisons possibles pour les puis-

sances des nombres premiers qui divisent Xy Xg X, et X s a une puis -
sance 6-iéme prés , mais d'aprés le théoréme de Thue , I'équation

tz + 108 = dy6 admet un nombre fini de solutions ,

4, Le groupe E, pour les corps Kt .

a) Introduction .

Dans le cas des corps cycliques de degré 3 ou 4 , les éléments Wa et

définis respectivement en (1,1) et (1,3) appartiennent 3 E_ ,

w
4
Dans le cas des corps cycliques de degré 6 , ['élément B défini en
(3.1) ntappartient pas a E, . En effet , d'une part 6 n'est un entier de Kt
1+ oz + 04
que si t =2 mod 4 et dlautre part , pour toutt, on a bien 9 =1
1+ 03
maiS 9 74 1 N
1- 03
On considére ['élément w = 8 (cfe M], pe 29)
alors il est évident que w € E, si W est un entier de Kt , ce qui résulte
de :
1- 03
(4.1) Proposition : L'élément w = § est racine du polynome

Q=(x-1)°%_(t2+108)(x%+x)?,

8(26+ 1)

Démonstration : Ona w = - a1z dloli 1'on déduit
2
_ g+ 6+1
W-l=-2 =533
ot Wz+w=2e(e-1)(e+1)(ze;1)(e+z)
(6+2)

Or il résulte de (3,2) que
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2% +6 001564063 -156°+6 g+ 2

elo-1)pg+1)(206+1)(08+2)

t = 2

402+ 0+1)3-54(06%+0)
(ez+ e)(ez+ 6-2)(20+1)

dlods lon déduit

2 6
t2+108= 16(6°+ 6+ 1) 5
[e(o-1)(p+1)(206+1)(06+2)]

et donc (W-1)6=(t2+108)(W2+W)2 , Code.fede &

b) Définition et propriétés de |'unité w de E .

(4,2) Définition : Pour tout t €N , t #0, 6 , 26 , soit
W gl-0 __el28+1)
6+ 2 !

ol 6 est défini en (3,.8) ; on aalors

2

Irr(W,Q)=(X—l)6—(t +108) (X% +x)? ,

(4,3) Proposition : Soit w € K, définie en (4.2) , 1l existe v €EE telle que
W =v]+0 si et seulement si t est de la forme t = s(sz+ 9) , S €EZ,
(4,4) Lemme : Soit K un corps cyclique réel de degré 6 , soit u €E,

. _ _ o .
soient q—TrK/Q(u) et r Tr‘K/m(uu ) . Alors :

(i) Ir‘r‘(u,m)=><6—qx5+(q+r~+3)X4—(q2~2r —4))(3

+(q+r+3)xz—qx+1 ;
(ii) une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe v €E,
telle que u = v1 +o est que |'équation diophantienne
x3—3(q+3)x—6q—r‘- 12 =0
v) .

admette une solution x € Z , et alors x = TPK/Q

Démonstration du lemme :

(i) Un élément u de E,, u#1, est nécessairement un élément pri-

mitif de K , et on calcule les fonctions symétriques de u et ses conjugués

en tenant compte de la relation (2,1) .



(4,5)
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(i1) 1l existe v €k, telle que u =v1+CJ si et seulement s'il existe
+ s . .
v €E, telle que u] 0= v30 , et dlaprés [G], pp., 120-122, ceci a lieu
si et seulement si
i—1 i
B=H<X u0)1/3>ez[x] .
i=1
i-1 i
Pour tout i modulo 6 , on pose v, = (b9 )1/3 , et il résulte de (i)

que B € Z [X] si et seulement si

><=vo+v +v,+tv, +v, +v € Z

1 2 3 4 5

et vy =VoV1 +v]v2+vzv3+v3v4+v4v5+v5v0 €c £ .

i
Mais v.v. u® , etdoncy =q. Il enrésulte que B € Z [X]si et seu-

i+1 -
Iement5| X €EZ ,

On considére les nombres complexes :

),

z.=(v_+v,+v,)+{v, +v_ +vVv

1 o 2 4 1 3 5
22=j(vo+v2+v4)+j2(v]+v3+v5),
z3=j2(vo+vz+v4)+j(v]+v3+v5) .
Alors z'+zz+23=0,
22, +2,25 42,2 =~ 3(v tv, tv, ) (v +v3+v5)=-3(q+3),
et z.z,2, = (v, +v2+v)3+(v +v3+v)3
—v3+v?+v3+vg+v2+vg+6vov]+6v1v2+6v2v3+6v3v4+6v4v5
+6v5V0+12=6q+r+12.
Donc ><=vo+vl +v2+v3+v4+v5 est llunique racine réelle de

1'équation x3 -3(gq+3)x-6gq-r -12 =0, ce qui achéve la démons-

tration du lemme ,

Démonstration de la proposition : On déduit du lemme (4.4) (i) et de
_____________________________ p

l'expression (4,2) de Irr(w, @) que q=6 et r=-t"-102,

Donc d'aprés le lemme (4,4) (ii), il existe v €E, telle que w = vitoe

si et seulement s'i|l existe x € Z tel que

x> _27x+54+t2=0,

équation qui s'écrit
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2 = (x-3)2(6+x).

Nécessairement , on a donc -6 - ><=s2 , S €Z , et alors
t2=sz(sz+ 9)2 ; on choisit s >0 et alors t=s(sz+ 9) .,
Les solutions de (4,5) sont donc
Xx=-6-s52 , t=s(sz+9) .
(4,6) Proposition : Soit w € K, définie en (4.2) et soit R (w) le régulateur

de w défini en (2,4) ; lorsque t =+ ® , on a

R, (W) _(Logt)?,

Démonstration : D'apreés (3,4), on a P =P1 O(P]) , ol

2 2
o3 st-6 . JiP+q08N 2 t+6, Jt2+ 108
P, = X _<4 + 3 >x _<4 + % X -

polynome de la forme X3 -Qa Xz -(a+3)X -1, a€R ,etles racines
de ce polynome, lorsque a -+« , sont équivalentes a o, -1 et :El .

On choisit pour 6 la plus grande racine de P1 ; alors 6 ~

/.2
t-6 t + 108 Llor‘squet—wso,etdoncW=—§-(—%ﬁ—]——)-~-—t,

7t % ~3 5+ 2

w?=_ (6-1)6 ~-1, et alors

(+1)(6+2)

R,w) = (Log |W|)2+(L_og |WG|)2— (Log [w|)(Log |WG|) ~(|_ogt)2

(4,7) Remargque : Dans le cas des extensions cycliques de degré 3 et 4 dé-
finies en (1,1) et (1,3) , on a aussi R*(w3) N(L_ogt)2 et R*(wl;) ~(I_ogt)z,
les quantités R*(W3) et R*(w4) ayant été définies en (2,11) .

(4.8) Théorgme : Soit w €K, (w €E,) définie en (4,2) , Soit f le conduc-
teur de K, déterminé en (3.14) , Sit =26 etsi f>28 , alorsona

(Bt W)) =M, = 16( (t+6 >

Démonstration : ce théoréme est une conséquence immédiate du théo-

réme (2,5) et des deux lemmes suivants :
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i 2
(4,9) Lemme : Ona R _(w) s< Max Log |wo [\ .
i = 0, eee 5 /

. o) . .
Démonstration : supposons que |W | soit la plus grande des quanti ~

g o — ———— 7o

e

[
tés [w? | ; puisquew €E,, ona wlw? | = wC|, et donc wil>1 et

]WO | >1 ; alors

R,(w) = (Log w?| )2 + (Log W |){Log W |- Log w®])
2

= (Log W] )% - Log W | Log W% | <(Log w?]|)?
puisque Log |w | >0 et Log IWGZQ >0 .,
(4,10) Lemme : Sit =26, la plus grande racine en valeur absolue w de Q =

(x-1)% - (12 + 108) (X% + X )? vérifie

Jt2+108+3 <w <t+6 .,

Démonstration : Ona Q=Q, @, , ol
Q, =x3 -3+, 12+ 108)x%+(3-./t2+108)X -1 et
Q2=X3-—(3-— 2 +108)x%+ (3+.Jt2+108)% -1 .

On montre dfabord que si t > 9 , les racines u, u' et u" de Cl] vé -
rifient

-1 <u <—%<u'<0 <3+A/tz+108 <u'"

et les racines v ,v' et v'' de Q, vérifient

—,/t2+108+3 <v<-2<0<v' <1,

. 1] eps
Donc la plus grande racine en valeur absolue de Q est u et elle vérifie

J's Jt2 108+ 3 .

Il reste 3 montrer que si t > 26 , alors u'" <t + 6, et pour cela, il

suffit de montrer que Q(t+6) >0, On a

Q(t+5)=(t+5)2_(t2+108)(t+6)2(t+7)2,etonvérifieque si
t >26 , alors 2+ 108 < (t+2)2 ; donc

6
Q(t+6)=(t+5) —(t+2)2(t+6)2(t+7)2, etonaQ(t+6) >0car

(t+5)3-—(t+2)(t+6)(t+7)=7t+4] >0
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(4,11) Remarque : En ce qui concerne les corps Q(w3) et Q(W4) définis
respectivement en (1.1) et (1,3) , on déduit de [G(MN)1 ], p. 36

’

s

qu'avec des notations analogues a celles du théoréme (4,8) on a :

(i) cas dudegré3: sit=>1, alors

L_og

(ii) cas dudegré 4 :si t>5, alors

E*: (W4>) th=4<5’-9-(—t-i—4—)—>

Log 5

c) Générateur de E, lorsque t €T ,

(4,12) Définition : On appelle T I'ensemble des t EIN , t #0 , tels que

t2 + 108 soit sans facteurs carrés , en dehors des puissances de 2 et 3,

(4,13) Proposition : L'ensemble T est infini ,
Démonstration : Elle est analogue & celle de [N] p, 389 ,

(4,14) Remarque : Les définitions analogues concernant les corps Q(w3) et

@(w,) sont :

(i) Cas du degré 3 : On appelle T3 I'lensembledes t € 2Z , t =-1 ,
tels que t2 + 3t + 9 soit sans facteurs carrés, en dehors des puissances
de 3 ,

(ii) Cas du degré 4 : On appelle T4 Itfensemble des t €N , t #0 ,

tels que t2 + 16 soit sans facteurs carrés en dehors des puissances de 2,

(4,15) Proposition : Soit t € T et SOIt K, = Q@ (w) , w définie en (4,2) , Soit

f le conducteur de Kt ; alors f = (t + 108 )/c , oll c est un entier qui di-

vise 144 ,

Démonstration : La proposition résulte immédiatement de (3.13) et
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(3.14) en remarquant que t € T équivauta y=1 ,

(4,16) Proposition : Les notations sont celles du théoréme (2,5) appliqué 2

W) .Lorsque t €T et t »+= , alors M, - 4/3 ,

lorsque t -+« , Par ailleurs , sit € T, dl'aprés la proposition (4,15) ,

onaf=(t2+ 108)/c, 1 <c <144, et donc Log((f - 20)/4) NL_ogt2

H

2
et donc M, = %G-R*(u)/CLogf—#> —»% lorsque t €T et t »+ o,

(4,17) Remarque : Avec les notations (2,11) et (4,14) , pour les corps cy -

cliques de degré 3 et 4, on aM, -1 lorsque t ET3 out ET4 ett »+ o,

Le résultat obtenu pour les corps cycliques de degré 6 n'est pas le méme,

mais pour la famille de corps qui sera définie au d) , on aura M,—-1.

(4.18) Théordme : Pour tout t € T , défini en (4,12) , soit K, = Q(w) le

corps réel cyclique de degré 6 défini par
wa,m)=D«-H6—hz+ume2+xF,

et soit E, le module des unités relatives de K, » Alors si t #10 , 54,
I'unité w est un générateur de E, ,

Démonstration : Pour les corps réels cycliques de degré 6 ainsi dé -
finis , on connait une unité relative , On applique llalgorithme de dévis-

sage des unités (cf, [G], p. 112) . On cherche s'il existe A , u € Z et

e €E, tels que w = e>‘+ KO pour tout ) , U tels que

2 2
p=(Eg: W))=2"+dp+ " =M,
( cf. théoreme (4,8 )) . Les seules valeurs possibles de p sont p=3 |

p=4et p27(p=7,9, 13 ).

(i) Ona p=3sietseulement sit —s(s?+9) , s €N (dlapres la
proposition (4,3)) , Alors

2 + 108 = (s2+3)%(s%+12) .
D'aprés (4,15) et (3,12), on a 2 a 4b

+108=4" 3" m, a=0, 1ou?2,
b=0, 2 ou 3, m sans facteurs carrés ; donc nécessairement |,
s?4+3 €{1,2,4,3,6,12}, ce qui fait un nombre fini de valeurs de s &
essayer ;

; on trouve les deux seules solutions :



-20-

S=1’t=10,t2+‘|08=16X13, f=13

s=3,t=54, t2+108=16 x27 x7, f=21 .
Doncsit €T, t#10, 54, alors (E,: (wW)) #3 ,

(ii) Ona p=4sietseulement s'il existe u €E,, telle que w = u? ,
ce qui est impossible puisque w n'est pas totalement positive ( cf, enca -

drements du lemme (4,10)) .

(iii) Montrons qu'il existe un ensemble fini To , tel que si t € T0 ,
alors le théoréme (4,8) entraineque (E,: wW)) <7,

D'apreés ce théoréme , sit =26 et f =28 , alors

2
(E,: w)) th=-1—§—<]_og(t+6)/ l_ogfl_‘20> .

Puisque d'apreés (4,15), f= (2 + 108)/c , on a

2 2
_ 16 t™ + 108 - 20c
M, =3 (I_og(t+6)/l._og e > .

On a donc Mt < 7 si et seulement si

t? + 108 - 20c _ _4

4¢ 21

h(t) = Log Log(t+6) >0 ,

or h'(t) = 2t -3 ] > 2t _ -l ,

t2 4+ 108 - 20c /2T t+6 t2+88 t+6

puisque c =1 et /21 >4 , Doncsit =9, h'(t) >0, donc h(t) est crois-
sante ; or h(t) -+ ® lorsque t -+ o ; donc il existe t,tel quesit>t_
alors h(t) >0 , ce qui entraine M, <7,

Donc si f =28, pour toutc > 1, il existe t(c) = max(to,26) tel que
si t 2t(c) , alors (E,: w)) <7 , Puisque c divise 144 , on en dé -

duit les t(c) possibles :

c|1|3|4|9L12'16|36148|144|
t(c)|26’26l26|30|38l48|93|117'295|
En utilisant les congruences modulo 16 et 27 que doit vérifier t se -

lon les valeurs de ¢, (cf, tableau (3,14)), on obtient que (Ey: (W)) <7si
teT-T,, ol
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T, = (1,5]uU([7,22]U {24, 25,27, 38, 42, 54,90} ,

(iv) Dans le tableau qui suit, pour chaque valeur de t € To , on cal -
2
culet” + 108 , et on donne pour le corps Kt correspondant , le n® du cas

du tabteau (3,14) , la valeur de c , le conducteur f de Kt , une valeur
approchée de M, calculée directement ( pour f =13, 21, 28 et 37, M,

est calculée avec le discriminant (2,10)) , et la valeur de (E, : (W) ) qui
est obtenue aprés avoir testé , lorsque M, = 7s'il existe u €E telle
que w = u>‘+ Mo , pour tout X, u €N tels que >\2+ A+ HZ <=M, .

On déduit de ce tableau le théor&éme (4,18).

t tz + 108 cas c f M, (E*: w))
1 109 1 e1 1 109 2,89 1
2 16,7 3 e 4 28 16, 92 1
3 9,13 1 2 1 117 2,83 1
4 4,31 2 o1 1 124 2,79 1
5 133 1 ol 1 133 2,74 1
7 157 1 o1 1 157 2,63 1
8 4,43 2 o1 1 172 2, 58 1
9 27,7 1 3 3 63 6, 31 1
10 16,13 4 o1 16 13 24,83 3
11 229 | 1 e1 1 229 2, 46 1
12 4,9,7 2 02 1 252 2,42 1
13 277 101 1 277 2,39 1
14 16,19 3ol 4 76 6,41 1
15 9,37 1e2 1 333 2, 33 1
16 4,91 2 1 1 364 2, 30 1
17 397 1 o1 1 397 2,28 1
18 16,27 303 12 36 25, 25 1
19 469 1 o1 469 2,23 1
20 4,127 2 01 1 508 2,22 1
21 9.61 1 e2 1 549 2, 20 1
22 16,37 4 01 16 37 25,73 1
24 4,9,19 2 02 1 684 2,16 1
25 733 1 el 1 733 2, 14 1
27 27,31 1 04 9 93 7,11 1
38 16,97 4 o1 16 97 8,42 1
42 16.9.13 | 4 o2 16 117 7,57
54 16.27.7 | 4 o4 | 144 21 56, 14 3
90 16,27.19 4 ¢3 48 171 8, 21
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(4, 19) Remarque : En ce qui concerne les corps m(w3) et Q(w4) définis

respectivement en (1.1) et (1,3) , alors

(i) cas du degré 3:
si t €T

5 etsit #3 , alors W4 est un générateur de E, .

(ii) cas du degré 4 :

sit ET4 , alors Wy est un générateur de E, ,

(4,20) Cas particulier : Si t =2mod4 , on pose t=4n+6 , et alors

2 + 108 = 16(n2 +3n+ 9), Alors on a les propriétés suivantes :

(i) Le polynome P défini en (3,2) appartient & Z [X] et 6 est une

unité de K ,
-1 - 03
(ii) D'apres (3,10) , si ©= 6 , alors Irr(op, @) =
x3 - nx? - (n+3)X -1 ; le corps k4 fait partie des corps (1.1) et puis-

que t €T , n2 + 3n+ 9 est sans facteurs carrés en dehors des puissan-

ces de 3, etdoncsi t #18 (n #3 ), alors gest un générateur de E3 .

Dans ce cas , un générateur de E, et un générateur de E3 sont connus

(4,21) Remarque : Le conducteur f3 de k3 s'écrit de maniére unique f3

2 2
(a3+ 27 b3)/4 , a5
t €T , les différents cas du tableau (3, 14) correspondent & des valeurs

et b, de mé&me parité , a, =1mod 3, by >0, et si

précises de a, et b3 . En particulier :

les cas 3 o1 et 4 o1 correspondent a b3 =1,

lecas 2 e 1 correspond a b3 =2

lecas 1 e 1 correspond a b3 =4 ,
Si b3 = 1, on obtient des corps cubiques cycliques (1,1), donc une unité
" petite ' |, mais si b3 = 2 ou b3 =4 , on obtient des corps cubiques cy -

cliques ol en général les unités sont " grandes " (cf,tables de [G(MN)2]),

Cependant dans les trois cas , il existe une unité relative du corps de

degré 6 qui est '' petite " ,

d) Générateur de E, lorsque t=s (52 +9), s €S,

(4,22) Définition : On appelle S I'ensemble des s € N |, s #0, 2 tels que

s2 + 3 et s2 + 12 soient sans facteurs carrés, en dehors des puissances

de 2
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(4,23) Proposition : L 'ensemble S est infini ,

Démonstration : Pour tout s € N , s2 +3 =1 mod 3 ou s2 +3=3

il en est de méme pour s2 + 12 et donc 32 ne divise pas s2 4+ 3 et
s2 + 9 LLes diviseurs premiers de s2 + 3 et s2 + 12 sont congrus a 1

modulo 6 ., Le raisonnement est alors classique (cf, [N]p., 389 ) :

on a besoin d'évaliuer

o 1 - 1 1 P 1 1

2 ) ———— < Z( + >=——————————l
n=1 (6n+1)2 h=1 ~(6n-1)2 (6n+1)2 6 46 °8
2

=01 _ 1< 0.1, et ce nombre est suffisamment petit pour qu'il existe une

9
infinité de s € N tels que s2 + 3 et sz + 12 soient sans facteurs carrés ,

(4,24) Définition des corps L_ : Pour tout s €S , soit t= s(s2 +9) ;
puisque s #0, 2, onat ¢ {0,6,26}, On considére le corps cyclique

réel de degré 6 L _ =K, = @(w), ot w est définie en (4,2) .

(4,25) Proposition: Ona L_ = @l{v) , ol

e (v, @) = (X-1)8 #(s2+12) (x5 - x®-s2x3 - x2+x).

Puisque t = s (sz + 9), dlaprés la proposition (4, 3),

(v)=—6-s2 et

Démonstration :

. . 1+0
il existe v €E telle que w = v etona Tr
L /@

(v]+0) =6 , On applique alors le lemme (4,4) (ii) .

Ls/m

(4,26) Proposition : Soits €S et soit L_ = Q@ (v) définie en (4,24) et (4,25).

Soit f le conducteur de Ls ; alors f = (sz+3)(sz+ 12)/e, oli e est un

entier qui divise 48 ,

Démonstration : Puisque t = s(s2 +9), on a

24108 = (s2+3)2(s?+12) ;
on applique la proposition (3,11) et on écrit

2

(s2+3)2(s24+12)=423"my |
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a=0, Tou2, b=0, 20u3, met y premiers a 2 et 3, Puisque sz+3
et s2 + 12 sont sans facteurs carrés en dehors de 2 et 3 |, m divise
(s2+3)(s2+12) et y divise (s2+3), on pose e = (sz+3)(sz+12)/f

‘m ) , et on vérifie que :

( f est de la forme 4k 3
si s =t 1 mod3, alors b=20 et tsi']mod3;lescor~ps l_s ap -
partiennent aux familles 2 @1, 3 el ou 4 e1de (3,14)ete =1, 40u 16;
si s =0mod 3, alors b=3 et t =0 mod 27 ; les corps L_s appar -

tiennent aux familles 2 o4, 3 e4ou 4 o4 de (3,14) ete =3, 120u 48,

(4,27) Proposition : Les notations sont celles du théoréme (2,5) appliqué a

{(v) ; lorsque s € Setques =+, alors M, ~1 ,

Démonstration : On a R, (v) =%R*(w) , oU W = vlito ; lorsque s ~+ o,

t = s(sz+9) -+ » et d'aprés (4,6) , R*(w) ~{Log t)z ~(Log 53)2 . Par
ailleurs , si s €S, d'aprés la proposition (4,26) , on a
f= (sz+3)(sz+9)/e, 1 <e <48, et donc Logf;ZO ~ Log e , lors-

que s -+ «» , et donc
2
6 f - 20 3,2 4,2
Mo = 2R, 00/ (Loa 1522) ~d (Log s*)?/ (Log 517

et M, =1 lorsque s €S et s -+,

(4, 28) Remarque : Comme pour les extensions cycliques réelles de degré 3
et 4 , la majoration établie au théoréme (2,5) ne peut pas &tre améliorée

pour I'ensemble des extensions cycliques réelles de degré 6 de @ ,

(4,29) Théoréme : Pour touts € S, défini en (4,22), soit L= @lv) le
corps réel cyclique de degré 6 défini par
Irr (v, @) = (X - 118 + (12 + 12) (x5 - x4 _s2x3 . xz+x),
et soit E, le module des unités relatives de L_S . Pour touts €S, Iuni-

té v est un générateur de E, .

Démonstration : On procéde de la méme maniére que pour démontrer

le théoréme (4,18) .

(i) Pour toute unité v définie en (4,25) il n'existe pas d'unité u €E

telle que v = ulto . En effet , d'aprés le lemme (4,4) (ii), appliqué a
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q=-6 - s2 etr =6, il existeu €E telle que v = uH-o si et seulement

s'il existe y € Z tel que

y3+3(sz+3)y+652+ 18=0,
Cette équation s'écrit y3 + 9y + 18 = - 3sz(y+2) ; on a donc nécessai -
rement y = 0 mod 3 ; alors y3 + 9y + 18 = - 9 mod 27 et I'équation donnée

est trivialement impossible modulo 27 ,

(ii) Montrons que si s €S, s >10, alors le théoréme (4,8) en-
traine que (E,: (v)) <7, ce qui est équivalent 3 (E_: (W) ) <21 , ol
_ . 1+c
W =v .
D'apreés ce théoréme , si s >2 (alors t = s(sz+ 9) >26), et si

f=28 , ona

3 2
(E*tmﬁ)swg=l§< ngb +9$+6) > ;
Lo (s +3)(s%+12) - 20e
4e
puisque f=(sz+3)(sz+ 12)/e dlaprés (4,26) .
Or sis 23, il est immédiatques3+95+6 <(s + ])3, etsi s =8,

on vérifie , en tenant compte de e <48 , que (sz+3)(sz+12) -20e =

s4 24e(s/4)4;doncsi s =28, ona

M L 16 L_og(s+1)3>2 =3<Log(s+1)>2
S Log(s/4)* Log(s /4)

Donc sis 28, ona M_ <21 dés que Log(s+1) < /7 , et il est é1é-
Log(s/4)

mentaire de vérifier que cette inégalité est vérifiée dés que s =10,

(iii) 1l reste & étudier les corps obtenus pour 1 <s <9, s #2 ,
Sis=1, alorst=10;sis=3, alorst=54, et 10, 54 €T ;ona vé-
rifié au théoréme (4, 18) que (E*: w)) =3, Pour les six valeurs res -

tantes de s , on obtient le tableau suivant :

2

s t + 108 cas e f M,

4 100 192,28 | 21 | 1 532 4,93
5 170 | 282.37 | 461 | 4 259 8, 56
6 270 | 39%.48 | 3e4 |12 156 13, 53
7 406 | 522.61 | 4e1 | 4 793 6, 98
8 584 672. 76 | 21 | 1 5092 4,25
9 810 | 842.93 | 4 e4 |12 651 9, 37
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etona M, <21, ce qui achéve la démonstration du théoréme (4,29) .

(4, 30) Cas particulier : Si s €S etsi s =6r + 3, alors le conducteur fz

de k2 est f2 = 36 rz + 36r + 21, et on vérifie que I'unité fondamentale €y

de E2 est

. =(12r2+]2r‘+5)+(2r+1)/36r‘2+36r~+21
2 2

3i81r?+54r+12)+6

Onat=(6r+3)(36r2+36r +18) = 4(54r
et donc dlaprés (4,20) , un générateur €3 de E

3

3 est tel que :

Ir‘r‘(e3,<n) = ><3—(54r* + Slrz +54r~+12)><2—(54r-3+81r2+54r+15)><— 1.

Enfin , dlaprés (4.29), un générateur v de E, est tel que :

irr (v, @) = (X- 108+ (36r2+36r+21) (X2 -Xx*_ (362 +36r +9)2x3-x%+x 7.

Pour ces corps I_S , les cing générateurs du groupe des unités sont

connus explicitement ,
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