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Introduction. 

Il e s t bien connu qu'il e x i s t e une famille d 'extens ions cubiques c y -
c l iques de (H particu I ièrement s imple , formée des corps (H ( w ^ ) , où w^ 
es t rac ine de 

(1 .1 ) Q 3 - X 3 - t X 2 - ( t + 3 ) X - 1 , t Ç Z . 

- w 3 - 1 
L e s r a c i n e s de Q , sont w , — et —— , le discriminant de 

2 2 Q 3 e s t ( r + 3 t + 9 ) , et dans [ G ( M N ) l ] , nous avons montré que : 

2 
(1 .2 ) Si t + 3 t + 9 es t s a n s facteur c a r r é en dehors des p u i s s a n c e s de 3, 

et si t 7^-6 , 3 , a lors w 3 e s t un générateur du module des unités de 
< n ( w 3 ) . 

Les unités ainsi dé f in ies sont "pet i te s " ( un conjugué de w 3 e s t v o i -
s in de 1 ) , et i I en r é s u l t e que les corps correspondants peuvent fournir 
des exemples de grands nombres de c l a s s e s ; c e s nombres de c l a s s e s ont 

2 
é té c a l c u l é s par D. Shanks [ S ] , lorsque t + 3 t + 9 es t égal à p ou 9 p , 
p premier . 

Dans [ G ( M N ) 5 ] , nous avons donné l 'analogue de ( l . l ) pour les 
ex tens ions cyc l iques r é e l l e s de degré 4 ; c e sont les corps <B( w^ ) , où 
w^ es t r a c i n e de 

(1 .3 ) Q 4 = X 4 - t X 3 - 6 X 2 + t X + 1 , t € Z - { 0 , - 3 } . 

w - 1 w A + 1 
L e s r a c i n e s de Q sont w , - , _ JL et - , | e discrimi -

**
 w

4 + 1 w 4
 w 4 - 1 

2 2 nant de Q^ es t 4 ( t + 16) et on a : 



(1 .4 ) Si t + 1 6 es t s a n s facteur c a r r é en dehors des p u i s s a n c e s de 2 , et 
s i t / O , a lors w^ es t un générateur du module des unités r e l a t i v e s de 
< a ( w 4 ) . 

Nous étudions les c o r p s cyc l iques r é e l s de degré 6 de Hl engendrés 
par un élément 0 dont un conjugué es t une fonction homographique de 0 

0 - 1 ( c e conjugué e s t ) . A partir de 0 , qui n 'est pas une unité re la t ive , D + 1 
nous cons tru i sons une unité re la t ive w , w rac ine du polynome : 

(1 .5 ) Q = ( X - 1 ) 6 - ( t 2 + 108) ( X 2 + X ) 2 , t € Z - [ 0 , - 6 , - 2 6 } , 

et nous montrons en part icu l ier que 

2 

(1 .6 ) S i t + 1 0 8 e s t sans facteur c a r r é en dehors des p u i s s a n c e s de 2 et 
3 , et s i t / O , — 1 0 , - 54 , a l o r s w es t un générateur du module des 
unités r e l a t i v e s de <D(w ) = ©( 0) . 

Ces ré su l ta t s ont é té annoncés dans [ G ( MN ) 3 ] . 
Nous donnons ici le détail des démonstrat ions . 

2 . Unités r e l a t i v e s . 

a) Notations et rappe l s . 

Nous commençons par rappeler , s a n s démonstration , les proprié -
tés c l a s s i q u e s des ex tens ions cyc l iques r é e l l e s de degré 6 de (H (c f . [l_], 
[M ] , [EMT ] ) . 

So i t K une extens ion cyc l ique r é e l l e de degré 6 de ® , so i t CT un gé -
nérateur de son groupe de Galois G , et so ient k^ et k^ les s o u s - c o r p s 
quadratique et cubique de K . So i t f le conducteur de K ; a lors f = 
p p c m ( fg , f^ ) > f 2

 e t sont les conducteurs r e s p e c t i f s de k^ et k^ , 
r 2 2 et le discriminant de K es t égal à f f_ f„ . O z 

Pu i sque K/<û es t cyc l ique , a lors K = K , où X es t le c a r a c t è r e r a -
( f ) -1 * tionnel de (Il défini par X = X* + X1 > X1 étant le c a r a c t è r e d 'ordre 6, 

défini à invers ion près , de Gai ( ® / ® ) - ( z / f z ) dont le noyau est 
G a l ( < û ( f ) / K ) (c f . [ L ] ) . 



Soi t E le groupe des unités de K ; a l o r s |E | , groupe des va leurs 
abso lues de E , e s t un Z - m o d u l e l ibre de rang 5 que l'on munit canoni -
quement d'une s t ruc ture de Z [ G ] - m o d u l e en posant )v |CT = |vCT| pour 
tout v € E . 

Il r é s u l t e de [1_] que E s e détermine à partir des groupes d'unités 
suivants : 

(i) le groupe E 2 des unités de k , 
(ii) le groupe E^ des unités de k 3 , 
(iii) le groupe E des unités X - r e l a t i v e s de K , c ' e s t - à - d i r e 

X 

cr f cr 1 + cr3 + 1+c t 2 +ct 4 + , 1 E ^ = j u £ E , u = - 1 et u = _ i j . 

So i t E1 le s o u s - G - m o d u l e de E engendré par E^ , E^ et E ; a lors 
|E' | = |E 2 | © | E 3 | e |E | et l ' indice Q^ = ( |E | : |E' | ) es t fini (il es t 

égal à 1 , 3 , 4 ou 12 [EMT ] ) c e qui décr i t E en fonction de E 2 , E^ 
(supposés connus) et E ^ . 

2 
On v é r i f i e que u € E s i et seulement s i u = - 1 et que si 

X 3 
u Ç E , n é c e s s a i r e m e n t u = 1 ; on a donc E = { - 1 } © E # , où E^ 

X X 
es t l 'ensemble des é léments de E de norme re la t ive 1 sur k 2 et k^ , c ' e s t -
à - d i r e 

2 
(2. 1) E^ = { u € E , u 1 - cr+ a 1 

et on peut identif ier |E | à . 
X 2 

On sa i t que E # e s t un module l ibre de rang 1 sur Z [G ] / ( 1 - a+ ct ) 
Z [exp ( 2 i TT/6 ) ] ; donc i I e x i s t e une unité re la t ive e g é n é r a t r i c e , et tout 
élément u de E ^ s ' é c r i t de manière unique 

(2 .2 ) X , |i € Z , 

et s i (u ) dé s igne le sous -module de E ^ engendré par u , u / 1 , a lors 
on a ( en remarquant que l ' i somorphisme c i - d e s s u s envoie u sur une ra -
c ine d 'ordre 6 de l'unité ) : 

(2 .3 ) ( E^ : < u ) ) = X2 + \A2 . 



b) Majoration de l ' indice des s o u s - m o d u l e s de E # . 

So i t u € , u 1 . E n uti l isant le résul tat général démontré dans 
[ G ] , nous obtenons un majorant de l ' indice ( E ^ : (u ) ) qui e s t du même 

o r d r e de grandeur que ce lui établi dans [M] , mais qui u t i l i s e le r é g u l a -
teur de u . 

(2 .4 ) Définit ion : On appel le régulateur de u € , 

R*(u) = ( L o g |u | ) 2 + ( L o g | u G | ) 2 - ( L o g |u | ) ( L o g |uCT | ) . 

( 2 .5 ) Théorème : S i f > 28 , pour toute unité u de E ^ , u / 1 , on a 

1 6
 R * ( u ) 

( E # : < u > ) = T f T l F f • 
^Log - T — ) 

(2 .6 ) Lemme : Pour toute unité u de , u ^ 1 , on a 

/ i / 2 u f - 20 Max ( a (u )) s —£ . 
î = 0 5 

Démonstration du lemme : on c o n s i d è r e la norme de la ré so lvante de 
Lagrange ( où j = 1 , j f 1 ) : 

_ 2 3 4 - 5 _ 2 
l t \ i . a , .2 a o . . a .2 cr \ , .2 a . . a § (u) = ( u - j u + j u - u + j u - j u ) ( u - j u + j u 

3 0 4 5 a . .2 a • o \ 
- u + J U - j u ) , 

c ' e s t - à - d i r e 

(2. 7) $ (u) = ( u - u ° 3 ) 2 + ( u ° 2 - U g 5 ) 2 + ( U q 4 - uCT ) 2 

- (u - u a 3 ) ( U q 2 - u * 5 ) - ( u ^ - u a 5 ) ( u a 4 - uCT) - ( U q 4 - u a ) ( u a 2 - u g 5 ) . 

(î) On a f (u) / O s i u Ç E^ , u ^ 1 . En effet , supposons que 
3 2 5 4 

§(u) = 0 ; a l o r s u - uCT = u a - uCT = uCT - u a = a , et a Çk 2 > Pu i s -
3 

que u , + C T = 1 , on a u 2 = au + 1 , a 6 k„ , et donc u es t de degré sur <£ 



inférieur ou égal à 4 , c e qui es t impossible , puisque toute unité re la t ive 
non tr iv ia le e s t un élément primitif de K . 

(ii) D 'après [ G ] page 1 14 , pour tout u Ç, E ^ , u / 1 , $(u) es t un 
entier rationnel d iv i s ib le par f , et sî on applique le résul tat général 

i 2 f page 1 1 8 , on obtient Max ( a (u )) > -rjë ; on va amél iorer cet te mi -
i = 0, . . . , 5 

noration . 
i 

(iii) Supposons que |u | so î t le plus grand des |uCT | ; puisque u Ç E ^ , 
5 

on a |uCT | |uCT | = |u | , et donc |uCT | > 1 . On pose a = |u | et x = | u a | ; 
2 3 

a lors 1 < x < a . Pu i sque |uCT | = |uCT | / |u | = x / a et que |u a I — 1 / a , 
4 5 

|uCT | = l / x et |uCT | = a / x , on obtient , en exprimant que f e s t inférieur 
ou égal à la somme des v a l e u r s abso lues de l ' expres s ion (2 .7 ) : 

a x 
2 1 1 + a + 8 + 6 + - + - ^ . a 2 a 

Org ' (x ) = ( l + l + l 5 ) ( 2 x - 2 % - ) + ( a + 1 + i + I I ) ( l - , et 
a x a x 

2 donc g'(x) e s t du s i g n e de x - a . On en déduit que g(x) atteint son ma -
ximum en 

g ( l ) = g(a) = 3 a 2 + 4 a + 10 + - + 3 
a 2 a 

Or 4 a 2 + 20 - g ( l ) = - L ^ a 4 - 4 a 3 + 10 a 2 - 4 a - 3 

.2 ( a - 1 ) 4 + 4 ( a - 1 ) ( a+1 ) ^ • 2 f - 20 > 0 puisque a s 1 ; donc a >— , c e 
a 

qui achève la démonstration du lemme . 

Démonstration du théorème : On applique le théorème II 1 de [ G ] 
page 106 . On c o n s i d è r e la fonction norme de la r é s o l v a n t e de Lagrange § 
de degré d^ = 2 ; on obtient , d 'après (2 .6 ) , pour tout u € E^ , u / 1 , 

Max ( CT' ( U 2 ) ) > F ~ 2 0 > 1 s i f > 28 ; 
i = 0, 5 



o n a d o n c ( E , : < u > ) £ M , - 2 U & 1 1 ( 1 L o g
 2 , „„ ï i i i l i 

e s t une constante géométrique exp l i c i t e , qui s e c a l c u l e en cons idérant le 
plongement logarithmique du groupe des unités de K : 

On pose , pour tout î = 0, . . . , 5 , y. = a1 ( Log |u | ) = Log | a (u) | ; 
a lors puisque u Ç. E^ , on a 

" y c
 + y

3
 = 0 

y , + y 4 - o 
(2 .8 ) j y 2 + y 5 = 0 

+ Vo + Va = 0 y o ' y 2 ' y 4 
y 1 + y 3 + y 5 0 

re la t ions équiva lentes à 

(2 .9 ) 

y 2
 = - y o + y i 

y 3 = " y o 
y 4 = - y . 

y 5 = y o 1 
Alors , d 'après le c o r o l l a i r e II 2 , page 111 , de [ G ] , on a 

„ _2 
ml <u ) ) . _ i 9t( (u ) ) 

m Y J d y 0 d y ] 

où y = -r— = 12 , où V es t le domaine de 

V 
2* 

R délimité par les dro i tes dont les équations , déduites de (2 .9 ) , sont : 
|y o | = 1 , |y | = 1 , |yQ - y1 | = 1 ( l 'a ire de V e s t é g a l e à 3 ) , et où 

(u ) ) = $( Log |u j ) , $ ayant é t é défini en (2 .7 ) ; on v é r i f i e que 
31 ( <u >) = 12 R^(u) , où R^(u) e s t défini en (2 .4 ) . 

I 2 R # ( U ) 
On a donc M* = 3 L o 9 ~ 

d'où le théorème ( 2 . 5 ) . 

2 0 ^ R*(u) 16 
3 r . . _ f - 20 ( L o g 

(2. 10) Remarque : D'après [G ] page 112 , s i on ut i l i se la fonction d i scr i -
minant A de degré d = 6 x5 = 30 , on déduit 

( L o g 
9 7 

3 7 f 2 f 2
 f 

0 1 6 T 3 2 1 



cet te majoration doit ê t r e u t i l i s ée s i f = 13 , 21 et donne un résul tat 
meil leur que c e l l e obtenue avec $ s i f = 28 et f = 37 „ 

(2 .11 ) Remarque : Dans le c a s des ex tens ions cyc l iques r é e l l e s de degré 3 
et 4 de © ( dont on dés ignera toujours par CT un générateur du groupe de 
Galois ) , de conducteurs r e s p e c t i f s f^ et f^ , on obtient avec les mêmes 
notations qu'en (2. 1 ) , ( 2 .4 ) et ( 2 . 5 ) : 

(i ) c a s du degré 3 ( [G ] , p. 1 1 9 ) 

2 
f rr 1 + CT+ CT , "I = { u € E , u = 1 | 

R # ( u ) = ( L o g |u | ) 2 + ( L o g |uG | ) 2 + ( Log |u | ) ( Log |u a | ) 

R # ( u ) 
M = 4 

* ' f 3 " 3 - 2 
Log r -

(ii) c a s du degré 4 ( [G ( MN ) 5 ] , p. 1 1 ) 

2 
{ |u | , u € E , u 1 + G - + 1 } 

R*(u) = ( L o g |u | ) 2 + ( L o g |u a | ) 2 

= 4 
R*(u) 

* r, ' 
(^Log — 

Une famil le d 'extens ions cyc l iques r é e l l e s de degré 6 de (B . 

Soi t fi = C - 2 , - 1 , - , 0 , 1 , j , j 2 J ; on v é r i f i e que l'applica 
tion CT déf in ie par : 

( 3 .1 ) CT ( 0 ) = » pour tout 8 Çfi , 

e s t une biject ion d 'ordre 6 de fi sur Q , et que l'on a CT2(8) = ~ — 

9 + 1 ' 



3IÛ\ e + 2 4 , . , 6+ 1 5 , - v 2 6 + 1 . 6 / n v . CT ( 6) = - 2 9+"i » a ( 0 ) = - — — , a ( 6) = - 1 et a ( 0) = 9 pour 

tout S 6 n . 6 

On pose t = 2 Z a (6 ) + 6 , et on v é r i f i e que les quantités a' ( 9) , 
i = 1 

1 £ î £ 6 , sont les s i x r a c i n e s d i s t inc tes du polynome 

( 3 . 2 ) P = x 6 - l ^ X 5 - 5 - ^ X 4 - 2 0 X 3
 + 5 - ^ - X 2

+ i ^ - X + 1 . 

On suppose que t Ç Z. ; a lors K = © ( 0 ) es t une extens ion cyc l ique de 
(fi de degré d iv i seur de 6 , et e l l e e s t r é e l l e ( voir (3 .4 ) ) . 

(3 .3 ) Propos i t ion : S i t Ç Z , t / 0 , ^ 6 , ± 2 6 , a l o r s P es t irréduct ib le 
dans (H [ X ] . 

Démonstrat ion : D'après c e qui précède , on es t dans l'un des c a s 
suivants : 

(i) P e s t i rréduct ib le dans © [ X ] . 

2 4 

(ii) P « P a ( P ) , avec p « ( X - 0 ) ( X - e a ) ( X - 0 a ) € ® [ X ] . 

Ce c a s a lieu si et seulement s i [ « t : <H ] = 3 . On v é r i f i e que l'on a 

(3 .4 ) P = ( x 3 - ^ X 2 - f . X - , ) 2 - ^ ( X 2
+ X ) 2 . 

et on en déduit que © ( J t 2 + 108 ) c K et donc que [ K : <Û ] = 3 s i et 
2 seulement s i t + 108 es t un c a r r é dans Z . Il e s t a lors é lémenta ire de 

2 2 
v é r i f i e r que les s e u l e s so lut ions dans Z de l'équation t + 108 = y sont 
t = t 6 , y = i 12 et t = ± 26 , y = ± 28 . 

(iii) P = P 2 a ( P 2 ) a ( P 2 ) , ave<= p
2

 = ( X " e ) ( X " 6 ) 6 ® C x ] • 

[K : ® ] - 2 . Soi t Ce c a s a lieu s i et seulement s i 

( 3 .5 ) cp = e" 1 ~ q 3 = - ^ - L e( e + 2 ) 

on v é r i f i e que cp est r a c i n e de 



(3 .6 ) A = X 3 - - ^ - X 2 - - ^ X - 1 , 

et donc [ K : (H J = 2 s i et seulement s î A a toutes s e s r a c i n e s ration -
ne l l e s , c e qui e s t v é r i f i é s i et seulement s i t = 0 , et c e s r a c i n e s sont 1, J. 

2 - ~ et - 2 ; on a a l o r s 

P = ( X 2 - 2 X - 2 ) ( X 2 + X - | ) ( X 2 + 4 X + 1 ) . 

5 i 
(iv) p = n ( x - e G ) , e € <a . 

i=0 

Ce cas a lieu s i et seulement s i 9 € (H et on v é r i f i e que si 
9 6 [ - 1 , - 2 , - 4 , - g ' ~ 4 } ' a l o r s t i Z • 

(3 .7 ) Remarque : s i on change t en - t , 9 e s t changé en ; on peut donc 
supposer t > 0 . 

( 3 . 8 ) Définit ion : So i t t € IN , t / 0 , 6 , 2 6 . On c o n s i d è r e la famil le des 
ex tens ions cyc l iques r é e l l e s de degré 6 , K = ® ( 0 ) , où 9 e s t racine du 
polynome P défini en (3 .2 ) . 

(3 .9 ) Propos i t ion : So i t Kt = © ( 8 ) défini en ( 3 . 8 ) . 

(î) le s o u s - c o r p s quadratique de Kt e s t k^ = ®( Jt2 + 108 ) ; 
(ii) le conducteur f_ de k„ s e détermine de la manière suivante : 

2 
so ient p^ , . . . , pp les nombres premiers impairs qui divisent t + 108 à 
une p u i s s a n c e non congrue à z é r o modulo 2 ; a l o r s : 

s î t ^ 0 mod 2 ou sî t H - 6 mod 16 , on a f^ = p^ . . . , 
s i t = 0 mod 2 et s î t ^ i 6 mod 16 , on a f^ = 4 p^ . . . p^ . 

Démonstraj ion : (î) a é té démontré en ( 3 . 4 ) . 
2 (îî) On étudie t + 1 0 8 modulo 64 : 

2 
si t s 1 mod 2 , a l o r s t + 108 h 1 mod 4 ; 

2 
s i t = 0 mod 4 , a l o r s t + 108 = 3 x 4 mod 16 ; 
s i t = 2 mod 4 , on pose t = 4 n + 6 , a l o r s 

t 2 + 108 = 16 ( n 2 + 3 n + 9 ) ; 
s i n = 0 , 1 mod 4 , a lors t H 6 , 10 mod 1 6 , et on a 2 

n + 3 n + 9 = 1 mod 4 , 
s i n = 2 , 3 mod 4 , a l o r s t = 14 , 2 mod 16 , et on a 

2 
n + 3 n + 9 = 3 mod 4 , d'où le résul tat . 



(3 .10) Propos i t ion : So i t K t = <H(0) défini en (3-8) . 
3 

(i) le s o u s - c o r p s cubique de Kt e s t k 3 = ®(cp) , où cp = 0~ ~ et 

/ ^ \ t - 6 t + 6 Irr ( cp, dt) = X - —ç— X - —ç— X - 1 ; 

(ii) le conducteur f^ de k^ s e détermine de la manière suivante : 
so ient q q les nombres premiers autres que 2 et 3 qui divisent 
2 

t + 108 à une pu i s sance non congrue à z é r o modulo 3 ; a lors 
s i t ^ 0 mod 3 ou si t = 0 mod 27 , on a f 3 = q1 . . . q g , 
s i t = 0 mod 3 et s i t ^ 0 mod 27 , on a f 3 = 9 q 1 . . . q g . 

P^ri^l^rf iL® 1 ! : ^ a ^ démontré en (3 .5 ) et (3 .6 ) . 

(ii) Le discriminant de Irr ( cp, <&) e s t égal à 

t - 6 . „ t - 6 , „ "l2 f t 2 + 108>? —. , .. N • ^ . r. i _ / \ o n écr i t 
16 

2 a b 3 tt1 tts 
r + 108 = 4 3 q q . . . q g , 0 . = 1 ou 2 , i = 1, . . . , s , a = 0 , 1 
ou 2 , b = 0 , 2 ou 3 , q = 1 mod 3 , q. = 1 mod 3 . 
La démonstration du résu l ta t e s t la même que c e l l e qui a été fai te pour le 
c a s t = 4 n + 6 dans [ G ( MN ) 4 ] , pages 5 à 7 . 

(3. 11) Propos i t ion : So i t Kt = <H(6) défini en (3 .8 ) . 
Le conducteur f de Kt s e détermine de la manière su ivante : 
soit m le produit des nombres premiers autres que 2 et 3 qui divisent 
2 «. 

t + 1 08 à une p u i s s a n c e non congrue à z é r o modulo 6 ; a lors 

f = 4 k 3 l m , où 

k = 0 s i t = 1 mod 2 ou t = ï 6 mod 16 , k = 1 s inon , 

l = 0 s i t = 1 mod 3 , t = 1 s i t = 0 mod 27 , 1 = 2 s inon . 
2 

Démonstration : le nombre t + 108 s ' é c r i t de manière unique en 
isolant les p u i s s a n c e s de 2 et 3 , 

t 2 + 1 08 - 4 a 3 b x , x 2 x 3 x j y 6 , 

a = 0 , 1 ou 2 , b = 0 , 2 ou 3 , , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 s a n s fac teurs c a r r é s et é t r a n g e r s deux à deux . 



Alors , d 'après les propos i t ions (3 .10) et (3. 1 1 ) , on a 

f 2 = 4 3 X1 x 3 x 5 ' f 3 = 9 X1 x 2 X 4 X 5 ' k » ^ ' » -t " = 0 ou 1 , 

et donc puisque f = p p c m ( f 2 , f 3 ) , f = 4 k 3 ^ Xj x 2 x 3 x^ x^ = 4 k 3 ^ m , 

où l = max { V , 2 <t" ) . 

On a donc 

2 a b (3. 12) t + 108 = 4 3 m y , y premier à 2 et 3 , 

et puisque f = 4 ^ 3 ^ m , k s a , 4, <b , on a 

(3. 13) t 2 + 108 = f Y c . 

Le tableau (3 .14 ) qui suit donne pour les 16 c a s numérotés î » j , 
2 

les v a l e u r s de t + 108 , f et c , c e qui démontre et p r é c i s e la proposi -
tion (3. 1 1 ) . 



14) Conducteur f de K 

t 2 + 108 

f c 
t = — 1 mod 3 t = - 3 mod 9 t = - 9 mod 27 t = 0 mod 27 

t = 1 
mod 2 

1 • 1 

m y 

m 1 

1 • 2 

9 m Y 

9m 1 

1 • 3 

27 m Y 

9m 3 

1 « 4 

27 m Y 

3m 9 

t = 0 
mod 4 

2 • 1 

4m y 

4m 1 

2 * 2 

36 m Y 

36 m 1 

2 * 3 

108 m Y 

36 m 3 

2 * 4 

1 08 m Y 

12m 9 

t = - 2 
mod 16 

3 • 1 

16 m Y 

4m 4 

3 * 2 

144 m Y 

36 m 4 

3 * 3 

432 m Y 

36 m 12 

3 « 4 

432 m Y 

12m 36 

t s + 6 
mod 16 

4 • 1 

16 m Y 

m 16 

4 * 2 

144 m Y 

9m 16 

4 • 3 

432 m Y 

9 m 48 

4 • 4 

432 m Y 

3 m 144 



(3. 15) Remarque : Pour tout t € IN , t ^ 0 , 6 , 26 , on obtient un corps 
K = <û(0) défini en (3 .8 ) . Un même corps peut ê t re obtenu pour p lus ieurs 
va l eurs de t , mais ce nombre de fo i s e s t fini . En ef fet , si f , f„ et f 
sont donnés , d 'après la démonstration de la proposit ion (3„1l ) , s e u l s 
les produits x^ x^ et x^ x^ interviennent dans les c a l c u l s des conduc-
teurs , c e qui fait un nombre fini de combinaisons p o s s i b l e s pour les pu i s -
s a n c e s des nombres premiers qui divisent x^ , x^ , x^ et x^ , à une puis -
s a n c e 6 - i è m e près , mais d 'après le théorème de Thue , l'équation 
2 6 t + 108 = d y admet un nombre fini de so lut ions . 

4 . Le groupe E ^ pour les c o r p s K{ 

a) Introduction . 

Dans le c a s des corps cyc l iques de degré 3 ou 4 , les é léments w^ et 
w^ déf inis respect ivement en ( l . l ) et ( 1 . 3 ) appartiennent à E ^ . 

Dans le c a s des corps cyc l iques de degré 6 , l 'élément 0 défini en 
(3. l) n'appartient pas à E„ . En ef fet , d'une part 0 n'est un entier de K 

2 4 
que s i t = 2 mod 4 et d'autre part , pour tout t , on a bien 9 a =1 

Q1 + cr3 / , mais 0 F 1 • 
3 

On c o n s i d è r e l'élément w = 0 CT ( c f . [M ] , p. 29 ) : 
a lors il e s t évident que w Ç s i w es t un entier de K^ , c e qui r é s u l t e 
de : 

- ct3 

(4. l ) Propos i t i on : L'élément w = 0 e s t rac ine du polynome 

q = ( X - 1 ) 6 - ( t 2 + 108 ) ( X 2 + X ) 2 . 
Q ( 2 0 + 1 ) Démonstration^: On a w = - —q + 2 ' ' ' o n déduit 

w 1 - 9 0 2 + 9 + 1 w " 1 " " 2 0 + 2 

-T 1A 2 . U U _ , 9 ( 6 - 1 ) ( 0 + 1 ) ( 2 0 + 1 ) ( 0 + 2 ) et w + w = z _ 

( 0 + 2 ) 3 

Or il r é s u l t e de ( 3 . 2 ) que 



t = 2
 2 e6 + 6 e 5 - 15 e 4 - 4o e 3 - 15 e 2 + 6 e + 2 

e ( e - 1 ) ( e + 1 ) ( 2 e + 1 ) ( 6 + 2 ) 

= 4 ( e 2 + e + 1 ) 3 - 54 ( e 2 + e ) 
( e 2 + e ) ( e 2 + e - 2 ) ( 2 e + i ) 

d'où l'on déduit 

. 2
+ 1 0 8 ' 6 ( e 2 + 6 t " 6 5 - , 

[ 6 ( 6 - 1 ) ( 6 + 1 ) ( 2 6 + 1 ) ( 9 + 2 ) R 

et donc ( w - 1 ) = ( t + 108 ) ( w + w ) , c . q . f . d . 

b) Définit ion et propr ié tés de l'unité w de E ^ . 

2) Définit ion : Pour tout t € I N , t ^ 0 , 6 , 2 6 , soit 
. 1 - a 3 6( 2 6 + 1 ) 

w = 6 " " — ? T 2 — ' 

où 6 e s t défini en (3 .8 ) ; on a a l o r s 

Irr ( w , © ) = ( X - 1 ) 6 - ( t 2 + 1 08 ) ( X 2 + X ) 2 . 

3) Propos i t ion : Soi t w € déf in ie en (4. 2) . Il e x i s t e v 6 E # tel le que 

w = v 1 + ° sî et seulement s i t e s t de la forme t = s ( s 2 + 9 ) , s Ç Z , 

4) Lemme : So i t K un c o r p s cyc l ique rée l de degré 6 , so i t u 
s o i e n t q = T r K ^ ^ ( u ) et r = T r K y ^ f u u a ) . Alors : 

(i ) Irr ( u , © ) = X 6 - q X 5 + ( q + r + 3 ) X 4 - ( q 2 - 2 r - 4 ) X 3 

+ ( q + r + 3 ) X 2 - q X + 1 ; 
(ii) une condition n é c e s s a i r e et su f f i san te pour qu'il e x i s t e v € E ^ 

tel le que u = v^ + ° e s t que l'équation diophantienne 
x 3 - 3 ( q + 3 ) x - 6 q - r - 12 = 0 

admette une solut ion x € 2 , et a l o r s x = * 

Démonstration du lemme : 

(i) Un élément u de E ^ , u ^ 1 , e s t n é c e s s a i r e m e n t un élément p r i -
mitif de K , et on ca l cu le les fonct ions symétr iques de u et s e s conjugués 
en tenant compte de la re lat ion (2. l) . 



(ii) Il e x i s t e v € E ^ tel le que u = v 1 + CT si et seulement s ' i l e x i s t e 
v € E^ te l l e que u1 + ° - v 3 ° , et d 'après [ G ] , pp. 120-122 , cec i a lieu 
s i et seulement s i 

6 i -1 i 
B = n ( x - ( u G u a ) 1 / 3 ^ € Z [ X ] . 

ï = 1 y 

a ' " 1 , , a \ l / 3 Pour tout i modulo 6 , on pose v. = (u u ) , et il r é s u l t e de ( i ) 
que B Ç Z [ X ] s i et seulement s i 

x = v o + v 1 + v 2 + v 3 + v 4 + v 5 € z 

et y - v Q v 1 + VjV2 + v ^ + v ^ + v 4 v 5 + v ^ € Z . 

i 
Mais v .v . = u a , et donc y = q . 11 en r é s u l t e que B € Z [ X ] s i et seu -
lement s i x Ç Z . 

On c o n s i d è r e les nombres complexes : 
Z1 = ( v o + v 2 + V 4 ) + { v i + v 3 + V 5 ) ' 
Z 2 = j ( v 0 + v 2 + v 4 ) + j 2 ( v i + V 3 + V 5 } ' 
z 3 = j 2 ( v 0 + v 2 + v 4 ) + j ( v i + V 3 + V 5 ) • 

Alors z + z 2 + z 3 = 0 , 

Z 1 Z 2 + Z 2 Z 3 + Z 3 Z 1 = - 3 ( v o + v 2 + v 4 ) ( v 1 + v 3 + v 5 ) = - 3 ( q + 3 ) , 

e t Z 1 Z 2 Z 3 = ( V o + V 2 + V 3 ) 3 + ( V 1 + V 3 + V 5 ) 3 

= V o + V1 + V 2 + V 3 + V 4 + v 5 + 6 x / o V 1 + 6 V 1 V 2 + 6 v 2 v 3 + 6 V 3 V 4 + 6 v 4 v 5 
+ 6VjV o + 1 2 = 6 q + r + 1 2 . 

Donc x = v + v , + v„ + v_ + v., + v_ es t l'unique rac ine r é e l l e de o 1 2 3 4 5 
l'équation x - 3 ( q + 3 ) x - 6 q - r - 1 2 = 0 , c e qui achève la démons-
tration du lemme . 

Démonstratioin de l^proposjUon_: On déduit du lemme (4 .4 ) (i) et de 

1 + c 

2 
l ' expres s ion (4. 2) de Irr ( w , (û ) que q = 6 et r = - t - 1 0 2 . 

Donc d'après le lemme (4 .4 ) (ii) , il e x i s t e v Ç te l l e que w = v 
s i et seulement s ' i l e x i s t e x € Z tel que 

(4 .5 ) x 3 - 27 x + 54 + t 2 = 0 , 

équation qui s ' é c r i t 



t 2 = - ( X - 3 ) 2 ( 6 + X ) . 
N é c e s s a i r e m e n t , on a donc - 6 - x = s , s € Z , et a l o r s 

2 2 2 2 2 t = s ( s + 9 ) ; on cho is i t s > 0 et a l o r s t = s ( s + 9 ) . 
Les so lut ions de (4 .5 ) sont donc 

x = - 6 - s 2 , t = s ( s 2 + 9 ) . 

6) Propos i t i on : So i t w Ç Kt déf in ie en (4 .2 ) et so i t R4{.(w) le régulateur 
de w défini en ( 2 . 4 ) ; lorsque t -> + œ t on a 

R # ( w ) _ ( Log t ) 2 . 

9Ê™° n s Jr?l l°Jl : D ' a P r è s ( 3 .4 ) > on a P = PJ CT(P ) , où 

p . x 3 . / i ^ g + y . 2 H- i o e A x 2 _ r i j l + / L + )X - 1 
- V 4 ^ 4 

3 2 
polynome de la forme X - a X - ( a + 3 ) X - 1 , a € R , e t les rac ines 
de c e polynome , lorsque a -» + œ , sont équivalentes à a , - 1 et . 

On chois i t pour 9 la plus grande rac ine de P ; a l o r s 0 ^ 

l ^ L + / t 2 ; t 0 8 l o r s q u e e t d o n c w = - i L l i l J j . „ _ t , 

w C T = - ( e - l ) e 1 , et a l o r s 
( 0+ 1 )( 0 + 2 ) 

R # ( w ) = ( L o g |w | ) 2 + ( L o g | w a | ) 2 - ( L o g |w | ) ( L o g | w a | ) ~ ( L o g t ) 2 . 

7) Remarque : Dans le c a s des ex tens ions cyc l iques de degré 3 et 4 d é -
2 2 

f in ie s en ( l . 1 ) et ( 1 . 3 ) , on a auss i R#(w.j) ~ (Log t ) et R # (w^ ) ~ (Log t) , 
les quantités R^(w 3 ) et R^(w^) ayant é té dé f in ie s en (2. I l ) . 

8) Théorème : So i t w € K ( w € E ^ ) déf in ie en ( 4 . 2 ) . Soi t f le conduc-
teur de Kt déterminé en (3. 14) . Si t > 26 et s i f > 28 , a l o r s on a 

( E * : <w ) ) ^ M = * ' v ' ' t 3 V, f - 20 Log 

PjrJTÎfL^trJ^IfL1! " c e théorème e s t une c o n s é q u e n c e immédiate du théo-
rème (2 .5 ) et des deux lemmes su ivants : 



9) Lemme : O n a R j w ) s Ç Max Log | w a | . 
i = 0, 5 y 

Démonstration : supposons que | w a | so i t la plus grande des quanti -
""1 2 

tés | w a | ; puisque w Ç E ^ , on a |w | | w a | = |w | , et donc |w | > 1 et 
2 

| w a | > 1 ; a l o r s 

R # (w) = ( L o g | w a | ) 2 + ( L o g |w J ) ( Log |w | - Log | w ° | ) 
2 

= ( L o g |wCT | ) 2 - Log jw | Log | w a | < ( Log |wCT| ) 2 

2 
puisque Log |w | > 0 et Log | w a | > 0 . 

10) Lemme : Si t > 26 , la plus grande rac ine en valeur abso lue w de Q = 

(X - 1 ) 6 - ( t 2 + 108 ) ( X 2 + X ) 2 v é r i f i e 

Jt2 + 108 + 3 < w < t + 6 . 

Démenâtrajiori : On a Q = Q^ Q 2 , où 

Ql} = X 3 - ( 3 + 7 1 2 + 1 08 ) X 2 + ( 3 - / t 2 + 1 08 ) X - 1 et 

Q 2 = X 3 - ( 3 - 7 1 2 + 108 ) X 2 + ( 3 + / t 2 + 108 ) X - 1 . 

On montre d'abord que s î t s 9 , les r a c i n e s u , u' et u" de Q^ vé -
r ifient 

- 1 < u < - - i < u ' < 0 < 3 + T t 2 + 108 < u" 

et les r a c i n e s v , v ' et v" de Q 2 vér i f i ent 

- J t 2 + 1 08 + 3 < v < - 2 < 0 < v " < 1 . 
Donc la plus grande rac ine en valeur abso lue de Q es t u" et e l l e v é r i f i e 

u" > Jt2 + 1 08 + 3 . 
Il r e s t e à montrer que s i t s 26 , a l o r s u" < t + 6 , et pour ce la , il 

suff i t de montrer que Q ( t + 6 ) > 0 . O n a 

Q( t + 6 ) = ( t + 5 ) 2 - ( t 2 + 108 ) ( t + 6 ) 2 ( t + 7 ) 2 , et on v é r i f i e que si 
2 2 t > 26 , a l o r s t + 108 ^ ( t + 2 ) ; donc 

Q ( t + 6 ) > (t + 5 ) 6 - ( t + 2 ) 2 ( t + 6 ) 2 ( t + 7 ) 2 , et on a Q ( t + 6 ) > 0 car 

(t + 5 ) 3 - ( t + 2 ) ( t + 6 ) ( t + 7 ) = 7t + 41 > 0 . 



(4 .11) Remarque : En ce qui concerne les corps ©(w^) et ©(w^) définis 
respect ivement en ( l . l ) et (1 .3 ) , on déduit de [ G ( M N ) l ] , p. 36 , 
qu'avec des notations analogues à c e l l e s du théorème (4 .8) on a : 

(i) cas du degré 3 : si t > 1 , a lors 

( E , : <w 3 >) « M , - 4 C ^ L Ç L I ) 2 . 

L o g - ^ -

(ii) cas du degré 4 : s i t > 5 , a lors 

L o g — — 

c) Générateur de E ^ lorsque t € T . 

(4 .12) Définition : On appel le T l 'ensemble des t € IM , t , te ls que 
2 

t + 1 0 8 soit sans facteurs c a r r é s , en dehors des puissances de 2 et 3 . 

(4 .13) Propos i t ion : L'ensemble T est infini . 

Démonstration : E l l e es t analogue à c e l l e de [N ] p. 389 . 

(4 .14) Remarque : Les définit ions analogues concernant les corps ®(w^) et 
<H(w4) sont : 

(î) Cas du degré 3 : On appel le T^ l'ensemble des t Ç Z , t > - 1 , 
2 

tels que t + 3 t + 9 soi t sans facteurs c a r r é s , en dehors des puissances 
de 3 . 

(ii) Cas du degré 4 : On appelle T^ l 'ensemble des t Ç IN , t ^ 0 , 
2 te ls que t + 1 6 soi t sans facteurs c a r r é s en dehors des pu i s sances de 2 . 

(4. 15) Propos i t ion : Soit t € T et so i t K = ©(w) , w définie en (4 .2 ) . Soi t 
2 

f le conducteur de ; a lors f = ( t + 108 ) / c , où c est un entier qui d i -
v i s e 144 . 

Démonsjratiojn_: La proposit ion r é s u l t e immédiatement de (3 .13) et 



(3 ,14 ) en remarquant que t € T équivaut à Y = 1 • 

(4, 16) Propos i t i on : Les notations sont c e l l e s du théorème (2 ,5 ) appliqué à 
(w ) . Lorsque t ÇT et t -• + » , a l o r s M^ 4 / 3 , 

2 
Démon^trajioin : D'après la proposit ion (4 ,6 ) , on a R # (w) ~ (Log t ) 

lorsque t + » „ Par ai I leurs , s i t € T , d 'après la proposit ion (4, 15) , 
on a f = ( t 2 + 1 08 ) / c , 1 < c < 144 , et donc Log (( f - 20 ) / 4 ) ~ Log t 2 , 

2 
et donc M^ = R^(u) / ( L o g 3 lorsque t € T et t -* + œ , 

(4 .17 ) Remarque : Avec les notations (2, 11) et (4, 14) , pour les corps c y -
c l iques de degré 3 et 4 , on a M^ -» 1 lorsque t € T^ ou t € T^ et t + » . 
Le résul tat obtenu pour les c o r p s cyc l iques de degré 6 n 'es t pas le même, 
mais pour la famil le de c o r p s qui s e r a déf in ie au d) , on aura 1 , 

(4 .18 ) Théorème : Pour tout t € T , défini en (4,12) , s o i t Kt =<B(w) le 
corps rée l cyc l ique de degré 6 défini par 

Irr ( w , <a ) = ( X - 1 ) 6 - ( t 2 + 1 0 8 ) ( X 2 + X ) 2 , 
et so i t E^ le module des unités r e l a t i v e s de Kt . Alors si t / 10 , 54 , 
l'unité w e s t un générateur de E ^ . 

Démonstration : Pour les c o r p s r é e l s cyc l iques de degré 6 ainsi d é -
f in is , on connaît une unité r e l a t i v e . On applique l 'algorithme de d é v i s -
s a g e des unités ( c f . [G ] , p. 1 1 2 ) . On c h e r c h e s ' i l e x i s t e X , |i Ç Z et 
e € E ^ te l s que w = e^ + ^ a pour tout X , |a te l s que 

p = ( E ^ : <w > ) = X2 + X n + n 2 < Mt 

( c f . théorème ( 4 . 8 )) . L e s s e u l e s v a l e u r s p o s s i b l e s de p sont p = 3 , 
p = 4 e t p > 7 ( p = 7 , 9 , 1 3 . . . ) . 

2 
(i) On a p = 3 s i et seulement s i t = s ( s + 9 ) , s € IN ( d 'après la 

proposi t ion (4 .3 ) ) . A lors 
t 2 + 108 = ( s 2 + 3 ) 2 ( s 2 + 12) . 

D 'après (4. 1 5) et (3 . 12) , on a t 2 + 1 08 = 4 a 3 b m , a = 0 , 1 ou 2 , 
b = 0 , 2 ou 3 , m s a n s fac teurs c a r r é s ; donc n é c e s s a i r e m e n t , 

2 
s + 3 Ç { 1, 2, 4, 3, 6, 1 2} , c e qui fait un nombre fini de v a l e u r s de s à 
e s s a y e r ; on trouve les deux s e u l e s so lu t ions : 



s = 1 , t = 10 , t* + 108 = 1 6 x 1 3 , f = 13 
s = 3 , t = 54 , t 2 + 108 = 16 x 27 x 7 , f = 21 . 

Donc si t € T , t / 10 , 54 , a l o r s : <w ) ) ^ 3 . 

(ii) On a p = 4 s i et seulement s ' i l e x i s t e u € E^ te l le que w = u , 
c e qui e s t imposs ib le puisque w n 'es t pas totalement pos i t ive ( c f . e n c a -
drements du lemme (4 .10) ) . 

(iii) Montrons qu'il e x i s t e un ensemble fini T , tel que si t Ç T o o ' 
a lors le théorème (4 .8 ) entra îne que ( E ^ : (w ) ) < 7 . 

D'après c e théorème , s i t > 26 et f > 28 , a l o r s 

( E # : <w>) < Mt = - y - ( j _ o g ( t + 6 ) / Log f - 2 0 y 
4 J 

Puisque d 'après (4. 15) , f = ( t + 108 ) / c , on 

M. t = ! | ( L o g ( t + 6 ) / L o g ^ + 108 - 20 c 
4 c 

On a donc M{ < 7 s i et seulement s i 

h (t) = Log 

Or h ' (t) = 

t + 108 - 2 0 c 
4 c 

2 t 

/s/21 
Log ( t + 6 ) > 0 . 

> 
2 t 

t + 108 - 20 c J2Â t + 6 t + 8 8 t + 6 

puisque c > 1 et J~2\ > 4 . Donc s i t > 9 , h' (t) > 0 , donc h (t) es t c r o i s -
sante ; or h (t) -» + œ lorsque t -» + œ ; donc il e x i s t e t tel que s i t > t , 
a lors h (t) > 0 , c e qui entraine Mt < 7 . 

Donc s î f > 28 , pour tout c > 1 , il e x i s t e t (c) = max ( t , 26 ) tel que 
si t ÏÎ t ( c) , a lors ( E ^ : <w ) ) < 7 . Pu i sque c d i v i s e 144 , on en dé -
duit les t (c) p o s s i b l e s : 

c 1 3 4 9 12 16 36 48 144 

t (c) 26 26 26 30 38 48 93 117 295 

En uti l isant les congruences modulo 16 et 27 que doit v é r i f i e r t s e -
Ion les va l eurs de c , ( c f . tableau (3 . 14)) , on obtient que ( E : <w > ) < 7 s i 
t € T - T , où 



T c - [ 1 , 5 ] U [ 7 , 22 ] U { 24 , 25 , 27 , 38 , 42 , 54 , 90 } . 

( iv ) Dans le tableau qui suit , pour chaque valeur de t € T , on cal -
2 ° cule t + 1 08 , et on donne pour le c o r p s correspondant , le n° du cas 

du tableau (3. 14) , la valeur de c , le conducteur f de K{ , une valeur 
approchée de M^ c a l c u l é e d irectement ( pour f = 13 , 21 , 28 et 37 , M^ 
es t c a l c u l é e avec le discriminant (2. 1 0)) , et la valeur de ( : (w ) ) qui 
e s t obtenue a p r è s avoir t e s t é , lorsque M^ > 7 s ' i l e x i s t e u € E s t e l l e 
que w = u^ + ^ ° , pour tout X , p € ISI te ls que X + X p + p. ^ . 
On déduit de c e tableau le théorème (4. 18) . 

t t 2 + 1 08 c a s c f M * (E*: <w » 

1 109 1 • 1 1 109 2 , 8 9 1 
2 1 6 . 7 3 • 1 4 28 16, 92 1 
3 9. 13 1 • 2 1 117 2, 83 1 
4 4 . 3 1 2 • 1 1 124 2, 79 1 
5 133 1 • 1 1 133 2, 74 1 
7 157 1 • 1 1 157 2, 63 1 
8 4 . 4 3 2 • 1 1 172 2, 58 1 
9 2 7 . 7 1 • 3 63 6, 31 1 

10 16. 13 4 • 1 16 13 24, 83 
1 1 229 1 • 1 1 229 2 , 4 6 1 
12 4 . 9 . 7 2 * 2 1 252 2, 42 1 
13 277 1 • 1 1 277 2, 39 1 
14 16.19 3 • 1 76 6 , 4 1 1 
15 9 . 3 7 1 • 2 1 333 2, 33 1 
16 4 . 9 1 2 • 1 1 364 2, 30 1 
17 397 1 • 1 1 397 2, 28 1 
18 16 .27 3 * 3 12 36 25, 25 1 
19 469 1 • 1 1 469 2, 23 1 
20 4 . 127 2 • 1 1 508 2, 22 1 
21 9 .61 1 • 2 1 549 2, 20 1 
22 16 .37 4 • 1 16 37 25, 73 1 
24 4 . 9 . 19 2 * 2 1 684 2, 16 1 
25 733 1 • 1 1 733 2, 14 1 
27 27 .31 1 • 4 9 93 7, 11 1 
38 1 6 . 9 7 4 • 1 16 97 8, 42 1 
42 1 6 . 9 . 13 4 * 2 16 117 7, 57 1 
54 1 6 . 2 7 . 7 4 • 4 144 21 56, 14 3 

90 16.27. 19 4 * 3 48 171 8, 21 1 



(4 .19) Remarque : En c e qui c o n c e r n e les c o r p s <û(w^) et (û(w^) déf inis 
respect ivement en ( l . l ) et (1 .3 ) , a l o r s 

(i) c a s du degré 3 : 
s i t Ç T^ et s i t ^ 3 , a l o r s w^ es t un générateur de E^ . 

(ii) c a s du degré 4 : 
s i t € T^ , a lors w^ es t un générateur de E^ . 

(4 .20) Cas part icul ier : Si t = 2 mod 4 , on pose t = 4 n + 6 , et a lors 
2 2 

t + 1 0 8 = l 6 ( n + 3 n + 9 ) . Alors on a les propr ié té s su ivantes : 
(i) Le polynome P défini en (3 .2 ) appartient à Z [ X ] et 8 e s t une 

unité de K . 
3 

(ii) D'après (3. 10) , s i cp = 9 a , a lors lrr(cp ,CB) = 
3 2 X - n X - (n + 3 ) X - 1 ; l e c o r p s k_ fait part ie des corps ( l . l ) et pu i s -

2 J 

que t ÇT , n + 3 n + 9 es t s a n s fac teurs c a r r é s en dehors des p u i s s a n -
c e s de 3 , et donc si t / 18 ( n ^ 3 ) , a l o r s cp es t un générateur de E^ . 
Dans c e c a s , un générateur de et un générateur de E^ sont connus . 

(4. 21 ) Remarque : Le conducteur f^ de k^ s ' é c r i t de manière unique f^ = 
2 2 

( a 3 + 27 b>3 ) / 4 , a 3 et b 3 de même parité , a 3 = 1 mod 3 , b 3 > 0 , et s i 
t € T , les d i f f érents c a s du tableau (3 .14 ) correspondent à des va l eurs 
p r é c i s e s de a 3 et b 3 . En part icul ier : 

les c a s 3 * 1 et 4 • 1 correspondent à b j = I , 
le c a s 2 • 1 correspond à b 3 = 2 , 
le cas 1 • 1 correspond à b j = 4 , 

S i b 3 = 1 , on obtient des c o r p s cubiques cyc l iques ( l . l ) , donc une unité 
" petite " , mais s i b^ = 2 ou b^ = 4 , on obtient des corps cubiques cy -
c l iques où en général les unités sont " g r a n d e s " ( c f . t a b l e s de [G(MN)2] ) . 
Cependant dans les t ro i s c a s , il e x i s t e une unité re la t ive du corps de 
degré 6 qui e s t " pet i te " . 

2 
d) Générateur de E^ lorsque t = s ( s + 9 ) , s € S . 

(4 .22 ) Définit ion : On appel le S l 'ensemble des s € N , s / 0 , 2 te ls que 
2 2 

s + 3 et s + 1 2 so ient s a n s fac teurs c a r r é s , en dehors des pu i s sances 
de 2 . 



(4 .23) Propos i t i on : L 'ensemble S es t infini . 

2 2 9in°_n_s_trfiif>_n_: P o u r t o u t s € M , s + 3 = 1 mod 3 ou s + 3 = 3 
A 2 2 2 

mod 9 ; i I en es t de même pour s + 12 et donc 3 ne d iv i s e pas s + 3 et 
2 2 2 s + 9 . Les d i v i s e u r s premiers de s + 3 et s + 1 2 sont congrus à 1 

modulo 6 . Le raisonnement es t a l o r s c l a s s i q u e ( c f . [ N ] p. 389 ) : 
on a beso in d'évaluer 

2 E — 2 * L ( 2 + L - 2 > 6 " " 4 S " - - S Ï T - 1 

n=1 (6 n + 1 ) n=1 (6 n - 1 ) ( 6 n + l ) 2 y 6 4 6 9 8 

2 
= - 1 < 0. 1 , et c e nombre est suff isamment petit pour qu'il e x i s t e une 

2 2 infinité de s € N te l s que s + 3 et s + 1 2 so ient s a n s fac teurs c a r r é s . 

2 
(4 .24 ) Définit ion des corps L g : Pour tout s € S , so i t t = s ( s + 9 ) ; 

puisque s / 0 , 2 , o n a t / [ 0 , 6 , 2 6 } . On c o n s i d è r e le corps cyc l ique 
rée l de degré 6 L g = K{ = ©(w) , où w es t déf inie en (4 .2 ) . 

(4 .25) Propos i t ion : On a L g = <H(v) , où 

Irr (v , = ( X - 1 ) 6 + ( s 2 + 1 2 ) ( X 5 - X 4 - s 2 X 3 - X 2 + X ) . 

2 
Démonstration : Pu i sque t = s ( s + 9 ) , d 'après la proposit ion (4 .3 ) , 

il e x i s t e v Ç E ^ tel le que w = v ^ + a et on a T r ^ = ~ 6 - s 2 e t 

s ' 
T r ^ / _ (v^ + a ) = 6 . On applique a l o r s le lemme (4 .4 ) (ii) . 

s ' 

(4 .26) Propos i t i on : Soi t s € S et so i t L g = <B(v) déf in ie en (4 .24 ) et ( 4 . 2 5 ) . 
2 2 

Soi t f le conducteur de L g ; a lors f = ( s + 3 ) ( s + 12 ) / e , où e es t un 
ent ier qui d i v i s e 48 . 

2 
Démonstration : Puisque t = s ( s + 9 ) , on a 

t 2 + 1 0 8 = ( s 2 + 3 ) 2 ( s 2 + 12 ) ; 
on applique la proposit ion ( 3 . 1 l ) et on écr i t 

( s 2 + 3 ) 2 ( s 2 + 12) = 4 a 3 b m y , 



a = 0 , 1 ou 2 , b = 0 , 2 ou 3 , m et y premiers à 2 et 3 . Pu i sque s + 3 
2 .> et s + 1 2 sont sans fac teurs c a r r é s en dehors de 2 et 3 , m d iv i se 

( s 2 + 3 ) ( s 2 + 12) et y d iv i s e ( s 2 + 3 ) . On pose e = ( s 2 + 3 ) ( s 2 + 1 2 ) / f 
( f e s t de la forme 4 3 m ) , et on v é r i f i e que : 

s i s =± 1 mod 3 , a l o r s b = 0 et t = - 1 mod 3 ; les corps l_g ap -
partiennent aux fami Iles 2 • 1 , 3 • 1 ou 4 • 1 de (3. 14) et e = 1, 4 ou 16 ; 

s i s s 0 mod 3 , a l o r s b = 3 et t = 0 mod 27 ; les corps L g appar-
tiennent aux fami I les 2 • 4 , 3 • 4 ou 4 • 4 de (3. 14) et e = 3, 12 ou 48 . 

27) Propos i t ion : L e s notations sont c e l l e s du théorème (2 .5 ) appliqué à 
(v ) ; lorsque s € S et que s -» + œ , a lors M^ -» 1 . 

Démonstra_tion_ : On a R#(v ) = R^(w) , où w = v 1 + ° ; lorsque s -»+ œ 
2 2 3 2 t = s ( s + 9 ) - + °° et d 'après (4 .6 ) , R j w ) ~ ( Log t ) ~ ( Log s ) . Par 

a i l l eurs , s i s Ç S , d 'après la proposit ion (4 .26) , on a 
2 2 / f — 20 4 

f = ( s + 3 ) (s + 9 ) / e , 1 <; e < 4 8 , et donc Log —^ Log s , l o r s -
que s -» + œ , et donc 

M
# = - r R ^ ( v ) / C L o g L i ^ 2 ) 2 4 ( L o g s 3 ) 2 / ( L o g S 4 ) 2 , 

et M^ -» 1 lorsque s € S et s -» + œ . 

28) Remarque : Comme pour les ex tens ions cyc l iques r é e l l e s de degré 3 
et 4 , la majoration établ ie au théorème (2 .5 ) ne peut pas ê t re amél iorée 
pour l 'ensemble des ex tens ions cyc l iques r é e l l e s de degré 6 de (H . 

29) Théorème : Pour tout s € S , défini en (4 .22 ) , so i t L g = ©(v) le 
corps rée l cyc l ique de degré 6 défini par 

Irr ( v , ® ) = ( X - 1 ) 6 + ( t 2 + 1 2 ) ( X 5 - X 4 - s 2 X 3 - X 2 + X ) , 
et so i t le module des unités r e l a t i v e s de L g . Pour tout s Ç S , l'uni -
té v e s t un générateur de E^ . 

Démonstration : On procède de la même manière que pour démontrer 
le théorème (4. 18) . 

(i) Pour toute unité v déf in ie en (4 .25) il n ' ex i s t e pas d'unité u € E^ 
tel le que v = u1 + 0 . En ef fet , d 'après le lemme (4 .4 ) (ii), appliqué à 



q = - 6 - s et r = 6 , il e x i s t e u € te l le que v = u 1 + CT si et seulement 
s ' i l e x i s t e y Ç Z tel que 

y 3 + 3 ( s 2 + 3 ) y + 6 s 2 + 1 8 = 0 . 
3 2 Cette équation s ' é c r i t y + 9 y + 18 = - 3 s ( y + 2 ) ; on a donc n é c e s s a i -

3 
rement y = 0 mod 3 ; a l o r s y + 9 y + 1 8 = - 9 mod 27 et l'équation donnée 
es t tr ivialement imposs ible modulo 27 . 

(ii) Montrons que s i s £ S , s > 10 , a l o r s le théorème (4 .8 ) e n -
traine que ( : (v ) ) < 7 , c e qui e s t équivalent à ( E ^ : (w > ) < 21 , où 

1 + C T 
W = V O 

2 
D'après c e théorème , s i s > 2 ( a l o r s t = s ( s + 9 ) > 26 ) , et s i 

f > 28 , on a 

( E # : <w>) ^ M s = î | ( 
Log ( s + 9 s + 6 ) 

( s 2 + 3 ) ( s 2 + 1 2 ) - 20 e Log 4 e 
r\ o 

puisque f = ( s + 3 ) ( s + 1 2 ) / e d 'après (4 .26) . 
3 3 Or s i s > 3 , il e s t immédiat que s + 9 s + 6 ^ ( s + 1 ) , et s i s > 8 , 

2 2 
on vér if ie , en tenant compte de e < 4 8 , que ( s + 3 ) ( s + 1 2 ) - 20 e > 
s ^ > 4 e ( s / 4 ; donc s i s > 8 , on a 

M , l f - ( L o c , ( s + l ) 3 ^ 2
 = 3 ( L o 9 ( s + l ) ^ 2 ^ 

S 3 Log ( s / 4 ) ^ Log ( s / 4 ) y 

Donc s i s > 8 , on a M < 2 1 dès que L o g ( s + 1 ^ < J l , et il e s t é l é -
S L o g ( s / 4 ) 

mentaire de v é r i f i e r que ce t t e inégal i té e s t v é r i f i é e dès que s > 10 . 

(iii) Il r e s t e à étudier les c o r p s obtenus pour 1 < s < 9 , s ^ 2 . 
Si s = 1 , a lors t = 1 0 ; s i s = 3 , a lors t = 54 , et 1 0 , 54 Ç T ; on a vé -
r if ié au théorème (4. 18) que ( E ^ : (w > ) = 3 . Pour les s i x va l eurs r e s -
tantes de s , on obtient le tableau suivant : 

s t t 2 + 108 c a s e f M* 

4 100 1 9 2 . 28 2 • 1 1 532 4, 93 
5 170 2 8 2 . 37 4 • 1 4 259 8, 56 
6 270 3 9 2 . 48 3 • 4 12 156 13, 53 
7 406 5 2 2 . 61 4 • 1 4 793 6, 98 
8 584 6 7 2 . 76 2 • 1 1 5092 4, 25 
9 810 8 4 2 . 93 4 * 4 12 651 9, 37 



et on a M^ < 2 1 , c e qui achève la démonstration du théorème (4 .29) . 

(4. 30) Cas part icul ier : Si s Ç S et si s = 6 r + 3 , a l o r s le conducteur f_ 
2 z 

de l<2 es t f 2 = 3 6 r + 36 r + 21 , et on v é r i f i e que l'unité fondamentale e^ 

de es t 

e 2 
= ( I 2 r 2 + 1 2 r + 5 ) + ( 2 r + 1 ) A /36 r 2 + 36 r + 21 

On a t = (6 r + 3) ( 36 r 2 + 36 r + 18 ) = 4( 54 r 3 + 81 r 2 + 54 r + 12 ) + 6 , 
et donc d'après (4 .20 ) , un générateur e^ de E^ es t tel que : 

Irr ( e , , ® ) = X 3 - ( 5 4 r 3 + 81 r 2 + 5 4 r + 1 2 ) X 2 - ( 5 4 r 3 + 81 r 2 + 5 4 r + 15)X - 1. 
v 

Enfin , d 'après ( 4 . 2 9 ) , un générateur v de E^ es t tel que : 

Irr ( v , © ) = ( X - l ) 6 + ( 3 6 r 2 + 3 6 r + 2 l ) [ X 5 - X 4 - (36 r 2 + 36 r + 9 ) 2 X 3 - X 2 + X ] . 

Pour c e s c o r p s l_g , les cinq généra teurs du groupe des unités sont 
connus expl ic i tement . 
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