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Genre des c o r p s s u r c i r c u l a i r e s 

J e a n - F r a n ç o i s Jaulent 

On sait, depuis l e s travaux e s s e n t i e l s d'Iwasawa sur Ies Z - e x t e n s i o n s des 
v 

corps de nombres, que l ' invariant \ a s s o c i é aux g - g r o u p e s de c l a s s e s ima-
g ina ires dans une tour cyclotomique de c o r p s à conjugaison complexe es t , 
s o u s r é s e r v e de null i té de l ' invariant |j,, un bon analogue pour la théorie des 
nombres de la notion c l a s s i q u e de genre attachée aux c o r p s de fonct ions d'une 

(*) var iable 

Un e x e m p l e part icul ièrement frappant de cet te analogie e s t la formule, démon-
trée par Kida (cf. [ 2 0 ] ) , qui r e l i e l e s invar iants lambda a s s o c i é s aux 
groupes de c l a s s e s imag ina ire s dans une g -ex tens ion f in i e quelconque de corps 
à conjugaison complexe, et joue dans I a théor ie d'Iwasawa I e rôl e de I a formu-
le de Riemann-H urwitz dans c e l l e des c o r p s de fonct ions d'une variable . D e 
fait , une formule semblable avait é t é é tabl ie peu avant par Kuz'min (cf. [ 2 2 ] ) 
pour l e s invar iants lambda a s s o c i é s aux ^ - g r o u p e s de £-cl a s s e s imagina ires 
de c e s c o r p s ( i . e . aux quotients des g - g r o u p e s de c l a s s e s imag ina ires de c e s 
corps par l e u r s s o u s - g r o u p e s r e s p e c t i f s engendrés par les c l a s s e s des idéaux 
p r e m i e r s a u - d e s s u s de U Itérieurement, Wingberg [ 2 3 ] a montré qu'une 

formule identique vaut pour l e s invar iants lambda a s s o c i é s aux ^-groupes de 
c l a s s e s in f in i t é s imales dans une g -extens ion de c o r p s totalement r é e l s . 
P l u s récemment, des démonstrat ions s i m p l i f i é e s de c e s ré su l ta t s ont été don-
nées par D'Mello et Madan (cf. [ 2 ] ) , dans le c a s étudié par Kida ; par Gold 
et Madan (cf. [ 5 ] ) , dans celui cons idéré par Kuz'min. 

Auparavant, I w a s a w a avait remarqué que la f o r m u l e de Kida s e généra l i sa i t 
en une ident i té entre représenta t ions en tout point analogue à la formule de 
Cheval ley-Wei l pour les c o r p s de fonct ions (cf. £ 1 ]) ; il en déduisit une preu-
ve cohomologique du résu l ta t de Kida (cf. [ 1 3 ] ) , que Gold et Madan ont r é c e m -
ment s i m p l i f i é e (cf. [ 6 ] ) . 

(*) Une extens ion de c o r p s im ag inatres es t dite admettre une conjugaison 
complexe l o r s q u ' e l l e provient d'une ex tens ion de même degré de leurs 
s o u s - c o r p s r é e l s . 

(**) L e résul tat de Kuz'min semble, aujourd'hui encore , curieusement mé-
connu. Il e s t vra i que la traduction angla i se de son long a r t i c l e aux 
Izvest i ja es t légèrement p o s t é r i e u r e au travail de Kida. 

(**•«•) En fait , Wingberg t rava i l l e sur des groupes de Galois . L ' in terpré ta -
tion inf in i tés imale est c e l l e de [ 16]. 



A c e s démonstrat ions a | g é b r i q u e s il convient d'ajouter, pour être complet, c e l -
les obtenues par v o i e analytique, qui ut i l i sent la correspondance , démontrée 
par Iw asawa, entre l e s invar iants X et [i, et l e s fonct ions L g-adiques . La 
plus ancienne dans cet te p e r s p e c t i v e es t incontestablement la formule obtenue 
par G r a s (cf . [ 9 ] ) pour l e s c o r p s abé l i ens à l 'a ide des fonct ions L de 

v 

Kubota-Leopoldt . La preuve généra le , due à S innot t (cf . [ 2 3 ] ) , s 'appuie sur 
la notion de p s e u d o - m e s u r e £-adique introduite par S e r r e . Tout récemment 
Gold et Madan ont montré que les méthodes de Sinnott s 'appliquaient encore 
dans un cadre métacycl ique où le degré des ex tens ions n'est pas une pu i s san-
ce de Z. L e s re la t ions entre fonct ions L qu' i l s uti l isent peuvent ê t re r e g a r -
d é e s comme la v e r s i o n g-adique des ident i t é s complexes é tudiées par Brauer 
et Walter (cf. [ 1 5 ] ) . 

Cela dit, l 'objet de cet ar t i c l e e s t tr iple : 

(i) En premier lieu, nous montrons que I e s mul t ip les formules évoquées 
plus haut ne sont que l e s d i v e r s e s formulat ions d'une s e u l e et même identité 
arithm étique. L'argum ent e s sent i e l e s t i c i la correspondance , e x p o s é e dans 
[ 1 8 ] et é tabl ie dans [ 1 7 ] , entre l e s invar iants lambda a s s o c i é s aux d i f férents 
groupes é tudiés , qui aff irme que tous l e s paramètres c o n s i d é r é s s e ramènent, 
au moins s o u s l e s c o n j e c t u r e s de Leopoldt et de G r o s s , à l'un quelconque d'en-
tre eux au moyen de formules s tandards . 

(ii) Nous é t a b l i s s o n s ensui te que l e s deux e x p r e s s i o n s p o s s i b l e s de cette 
identité (en term e s numériques ou bien en termes de représenta t ions , c ' e s t - à -
dire de c a r a c t è r e s ) sont r igoureusement équivalentes . Ce point résul te d'un 
argument c l a s s i q u e de H erbrand, qui ramène l 'étude d'une représentat ion ga-
lo i s i enne à I a détermination des r e s t r i c t i o n s de son c a r a c t è r e aux s o u s - g r o u -
p e s c y c l i q u e s du groupe de Galo i s . 

(iii) Enfin, nous prouvons que, par une heureuse co ïnc idence du vocabu-
laire, l ' identité en question r e l è v e intégralement de I a théor ie habituell e des 
g e n r e s pour l e s c o r p s de nombres. Nous en donnons deux démonstrations a l g é -
briques ; la première , é c r i t e en termes de groupes de c l a s s e s , s 'obtient s im-
plement par p a s s a g e à la limite inductive a partir des s u i t e s e x a c t e s c l a s s i -
ques de la théor i e des g e n r e s ; la seconde , é c r i t e en termes de groupes de 
Galois , s 'obtient par p a s s a g e à la limite projec t ive . N o u s renvoyons à [ 1 1 ] 
pour une théorie analytique des g e n r e s b a s é e sur la notion de pseudo-mesure 
p-adique. 



Dans la prem i è r e part ie , nous u t i l i sons I argement le formal i sme général des 
groupes de S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a | e s introduit dans [ 1 9 ] , dont le cadre 
très souple permet de rendre compte des d i v e r s e s s i tuat ions évoquées plus 
haut, qui correspondent simplement à des choix p a r t i c u l i e r s de S et de T. 
Nous renvoyons à [ 19] pour une démonstration des r é s u l t a t s techniques sur 
les groupes C£ que nous u t i l i sons . 

1. Descr ip t ion des paramètres lambda a t tachés à un c o r p s s u r c i r c u l a j r e : 

a. Présenta t ion des c o r p s surcircul a i r e s : 

Le nombre premier £ étant supposé f i x é une f o i s pour toutes, dés ignons par 
(Q̂  la Z^-extens ion cyclotomique du c o r p s des rat ionnels . L e s invar iants 
que nous nous proposons d'étudier sont at tachés à une c a t é g o r i e bien part icu-
l i ère de corps , s table par extens ion f in ie : 

Définition 1. Nous appelons corps s u r c i r c u l a i r e (relativement au nombre p r e -
mier g) toute extens ion algébrique f in i e de la Z^-extension cyclotomique Q^ du 
c o r p s des rat ionnels . 

Rem arque. Iwasawa appel Ie Z - c o r p s l e s ex tens ions de Q obtenues comme 
v 

Z - e x t e n s i o n s d'un c o r p s de nombres de degré f in i . Cet te notion ne nous parait 
v 

pas exac tement adaptée au problème que nous cons idérons , puisque l e s résu l ta t s 
que nous avons en vue supposent explicitement que I a Z . - e x t e n s i o n é tudiée soit 

v 

la cyclotomique. 

Tout c o r p s s u r c i r c u l a i r e K peut ê t r e regardé , d'une inf inité de façons , com-oo 
me la Z^-extension cyclotomique d'un c o r p s de nombres K . P a r exemple, s i x 

v 

est un élément primitif de K^ sur q^, il e s t immédiat que K = Q(x) convient. 
Quoique non canonique, ce t t e descr ipt ion des corps surc ircu l a i r e s va nous ê t re 
uti le pour appliquer l e s théorèmes de s tructure de la théor ie d ' Iwasawa. 

Notons auparavant qu'en vertu de la loi de décomposit ion des idéaux premiers 
dans une tour cyclotomique, le fait que tout c o r p s s u r c i r c u l a i r e K s ' é c r i v e oo 

K. G ,̂ pour un c o r p s de nombre (de degré fini) convenable K, montre que l e s 
p laces ul tramétriques de Q sont finiment d é c o m p o s é e s dans K , ^ /û . P l u s p r é -
cisément, nous avons le résul tat bien connu suivant : 

Lemme 1. So ient K un corps s u r c i r c u l a i r e , et K un c o r p s de nombres véri f iant — — ~ — — oo 
K = K . Q . 

oo oo 

(i) L e s p l a c e s de K a u - d e s s u s de £ sont presque totalement r a m i f i é e s dans 
K /K : c ' e s t - à - d i r e qu'il e x i s t e une s o u s - e x t e n s i o n K de K , de degré f in i oo' ' ^ n oo ' 3 

n o 
£ ° sur K, te l l e que les p l a c e s a u - d e s s u s de g soient totalement rami f i ée s dans 



K /K . oo' n 
o 

(ii) L e s a u t r e s p l a c e s ul tramétriques sont p r e s q u e totalement i n e r t e s dans 
K^/K ; c ' e s t - à - d i r e qu'il ex i s t e , pour chaque premier p de K , une s o u s -
extens ion K de K , de degré fini sur K, te l l e que l e s p l a c e s a u - d e s s u s de n oo 
p so ient i n e r t e s dans K ^ K 

"p 
(iii) L e s p l a c e s archimédiennes sont complètement décomposées dans K / K . 00 

Une conséquence é l émenta ire mais peu c i t ée de l ' a s ser t ion (ii) concerne l e s 
corps r é s i d u e l s : s i p es t une place de K a u - d e s s u s d'un premier p différent 
de 'e c o r p s rés idue l K = 0^/p a s s o c i é à l'une quelconque p des p l a c e s 

^ oo °° °° 
de K a u - d e s s u s de p es t la Z . - e x t e n s i o n (cyclotomique) de k , c ' e s t - à - d i r e 00 Z p 
la ^-extens ion (abélienne) maximale de F^ . En part icu l ier , dans une g -exten-
sion de c o r p s s u r c i r c u l a i r e s L / K , il ne peut y avoir iner t i e aux p laces 00 00 
ultramétriques é t r a n g è r e s à 

Enfin, il r é su l t e du lemme que le groupe des d i v i s e u r s d'un c o r p s surc ircul aire 
peut s e d é c r i r e comme suit : 

(i) L e s d i v i s e u r s constru i t s sur l e s p l a c e s a u - d e s s u s de Z forment un 
Q - e s p a c e vector ie l de dimension f in i e : 

D u («) = © p ° K l „ 00 
00 p Z K 00 ' 

(ii) L e s d i v i s e u r s cons tru i t s sur l e s p l a c e s a u - d e s s u s d'un premier p Z 
forment un Z-module l ibre de dimension f in ie : 

Q , (p) = © pZ 
K I ^ 00 

00 D P Koo 1 

(iii) L e s d i v i s e u r s cons tru i t s sur l e s p l a c e s archimédiennes forment un 
IF^-espace vector ie l qui es t so i t nul (si K^ n'admet aucun plongement réel ) , soi t 
infini dénombrable (s i K admet un et donc une inf inité de plongements r é e l s ) . 00 

D.. (00)= © p ^ / 2 ^ [Le produit portant sur l es p l a c e s K 1 00 00 n 00 "00 ' 
r é e l l e s de K ]. 00 
Il vient a l o r s : D,. =D.. (£)©( © O , (p ) )©D, , (00). K K c- K 

00 00 p Z 0 0 00 



b. L e s théorèmes de s t r u c t u r e de la théor i e d ' I w a s a w a : 

Reprenons la descr ip t ion des c o r p s surc ircu l a i r e s donnée plus haut. Supposons 
donné un c o r p s de nombres K (de degré f ini sur Q ) ; et c o n s i d é r o n s la Z„-

v 

extens ion cyclotomique K constru i te sur K. Notons T = G a l ( K ^ / k ) le groupe 
de Ga lo i s correspondant , ident i f i é à Z P a r le choix d'un générateur topologi -

V 

que y, puis A = Z g [ [ Y ~ l ] ] I 'a lgèbre d'Iwasawa a s s o c i é e . E c r i v o n s de même 

K l'unique s o u s - c o r p s de K cyc l ique de degré g n sur K, et T = Ga|(K /K ) n oo n oo n 
le s o u s - g r o u p e de T a s s o c i é à K n par la t h é o r i e de Ga lo i s . 

Supposons c h o i s i s deux e n s e m b l e s f i n i s d i s jo in t s S et T de p l a c e s de Q, et 
g 

cons idérons l e s g - g r o u p e s C£ T (K ) de S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s des corps 
n S « n . La définit ion p r é c i s e des groupes Cg-j-(l<n) e s t s a n s importance i c i , car 

nous ne s e r o n s i n t é r e s s é s que par des s p é c i a l i s a t i o n s t r è s p a r t i c u l i è r e s de 
( *) S S et de T ; d i s o n s simplement que es t le ^-groupe de c l a s s e s de 

d i v i s e u r s qui s ' ident i f i e canoniquement, v ia la t h é o r i e du c o r p s de c l a s s e s , au 
g 

groupe de Galo i s G-p(« n ) de la g - e x t e n s i o n abél ienne maximale de « n qui es t 
T - r a m i f i é e et S - d é c o m p o s é e ( c ' e s t - à - d i r e non ramif iée aux p lace s é t r a n g è r e s 
à T, complètement décomposée aux p l a c e s a u - d e s s u s de S , et maximale sous 
c e s deux condit ions) . 
Au sommet de la tour cependant, cet i somorphisme n'a p lus lieu, et il importe 
de d is t inguer entre groupes de c l a s s e s et groupes de G a l o i s . C'es t pourquoi 
nous p o s e r o n s : 

Notation. E tant donnés un c o r p s s u r c i r c u l a i r e K — U K , et deux ensembles oo n nÇN 
f i n i s d i s jo ints S et T de p l a c e s de Q, nous é c r i v o n s : 

(i) C?(K )= lim Cg!!(K ) T oo < — T n 
g 

la limite du s y s t è m e project i f des groupes Cg-j-(Kn) pour l e s appl icat ions N m / n 

g 

indui tes par la norme arithmétique. L e groupe C ^ K ) e s t un A - m o d u l e compact, 
canoniquement i somorphe au groupe de Galo i s G ^ K ^ ) de I a g - e x t e n s i o n abé l i en -
ne maximale T - r a m i f i é e et S - d é c o m p o s é e du c o r p s K . oo 

(ii) Cg?(K ) = lim Cg^(K ) i oo —» i n 
g 

la limite du s y s t è m e inductif d e s groupes Cg T (K ) pour l e s appl icat ions i / T n °m/n 
g 

indui tes par l ' ex tens ion des d i v i s e u r s . Nous d i s o n s que Cg._(K ) es t le g -r T oo 
groupe des S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s du c o r p s K . 

(*) L e lecteur i n t é r e s s é par la définit ion et l e s p r i n c i p a l e s p r o p r i é t é s des g 
groupes Cg-p pourra s e r e p o r t e r au chapitre II, s ec t ion 1, de [ 1 9 ] . 



Cela posé , l e s théorèmes de s t ruc ture de la théorie d'Iwasawa affirment l ' e x i s -
S S S 

tence de tro i s invar iant s numériques p^, et X-p, qui mesurent la c r o i s -
s a n c e avec n des quotients d'exposant g n d e s groupes C£y(l<n) ; c ' e s t - à - d i r e 
qu'il e x i s t e une constante v^. (éventuel lement négat ive) , t e l l e qu'on ait : 

n x 
C ^ ( K n ) | = e n , avec x p = p ^ n + ^ €

n + n + , 

S S pour tout n a s s e z grand. Les v a l e u r s e x a c t e s des paramètres p_p et qui 
dépendent du choix du c o r p s de b a s e K, ne sont pas , à proprement par ler , des 

^ S invar iants de K . 1 1 n'en e s t pas de même, en revanche , de l ' invariant \ _ , 00 ' ' T 

qui e s t au coeur de notre étude. 

P r é c i s o n s tout c e l a : g 
Propos i t i on 1. L e groupe C-ptK^) e s t un A-module de tors ion s i et seulement si 
l'une ou l 'autre des deux condit ions su ivantes es t v é r i f i é e : 

(i) ou bien l ' ensemble T ne contient pas la p l a c e g. 

(ii) ou bien l ' ensemble T contient et dans ce c a s le c o r p s K oo 
es t totalement r é e l . 

S S Dans tous l e s autres cas , le paramètre p-j. a s s o c i é au groupe C-plK^) est 
égal au nombre de p l a c e s complexes du c o r p s K. 

Démonstration. C e ré su l ta t étant e s s e n t i e l l e m e n t bien connu, nous nous conten-
terons d'une e s q u i s s e de sa démonstration. 

g 
(i) S i T ne contient pas g, les groupes C£-p(Kn) sont f i n i s , et leur 

limite p r o j e c t i v e es t un A -module de tors ion par un argument c l a s s i q u e de 
théor ie d'Iwasawa. 

g 

(ii) S i T contient g, l e s groupes C£-p(Kn) sont inf in is , et deux c a s 
s e présentent : 

- L o r s q u e le c o r p s K n 'e s t pas totalement r é e l , il p o s s è d e au moins 
un conjugué imaginaire , et l e c o r p s K^ admet a l o r s une inf ini té de Z^-exten-
s ions qui sont non rami f i ée s en dehors de g. Comme il ne peut y avoir i n e r -
tie aux p l a c e s ult ramétr iques é t r a n g è r e s à Z dans une ^ - e x t e n s i o n de K , 

S 00 
c e s Z ^ - e x t e n s i o n s sont S - d é c o m p o s é e s ; et le groupe C-,-(K ) n 'es t donc pas 

Z I OO 

un A - m o d u l e d e t o r s i o n . 

- L o r s q u e , en revanche , K e s totalement r é e l , l e c o r p s K^ n'admet 
qu'un nombre fini de Z . - e x t e n s i o n s g - r a m i f i é e s , en vertu de l 'exact i tude de la 
conjecture fa ib le de Leopo ld t dans les tours cyc lo tomiques (cf . [ 1 9 ] , ch. IV, 

g 
sec t ion 2). L e s groupes C f n , ( K ) sont ainsi des A-modules de tors ion . Il en 

{Zs 00 



g 
va de même pour l e s groupes C-r-(K ), puisque, l e s p laces de K a u - d e s s u s de I oo oo 

g 
T étant en nombre f ini , le sous -module de C-r- (K ) engendré par l e s s o u s -I oo 
groupes d ' inert ie a s s o c i é s es t un Z^-module de type f ini . 

Dans l e s deux cas , le paramètre p^ est ce lui du groupe C (K ) = C? , (K ), T £ 0 0 {£} 00 
qui correspond à la g - e x t e n s i o n abél ienne ^ - r a m i f i é e maximale du c o r p s K . 

00 
Comme il e s t bien connu que c e l u i - c i e s t égal au nombre de p l a c e s complexes 

(*) du corps K , la propos i t ion est a ins i etabl ie . 

Propos i t ion 2. L o r s q u e le corps K contient l e s r a c i n e s 2 g - i è m e s de l'unité, 
S 00 

les groupes C X (K ) ont même paramètre mu, que l s que soient l e s ensembles 
f i n i s S et T de p l a c e s de Q . En part i cu l i er , la condition (j, = 0 a l ieu, en 
dehors de toute autre hypothèse sur K , dès que le groupe de G a l o i s 00 
G^(K [ r ]) a s s o c i é à I a g - e x t e n s i o n abél ienne maximale non r a m i f i é e et 00 ° f**) ^-décomposée du c o r p s s u r c i r c u l a i r e Kj^Ç^gl e s t u n Z^-module de torsion 

Démonstrat ion. L e s r é s u l t a t s de [ 1 7 ] montrent que les t ro i s groupes C(K ) = 
Ĉ CK ), C^(K ) = C ^ ( K ), et C„(K ) = C !!(K), qui correspondent respect ivement 0 OO ' OO 0 00' £ 0 0 £ 0 0 
à la g -ex tens ion abél ienne maximale non-ramif i ée de K , à c e l l e qui est non 00 
ramif iée et ^-décomposée , et à c e l l e qui es t g -rami f i ée , ont même paramètre 
mu, dès que le c o r p s K contient toutes l e s r a c i n e s d 'ordre g -pr imaire de 
l'unité . La propos i t ion en re su i t e immédiatement, puisque les p l a c e s de 
S et de T qui sont é t r a n g è r e s à g sont sans in f luence sur le paramètre p,, l e s 
p r e m i è r e s parce qu'il ne peut y avoir i n e r t i e dans une g - e x t e n s i o n de K^ en 
une p lace é trangère à £, l e s s e c o n d e s parce que le s o u s - g r o u p e d' inert ie 
d'une te l l e p l a c e dans une P-extens ion de K es t un Z . - m o d u l e de type f ini 

00 £ 
C'es t une conjecture c l a s s i q u e de la théorie d'Iwasawa que de supposer nul le 
paramètre mu a s s o c i é aux g - g r o u p e s de c l a s s e s au s e n s ordinaire Cg 
dans la 7 - e x t e n s i o n cyclotomique K = U K d'un c o r p s de nombres (de 

* 00 n € N n 

degré f ini) K. D'après la proposi t ion 2, c e l a revient à supposer que l'on a 

(*) Ce résul tat e s t , en fait , équivalent à l 'exact i tude de la conjecture 
fa ib le de L eopoldt dans K / K . 00 

(**) On ne connait pas de c o r p s s u r c i r c u l a i r e , ni même de Z . - c o r p s , dans 
v 

lequel cet te condition es t en défaut. 

(***) On trouvera une autre démonstration de ce résul tat dans le chapitre IV, 
sec t ion 2, de [ 19]. 

(****) Cet argument s e r a i t s a n s valeur dans un Z . - c o r p s non s u r c i r c u l a i r e , où 
v 

les p l a c e s de T é t r a n g è r e s à g s e r a i e n t s u s c e p t i b l e s d'être infiniment 
décomposées . 



u,_(K ) = 0, pour tout c o r p s surcircul a i re K , que l s que so ient l e s ensembles I oo oo 
f i n i s S et T de p laces de Q. Un résul tat cé l èbre de F e r r e r o et Washington 
montre qu'il en es t bien ainsi dès que le c o r p s K^ est abélien sur Q (cf. [ 2 4 ] , 
th.7.15). Bien entendu, ce n'est p lus vrai en général pour les Z - c o r p s non 
surcircul a i r e s (cf. £13 ] ) . 

c. Le problème de la capitulation : 
S S Nous avons dit plus haut que l e s v a l e u r s e x a c t e s des paramètres p^. et (j,̂ . 

a t tachés à un c o r p s s u r c i r c u l a i r e K , peuvent dépendre du choix du corps de 00 _ __ S S base K. Il n'en es t pas de même, en revanche, des condit ions Py = 0 et (j, = 0. 
g 

(i) La première p _ = 0 s i g n i f i e en effet que le Q - e s p a c e vectorie l 
V 

S S 
Q«<8>-» C-,-(K ) construi t sur le Z . -module C-,-(K ) e s t de dimension f in ie . î Zj T oo g T oo 

g 
(ii) La seconde = 0 a f f i r m e , e l l e , que le sous -module de Z . - t o r s i o n 

V 
g g Tor-,- (K ) de C-,-(K ) e s t un Z —modul e f ini . 
I oo T oo g 

- S L o r s q u ' e l l e s sont v é r i f i é e s , le groupe C-,-(K ) e s t a ins i un Z„-module de type I oo S 
f ini , somme d irec te comme tel d'un Z . -module l ibre de dimension X .̂, et du 

s g T' 
s o u s - g r o u p e f in i T o r T ( K ) : T oo 

\ S 

C?(K ) « Z„T © T o r ? ( K ). I oo g I 00 
• s Dans ce cas , les r é s u l t a t s de f 8 ] interprètent le groupe Tor_(K ) comme S 1 oo 

l imite projec t ive des noyaux Cap-p(l<n) de s appl icat ions nature l l e s j des 
g 

g - g r o u p e s de S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s Cg-j.(Kn) de s corps K^ dans leur 
g 

limite induct ive Cg—tK ), qui e s t i c i so i t un Z . -module d iv i s ib l e de corang 
s T oo g 

soit , s o u s la conjecture de Leopoldt , somme d irec te d'un tel module et 
d'un exempla ire de Z 

« S 
S ^ T - L e premier c a s (K (Q„/zJ s e produit lorsque l 'ensemble I 00 Z Z 

g 
T ne contient pas la p lace g ; l e s groupes C£-j-(Kn) sont a lors f in i s , et l e s 
arguments de [ 8 ] donnent directement le résul tat . 

S ^ T - L e second c a s Cg_(K (Qn/Z„) ©Z„ a lieu lorsque T contient P. l oo z z Z 
g 

L e s hypothèses f a i t e s ( p T = 0 ) supposent ic i que l e s c o r p s K soient totalement 
S n 

r é e l s , de sorte que l e s groupes Cg^-(Kn) s ' é c r i v e n t , s o u s I a conjecture de 
Leopoldt, comme sommes d i r e c t e s de l e u r s s o u s - m o d u l e s de torsion r e s p e c t i f s 



g 
T o n T ( K n ) , et d'un Z^-module l ibre de rang 1, i somorphe à G a K K ^ / K ^ . Ce 
dernier module d isparai t , par p a s s a g e à la l imite pro jec t ive , m a i s non par 

v S p a s s a g e à I a l imite induct ive , de s o r t e que CÊ-pÇK^) e s t bien, comme annoncé, 
s o m m e d'un Z -module l ibre de rang 1, et du s o u s - g r o u p e l imite induct ive des 

S S 
Tor-p (Kn), qui e s t un Z^-module d iv i s ib l e de corang X-p, par l e s mêmes argu-
ments que p l u s haut. 

g 
L e s g r o u p e s Cap_p(«n) mesurent ce qu'il e s t convenu d'appeler , depuis Hi lbert , 
une capitulat ion ; en l ' o c c u r e n c e I a S -cap i tuI ation T- inf in i tés imal e dans l ' e x -
tens ion pro f in i e K ^ / k ^ . A v o u o n s tout de su i te qu ' i l s sont en général t r è s mal C 
connus, et que c ' e s t là un d e s o b s t a c l e s e s s e n t i e l s au calcul de l ' invariant X_p. 
La s eu l e information d i r e c t e que nous p o s s é d i o n s sur eux provient de la s u i t e 
exac te des c l a s s e s ambiges de C h e v a l l e y , en fait de s a généra l i sa t ion aux 
g r o u p e s de S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s (cf . [ 1 9 ] , ch. 11, s e c t i o n 2), qui i n -g 
t e r p r è t e I a capitulat ion Cap_ (K ) comme un s o u s - g r o u p e du premier groupe de 

1 S i n cohomologie H (r , E _,.(K )) cons tru i t sur l e s S - u n i t é s T- in f in i t é s ima l e s dans n T oo 
l ' extens ion pro f in i e K / K . F a u t e de mieux, on es t a lors réduit à r e s t r e i n d r e 

°° S n , 1 S l 'étude des i n v a r i a n t s X _ aux s e u l s c a s où le groupe H (r > E-,-(K ) e s t tr i -
i n I oo 

vial pour d e s r a i s o n s év idente s . 

- L o r s q u e l ' ensemble T contient la p l a c e £ (auquel cas , l e s hypothè-
s e s f a i t e s impliquent que K^ soit totalement r é e l ) , l ' exact i tude de la conjec ture 
fa ib l e de Leopoldt montre que l e s groupes E ^ ( K n ) sont constants pour n a s s e z 
grand1**, ce qui entra ine évidemment H ] ( r , E ^ ( K ) ) = H 1 (r , e J ( K )) = 1 ; d'où 

n l oo n i n S Cap T (K )= 1, comme attendu. 
T oo 

- L o r s q u e , en revanche , T ne contient pas la cohomologie des 
S >. groupes E-p n 'es t pas connue en g é n é r a l , c e qui o b l i g e à f a i r e d e s hypothèses 

r e s t r i c t i v e s sur le c o r p s K ; en fait à s e r e s t e i n d r e aux c l a s s e s i m a g i n a i r e s : 00 

Définit ion 2. Nous d i s o n s qu'une ex tens ion a lgébr ique de Q admet une conjugai -
son complexe l o r s q u e c ' e s t une ex tens ion quadratique totalement imaginaire d'un 
c o r p s totalement r é e l . Un c o r p s s u r c i r c u l a i r e à c o n j u g a i s o n complexe es t donc 
une e x t e n s i o n quadrat ique totalement imagina ire d'un c o r p s s u r c i r c u l a i r e tota le-
ment r é e l . 

En p r é s e n c e d'une conjugaison complexe T, il e s t naturel de d ire qu'un module 
multiplicatif e s t réel l o r s q u e T o p è r e tr iv ia lement d e s s u s ; qu'il e s t imagina ire 

(*) La conjec ture fa ib l e de L e o p o l d t af f irme que les groupes d'unités i n f i n i -
t é s i m a l e s sont cons tan t s pour n a s s e z grand dans une tour cyclotomique (cf. 
par exemple , [ 1 7 ] ) . L ' e x t e n s i o n de ce résu l tat pour S et T que lconques 
e s t s a n s mal ice . 



lorsqu'e l l e o p è r e par p a s s a g e à l ' i n v e r s e . S i Ie nombre premier l e s t impair, 
tout Zg-moduleM s ' é c r i t a ins i comme somme d irec te 

M = M + © M - = M ( 1 + t ) / 2 © M ( 1 - t ) / 2 

de s e s c o m p o s a n t e s r é e l l e s et i m a g i n a i r e s . Cependant, s i Z vaut 2, la même 
somm e M + M peut n ' ê t r e ni d irecte , ni totale. Cel a n'interdit pas , bien sûr, 
de cont inuer à p a r l e r de composantes r é e l l e s ou imaginaires , mais requiert à 
l ' occas ion quelques précaut ions . C ' e s t pourquoi nous s u p p o s e r o n s dans ce qui 
suit que 2 es t impair, et nous r é s e r v e r o n s pour plus tard le c a s £ = 2 . 

Cela dit, l ' intérêt de s e r e s t e i n d r e aux composantes imagina ires es t que dans 
une tour cyclotomique de c o r p s à conjugaison complexe , il n 'es t d 'autres unités 
imagina ires que l e s r a c i n e s de l 'unité p r é s e n t e s dans la tour, l e s q u e l l e s sont 
cohomologiquement t r i v i a l e s . Ce la suff i t à entraîner I a nul l i té des groupes 

1 S 
H (F , EZ.(K ) ) pour n a s s e z grand, et donc c e l l e de la composante imaginaire n T oo c- _ g 
Cap_- (K ) du s o u s - g r o u p e de tors ion de C-,-(K ). T oo I 00 

Cette d i s c u s s i o n peut donc, en fin de compte, s e résumer comme suit : 

Propos i t ion 3. Supposons que Z soit impair, et que le c o r p s s u r c i r c u l a i r e K 
oo admette une conjugaison complexe. 

(i) S i l ' ensemble T contient la p l a c e la composante réel I e du groupe 
g 

C-,-(K ) est , s o u s r é s e r v e de null i té de l ' invariant mu, un Z -module l ibre de | oo 2 

dimension : ^ + 

cr + ^-r 
) - Z. . T oo Z 

Lorsque , en outre , la conjec ture de Leopoldt es t v é r i f i é e dans K (pour le 
S 00 

nombre premier g), la composante r é e l l e du groupe C€_,.(K ) es t somme di-
T °° S + rec te d'un exempla ire de Z. et d'un Z -module d iv i s ib l e de corang : 

1 2 T 

C « T ( K J + - ® < w T • 

(ii) S i l ' ensemble T ne contient pas la p lace Z> ' a composante imaginaire g 
du groupe C-p (K^) e s t , toujours s o u s r é s e r v e de null i té de l ' invariant mu, un 
Z -module l ibre de rang : 

2 T 
cr 

C^(K ) ~ Z ' T oo g 
g 

Dans c e cas , la composante imaginaire du groupe Cg-p(K ) e s t , e l l e , un Z -
S - e 

module d iv i s ib l e de corang \ j . : 



C g ^ K J " ~ (Q^/Z^ T . 

Correspondance entre l e s d ivers paramètres lambda : 

Pour vo ir que l e s paramètres lambda correspondant aux d i v e r s choix de S et 
de T s e ramènent tous à l'un quelconque d 'entre eux par des formules standards, 
nous nous appuyerons sur l e s r é s u l t a t s de Cl9]> qui montrent qu'il en es t bien 
ainsi dans l e s t ro i s c a s fondamentaux évoqués p lus haut : 

(i) Le c a s S = 0 , T = 0 e s t ce lui c o n s i d é r é par Kida : le groupe C(K ) = oo 
C0(K ) s ' ident i f i e , en effet , au groupe de Galo i s de la g - e x t e n s i o n abél ienne 0 oo 
maximale non ramif iée de K ; et le groupe de c l a s s e s a s s o c i é C£(K )=C£P(K ) CO 00 0 oo 
n'est autre que le g -groupe des c l a s s e s de d iv i seurs , au s e n s ordinaire , du 
c o r p s surc ircu l a ire K . Nous notons \ l ' invariant lambda correspondant. oo 0 

(ii) Le c a s S = {g} , T=0 est ce lui c o n s i d é r é par K uz'min : le groupe 
s ' ident i f i e au groupe de Galo i s de la g - e x t e n s i o n abél ienne oo 0 oo 

maximale non ramif iée et g - d é c o m p o s é e de K ; et le groupe de c l a s s e s a s s o c i é 
f n\ CO 

Cg (K )=Cg MK ) n'est autre que le g -groupe des g - c l a s s e s de d iv i s eurs du 
0 g f g) c o r p s surc ircu l aire K . Nous notons X \ l ' invariant lambda c o r r e s p o n -oo 0 

dant. 

(iii) Le c a s S = 0 , T = {g) es t ce lui c o n s i d é r é par Wingberg : le groupe 
C (K )=CSr.n(K ) s ' ident i f i e au groupe de G a l o i s de la g -ex tens ion abél ienne 

g oo { g } oo 
g-rami f i ée maximale de K ; et le groupe de c l a s s e s a s s o c i é C£ (K )=C£r , (K ) OO g oo { g ) oo 
est ce que nous appelons le g -groupe des cl a s s e s in f in i té s imal e s du corps 
surcircul a i r e K . Nous notons X „ = X^ni l ' invariant lambda correspondant . oo Z {ci 

La correspondance entre l e s d i v e r s paramètres lambda ré su l t e d'arguments 
c l a s s i q u e s de dualité qui font in tervenir les groupes de rac ines d 'ordre g-
primaire de l 'unité. L e c o r p s K étant supposé donné, nous s e r o n s donc ame-
nés à ra i sonner dans l 'extens ion cyclotomique K ' =K Tr .1 , engendrée sur K 

oo 00 10 g oo 
par l e s r a c i n e s g - i è m e s de l 'unité. L e s paramètres c o n s i d é r é s seront donc 
ceux du c o r p s K' • r 00 
Du point de vue ga lo i s i en , la s i tuation s e p r é s e n t e donc comme suit : 

- K est un c o r p s surc ircu l aire a conjugaison complexe. oo 
+ ' . - K es t son s o u s - c o r p s reel maximal. oo 

- K ' es t l ' extens ion cyclotomique K [("„]• oo oou g J 

Le groupe de Galois A = Ga | (k^/K*) es t donc un groupe abélien d'ordre d 



étranger à et, p lus préc i sément , d 'exposant d iv isant (£-1) . Cette dern ière 
condition implique que l ' a lgèbre de groupe ZB [A] e s t une a lgèbre s e m i - l o c a l e , 

v 
composée de d exempl a i r e s de l'anneau 1 , i n d e x é s par I e s c a r a c t è r e s g -adi -

v 
ques i r r é d u c t i b l e s du groupe En par t i cu l i er , l e s invar iants attachés à K 00 
et à K s ' in terprè tent comme A - p a r t i e s des invar iants a t tachés à K' , pour un oo oo 
c a r a c t è r e g -ad ique convenable ty du groupe A . P a r exemple, la composante 
r é e l l e de K^ correspond au c a r a c t è r e unité 1 ; et la composante imaginaire, 
à l'unique c a r a c t è r e T de A, qui r e l è v e le c a r a c t è r e d'augmentation de 
Gai (K / K + ) . 00 oo 
Dans ce contexte , il e s t p lus commode de r e g a r d e r l e s invar iants lambda, non 
plus comme des ent i ers , mais comme des c a r a c t è r e s du groupe A : 

Convention. S o i e n t , comme plus haut, z un nombre premier impair ; S et T 
deux ensembles f i n i s d i s jo in t s de p l a c e s de Q ; puis K un c o r p s s u r c i r c u l a i -
re à conjugaison complexe , K * son s o u s - c o r p s réel maximal, K^ l 'extens ion 
cyclotomique K ^ T C G ] ' E T A le groupe de Galo i s de l ' ex tens ion K ^ / K * . 

p a r nous entendons d é s o r m a i s le c a r a c t è r e g-adique du groupe A c o n s -
truit sur Ies invar iant s lambda d ' Iwasawa des cp-composantes du groupe 

g C - , - ( K ' ) ; c ' e s t - à - d i r e que pour chaque c a r a c t è r e g - a d i q u e i r r é d u c t i b l e cp de 0° g 
A, l ' invariant I ambda habituel de I a cp_composante du Z . [ A]-m odule CT(K' ) g Z T oo 
e s t donné par le produit s c a l a i r e < \ - p 9 ) . 

Cela posé , convenons de d ire qu'un c a r a c t è r e g -ad ique i rréduct ib le de A es t 
réel ou imaginaire suivant qu'il agit tr ivialement ou non sur la conjugaison 
complexe ; et é c r i v o n s : 

X = x+ + X~ 
la décompos i t i on d'un c a r a c t è r e g -adique quelconque en s e s composantes 
r é e l l e et imagina ire . L 'appl icat ion 

* - 1 cp 1 3» cp = OJ cp , 
— 1 1 — î 

où cp e s t le c a r a c t è r e conjugué de cp (défini par cp (a)=cp(a ))> e t ^ ' e c a -
r a c t è r e cyclotomique ( i . e . le c a r a c t è r e de l 'act ion de A sur les r a c i n e s de 
l'unité) es t une involut ion du groupe des c a r a c t è r e s g - a d i q u e s v i r t u e l s de A > 
qui échange c a r a c t è r e s r é e l s et imagina ires , connue, dans la tradition b i son-
tine, s o u s le nom d' involut ion du m i r o i r . 
A v e c c e s notations, l e s r é s u l t a t s de dualité de [ 1 9 ] s ' énoncent comme suit : 



Propos i t ion 4. S u p p o s o n s que le c o r p s K' s a t i s f a s s e l e s conjec tures de oo p 
Leopoldt et de G r o s s . A l o r s l e s t r o i s invar iants \ , \ , et \ ( a s s o c i é s r e s -
pectivement au g - g r o u p e s des c l a s s e s au s e n s ordina ire Cg(K^), au g-groupe 
des g - c l a s s e s Cg^(K '), et au g -groupe des c l a s s e s in f in i t é s imales Cg (K1 )), oo g oo 

r e g a r d é s comme c a r a c t è r e s du groupe A, sont l i é s par l e s ident i t é s : 

\ * = \ + ( X r l ) + et x e = X - x ~ , 
où v = S y d é s i g n e la somme des induits à A des c a r a c t è r e s uni tés des 

p i e 
°° + + s o u s - g r o u p e s de décomposit ion dans K 1 /K des p l a c e s de K a u - d e s s u s de g. 

oo oo oo 

P l u s préc i sément , nous avons i c i : 

Théorèm e 1. So ient S et T deux ensembles f in i s d i s j o i n t s de p l a c e s de Q, ne 
contenant pas g, puis S = S u { g } et T = T U { g } . A v e c l e s notations précéden-
tes, et s o u s l e s c o n j e c t u r e s de Leopoldt et de G r o s s , l e s paramètres lambda as -
s o c i é s aux g - g r o u p e s de S - c l a s s e s T - i n f i n i t é s i m a l e s du c o r p s K' , r e g a r d é s oo 
comme c a r a c t è r e s g -ad iques du groupe A> vér i f i ent l e s ident i t é s : 

(i) x f " = X~ + S v v 0 ] . 
p IT poo ôo1 

* 

(ii) Xy " = X*"+W( S Y - 1 ) + = X~+(ju[( s v - 1 ) +
V 0 ] - s • 

PoolT P°° P J T 00 P j « 00 

(i i i) = X* + uu S X~ = (X~)* + w Z x " . 
T e p T P p T P roo' roo> 

Démonstration, Nous avons supposé i c i que ni S ni T ne contiennent g . Il en 
ré su l t e immédiatement que l e s p l a c e s de S sont sans inf luence sur l e s p a r a -
mètres lambda, puisque toute g - e x t e n s i o n de corps s u r c i r c u l a i r e s , non rami-
f i é e a u - d e s s u s de S , e s t n é c e s s a i r e m e n t S - d é c o m p o s é e . R e s t e à déterminer 
l ' inf luence des p laces de T , c ' e s t - à - d i r e la nature, dans chacun des trois 

S S * 5 groupes de Galo i s C-r(K' ), C-,- (K ' ), et C *(K ), du sous -module engendré par ^ ^ T oo T oo -pW oo 
les groupes d' inert ie attachés aux p l a c e s de T . Nous nous appuyerons pour 
cela sur la théor i e du c o r p s de c l a s s e s : pour chaque p lace p^ de K^ au-
d e s s u s de T, et tout n a s s e z grand, le g -groupe des uni tés pr inc ipa les de 
l'unique s o u s - c o r p s K ^ de K^ de degré g n sur K'=KCç ] s ' ident i f i e au g-
s o u s - g r o u p e de S y l o w IJ,̂  du groupe des r a c i n e s de l 'unité du c o r p s K^ . L a 
limite projec t ive U , de c e s groupes es t donc un Z -module l ibre de rang 1, p g r o o 

i somorphe au m odule de Tate 

T„ = lim p,» 



Maintenant, le groupe de Galois A permute transit ivement l e s p l a c e s de K1 au-00 
d e s s u s d'une même p lace p de K , et o p è r e sur T . par le c a r a c t è r e cyc loto-roo co g J 

mi que w . Le produit : 

U = TT u 
"oo P ' I P 0̂0 roo' "oo 

est donc un Z [ A ] ~ m ° d u l e projectif qui a pour c a r a c t è r e le trans laté pan ou de 
C 

l'induit à A du c a r a c t è r e de la représentat ion unité du s o u s - g r o u p e de décom-
posi t ion de la p l a c e p dans l 'extens ion abél ienne K' / K + ; c ' e s t encore le r e -

f Koo oo' oo ' * — 1 f let y = (JUX = UUX d1-1 c a r a c t è r e % 
T>00 ôo 0̂0 ôo 

Cela acquis , examinons s u c c e s s i v e m e n t l e s t ro i s c a s fondamentaux. 
(i) L e sous -module de C-r- (K ' ) engendré par l e s s o u s - g r o u p e s d' inert ie I oo 

a s s o c i é s aux p laces a u - d e s s u s de T es t le quotient du produit U = ïï ^ 
P J T 

par l ' image de la limite projec t ive des groupes d'unités des corps K^ . R e s -
tre ints a leur s e u l e composante imaginaire , c e s groupes s e réduisent aux 
s o u s - g r o u p e s u,̂ , et leur limite projec t ive n 'es t autre que le module de Tate 
T . L e c a r a c t è r e cherché es t donc la d i f f érence : 

Z 

tu E x )~ - ou = U)( s Xp -
n I T Poo n I T "oo 

s o u s r é s e r v e , naturel lement, de non-nul l ité du terme de gauche. Le c a s op-
posé , E X+ = 0» n e s e Produit que lorsque T es t vide. Le groupe U est 

n I T Poo Poo roo' 

alors tr iv ia l , et le c a r a c t è r e cherché es t le c a r a c t è r e nul, que nous pouvons 
encore é c r i r e 

U)( E Xn - 1) v 0, 
p IT Poo 

en convenant de dés igner par a v (3 le p lus petit c a r a c t è r e virtuel contenant à la 
fo i s a et R. 

S v (ii) L e c a s de Ct- (K ' ) s e traite de la même façon, à cec i p r è s qu'il I oo 
convient de remplacer l e s unités par l e s g -un i t é s . Mais comme, s o u s la con-
jec ture de G r o s s , la composante imagina ire de la limite projec t ive des grou-
p e s de g -uni tés des c o r p s K n e s t Ia même que pour l e s uni tés (cf. [ 1 9 ] , ch. 
IV, s e c t i o n 2), le c a r a c t è r e cherché es t le même que plus haut. 

S 
(ii i) Enfin, dans le c a s de C „(K ' ), ce sont l e s unités in f in i tés imales 

* oo 
qui remplacent les unités. S o u s la conjec ture de Leopoldt , le sous-module 
cherché s ' ident i f i e donc au produit d irect U _ = ïï u > dont la composante P | T 



r é e l l e a pour c a r a c t è r e le produit 

(w £ y . ) + = ou S y* • 
n T oo n T oo oo Koo' 

Compte tenu de I a proposi t ion 4, ce la achève I a démonstration. 

Remarque. L e théorèm e 1 c i - d e s s u s ne décrit que la moit ié des re la t ions en-
tre l e s d i v e r s paramètres lambda. Il e s t c la i r cependant que l ' identité (iii) vaut 
trivialement pour l e s composantes r é e l l e s , c e qui s ' é c r i t : 

n s - * + + v + 

* > " X + ? x 0 • T p T P 

r oo ' 

En revanche, la v e r s i o n r é e l l e des ident i tés (i) et (ii) n'a rien d'évident. C'est 
sans importance ic i , compte tenu des r e s t r i c t i o n s é n o n c é e s dans la proposit ion 
3. 

2. La formule des g e n r e s dans une g -ex tens ion de corps surc ircu l a i re s : 

a. Pos i t ion du problème : 

Nous avons vu dans la sec t ion 1 que le choix de deux ensembles f i n i s S et T de 
p laces de Q permet d'attacher à chaque corps s u r c i r c u l a i r e à conjugaison com-
plexe L un / . - m o d u l e l ibre, d i s ons X. , de dimension f in ie x. , et un Z -

oo g L L g 
°° (*) . °° module d iv i s ib l e X^ de meme codimension , a savo i r respect ivement la 

OO g 

composante r é e l l e ou imaginaire du groupe de Galois C j l L ^ ) de la g -extens ion 
abél ienne maximale T - r a m i f i é e et S - d é c o m p o s é e du c o r p s L , et c e l l e du s o u s -

S 00 
module de Z . - t o r s i o n du g -groupe C g T ( L ) des S - c l a s s e s T- inf in i tés imal e s du g T 00 
c o r p s L . 

oo 

Ces deux groupes sont canoniquement des modules g a l o i s i e n s , c ' e s t - à - d i r e que 
s i L es t une g -ex tens ion ga lo i s i enne d'un s o u s - c o r p s s u r c i r c u l a i r e à conju-00 

gaison complexe K^, l e groupe de Galois G = G a l t L ^ K ) opère de façon natu-
r e l l e sur X ^ comme sur X ^ . Nous nous proposons de déterminer le c a r a c -00 00 

tère de cet te opération. N o u s a l lons vo ir qu'il suff i t pour ce la de le ca lcu ler 

dans un c a s très par t i cu l i er : 
L'argument e s s e n t i e l es t i c i l ' e x i s t e n c e de deux morphismes naturels entre l e s 
groupes X ^ et X ^ d'une part, X ^ et X ^ d'autre part. Le premier, 

00 OO OO 00 
(respect ivement j,' / u , ) e s t induit par l ' extens ion des d iv i s eurs ; il 

L / K 

j L / K (respect ivement 
00 00 OO 00 

correspond au transfert en termes g a l o i s i e n s . L e second jft ( r e s p e c t i v e -
"oo oo 

(*) La codimension d'un Z -module d iv i s ib le e s t la dimension sur Z de son 
^ € 

dual de Pontrjagin. 



ment ff^ / « ' ^ p r ° v i e n t de la norme arithmétique ; il correspond à la res tr i c t ion 
oo oo 

des groupes de Galo i s . L ' ident i té entre o p é r a t e u r s 

^L /K ° j L / K = £ L o o : K J ( r e s P « ^L /K ° j L /K = C L 0 0
: K J ) 

OO OO OO OO OO 00 00 oo 
montre que j'L (resp. ) e s t un pseudo- i somorphisme de X K dans 

00 oo OO 00 oo 
G G X. (resp. de X k dans X ^ ). L e s ident i t é s qui s 'ensuivent 

oo oo oo 

G G dirri X. = dim_„ X.^ et codirri X ' = codirri X' 1 n L Z. K Z. L Z „ K £ oo £ oo g oo £ oo 
vont nous permettre de d é v i s s e r la s tructure de X et de X'. 

Dist inguons tro i s é tapes : 

1ère étape : réduct ion au c a s cycl ique. 
Pour établir que deux r e p r é s e n t a t i o n s g a l o i s i e n n e s sont i somorphes , il suffit 
de v é r i f i e r qu 'e l l e s ont le même c a r a c t è r e . Or l ' éga l i t é de deux c a r a c t è r e s s e 
tes te sur l e s é léments du groupe de Galo i s . Et la va leur d'un c a r a c t è r e sur 
un é l é m e n t es t donnée par c e l l e de la r e s t r i c t i o n de ce c a r a c t è r e au s o u s -
groupe cyc l ique engendré par cet é l ément . Nous ne r e s t r e i g n o n s pas la géné-
ra l i t é de la démonstration, s i nous supposons que G es t un ^-groupe cyc l ique . 

2ème étape : réduct ion au calcul du rang. 
S i G= G est cyc l ique d 'ordre la décomposit ion de l 'a lgèbre de groupe m 

[ G ] s ' é c r i t : 
[ G ] ~ ©m Q . ] 

1 i=o e r 
et c e l l e du c a r a c t è r e régul ier x r é g : 

I. e t 

* r é q = ^ V 3 V e C x " 3 i =o ^ » i - 1 1 u deg ty. = U - l ) g , pour i = 1 , . . . , m . 
v 

En part icul ier , tout c a r a c t è r e £-adique % du groupe G es t a l o r s de la forme 

y = Em n. é. , avec (n , n . . . , n )ç N™-1 ; a . i o 1 m 
i = 0 

c ' e s t - à - d i r e qu'il e s t ent ièrement déterminé par la donnée des (m+l) e n t i e r s 
n Q , n 1 , . . . , n m 

Cela étant, s i M es t un Q^[G]-module noethérien, et M Q, . . . , Mm sont l e s 
s o u s - m o d u l e s f i x é s par l e s (m+1) s o u s - g r o u p e s G i de G d 'ordres r e s p e c t i f s 
g1, l e s re la t ions 

k 
dim M = S n. deg ty. 

k i=n 1 1 Qe - i=0 



montrent que la détermination du c a r a c t è r e de M et le calcul des dimensions des 
M̂  sont un seul et même probl èm e. 

3ème étape : réduct ion au c a s cyc l ique é lémentaire . 
Ce point acquis , il es t c la ir maintenant qu'il nous suff i t de donner une démons-
tration dans le seul c a s où le groupe G es t cyc l ique d 'ordre premier . En effet , 
tout g -groupe étant r é s o l u b l e , une g - e x t e n s i o n ga lo i s i enne quelconque de corps 
de nombres s 'obtient toujours par empilement d'un nombre f ini de g - ex tens ions 
cyc l iques é lémenta ires . S i donc nous venons à d i sposer d'une formule pour l e s 
rangs dans le c a s cyc l ique de degré premier , nous t iendrons de ce fait une 
formule de rang va lab le dans toute g -ex tens ion ga lo i s ienne , et donc, en fin de 
compte, une ident i té sur l e s c a r a c t è r e s dans une te l l e extension. 

Conclusion : schéma de démonstration. 
Dans tout ce qui suit , nous supposerons que G es t un g -groupe cycl ique de 
degré premier (impair), et nous r a i s o n n e r o n s directement sur l e s c a r a c t è r e s 
des modules c o n s i d é r é s . D 'après ce qui précède , les formules que nous obtien-
drons, démontrées dans ce c a s part icu l i er , vaudront en fait pour un g-groupe 
quelconque. L e s équations aux dimensions s 'obtiendront simplement en prenant 
les d e g r é s des c a r a c t è r e s . 

b. Etude a lgébrique du c a s cycl ique de degré premier : 

Supposons donc le groupe G cyc l ique d'ordre g ; notons x , le c a r a c t è r e de 
la représentat ion r é g u l i è r e de G, et Xaug = c e ' u i de ' a représentat ion 
d'augmentation. 
Dist inguons deux cas , suivant que le Z . [ G ] - m o d u l e étudié es t l ibre ou bien 
d iv is ib le sur t . 

v 

1er c a s : jn o d u J_e ŝ  _l ibne s 
S i x e s t de type f in i et s a n s Z . - t o r s i o n , s a descr ipt ion comme somme directe 

v 

de Z . [ G ] - m o d u l e s indécomposables e s t de la forme : 
V 

X ^ [ G ] a © Z e C ç Z Y , 

avec a, P> et y dans N. L e c a r a c t è r e qui lui correspond es t donc : 

X = a x r é g
+ 3 X a u g

+ Y l - k + Y > X p é g - t y - P > X a u g 

de s o r t e que le rang de x es t donné par la f o r m u l e : 

X = g (a +y) - Ce-1 ) Cy-p). 

Dans l ' identité obtenue, les i n d i c e s (a+y) et (y-jS) ont une interprétat ion simple : 



- L e premier (a+y) es t la dimension sur Z^ du module des points f i x e s 
de X : 

a + y = dim X 
z 

- L e second (y-g) n 'es t autre que le quotient de Herbrand dimension-
nel du modul e X : 

Y-0 = h 2 ( X ) - h 1 ( X ) = q(X) , avec 

v = h 2 (X ) = dim__ H 2(G, X) et 8 = h 1 (X) = d im_ H1 (G, X). D- - B- -z z 
Dans ce cas , nous obtenons donc : 

Lemme 2. S i G e s t un groupe cycl ique d 'ordre Z> le c a r a c t è r e d'un Z . [ G ] -
v 

module noethér ien et s a n s Z . - t o r s i o n es t donné par la formule : 
v Q 

v = dim X . y , - q (X) v , K ^reg y *aug' 
où g(X) r e p r é s e n t e le quotient de Herbrand dimensionnel de X. En part icu l ier 
la dimension de X sur Z. e s t a i n s i : 

v 

x = z d i m X G - U - l ) g ( X ) . 

2ème c a s : modules d i v i s i b l e s 
S i X ' e s t de co type fini et 1 - d iv is ib le , sa descr ipt ion comme somme d irec te 

v 

de Z [ G ] - m o d u l e s indécomposables e s t de la forme : 

•6 

avec a' , (3'> et y1 dans N. L e c a r a c t è r e qui lui correspond est donc : 

X1 = a ' x r é g X a u g + Y 1 = (a < + Y1 ) x r é g + O '"Y ' ) X a u g > 

de s o r t e que le corang de X1 es t donné par la formule : 

x' = €(a' + Y') + U - l ) (g'-Y1)-

Comme plus haut, l e s i n d i c e s (a'+Y1) et ( g ' - y 1 ) ont une interprétat ion simple. 

- L e premier (a'+Y 1 ) e s t ' a codimension du sous-module des points 
f i x e s de X' : 

a ' + y ' = codirn^ X' 

- L e second (p' - y ' ) n 'est autre que le quotient de Herbrand dimension 
nel du m odule X ' : 

P ' - y ' = h 2 ( X ' ) - h 1 ( X ' ) =g(X') , avec 

g ' = h 2 (X') = d i m F H 2 ( G , X ' ) et y' = h^X 1 ) = d i m F H 1 ( G , X ' ) . 
Z Z 



Dans ce cas , nous obtenons donc : 

Lem me 3. Le groupe G étant cycl ique d'ordre le c a r a c t è r e d'un ~l [ G ] -
£ 

module X' de cotype f ini et Z . -d iv i s ib l e est donné par la formule : 
v 

X ' - d i m X ' G . x p é g + 2 ( X ' ) x a u g . 

où g(X ') r e p r é s e n t e le quotient de Herbrand dimensionnel de X '. E n part icu-
lier, la codimension de X' sur Z^ est ainsi : 

x' = g . codim X , G + (g-1) g(X'). 

Nota. Dans l e s applications arithmétiques, nous aurons toujours x= x1, d'où 
-q(X)=g(X1), et finalement X = X* > de s o r t e que nous pourrons raisonner indif-
féremment sur X ou sur X '. Cela ne veut pas dire, en revanche, que nous 
aurons systématiquement |3=(3' et Y=Y'> le groupe X n'étant pas, en général , 
isomorphe au dual de Pontr jag in de X 1 en tant que module ga lo is ien ; l 'égalité 
des c a r a c t è r e s s ign i f i e seulement que cet isomorphisme a l ieu après extension 

des s c a l a i r e s à Q„ . 
i 

Enoncé des_résultj its . 
Dans la sec t ion précédente , nous avons convenu de regarder les paramètres 

S s s 
X-p a s s o c i é s aux groupes C y ou attachés à un corps surcircul aire à con-
jugaison complexe non plus comme des ent iers , m a i s comme des c a r a c t è r e s 
adiques d'un groupe abélien A d'exposant divisant ( g - l ) . 

Pour reformuler dans le même contexte l e s lemmes 2 et 3, nous allons considé-
rer la situation suivante : 

- K est un corps surcircul aire à conjugaison complexe ; K + son oo oo 
s o u s - c o r p s réel maximal ; e t K J o = K o o [ ^ ] l 'extension cyclotomique engendrée 
sur K par l e s r a c i n e s £ - i è m e s de l'unité. oo 

- L est une P-extension galo is ienne de K , qui provient par compo-OO OO 
sit ion d'une P-extension galo is ienne totalement r é e l l e L de K ; et L' est OO OO 00 
l 'extension cyclotomique L [ £ . ] • 

OO ^ 

- G est le groupe de G a l o i s de l 'extension L ' /K' , identif ié à + + + 00 00
 + 

Gai (L /K ) ; et A est le groupe abélien Ga | (L'= /L ) ~ Ga|(K' /K ). 

- Les objets étudiés sont équipés d'une action naturel le de G et de A J 
c ' e s t - à - d i r e que ce sont des Z [ û x G ] - m o d u l e s . 

v 

Cela posé , par application des arguments précédents à chaque composante A~ 

isotypique de X et de X ', nous obtenons immédiatement : 



Propos i t ion 5. Supposons que le groupe G soi t cyc l ique d'ordre g ; et soient 
comme plus haut, v le c a r a c t è r e de la représentat ion r é g u l i è r e de G, et r eg 
Xaug = ^ r é g ~ ^ c e ' u i de ' a représentat ion d'augmentation. 

(i) S i X es t un 7 [ Ax G]-module , de type f in i et l ibre sur Z , son 
c a r a c t è r e x es t donné par la formule : 

P 
v = c a r . X . x - - c / J G , X ) . \ , A A ^reg ^ A aug ' 

G G où car^X es t le c a r a c t è r e de X r e g a r d é comme A]-module, et X) 
le A-quotient de Herbrand du G-module X, i . e . l'unique c a r a c t è r e virtuel du 

v 1 2 groupe A à v a l e u r s dans Z-„ > qui r e l è v e la d i f f érence h4 (G, X) -h (G, X) des 
Z . A2 A 

c a r a c t è r e s r e s p e c t i f s des F [ A]-modules H (G, X) et H (G, X ). v 

(ii) S i X' e s t un Z . [ A* G]-module , de cotype fini et d iv i s ib le sur 
v 

Z , son c a r a c t è r e x' e s t donné par la formule : 

X ' = c a r ^ X ' G . X r é g + g A ( G , X ' ) . X a u g , 

où car X ' et ( j j G . X ' ) sont déf in i s comme plus haut. 
A * A 

c. Etude arithmétique du c a s cyc l ique de degré premier impair : 

Nous supposons désorm ais que Z es t impair et que L ^ / K ^ es t une g -ex tens ion 
cycl ique é lémenta ire de c o r p s s u r c i r c u l a i r e s à conjugaison complexe ; nous 
notons L' / K ' l ' extens ion obtenue par adjonction des r a c i n e s g- ièmss de l'unité, 00 00 
et L /K la s o u s - e x t e n s i o n r é e l l e maximale de L /K . Comme plus haut, A 00 oo oo oo 

dés igne le groupe abélien Ga|(L ' / l_ + ) ~ Gal(K' / K + ) , et G le groupe cycl ique 00 oo oo oo 

Gai (L ' / K ' Gai (L /K G a | ( L + / K + ) . OO 00 

Le Z . -module l ibre c o n s i d é r é es t ( sous r é s e r v e de nullité de l ' invariant ^) la 
v _ 

composante imaginaire X , du groupe de Galo i s de la g -ex tens ion abél ien-
oo oo 

ne non ramif iée m aximale de L' ; le Z -module d iv i s ib le qui lui correspond est 
oo g 

la composante imaginaire X ^ , = Cg^, du g -groupe des c l a s s e s de diviseur (au 
oo oo 

s e n s ord ina ire ) du corps s u r c i r c u l a i r e L' . oo 

Comme plus haut, nous notons X|_ i ' e c a r a c t è r e de , et X||_i ce lu i de X^ , 
00 oo oo oo 

l'un et l 'autre r e g a r d é s comme Z.[ Ax G ]-modul e s . Nous r é s e r v o n s lanotat ion 
v 

pour dés igner indifféremment le c a r a c t è r e de X ^ , régardé comme Z . [ A ] -
oo oo 

module, ou celui de X^ . L 'invariant lambda traditionnel d'Iwasawa n'es t autre 

que le degré de X|_ i '> c 'es t auss i le degré commun de x L , et de x[_ i 
oo 



Cel a posé , I a proposi t ion 5 nous dit que pour ê t r e en m e s u r e d'exprimer 

et X||_, à part ir de x ^ = ^ K ' ' de déterminer l 'act ion de A sur l e s 
OO OO 

1 — 2 — 1 — groupes de cohomologie H (G, C L ,) et H (G, C^, ), d'une part ; H (G, C ) et 
_ oo oo oo 

H (G, C £ ~ , ) , d'autre part . 
00 

1er c a s co^omologi^_des groupes de cl a s s e s 

Lemme 4. So ient L^/K une ^ - e x t e n s i o n cyc l ique é l émenta ire de corps s u r c i r -
cu la ires , et G son groupe de Galo i s . A l o r s : 

(i) L e groupe mult ipl icat i f L* es t cohomologiquement trivial ; autre-
ment dit : 

H'(G, L X ) = 1 et H 2 (G, LX) = 1. ' 00 oo 

( i i )L a cohomologie du groupe des d i v i s e u r s principaux P ^ est duale 
00 

de c e l l e du groupe des uni tés E ^ ; ce qui s ' é c r i t : 
00 

H ' ( G , P , _ ) ~ H 2 ( G , E l ) e t H 2 ( G , P L H ' ( G , E ^ ). 
OO OO 00 00 

(ii i) La cohomologie du groupe des d i v i s e u r s D^ est donnée par les 
formules : °° 

H 1 ( G , D | _ )= 1 et H 2 ( G , D L Ram^ a, . 
00 00 00 oo 

Dans c e l l e - c i , l e groupe Ram^ / , qui mesure Ia ramif icat ion en dehors de 
OO 00 

Z dans l ' extens ion L /K es t la somme d i r e c t e : oo oo 

Ram.' / . . ~ © Z / e Z , L / K Je » P oo oo 

où p parcourt l e s p l a c e s de K^, é t r a n g è r e s à g, qui s e ramifient dans L ^ / K , 
et e^ dés igne l ' indice de ramification correspondant ( ici g). 

Démonstration. La tr iv ia l i té des p r e m i e r s groupes de cohomolog ie H^(G, L><) 
1 , 00 

et H (G, D^ ) es t bien connue, du moins pour l e s c o r p s de nombres, indépen-
00 

damment de toute hypothèse sur le groupe fini G ; c 'es t ce qu'il es t convenu 
(*) d'appeler le théorème 90 de Hilbert . Son extens ion aux corps surc ircu l a i res 

(*) Bien entendu, dans son traité de 1913, H i l b e r t n'énonçait pas son résultat 
s o u s forme cohomologique, m a i s seulement dans le c a s cycl ique : D. 
Hilbert . - T r a i t é des c o r p s de nombres a lgébr iques . - Ann. F a c . Toulouse 
( 1909/10) ; Hermann, P a r i s (1913). 



ne p o s e pas de di f f icul té : il suff i t d ' é c r i r e L /K comme limite inductive de oo' OO 
s o u s - e x t e n s i o n s relat ivement c y c l i q u e s L /K , de degré f in i sur Q , et d'ap-

n n 2 
pliquer à c e s e x t e n s i o n s le théorème de Hilbert . L e c a s des groupes H (G, L x ) 

2 ° ° et H (G, D ^ ) est , en revanche, plus surprenant , puisque, pour l e s corps de 
00 

nombres, aucun de c e s deux groupes n 'es t f ini . Ce la dit, examinons s u c c e s s i -
vement l e s d i v e r s e s a s s e r t i o n s du lemme : 

(i) L ' ident i té H2(G, L x ) = 1 es t s i gna lée par Iwasawa (cf. [ 1 4 ] , lem-
me 5), et vaut en fait pour tout ^-groupe G. L o r s q u e G est cycl ique, e l l e 
s ign i f i e simplement que l e s é léments de KX sont normes d'é léments de L x 

OO 00 
(cf. [ 2 ] , l emme 3) : 

K>< = Nt / „ (LX) . 
00 -"L / K oo 00 00 

Dans ce cas , d 'après le pr incipe de H a s s e , il suff i t pour l 'établir de v é r i f i e r 
que tout élément de K x e s t norme loca l e partout dans l ' extens ion L /K . E c r i -^ 00 oo oo 
vons donc, pour ce fa ire , L = U L , e t K = U K comme réunion c r o i s -' ' oo n oo . n nÇN n€lM 
santé de c o r p s de nombres, avec L n cyc l ique sur K^ de groupe G, et 
f L . . : L ] = TK , , :K 1 = P. P u i s , étant donnés x un élément de K x et p une u n+1 n J L n+1 n J ° ' oo Koo 
place de K , f i x o n s n a s s e z grand pour avoir xÇ K x et p non décomposée dans oo n oo 
K /K . Formons a l o r s l e s symboles de H a s s e at tachés aux p l a c e s a u - d e s s o u s oo' n 
de D î nous obtenons : 

. x, L , , / K ,N , . / (x), L / K . L / K N ,X , L / K / ' n + r n+IN = fn n+1/n ' n' n\ _ f ' n' n \ _ ( n / n y ^ ^ 
Pn+1 p n p n pn 

ce qui prouve que x es t norme loca le en p n + j dans L n + j / K n + ^ , donc norme 
loca le en n dans L /K . r oo 00 oo 

(ii) L e fait que l e s groupes d'unités E ^ et de d i v i s e u r s principaux 
00 

P ^ so ient en dualité cohom ologique r é s u l t e immédiatement du résultat p r é c é -
00 

dent. En effet , la su i te exac te courte qui définit P ^ 
oo 

1 > E L > L X > P L > 1 
00 oo 

conduit à l 'hexagone exact : 



,H 1(G, LX) * 00 

H Î (G,E 1 _ ) H , ( G , P 1 _ ) 
00 / > 

s 
H 2 ( G , P L ' ) H2(G, E L ) 

oo 

oo 

l 

H 2 ( G , L X ) ' oo 
où l e s sommets supér ieur et in fér ieur sont nuls , ce qui donne le résul tat 
annoncé. 

o 
(iii) Enfin, l ' identité H (G, D L ) = Ram^ y K (où le groupe Ram^ , 

OO 00 00 00 00 
est défini par l 'énoncé) s 'obtient comme suit : le groupe G étant supposé cyc l i -
que, nous avons l ' identité 

H 2 ( G , D l ) = D G / V l / k ( D l ), 
OO OO OO 00 oo 

où l 'opérateur est la norme algébrique Z a , que nous pouvons tout 
oo' oo a € G 

auss i bien é c r i r e 

H2(G, D l ) = D g
 / k ( D l ), 

OO OO 00 00 00 
où jf , dé s igne ce t te f o i s la norme arithmétique, en convenant d' identif ier 

00 00 
les d i v i s e u r s de K a v e c l e u r s étendus à L . Maintenant, tout d iv i seur de 00 00 
K es t trivialement la n o r m e d'un div iseur de L ( l e s d i v i s e u r s premiers au-

00 00 

d e s s u s de g, parce qu' i l s sont d i v i s i b l e s ; ceux é t r a n g e r s è g, parce qu' i ls 
ne présentent pas d' inert ie) . Il vient donc : 

H2(G, D L ) = D g / D K ; 
00 00 00 

et la formule annoncée en ré su l t e , l e s d i v i s e u r s ambiges étant engendrés par 
les d i v i s e u r s ramif iés et l e s d i v i s e u r s étendus. Comme l e s d i v i s e u r s a u - d e s s u s 
de g sont d i v i s i b l e s donc étendus, s e u l s res tent , l e s d iv i s eurs ramif iés é tran-
g e r s à g, c e qui donne bien : 

H2(G, D. ) = © D.G (p ) / D „ (p © Z / e Z . L l L r oo ' K r c o > „ p oo P o of g 00 oo Poof g fco 

Lem me 5. S u p p o s o n s maintenant que L ^ / K soi t une g -extens ion cycl ique é l é -
mentaire de c o r p s surc ircu l a i re s à conjugaison complexe, et notons comme 
plus haut A =Ga| (L' / l_ + ) = Gai (K ' / K + ) . Dans ce cas , l e s i d e n t i t é s précédente s 



se traduisent par les i somorphismes de IF [&]-modules : 
v 

( i ) H 1 ( G , P L , ) = H 2 ( G , E L , ) = 1 ; H 2 ( G , P L , ) = H 1 ( G , E ~ I ) = FI , 
00 00 oo 00 ^ 

où p = U gj, e s t le groupe des r a c i n e s de I'unité d 'ordre ^-primaire . 
1 nÇN Z 

( i i ) H 1 ( G , D ~ , ) = 1 ; H 2 ( G , D ~ , ) = + © ( Z / e Z ) [ A / A + ] " , 
oo 00 D f £ 'oo n roo 1 v roo 

où, pour chaque p l a c e p* de K* , l 'ent ier e es t l ' indice de ramification 
Poo 

dans L ' / K ' , et A . le s o u s - g r o u p e de décomposit ion dans K' /K . 00 00 + -> > I- 00 00 
p ° ° 1 -En part icul ier , l e s c a r a c t è r e s des groupes de cohomologie H ( G , P ^ t ) et 

2 _ 
H (G, P ^ , ) sont donnés par l es formules : 

00 

h A ( G ' P L ' ) = U J 6 t h A ( G > D L ' ) = ' 00 00 p„ i Z P 00 1 r 00 
où la somme de droite porte sur l e s p l a c e s de K + ramif i ées dans L' / K ' , 00 00 co 
dés igne le c a r a c t è r e cyclotomique, et + la composante imaginaire de l'induit 

Poo 
à A du c a r a c t è r e de la représentat ion unité du s o u s - g r o u p e de décompos i t ion de 
p + dans K' /K + . "oo 00 oo 

Démonstration. En p r é s e n c e d'une conjugaison complexe, l e s uni tés imaginaires 
s e réduisent aux s e u l e s r a c i n e s de l 'unité. Il vient donc : 

H ^ G , ^ )=H 1 ( G , ^ e ) = e ^ e et HZ(G,E<_ ) = H2(G, p g) = p. g / p « = 1 ; 

d'où le résu l ta t annoncé. 

L e s autres a s s e r t i o n s sont immédiates , compte tenu du lemme 4. 

Ce point acquis, nous pouvons énoncer : 

Propos i t ion 6. D ans une ^-extens ion cyc l ique é lémentaire de corps s u r c i r c u -
la ires à conjugaison complexe, le quotient de Herbrand dimensionnel du ^-groupe 
des c l a s s e s imagina ires es t donné, a v e c l e s notations p r é c é d e n t e s , par la f o r -
mule : 

q AG,CZ~ , ) = h 2 ( G , D " , ) - h 2 ( G , P ~ , ) = ( 
a 00 oo n °° P T £ P OO 1 V 0̂0 

Dém onstrat ion. L a su i t e exac te courte 1—» P^,—> ^LI—* —* qui dé-
00 00 00 

f init le groupe C g ~ , , conduit à la sui te exac te longue de cohomologie : 
00 



H ̂  ( G, D^, ) -» H ' ( G, Cg~, )-»H2(G, P l , )-»H2(G, D l , )-»H2(G, C g L , )-*H ' ( G , P l , ) . 
00 oo oo oo 00 00 

Dans c e l l e - c i , les deux termes e x t r ê m e s sont nuls, en vertu du lemme 5. 
D'où le résul tat. 

2ème_cas : cohomologie des__groupes _de Gji^ois^ 

L'étude des groupes de Galo i s es t en soi inut i le au regard du résultat que nous 
avons en vue, puisque nous savons déjà que l e s c a r a c t è r e s a .(G, C, . ) et 

A i— 00 
q (G, C£~ .) sont opposés , en vertu de la proposi t ion 5, l e s deux groupes * A I— 00 
C~, et C £ ~ , d'une part, C^i et d'autre part, r e g a r d é s comme Z [ A]-

00 OO 00 00 
modules, ayant le même c a r a c t è r e s o u s la condition ^ = 0. 

Néanmoins , outre qu'el le fournit une deuxième démonstration de I a proposit ion 6, 
la descr ipt ion de la cohomologie des groupes C ouvre des p e r s p e c t i v e s i n t é r e s -
santes sur l 'arithmétique des c o r p s sur circul a ires , que nous a l lons maintenant 
présenter . 

Soient donc, comme plus haut, L /K une P-extens ion cyc l ique é lémentaire de 00 00 
corps surc ircu l a i re s à conjugaison complexe, G son groupe de Galo is , et a 
un générateur de G. Notons, comme pl us haut, L ^ / K ^ l ' extens ion déduite par 
adjonction des r a c i n e s P- ièmes de l'unité, L + / K + la s o u s - e x t e n s i o n réel I e oo oo 
maximale, et A le groupe de Galo i s G a K L ^ / L ^ ) ^ Gai ( K ^ K ). Dés ignons par 
T =lim (j, le module de Tate (qui es t un Z [Ai -module projectif de c a r a c t è r e 

£ <— i 

ou), et f a i s o n s choix d'un générateur topologique Ç de T (autrement dit, d'une 
n famil le cohérente ( C p ^ ç ^ d® r a c i n e s pr imit ives £ - i è m e s de l'unité). 

Cons idérons d'abord le premier groupe de cohomologie H \ G , C | _ ! ). Le groupe 
00 

c~ , étant sans tors ion ( sous r é s e r v e de null ité de l ' invariant y,), le noyau dans 
00 

c" de la norme algébrique v = £ C est encore ce lui de la norme arithméti-
œ ç G 

que N = N\_\ /^i > c e d u i nous permet d ' é c r i r e canoniquement : 
00 00 

h i ( g , c - i ) = v c £ , / c - ( r , ) = „ c - . / c - î a - , ) = [ . c L , / c ^ - 1 ) r . 
00 o o o o •' o o o o o o o o 

C e l a p o s é , le quotient C ^ i / C ^ , ^ a u n e interprétat ion arithmétique très 
^ oo oo 

simple : 

Dés ignons par K^ (respect ivement par LJJ la g -ex tens ion abél ienne non ramif iée 
maximale de K ' (respect ivement de L' ) ; et notons t l la s o u s - e x t e n s i o n rnaxi-00 00 oo 



A | 

maie de L ^ qui e s t abé l ienne sur K^, i . e . le g - c o r p s des g e n r e s de l ' exten-
sion cycl ique L ^ / K ^ . N O U S obtenons le s c h é m a suivant (où sont r e p r é s e n t é s 
les c o r p s et l e s groupes de Galois) : n -T u i # L oo 

L' 00 

00 

L' nK' 00 oo 

l_' K' 00 00 

K' 

L' 

, (0 -1 ) 
'L' 

OO 

f rT— 1 ) Où l'on voit que C L t / C L t es t exactement 
00 00 

le groupe de Galo i s de l ' extens ion abél ienne 
~ " i 
L1 / L ' K' . 00 00 oo 

Maintenant, il e s t bien connu, du moins pour les c o r p s de nombres (cf. [ 1 9 ] , 
ch. III, sec t ion 2), que ce dernier groupe est donné par la su i t e exac te des 
g e n r e s : p laçons -nous proviso irement à un étage fini L1 /K 1 de l 'extens ion 

I / I * | ^ I rsj I 
L /K , et d é f i n i s s o n s K , L , et 11 comme c i - d e s s u s . La théorie des 

co oo n ' n ' n 
g e n r e s nous donne la sui te exac te de Z [ A ] - m o d u l e s 

V 

i " * e K ' / e K ' M L ' / K i ( L n X ) " ^ ! 1 

n ' 10 « 1 r n r I 
n n' n n n 

où est le groupe des unités de K ; l 'application |) e s t la famil le des 
, L ; / K ' n n 

symboles de H a s s e [• -j J r e l a t i f s à l ' extens ion abél ienne L1 /K 1 ; et le 

terme médian es t la somme d irec te des s o u s - g r o u p e s d ' inert ie des p laces de 
K1 , r e s t r e i n t e aux fami l l e s (o , ) , qui vér i f i ent la formule du produit : 

n ^n p n 

n a„, p' 
" r 

L' = 1 . 
n n n 

Par r e s t r i c t i o n aux composantes imaginaires , et p a s s a g e à la limite project ive , 
il vient ainsi : 

Lemme 6. A v e c l e s notations p r é c é d e n t e s , et s o u s r é s e r v e de null i té de l ' in-
variant mu, le premier groupe de cohomologie H^(G, C^i ) es t donné, comme 

00 
[A]-module , par l ' i somorphi sme d e s g e n r e s : 

r 

H ' (G, C, [ © I n , (L1 /K ' ) ] / t ) ( T ), 
' L w n ' oo' oo J ' 'oo p 00 Koo 



où la somme porte sur l e s s o u s - g r o u p e s d ' inert ie des p l a c e s de K1 dans l ' ex -
^ 0 0 f j 1 tension abél ienne L /K , et l 'application h e s t induite par l e s symboles de 00 00 '00 

Hasse . En part icul ier , le c a r a c t è r e deH^(G,C|_ i ) e s t a ins i : 
00 

h A ( G ' C L , ) = ~ n U J ' 00 n + p + 
0̂0 r00 

x - et uu étant déf in i s comme dans le lemme 5, et l 'ent ier n-valant 0 ou 1 su i -

vant que r e s t norme ou non dans L1 / K ' . ® 00 ' 00 

Démonstration. Par p a s s a g e à la limite projec t ive à part ir de la su i t e exac te 
courte de I [ A]-modules f in i s : 

v 

> n # L 7 K . ( L M ^ [ © in . ( r y K ^ r - . G a K L y L ^ ; ) - - - , , , 
Z Z n n p n 

nous obtenons Ia su i t e exac te courte de Z [ A i - m o d u l e s compacts : 
V 

In . ( L V K ' j r - ^ G a K L ' / L ' K 1 ) ' - » 1, Z P 1 0 oc/ OO J 00 00 00 ' D roo Koo 
d'où I a première a s s e r t i o n du lemme. 

L ' e x p r e s s i o n du c a r a c t è r e C^ 1) s ' e n déduit immédiatement, à partir de 
00 

l ' i somorphisme naturel : 

© I n . ( L ' / K ' ) ~ © I n . ( L ' / K ' ) ~ © P © I n + ( L + / K + ) ] . 
, n' 00' 00 , n' 00' 00 . 1 1 + D oo ' oo J 

n' Koo n 00 n+ n' B Koo roo roo roo roo' r00 
On notera que la formule du produit d isparai t dans la r e s t r i c t i o n aux compo-
santes imagina ires . 

2 __ _ Venons en maintenant au groupe de cohomologie H ^ ( G , C ~ i ) = C L , /C~ , , et r e -
00 00 00 

g a r d o n s - l e comme limite projec t ive de la famil le H2(G , ) = C £ ~ G / C £ ~ ^ , 
1 n -G n n 

a s s o c i é e aux ^ -groupes ( f inis) de c l a s s e s des c o r p s L^ : i c i es t la com-
G " 

posante imaginaire du s o u s - g r o u p e ambige 1 de , et CZ ~ 
n n n 

' t f .JJ.J 
j. I / K I O N>x/k , , ) = c € ~ e , e s t l ' image canonique de dans Cg", 

rx n rx n n n n n 

(*) L e quotient C L , / ^ , a , , ) m CZK+/i ï \_ + é t a n t r é e l e n v e r t u 

n n ' n n n n ' n n 
de l ' i somorphisme du c o r p s de c l a s s e s , la r e s t r i c t i o n aux composantes imaginai-
r e s de la norme arithmétique est un épimorphisme. 



et Dés ignons donc par C g ^ , le s o u s - g r o u p e de C{ , engendré par l e s é tendus 
n n 

à U d e s d i v i s e u r s de K^ ; par C g ^ , ce lui engendré par l e s d i v i s e u r s ambi-
" G " n 

g e s ; et par Cg^, l e g - g r o u p e d e s c l a s s e s ambiges . Nous obtenons la sui te 
n 

exac te courte (qui e s t une étape c l a s s i q u e de la démonstration par Cheval ley 
de la formule des c l a s s e s ambiges) : 

i - c e A R R b V c e f r — c e ® 7 / c e ^ r — c g ^ ; / c e * T b " , . 
n n n n n n 

ét Dans c e l l e - c i , le groupe de gauche es t engendré par l e s c l a s s e s modulo Cg^, 
n 

d e s d i v i s e u r s i m a g i n a i r e s de L^ c o n s t r u i t s sur l e s p l a c e s r a m i f i é e s dans 
L ^ / K ^ ; et l e groupe de dro i t e s ' i d e n t i f i e au quotient d 'uni tés 

n n' n n' n n n' n 

Par p a s s a g e à la l imite pro jec t ive , nous obtenons donc, a v e c des notations 
év identes , la su i te e x a c t e courte , où l e terme de droi te fait apparai tre l 'en-
tier n défini p lus haut : 

1 > C^ j / c j | > C L , / C L | > C L j / C L , > 1 
OO 00 00 OO 00 oo 

11 

T ^ V T H 
z ' e 

R e s t e donc à examiner le terme de gauche : l e s d i v i s e u r s ambiges é t r a n g e r s à 
g, rami f i é s dans L ^ / K ^ étant principaux pour n a s s e z grand (puisque s a n s i -
nert ie dans toute g - e x t e n s i o n abé l i enne de L^, comme expl iqué au début de la 
s ec t ion l), l e quotient é tudié e s t engendré par Ies famil Ies c o h é r e n t e s c o n s -
t ru i t e s sur l e s s e u l e s p l a c e s a u - d e s s u s de g, qui sont d é c o m p o s é e s dans L / L 
et r a m i f i é e s dans L / K . C e point acquis , f i x o n s nQ a s s e z grand pour que les 
d i v i s e u r s i m a g i n a i r e s pr imi t i f s ( i . e . non p u i s s a n c e g - ième) du c o r p s L^ cons 

° ( * * ) truits sur l e s p l a c e s a u - d e s s u s - d e g, ne soient pas pr inc ipaux dans L ' 
o 

(*) L ' i s o m o r p h i s m e annoncé s 'obt ient en a s s o c i a n t à la c l a s s e d'un d i v i s e u r 
imaginaire a r e p r é s e n t a n t un élément de Cg^, , c e l l e de l 'unité e = 7!/|_i i (a), 

n n' n 
où a e s t un g é n é r a t e u r imagina ire du d iv i seur principal = (a). 

(**) L ' e x i s t e n c e d'un tel nQ fa i t l 'objet de la propos i t ion 7 c i - d e s s o u s . 



A chaque tel d iv i seur a c o r r e s p o n d a l o r s une c l a s s e d 'ordre g dans l e q u o -
o 

tient C e ^ k , et, p lus généra lement une c l a s s e d 'ordre g dans chacun 
n o n ° 

d e s quot ients Cg^, /C£|_i pour n> nQ (à s a v o i r la c l a s s e du d iv i seur 
n n n -n 

a =a ), donc, f inalement, une c l a s s e d ' o r d r e g dans la l imite p r o j e c t i v e 
o 

^amb- s u i t d e q u e | e q u o t i e n t étudié C ^ ^ b " " / e s t unEF [ A ] - m o -
OO 00 00 oo 

dule qui a pour c a r a c t è r e la somme 

X X~ 

d e s composantes i m a g i n a i r e s des indui ts à £ d e s c a r a c t è r e s un i t é s des s o u s -
g r o u p e s de décomposi t ion dans K1 / K + d e s p l a c e s de K + a u - d e s s u s de g qui 00 00 00 
s e ramif ient dans L / K . A ins i : 00 00 

Lemme 7. A v e c l e s notat ions du lemme 6, le c a r a c t è r e du groupe de cohomolo-
o 

q i c H ( G , C l , ) e s t donné par la formule : 
00 

h 2 ( G , C ~ , ) = £ x~ +U-n)ou , A I— +i „ + 00 p T g p T 
r oo' oo 

où la sommation p o r t e s u r l e s p l a c e s de K + a u - d e s s u s de g qui s e ramifient + + 00 

dans L / K . 00 oo 

Réunissant l e s lemmes 6 et 7, nous obtenons donc une s e c o n d e v e r s i o n de la 
propos i t ion 6 : 

Propos i t i on 6'. D a n s une g - e x t e n s i o n c y c l i q u e é l é m e n t a i r e de c o r p s s u r c i r c u -
l a i r e s à conjugaison complexe , le quotient de H erbrand dimensionnel de la com-
posante imagina ire du groupe de Galo i s C e s t donné, s o u s r é s e r v e de nul l i té 
de l ' invariant mu, par 

q . ( G , C L I ) = h 2 ( G , C L L ) - h W C ) = uu - E y. 
a 00 n 00 ° 00 D T g P " ry-i I ~ r OO 1 '00 

Comparaison d e s r é s u l t a t s obtenus 

Remarquons tout d'abord que l e rapprochement d e s p r o p o s i t i o n s 6 et 6' donne 
bien l ' ident i té attendue : 

q ( G , C g " , ) +qA(G,C~,) = 0 . 
oo oo 

Cependant, le calcul du premier quotient g . ( G , Cg^ , ) vaut en toute généra l i t é , 
~ /VN 



tandis que celui du second q AG, Cj , ) p r é s u p p o s e la tr iv ia l i té de l'invariant 
°° 1 mu d'Iwasawa, qui garantit la f initude du groupe H (G, C L , ). D'un autre côté, 

2 - ° ° dans le calcul du c a r a c t è r e du groupe H (G, )» nous avons u t i l i s é en outre 
0 0 

un résu l ta t sur l e s d i v i s e u r s imag ina ire s a u - d e s s u s de g dans une tour cyc lo -
tomique, qui e s t une conséquence f a c i l e des conjec tures de L eopoldt et de 
G r o s s (cf. [ 19], th. IV. 2. 19), mais dont il peut être in téres sant de donner 
une démonstration autonome : 

Propos i t ion 7. So ient L ' = U L' I a Z - e x t e n s i o n cyclotomique a s s o c i é e à un 
°° n ç N n Z 

c o r p s de nombres à conjugaison complexe L' contenant l e s r a c i n e s g - i è m e s de 
l'unité, et nQ Ç N Ie rang au-de là 
totalement dans la tour. A l o r s : 

l'unité, et nQ Ç N le rang au-de là duquel les p l a c e s a u - d e s s u s de g s e ramifient 

(i) P o u r tout n> n , l e s g -uni tés imagina ires du c o r p s L^ sont l e s 
produits par les r a c i n e s de l'unité (contenues dans L^) des g -uni tés imagi -
na ires du c o r p s L ' , c e qui s ' é c r i t : 

o 

EL_' = ^n* E L - ' n n 
o 

(ii) L e s d i v i s e u r s imag ina ire s du c o r p s L^ , constru i t s sur l e s p laces 
a u - d e s s u s de g, qui sont pr incipaux (dans L^), sont l e s é tendus à L^ des d iv i -
s e u r s imag ina ire s principaux de L1 cons tru i t s sur l e s p l a c e s a u - d e s s u s de g. o 

(i i i) L a limite induct ive Cg^i(g) des composantes imaginaires des g - s o u s -
00 

groupes de c l a s s e s des c o r p s L^ engendrés par les p l a c e s a u - d e s s u s de g est 
un Z . -module d iv i s ib l e dont le corang d est égal au nombre de p l a c e s de L1 

£ 00 
a u - d e s s u s de g qui sont décomposées par la conjugaison complexe. 

(iv) Leur limite projec t ive C ^ ' U ) es t un Z -module l ibre de rang d . 
0 0 

Démonstration. Dés ignons par D^, (g) le s o u s - g r o u p e des d iv i s eurs imaginaires 
n 

de L ' cons tru i t s sur l e s p l a c e s a u - d e s s u s de g . D 'après la su i te exac te courte n 
canonique 

1 > E L ' / ^ n * ° L ' * C e L * 1 

n n 
tout rev ient à v é r i f i e r que le quotient es t constant pour n> n Q . Or, 

n 
ce la ré su l t e d'un argument c l a s s i q u e de théorie de Kummer (cf . [ 1 9 ] , prop. 
1 . 2 . 2 ) : l ' éga l i t é des rangs montre que es t d' indice fini dans le module 

n 



l ibre E.' , /p, , , pour tout n > n . Ce la étant, s i x est un élément de E,' 
n+1 1 ° L

n 
dont la c l a s s e modulo M, e s t une p u i s s a n c e P-ième dans E.' . / U . 

Z .- n+1 
nous avons x = £ y v avec M-n+1

 e t y£ i > puis , en prenant la norme 

e e , n + 1 

N~Nx i /, , : x =Ç My) , i . e . x/ÇHr(y)Ç |j,. cr (j, , c e qui m ontre que £ est 
n + r en e u e dans |j,n . Ecrivant donc Ç = Ç et z = | y , nous obtenons x = z v , i . e . 

« e 
U [ f x ] c U + ] [ f x ] = L ^ ; et la théorie de Kummer nous dit que x est le 

produit dans L ^ d'une p u i s s a n c e g - i ème et d'une r a c i n e de l'unité. Ainsi 
EL_' ^ n c ° i n c - i c ' e a v e c i / V n + i > c e d u i établit I a proposit ion, 

n n+1 n 

Revenons maintenant sur le calcul du quotient q (G, Cg^, ) ; et cons idérons 
00 

pour c e l a le diagramme commutatif exact (où le lecteur famil ier de la su i t e 
exacte des c l a s s e s ambiges peut r e c o n n a î t r e dans la s e c o n d e ligne sa r e s t r i c -
tion aux composantes imag ina ires dans l ' extens ion cyc l ique L ^ / K M : 

! —> H 1 (G, ce" , ) > H2(G, P~, ) —» H2(G, D~ , ) —> H2(G, ,) —> I 
oo 00 oo 00 

l l l 

1 >C APL , /K , •H1(G,|1 ) RAM̂ , , » 1 
~~ ~ ~ " 0 0 

Dans l ' i somorphisme obtenu, la norme arithmétique m , \ ass imi le le premier i 
00 W K " 00 e_ 

groupe de cohomologie H 1 (G, Q ~ , ) à la capitulation imaginaire C ap~, dans 
00 oo oo 

l 'extension L ' / K ' . Comme le groupe H (G,iuJ es t un IFT A]-modul e de c a r a c -oo' oo , r 2 C 
t è r e ou, deux c a s peuvent ainsi s e produire : 

— 2 - ! — - ou bien C a p L , / K , = 1 et H (G, Q L , / k , Ram,_ , y K , / p, ; 
ocr oo oo oo oo oo 

- o u bien Cap" , ~ H 1 (G, ) et H2(G, Q ~ , / K , Rarr^", y K , . 
w / ^ ^ rtr\ r>r\ evv /v-i 00 OO 00 OO 

Le premier c a s ne peut avoir lieu que s'il e x i s t e au moins une p lace é t rangère 
à P, décomposée dans L / L + et ramif iée dans L ' / K ' . P a r la théorie de v ' r 00 00 00 00 
Kummer, en revanche, le s econd c a s implique que l ' ex tens ion L ^ / K ^ soi t 
ramifiée : en ef fet , s i b est un d iv iseur de K' représentant une c l a s s e de 00 
Cg^, qui capitule dans , son étendu à L ^ es t un div iseur principal (a) 

oo oo O 1 C 1 
engendré par un élément imaginaire a qui v é r i f i e (a) = 1, i . e . a 

o . p Posant a = a % nous obtenons donc L' =K '[V~â]> avec (a) =b , ce qui montre 



bien que L ' / K ' es t g -ramif i ée . oo oo 

L'ensemble des ré su l ta t s précédent s peut donc s e résumer comme suit : 

Théorème 2. So ient L / K une g -ex tens ion cycl ique é lémentaire de corps s u r -— — ~ — — - 00 oo 

c i r c u l a i r e s à conjugaison complexe , G son groupe de Galois , L ^ / K ^ l 'exten-
sion déduite par adjonction d e s r a c i n e s g - i è m e s de l 'unité , L + / K + la s o u s -' 00 00 extension r é e l l e maximale de L /K , et A le groupe abélien G al(L' / L 

+ oo oo' oo ' oo 
Ga|(K' /K ). L e s c a r a c t è r e s du groupe A attachés aux groupes de cohomologie oo oo 

a s s o c i é s à l 'action de G sur l e s composantes imaginaires du g-groupe des c l a s -
s e s de d iv i seurs Cg^ , du corps L ^ et du groupe de Galo is C^, de la g - ex ten -

00 00 

sion abélienne non ramif iée maximale de L' sont donnés, sous r é s e r v e de nul-
00 

l ité de l ' invariant mu, par l e s formules : 

(i) hJI(G, Ce", ) = ra) (i)' h 2 ( G , C ~ , ) = S %~+l1-n)w 
00 p £ l « Poo 

(ii) h2(G, Cg~ ,)= x" + - (1-r)u> Cii)1 h ^ G , C ~ , ) = x~ + - n w . 
00 p | g p 00 p p rco 1 ôo r00 r00 

Dans c e l l e s - c i , cu est le c a r a c t è r e de l 'action de A sur le module de Tate 
Z 

T =Ç , l ' indice n vaut 0 ou 1 suivant que Ç es t norme ou non dans l 'exten-
i . 

sion L ' /K ' ; l ' indice r vaut 0 ou 1 suivant qu'il ex i s t e ou non une p lace oo' 00 + ^ + + 
de K ' décomposée dans K / K qui s e ramifie modérément dans L /K ; la OO 00 OO 00_|_ 00 
sommation porte sur l e s p l a c e s de K qui s e ramifient dans L ^ / K ^ , et x 

Poo 

désigne I a part i e imaginaire de l'induit à A du c a r a c t è r e de I a r e p r é s e n t a -
tion unité du s o u s - g r o u p e de décomposi t ion de la p lace p^ dans l 'extension 
abélienne K1 / K . 00 oo 

S c o l i e . S o u s l e s hypothèses du théorème, l ' identité h^(G, CL ,)=h^+1 (G, Cg^, ) 
OO 00 a l ieu exactement dans l e s deux cas suivants : 

(i) Dans le cas modéré, i . e . lorsque toutes l e s p l a c e s p + du corps + + 00 

K , décomposées dans l 'extension quadratique K /K , qui s e ramifient dans oo oo oo 
l 'extension cycl ique L / K œ j sont é t r a n g è r e s à g. 

(ii) Dans un cas sauvage exceptionnel , lorsqu'il e x i s t e exactement une 
place D+ du corps K' , décomposée dans l 'extension quadratique K /K' , qui r r 00 00 00 00 
s e ramif ie dans l 'extens ion L /K : si p d i v i s e g, sous r é s e r v e qu'il y ait oo' oo roo 
exactement deux p l a c e s p ' et p

 1 de K1 a u - d e s s u s de p , et que Q ne soit v O O r O O O O 00 
norme locale dans L' /K ' en aucune de c e s p laces . 



Démonstration. E c r i v o n s Z pour + Z x . D ' a p r è s le théorème , l e s cohomo-

log ies de C^, et de Cg^, sont duales lorsqu'on a : 

E + ( 1-r-n)ou = 0 

c ' e s t - à - d i r e , en fait : 

ou bien E = 0, et r + n = ] , ou bien E = uu, et r = n= 1-

L' identi té E = 0 s igni f ie qu'il n ' ex i s t e aucune p l a c e de K* a u - d e s s u s de g, dé-
composée dans K / K + , qui s e ramifie dans L / K ; l ' identité E = uu s igni f ie 00 00 00 oo 
qu'il en e x i s t e exactement une, et qu'e l le v é r i f i e x + > L e. x + = 1 + ou. 

Poo Poo 
Dans le premier c a s (E=0) , nous d i s ons que la ramif icat ion imaginaire est mo-
dérée . Suivant qu'il e x i s t e ou non une p l a c e p* de K * , décomposée dans 
K / K + , qui s e ramifie modérément dans L /K , nous avons a l o r s r = 1 et -n = 0, oo' oo' ^ . oo' 00 ' 
ou r = 0 et n = 1 ; donc toujours r + n - 1 . 

Dans Ie deuxièm e c a s (£=uu), la condition n é c e s s a i r e r = 1 exclut l ' ex i s t ence 
d'une p l a c e modérée , décomposée dans K / K + , ramif iée dans L / K (comme ' OO OO 00 ' 00 
expliqué dans I a d i s c u s s i o n précédant le théorème) ; il r e s t e a l o r s à v é r i f i e r 
que l ' on a bien n = 1 ; d'où les r e s t r i c t i o n s énoncées . 

Enoncé des r é s u l t a t s : 

Revenons maintenant au problème g é n é r a l p o s é dans l ' introduction : dés ignons 
par L /K une g -ex tens ion ga lo i s i enne f in ie de c o r p s s u r c i r c u l a i r e s à conju-

00 OO 

gaison complexe ; notons G son groupe de Galo is , L ^ / K ^ la s o u s - e x t e n s i o n 
r é e l l e maximale de L /K , e t L ' / K ' l ' extens ion déduite de L /K par ad-00 00 00 00 OO 00 
jonction des r a c i n e s g - i è m e s de l'unité, enfin, le groupe abélien 
Ga|(L' / L + ) ~ G a l ( K ' / K + ) qui contient la conjugaison complexe. 

00 OO 00 oo 
Pour chaque c o r p s M^, intermédia ire entre K^ et L ^ , nous savons par la 
proposi t ion 3 que, sous r é s e r v e de null i té de l ' invariant mu, la composante 
imaginaire C^j, du groupe de G a l o i s de la g -ex tens ion abél ienne non ramifiée 
maximale de °° M' es t un Z Cà]-module project i f , dont nous avons convenu 00 <2 
d ' é c r i r e , le c a r a c t è r e (de s o r t e que I e degré de , es t l ' invariant lambda 

00 00 
d ' Iwasawa du groupe Cf̂ i )• Lorsque M' es t en outre une s o u s - e x t e n s i o n ga-M oo 

(*) Conformément au principe de H a s s e , la condition ^ = 0 s e lit localement. 
El le es t automatiquement v é r i f i é e en l 'absence de p l a c e s r a m i f i é e s . En revan-
che en p r é s e n c e d'une p lace modérément ramif iée , le c o r p s de c l a s s e s local 
montre que l e s r a c i n e s pr imit ives de l'unité ne peuvent ê t re normes, ce qui 
donne n = 1. 



loi s i enne de L' sur K' , le groupe C m est équipé d'une action naturell e du c» oo M 00 
groupe G, et nous écr ivons a l o r s le c a r a c t è r e de C^, regardé comme 

00 00 
AxG-modul e. 

Notre propos es t d 'exprimer , à partir de y^i . 
00 00 

R e s t r e i g n o n s - n o u s un instant au c a s é lémentaire où le groupe G est cyc l ique 
d'ordre premier g . Dans ce cas , la propos i t ion 5 nous donne l ' identité 

x O =X~Kr - R é g G - g a ( G , C^.J .Aug , 
00 OO U 00 

où R é g _ es t le c a r a c t è r e régu l i er du groupe G, et Aug_ le c a r a c t è r e d'augmen-G G 
tation. L e quotient de Herbrand dimensionnel q C^, ) e s t , lui, donné par la 

00 
propos i t ion 6' : il es t égal à la d i f f érence 

00 p 1 S P roo ' roo 

où la sommation porte sur l e s p l a c e s du corps K * , é t r a n g è r e s à g, et rami-
f i é e s dans L / K . 00 00 

Nous pouvons donc r é é c r i r e l ' identité précédente s o u s la forme : 

- a ) = ( * K ' " w ) . R é g G - Z X~ • P + > 00 00 P f g p P 00 1 V 00 00 

en convenant de dés igner par p l'induit à G du c a r a c t è r e de la r e p r é s e n t a -

tion d'augmentation du s o u s - g r o u p e de décomposit ion de la p lace p dans l ' ex -+ + 00 

tension L /K . Dans cet te formulation, la sommation à droite porte i n d i f f é r e -
00 00 

ment sur l e s s e u l e s p laces rami f i ée s dans l 'extension L /K OU sur l ' ensem-oo' 00 
ble des p l a c e s de K^, le c a r a c t è r e p + , égal à Aug^ lorsque p^ s e ramifie, 

Poo 
étant nul dans le c a s contraire , puisqu'il ne peut y avoir iner t i e aux p l a c e s 
é t rangères à g . 

Maintenant, comme expl iqué dans la s e c t i o n a, la formule obtenue, établ ie dans 
le c a s part icul ier où le groupe G es t un g -groupe cycl ique é lémentaire , vaut 
en fait dans le c a s général où G es t un g -groupe quelconque. Nous pouvons 
donc énoncer : 

Théorème 3. So ient L /K une g - e x t e n s i o n ga lo i s i enne de corps surc ircul a ires 00 00 + + 
à conjugaison complexe, et G son groupe de Galois ; L /K la s o u s - e x t e n s i o n 
r é e l l e maximale, et L' / K ' la s u r - e x t e n s i o n obtenue par adjonction des rac ines ' oo' 00 
g - i è m e s de l 'unité ; A enfin le groupe abél ien Gai (L' / L Gai (K ' /K ). L o r s -^ oo ' oo oo' 00 



que le paramètre mu d'Iwasaw 3 attaché au corps L^ est nul, la composante 
imaginaire C| a (respect ivement C^, ) du groupe de Galois de la g-extension 

00 00 

abélienne non ramifiée maximale de L' (respectivement de K') est un 1 [ A l -oo oo £ 
modul e project i f . Dans ce cas , l e s c a r a c t è r e s r e s p e c t i f s XJ_I et x ^ i des 

00 00 
groupes CL , et C^, r e g a r d é s comme A* G-modules sont l i é s par l'identité : 

00 00 

X l . "«> =CXk> - R é 9 G " + v x ~ + , p + • 
OO 00 p "f £ p p roo 1 v K00 Koo 

Dans c e l l e - c i , uu est le c a r a c t è r e cyclotomique ; R é g _ est le c a r a c t è r e régu-la + 
lier du groupe G ; la sommation porte sur l e s p lace s p* du corps K qui 
sont é t r a n g è r e s à £ ; x + dés igne la partie imaginaire de l'induit à A du ca-

p voo 
ractère de la représentat ion unité du sous -groupe de décomposition de la p lace 
p + dans l 'extension abélienne K ' / K + ; et p , es t l'induit à G du c a r a c t è r e de 
kOO oo OO T 

Pco 
la représentat ion d'augmentation du sous -groupe de décomposition dans L /K + + OO 00 de l'une quelconque des p l a c e s de L a u - d e s s u s de p^. 

Corol la ire (Formule d'Iwasawa). Désignons par A' le groupe de Galois 
Gal(l_' / L Gal(K' /K ). Avec l e s notations du théorème, l e s c a r a c t è r e s r e s -OO OO 00 00 
pect i f s des groupes de G a l o i s et C .̂ r e g a r d é s comme G-modules sont 

00 00 
l i és par l ' identité : 

x L - 1 1 , ) - i G
= C x K -<<!>»i^s• R e s G - + 5 < x " + , r A , > p + . 

00 00 Pooie P^ P. 

* v -Dans c e l l e - c i , 1 , e s t l'induit a A du c a r a c t è r e de la représentat ion unité 
A # 

du sous -groupe A' > 1 a quantité <uu, 1 ,) es t éga le à 1 si K contient l e s rac i -
A _ * 00 

nés £- ièm e s de l'unité, à 0 sinon ; et I a quantité ( x + > 1 ) es t égal e à 1 ou 0 
suivant que la p lace p + es t décomposée ou non par I a3 conjugaison complexe. 

0 0 

Démonstration. L e s invariants attachés au corps L (respect ivement K ) s 'ob-
0 0 0 0 

tiennent en effet , à partir de ceux attachés au corps L^ (respectivement K^) 
par projection au m oyen de l'idempotent de f 'algèbre Z P [A] a s s o c i é au carac tè -
r e v -

Application 1 (Formule de Kida). S o u s l e s hypothèses du théorème, les inva-
riants lambda d'Iwasawa des groupes Cĵ  et C^ sont l i és par l'identité : 

0 0 0 0 

X" -<01, 1 ,>=C\~ - < ^ 1 a i > ] C l - : K J - +
 ( eÇ+ ^ o o ^ J - 1 1 

tOO I roo 



La sommation porte sur l e s p l a c e s du c o r p s L + , modérément r a m i f i é e s dans 
+ + 0 0 4 -

l 'extension L ^ / K ^ , et décomposées dans l ' extens ion quadratique L / L ; 
l 'entier e , e s t l ' indice de ramif icat ion de la place . 

+ oo 

Application 2 (Formule de Wingberg). S o u s l e s mêmes hypothèses , l e s inva-
r iants lambda des g - g r o u p e s de c l a s s e s in f in i t é s imales des c o r p s totalement 
r é e l s L^ et K* sont l i é s , sous la conjecture de Leopo ldt , par l ' identité : 

X + - < « ) , V > = U +-<«), l * , ) ] ^ : K + ] -
e>Loo «» Koo 

S ( e + ( L / K j - 1 ) . 

t e ; ^ d e c 
00' 00 

Démonstration. Prenant les d e g r é s des d ivers c a r a c t è r e s intervenant dans le 
coro l la i re , nous obtenons la formule de Kida. D ' a p r è s Ia proposi t ion 3, la 
mêm e ident i té vaut pour Ies invar iants \ de s s o u s - c o r p s r é e l s , en vertu de + * - ° 

l ' identite \ = \ , sous la conjecture de Leopoldt ; ce qui redonne la formu-
C 

le de Wingberg. 

Revenons maintenant sur le théorème 3, et remplaçons le groupe de Galois 
C de la g -ex tens ion abél ienne non ramif iée maximale du corps L ^ par le 

0 0 

groupe de Galo i s C^, de la g -ex tens ion abél ienne non ramif iée et g -décomposée 
0 0 

maximale du corps L^ ; notons , le c a r a c t è r e de la composante imaginaire 
0 0 

d e C ^ i regardé comme AxG-module . P a r la théor ie du corps de c l a s s e s , le 
0 0 

groupe C^, s ' ident i f i e à I a limite projec t ive Um Q ^ , des composantes imagi -
0 0 n 

na ires des g - g r o u p e s de c l a s s e s (au s e n s ordinaire) des corps L ^ , tandis que 
le groupe C^, s ' ident i f i e lui à la limite Km ( C g ~ , / C g ~ , (g ) )=C~, / l im Q ~ | ( g ) . 

0 0 n n 0 0 n 
où Cg" , (g) e s t le s o u s - g r o u p e de Cg. , engendré par l e s c l a s s e s des d i v i s e u r s 

n n 
a u - d e s s u s de g. D ' a p r è s I a proposi t ion 7, l e s c a r a c t è r e s y et \ sont donc 
l i é s par l e s ident i t é s : / 

= * L ' + „ + • I n d G . 'G . 
0 0 0 0 n g n + T 

r o o 1 ^ K o o n n roo r00 < 
x = x + x . 1 G K» K' p g p 00 00 r00 r 00 



Q 
où Indç e s t l ' induit à G du c a r a c t è r e de la r e p r é s e n t a t i o n unité du 

P+ P + 
r OO r O O 

s o u s - g r o u p e de décomposi t ion dans l_ / K de l'une que lconque des p l a c e s de 
L + a u - d e s s u s d'une p l a c e donnée de K + . 00 00 

P a r d i f f é r e n c e , nous avons donc 

x ~ , - x ^ , • R é g G = CxL' - ^ K ' - R é g G ^ + V ' V ' 00 00 00 00 p | £ ÔO r00 

Et nous pouvons donc r é é c r i r e le théorème 3 s o u s la forme : 

Théorème 3' . S o u s l e s h y p o t h è s e s du théorème 3, la composante imagina ire 
r^j — I^J — % 

C, . ( r e spec t ivement C , ) du groupe de G a l o i s de la g - e x t e n s i o n abé l ienne I K 1 
00 00 

non r a m i f i é e ^ - d é c o m p o s é e maximale de L' ( re spec t ivement de K ' ) e s t un Z [A]-00 00 ^ 

module pro jec t i f . L e s c a r a c t è r e s r e s p e c t i f s e t X ^ i des g r o u p e s ? * ^ , et 

K' 
r e g a r d é s c o m m e A x G - m o d u l e s sont l i é s par l ' ident i té 

X L . - w = C x K . -U)] . R é g G - S x + • P p + » 
OO 00 p ôo Koo r oo 

où l e s d i f f érent s t e r m e s ont la mêm.e s i g n i f i c a t i o n que dans le théorème 3, 
mais où la sommation p o r t e i c i sur l ' ensemble d e s p l a c e s p + du c o r p s K + . r00 00 

Corol lajre . A v e c l e s notat ions du théorème, l e s c a r a c t è r e s r e s p e c t i f s de s 
g r o u p e s de G a l o i s Cĵ  et C ^ r e g a r d é s comme G - m o d u l e s sont l i é s par 

00 OO 
l ' ident i té : 

x " -<U), 1 * > . 1 G = [ X K V > 3 . R é g G - S+ < x ~ + , 1*,>. P + • 
00 00 p r O O rOO 

roo 

Appl icat ion 3 (Formule de Kuz'min). S o u s l e s mêmes h y p o t h è s e s , l e s invar iant s 
lambda i m a g i n a i r e s d e s g - g r o u p e s de £-c l a s s e s C, et H sont l i é s par l ' iden-

. OO 00 t ité : 

00 00 1} Too Too 

où la sommation p o r t e sur l e s p l a c e s du c o r p s L * d é c o m p o s é e s dans l ' ex ten-
sion quadratique L / L + , et l ' ind ice dm+ (L / K ) e s t l ' ordre du s o u s - g r o u p e ^ OO 00 UJ 00 OO -t r-

+ 00 

de décompos i t ion de la p l a c e !p dans la g - e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e L ^ / K ^ . 

N o t a . Aux p l a c e s é t r a n g è r e s à g, on a d_ + (L / K ) = e _ + ( L / K ), comme e x p l i -
U) 00 OO î) 00 OO 00 T00 que pl us haut. 
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