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On sait, depuis les travaux essentiels d'lwasawa sur les Ze—extensions des
corps de nombres, que l'invariant A associé aux g-groupes de classes ima-
gindires dans une tour cyclotomique de corps a conjugaison complexe est,
sous réserve de nullité de I'invariant y,, un bon analogue pour |la théorie des
nombres de |a notion classique de genre attachée aux corps de fonctions d'une

()

variable "',

Un exemple particuliérement frappant de cette analogie est la formule, démon-
trée par Kida (cf. [20]), qui relie les invariants lambda associés aux ¢-
groupes de classes imaginaires dans une g-extension finie quelconque de corps
a conjugaison complexe, et joue dans la théorie d'lwasawa le rdle de la formu-
le de Riemann-Hurwitz dans celle des corps de fonctions d'une variable. De
fait, une formule semblable avait été établie peu avant par Kuz'min (cf. [22])
pour les invariants lambda associés aux p-groupes de g-classes imaginaires
de ces corps (i.e. aux quotients des p—groupes de classes imaginaires de ces
corps par leurs sous-gr‘oupe)s respectifs engendrés par les classes des idéaux
)(-x-*

premiers au-dessus de . Ultérieurement, Wingberg [237] a montré qu'une

formule identique vaut pour les invariants lambda associés aux g-groupes de
classes inﬁnitésimales(***) dans une p-extension de corps totalement réels.
Plus récemment, des démonstrations simplifiées de ces résultats ont été don-
nées par D'Mello et Madan (cf. [27]), dans le cas étudié par Kida; par Gold

et M adan (cf. [57), dans celui considéré par Kuz'min,

Auparavant, Iw asawa avait remarqué que la formule de Kida se généralisait
en une identité entre représentations en tout point analogue a la formule de
Chevalley-Weil pour les corps de fonctions (cf. [1]); il en déduisit une preu-
ve cohomologique du résultat de Kida (cf. [13]), que Gold et Madan ont récem-

ment simplifiée (cf. [6]).

(%) Une extension de corps im agindires est dite admettre une conjugaison
complexe lorsqu'elle provient d'une extension de méme degré de leurs
sous-~corps réels,.

(*##) e résultat de Kuz'min semble, aujourd'hui encore, curieusement mé-
connu, Il est vrai que |a traduction anglaise de son long article aux
Izvestija est |égérement postérieure au travail de Kida,

(##%) En fait, Wingberg travaille sur des groupes de Galois. L'interpréta-
tion infinitésimale est celle de [16].



A ces démonstrations algébriques il convient d'ajouter, pour é&tre complet, cel-
les obtenues par voie analytique, qui utilisent la correspondance, démontrée
par Ilw asawa, entre les invariants ), et p, et les fonctions L. ¢-adiques. L.a
plus ancienne dans cette perspective est incontestablement la formule obtenue
par Gras (cf. [9]) pour les corps abéliens a I'aide des fonctions LE de
Kubota-L eopoldt, La preuve générale, due & Sinnott (cf. [23]), s'appuie sur
la notion de pseudo-mesure p-adique introduite par Serre. Tout récemment
Gold et Madan ont montré que les méthodes de Sinnott s'appliquaient encore
dans un cadre métacyclique ol le degré des extensions n'est pas unhe puissan-
ce de §. Les relations entre fonctions L qu'ils utilisent peuvent étre regar-
dées comme la version p-adique des identités complexes étudiées par Brauer

et Walter (cf. [15]).
Cela dit, |'objet de cet article est triple :

(i) En premier lieu, nous montrons que les multiples formules évoquées
plus haut ne sont que les diverses formulations d'une seule et méme identité
arithm étique. L.'argum ent essentiel est ici 1a correspondance, exposée dans
(18] et établie dans [17], entre les invariants lambda associés aux différents
groupes étudiés, qui affirme que tous les parameétres considérés se raménent,
au moins sous les conjectures de L.eopoldt et de Gross, a I'un quelconque dlen~

tre eux au moyen de formules standards.

(ii) Nous établissons ensuite que les deux expressions possibles de cette
identité (en term es numériques ou bien en termes de représentations, clest-a-
dire de caractéres) sont rigoureusement équivalentes. Ce point résulte d'un
argument classique de Herbrand, qui raméne |'étude d'une représentation ga-
loisienne a |a détermination des restrictions de son caractére aux sous-grou-

pes cycliques du groupe de Galois.

(iii) Enfin, nous prouvons que, par une heureuse coincidence du vocabu-
laire, I'identité en question reléve intégralement de |la théorie habituelle des
genres pour les corps de nombres, Nous en donnons deux démonstrations algé-
briques ; la premiére, écrite en termes de groupes de classes, s'obtient sim-
plement par passage a la limite inductive a partir des suites exactes classi-
ques de la théorie des genres ; la seconde, écrite en termes de groupes de
Galois, s'obtient par passage a la limite projective., Nous renvoyons a [11]
pour une théorie analytique des genres basée sur la notion de pseudo-mesure

p-adique,



Dans la premiére partie, nous utilisons largement le formalisme général des
groupes de S-classes T-infinitésimales introduit dans [ 197, dont le cadre
trés souple permet de rendre compte des diverses situations évoquées plus
haut, qui correspondent simplement & des choix particuliers de S et de T.
Nous renvoyons a [ 19] pour une démonstration des résultats techniques sur

les groupes C{¢ que nous utilisons,

1. Description des paramétres |lambda attachés & un corps surcirculaire :

a, Présentation des corps surcirculaires :

Le nombre premier § étant supposé fixé une fois pour toutes, désignons par
Q, la Ze—extension cyclotomique du corps des rationnels. Les invariants
gue hous nous proposons d'étudier sont attachés & une catégorie bien particu-

liere de corps, stable par extension finie :

Définition 1. Nous appelons corps surcirculaire (relativement au nombre pre-

mier p) toute extension algébrique finie de la 7_~extension cyclotomique Q, du

¢

corps des rationnels,

Rem arque. Iwasawa appelle Ze—cor*ps les extensions de () obtenues comme
Ze-extensions d'un corps de nombres de degré fini, Cette notion ne nous parait
pas exactem ent adaptée au probléme que nous considérons, puisque les résultats
que nous avons en vue supposent explicitement que la Ze—extension étudiée soit

la cyclotomique.

Tout corps surcirculaire K peut étre regardé, d'une infinité de fagons, com-
me la ZP,_ extension cyclotomique d'un corps de hombr'es K. Par exemple, si x
est un élément primitif de Kc>o sur @ _, il est immédiat que K = Q(x) convient,
Quoique non canonique, cette description des corps surcirculaires va nous étre

utile pour appliquer les théorémes de structure de la théorie d'Iwasaw a,

Notons auparavant qu'en vertu de la loi de décomposition des idéaux premiers
dans une tour cyclotomique, le fait que tout corps surcirculaire K00 slécrive
K. @Oo, pour un corps de nombre (de degré fini) convenable K, montre que les
places ultramétriques de Q sont finiment décom posées dans Koo/@. Plus pré-

cisément, nous avons le résultat bien connu suivant :

Lemme 1. Soient KOO un corps surcirculaire, et K un corps de nombres vérifiant
K =K.Q .
(0.0} o0
(i) Les places de K au-dessus de p sont presque totalement ramifiées dans
KOO/K ; clest-a-dire qu'il existe une sous-extension Kn de K_» de degré fini
n o
2 © sur K, telle que les places au-dessus de § soient totalement ramifiées dans



Koo/Kn .
O

(ii) Les autres places ultramétriques sont presque totalement inertes dans
KOO/K ; c'est-a-dire qu'il existe, pour chaque premier p de K, une sous-

extension Kn de Koo, de degré fini sur K, telle que les places au-dessus de

p
oient inert an .
p soient inertes dans K /K _
(iii) Les places archimédiennes sont complétement décomposées dans K /K.
[e 9]

Une conséquence élémentaire mais peu citée de l'assertion (ii) concerne les
corps résiduels : si p est une place de K au-dessus d'un premier p différent

de p, le corps résiduel KP = @OO/POO associé a |'une quel conque Peo des places
o0

de Koo au-dessus de p est la Ze-extension (cyclotomique) de kp , Clest-a-dire
la p-extension (abélienne) maximale de FP . Enparticulier, dans une p-exten-
sion de corps surcirculaires LOO/KOO, il ne peut y avoir inertie aux places

ultramétriques étrangéres a §.

Enfin, il résulte du lemme que le groupe des diviseurs d'un corps surcircul aire

peut se décrire comme suit :
(i) Les diviseurs construits sur les places au-dessus de g forment un
Q-espace vectoriel de dimension finie :

D« (g) = @ pg
[ele] poo\e

{ii) L.es diviseurs construits sur les places au-~dessus d'un premier p 753

forment un Z-module libre de dimension finie :

D )= @ p
K tp

oo Poo

{iii) Les diviseurs construits sur les places archimédiennes forment un
Fz—espace vectoriel qui est soit nul (si Koo n'admet aucun plongement réel), soit

infini dénombrable (si K, admet un et donc une infinité de plongements réels),

DK {0)= @ pZ)/ZZ {Le produit portant sur les places

réelles de K 1.
[e o]

Il vient alors: D, (c0).

% =DK (2ot ® D, (p)@®D

K K

oo co p7§€ 00 co



b. Les théorémes de structure de la théorie d'lwasaw a :

Reprenons la description des corps surcirculaires donnée plus haut, Supposons
donné un corps de nombres K (de degré fini sur Q) ; et considérons la Ze—
extension cyclotomique KOO construite sur K. Notons T'=G aI(KCx/K) le groupe

de Galois correspondant, identifié a Ze par le choix d'un générateur topologi-

que y, puis A =Ze[[y—1]] I'algébre d'lwasawa associée. Ecrivons de méme

Kn I'unique sous-corps de KOo cyclique de degré en sur K, et I‘n =GaI(Koo/Kn)

le sous—groupe de " associé a K, Ppar la théorie de Galois.

Supposons choisis deux ensembles finis disjoints S et T de places de @, et
considérons les g-groupes C¢ (Kn) de S- classes T -infinitésimales des corps
K n’ La définition précise des groupes CeT(K ) est sans importance ici, car
nous ne serons intéressés que par des spécialisations trés particuliéres de

S et de T(*) ; disons simplement que CZ?(KH) est le {-groupe de classes de
diviseurs qui s'identifie canoniquement, via la théorie du corps de classes, au
groupe de Galois G?.(Kn) de la p~extension abélienne maximale de Kh qui est
T-ramifiée et S-décomposée (c'est-a-dire non ramifiée aux places étrangéres
a T, complétement décomposée aux places au-dessus de S, et maximale sous

ces deux conditions).

Au sommet de la tour cependant, cet isomorphisme n'aplus lieu, et il importe
de distinguer entre groupes de classes et groupes de G alois, C'est pourquoi

nous poserons @

Notation. E tant donnés un corps surcirculaire Koo= U K "’ et deux ensembles
nNeN
finis disjoints S et T de places de Q, nous écrivons :

) S . S

(i) CT(KOO) I<1_n_'_l CZT(Kn)
la limite du systéme projectif des groupes Ce?(K ) pour les applications J m/n
induites par la norme arithmétique. L.e groupe CT(K ) est un A-module compact,
canonhiquement isomorphe au groupe de Galois G (K ) de la p-extension abélien-
ne maximale T —-ramifiée et S -décomposée du corps Koo.

. S - S

(ii) CET(KOO) lim CIZT(Kn)
la limite du systéme inductif des groupes CR.?(Kn) pour les applications jm/n

induites par |lextension des diviseurs. Nous disons que CP,?(KOO) estle §-

groupe des S -classes T -infinitésimales du corps KOO .

(#) Le lecteur intéressé par la définition et les principales propriétés des

groupes CP,.? pourra se reporter au chapitre II, section 1, de [ 197,



Cela posé, les théorémes de structure de la théorie d'lwasawa affirment |'exis-
. . . S S S . i
tence de trois invariants numériques p.l_, W et XT, qui mesurent la crois-
. n s
sance avec n des quotients dlexposant ¢ des groupes CP‘?(Kn) ; clest-a-dire

qu'lil existe une constante v?l_ (éventuel lement négative), telle qu'on ait :

X S

n = n S n,. S
? avec xn ane +LL-|—e +)\Tn+VT’

a]
2 S -
| CelK )| =¢

pour tout n assez grand, Les valeurs exactes des parameétres p? et u.sl_’, qui
dépendent du choix du corps de base K, ne sont pas, a proprement parler, des
ihvariants de Koo. Il nten est pas de méme, en revanche, de |'invariant )\i ,

qui est au coeur de notre étude.

Précisons tout cela :

Proposition 1. L.e groupe c?(Koo) est un A-module de torsion si et seulement si

['Tune ou llautre des deux conditions suivantes est vérifiée :
(i) ou bien I'ensemble T ne contient pas la place ¢.

(ii) ou bien I'ensemble T contient g, et dans ce cas le corps Koo

est totalement réel,

. S .y
Dans tous les autres cas, le parametre p.l_ associé au groupe C?(KOO) est

égal au nombre de places complexes du corps K.

Démonstration, C e résultat étant essentiell ement bien connu, nous nous conten-

terons d'une esquisse de sa démonstration.

(i) Si T ne contient pas 2, les groupes Cei (Kn) sont finis, et leur

limite projective est un A-module de torsion par un argum ent classique de
théorie d'lwasawa,

(ii) Si T contient ¢, les groupes CB.EI.;(Kn) sont infinis, et deux cas
se présentent :

- Lorsque le corps K n'est pas totalement réel, il posséde au moins
un conjugué imaginaire, et le corps KOo admet alors une infinité de Ze—exten-—
sions qui sont non ramifiées en dehors de g. Comme il ne peut y avoir iner-
tie aux places ult ramétriques étrangéres a § dans une g-extension de K ,

o0

ces 7 —extensions sont S-décomposées ; et le groupe C?(Koo) n'est donc pas

¢

un A-module de torsion.

- Lorsque, en revanche, K es totalement réel, le corps KOO n'admet
qu'un nombre fini de Ze—extensions p-ramifiédes, en vertu de l|'exactitude de la
conjecture faible de L eopoldt dans les tours cyclotomiques {(cf. [ 197, ch. 1V,

. S .
section 2). L es groupes c{z}(Koo) sont ainsi des A-modules de torsion, Il en



va de méme pour les groupes Ci(KOO), puisque, les places de KOO au-dessus de

T étant en nombre fini, le sous-module de C_? (KOO) engendré par les sous-

groupes dlinertie associés est un 7 -module de type fini.

¢

Dans les deux cas, le paramétre p? est celui du groupe C (KOO)= {2} (K ),

g
qui correspond & la p-extension abélienne p-ramifiée maximale du corps K .
v o]
Comme il est bien connu que celui-ci est égal au nombre de places complexes

(%)

du corps K , la proposition est ainsi établie.

Proposition 2. Lorsque le corps K contient les racines 2g-iémes de |'unité,

les groupes c (K ) ont méme paramétre mu, quels que soient les ensembles
finis S et T de places de @ . Enparticulier, la condition p,_?— 0 alieu, en
dehors de toute autre hypothése sur Koo, dés que le groupe de G alois
Ge(Koo[gze]) associé a la p-extension abélienne maximale non ramifiée et
p-décomposée du corps surcirculaire Koo[Cze:\ est un Ze—module de tor*sion(**).
Dém onstrat1on. L es résultats de [ 17] montrent que les trois groupes C(K )=
z(Koo), c (K )= C{e}(K ), et CB(K )—C‘E(K ), qui correspondent respectivement
ala p—-extension abellenne m aximale non- ramifiée de K a celle qui est non
ramifiée et pg-décomposée, et a celle qui est pg-ramifiée, ont méme paramétre
mu, dés que le corps K contient toutes les racines d'ordre g-primaire de

, (H¥3x)

Hunité . La proposition en résulte immédiatement, puisque les places de
S et de T qui sont étrangéres a ¢ sont sans influence sur le parameétre , les
premiéres parce qu'il ne peut y avoir inertie dans une g-extension de Koo en
une place étrangére a g, les secondes parce que le sous-groupe d'inertie

4%
dlune telle place dans une p-extension de KOo est un Ze—m odule de type fini( )

C'est une conjecture classique de la théorie d'lwasawa que de supposer nul le
- .z N ord
paramétre mu associé aux j-groupes de classes au sens ordinaire Cg (Kn)

dans la Ze—extension cyclotomique Koo= U K _ d'un corps de nombres (de

NEN
degré fini) K. D'aprés la proposition 2, cela revient & supposer que l'on a

(*) Ce résultat p2= CK est, en fait, équivalent a l'exactitude de la conjecture

faible de L eopoldt dans KOO/K.

(*%) On ne connait pas de corps surcirculaire, ni méme de Ze—cor'ps, dans
lequel cette condition est en défaut.

(¥%%) On trouvera une autre démonstration de ce résultat dans le chapitre IV,
section 2, de[19].

(#%%%) Cet argument serait sans valeur dans un ZB -corps hon surcirculaire, ou

les places de T étrangéres a 2 seraient susceptibles d'étre infiniment
décomposées.



Ce

p,.?(Koo)=O, pour tout corps surcirculaire KOO, quels que soient les ensembles
finis S et T de places de Q. Un résultat célébre de Ferrero et Washington
montre qu'il en est bien ainsi dés que le corps Kc>° est abélien sur Q (cf. [247,
th.7.15). Bien entendu, ce n'est plus vrai en général pour les Ze—cor*ps non

surcirculaires (cf. [13]).

Le probléme de |la capitulation :

Nous avons dit plus haut que les valeurs exactes des parameétres p? et p,?

attachés a un corps surcirculaire Koo , peuvent dépendre du choix du corps de

base K. Il n'en est pas de méme, en revanche, des conditions p$= 0 et p,_?=0.

{i) La premiére p?l_‘o signifie en effet que le @e—espace vectoriel

S

®Z CT
£

(ii) La seconde p.? =0 affirme, elle, que le sous—modqle de Ze—tor*sion

(K ) construit sur le Ze-module C (K ) est de dimension finie.

Tor*.? (K ) de cS(K ) est un 7 -module fini.
0 T oo 2

Lorsqu'elles sont vérifiées, le groupe C (K ) est ainsi un Ze—module de type
fini, somme directe comme tel d'un Ze~module libre de dimension )\ et du

sous-groupe fini Tor (K ) :

>\S

S ~ T S
CHIK ) ~ z, ® TorZ(K ).
Dans ce cas, les résultats de [8] interprétent le groupe Tor (K ) comme

limite projective des noyaux CapT(K ) des applications natur-elles Jn des
p-groupes de S -classes T ~infinitésimales Ce_sr(Kn) des corps Kn dans leur

limite inductive C€$(KOO), qui estici soit un Ze-module divisible de corang
xi, soit, sous la conjecture de L eopoldt, somme directe d'un tel module et
d'un exemplaire de 7

e
)\S

- Le premier cas CE?(KOO)’! (@E/ZE) T e produit lorsque I'ensemble
T ne contient pas la place 2 ; les groupes CE?(KH) sont alors finis, et les
arguments de [ 87 donnent directement le résultat,
}\S

- L e second cas Ce?(K )~ (@B/Z ) T@Ze a lieu lorsque T contient g,

Les hypothéses faites (p_l_— 0) supposent ici que les corps K soient totalement
réels, de sorte que les groupes CET(K ) s'écrivent, sous la comectur‘e de

L.eopoldt, comme sommes directes de leurs sous-modules de torsion respectifs



Tor.sr(Kn), et d'un Ze—module libre de rang 1, isomorphe a Gal(Koo/Kn).
dernier m odule disparait, par passage a la limite projective, m ais non par
passage a la limite inductive, de sorte que CQ (K ) est bien, comme annoncé,
somm e d'un 7 -module libre de rang 1, et du sous—groupe limite inductive des
Tor.SI_ (Kn)’ qui est un Ze—module divisible de corang A?, par les mémes argu-

ments que plus haut,

Les groupes Capi(Kn) mesurent ce qu'il est convenu d'appeler, depuis Hilbert,
une capitulation; en l'occurence la S-~capitulation T-infinitésimale dans [tex-
tension profinie Koo/Kn. A vouons tout de suite qu'ils sont en général trés mal
connus, et que c'est la un des obstacles essentiels au calcul de |l'invariant )\,i.
L a seule information directe que nous possédions sur eux provient de la suite
exacte des classes ambiges de C hevalley, en fait de sa généralisation aux g-
groupes de S -classes T -infinitésimales (cf. [ 197, ch. 11, section 2), qui in-
terpreéte la capltulatlon Cap_? (K ) comme un sous-groupe du premier groupe de
cohomol ogie H (T E (K )) constrmt sur les S-unités T-infinitésimales dans
I'extension pr*of1n1e Koo/Kn' F aute de mieux, on est alors réduit & restreindre
|'étude des invariants )‘T aux seuls cas ol le groupe H](I‘n, E?—(Koo) est tri-

vial pour des raisons évidentes,

- Lorsque l'ensemble T contient la place g {auquel cas, les hypotheé-

ses faites impliquent que Koo soit totalement réel) I'exactitude de |la conjecture
faible de L eopoldt montre que les groupes E (Kn) sont constants pour n assez
gr*and(*), ce qui entraine évidemment H (I‘ ES(K ))=H (I‘ yEX (K ))=1; d'ol
CapT(K ) =1, comme attendu.

- Lorsque, en revanche, T ne contient pas ¢, la cohomologie des
groupes E$ n'est pas connue en général, ce qui oblige a faire des hypothéses

restrictives sur le corps K _; en fait a se resteindre aux classes imaginaires :
o0

Définition 2. Nous disons qu'une extension algébrique de Q admet une conjugai-
son complexe lorsque c'est une extension guadratique totalement imaginaire d'un
corps totalement réel. Un corps surcirculaire & conjugaison complexe est donc

une extension quadratique totalement imaginaire d'un corps surcirculaire totale-

ment réel.

En présence d'une conjugaison complexe T, il est naturel de dire qu'un module

multiplicatif est réel lorsque T opére trivialement dessus ; qu'il est imaginaire

(#¥) La conjecture faible de L eopoldt affirme que les groupes d'unités infini-
tésimales sont constants pour n assez grand dans une tour cyclotomique (cf.
par exemple, [17]). L'extension de ce résultat pour S et T quelconques
est sans malice.
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lorsqu'elle opére par passage a l'inverse. Si le nombre premier ¢ est impair,

tout Ze—module M s'écrit ainsi comme somme directe

M=MTom = M(1+¢)/z ® M(]—T)/Z

de ses composantes réelles et imaginaires. Cependant, si p vaut 2, la méme
somm e M++ M~ peut n'étre ni directe, ni totale. Cela n'interdit pas, bien sdr,
de continuer a parler de composantes réelles ou imaginaires, mais requiert a
I'occasion quelques précautions. C'est pourquoi nous supposerons dans ce qui

suit que ¢ est impair, et nous réserverons pour plus tardle cas §=2.

Cela dit, 1'intérét de se resteindre aux composantes imaginaires est que dans
une tour cyclotomique de corps a conjugaison complexe, il n'est d'autres unités
imaginaires que les racines de |'unité présentes dans la tour, lesquelles sont

cohomologiquement triviales. Cela suffit & entraifner | a nullité des groupes

H](I‘n, E?r (Koo)_) pour n assez grand, et donc celle de la composante imaginaire
S - . S
Cap (Koo) du sous-groupe de torsion de CT(KOO).

Cette discussion peut donc, en fin de compte, se résumer comme suit :

Proposition 3. Supposons que § soit impair, et que le corps surcirculaire K
[o.0]

admette une conjugaison complexe,

(i) Si I'ensemble T contient 1a place g, la composante réelle du groupe
S rd 3 P4 . . .
CT(KOO) est, sous réserve de nullité de |'invariant mu, un Ze—module libre de

. . S+
dimension A’T : S+

A
S + T
Lorsque, en outre, la conjecture de Leopoldt est vérifiée dans K, (pour le

nombre premier 2), la composante réelle du groupe C?,?(Koo) est somme di-

recte d'un exemplaire de Z}2 et d'un Ze—module divisible de corang )\_? * :
)\S+
S + T
Cerlk ) > 7,0 (a,/1,) .

(ii) Si I'ensemble T ne contient pas la place g, la composante imaginaire

du groupe C$ (Koo) est, toujours sous réserve de nullité de I'invariant mu, un
Ze-module libre de rang K$ T
S-
A
S - T
CT(KOO) - Z’2 .

S
Dans ce cas, la composante imaginaire du groupe CBT(KOO) est, elle, un ZE_

S -
module divisible de corang >‘T
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A

cei(Koo)" ~ (@,/2,) T,

d. Correspondance entire les divers paramétres lambda :

Pour voir que les parameétres lambda correspondant aux divers choix de S et
de T se ram énent tous a |'un quelconque d'entre eux par des formules standards,
nous nous appuyerons sur les résultats de {197, qui montrent qu'il en est bien

ainsi dans les trois cas fondamentaux évoqués plus haut

(i) Le cas S=g, T =4 est celui considéré par Kida : le groupe c(Koo) =
c¢(KOO) s'identiﬁe, en effet, au groupe de Galois de la g-extension abélienne
maximale non ramifiée de K_; et le groupe de classes associé CB(KOO)=C€§(KOO)
n'est autre que le §-groupe des classes de diviseurs, au sens ordinaire, du

corps surcirculaire Koo. Nous notons ) =>\§ 'invariant lambda correspondant.

(ii) Le cas S = (g}, T=¢ est celui considéré par Kuz'min : le groupe
CE(K )=C{2}(K ) s'identifie au groupe de Galois de la p-extension abélienne
max1ma|e?10n ramifiée et g-décomposée de K ; et le groupe de classes associé
Cy (K )= Ce{e}(K ) nlest autre que le g-groupe des p-classes de diviseurs du

o
corps surcirculaire Koo. Nous notons KB_ 7\;2} 'invariant lambda correspon-

dant,

(iii) Le cas S= g, T={p} est celui considéré par Wingberg : le groupe
CB(K )‘C{e} slidentifie au groupe de G alois de [a p-extension abélienne
p-ramifiée maxim ale de Koo ; et le groupe de classes associé Cee(Koo)=C8?2}(K
est ce que nous appelons le g-groupe des classes infinitésimales du corps

= )\¢ I'linvariant |lambda correspondant,

{2}

surcirculaire Koo. Nous notons 3}

e

La correspondance entre les divers paramétres lambda résulte d'arguments
classiques de dualité qui font intervenir les groupes de racines d'ordre g-
primaire de |'unité, Le corps Koo étant supposé donné, nous serons donc ame-
nés a raisonner dans |'extension cyclotomique Kc:o= Kootge], engendrée sur Koo
par les racines p-iémes de l'unité. L_es parametres considérés seront donc

ceux du corps Ko'o.
Du point de vue galoisien, la situation se présente donc comme suit :
- Koo est un corps surcirculaire & conjugaison complexe.
+ L, .
- KOo est son sous-corps réel maximal,

- Ko'o est llextension cyclotomique Kw[ge].

+ 21
Le groupe de Galois A=Ga|(k;o/Koo) est donc un groupe abélien d'ordre d
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étranger a p, et, plus précisément, d'exposant divisant (§-1). Cette derniére
condition implique que !'algébre de groupe ZECA] est une algébre semi-locale,
composée de d exemplaires de |'anneau ZB' indexés par les caractéres p-adi-
ques irréductibles du groupe A. En particulier, les invariants attachés a K,
et a K:; slinterprétent comme (-parties des invariants attachés a K!, pour un
caractére g-adique convenable y du groupe A . Par exemple, |a composante
réelle de K, correspond au caractére unité 1 ; et la composante imaginaire,

& l'unique caractére 1 de A, qui reléve le caractére d'augmentation de

+
GaHKm/KwL

Dans ce contexte, il est plus commode de regarder les invariants |lambda, non

plus comme des entiers, mais comme des caractéres du groupe A

Convention., S oient, comme plus haut, ¢ un nombre premier impair; S et T
deux ensembles finis disjoints de places de Q ; puis Koo un corps surcirculai-
N . . + i )
re a conjugaison complexe, K SOn sous-corps réel maximal, Ko'o | 'extension

. , . . +
cyclotomique Koo[ge] ; et A le groupe de Galois de |lextension KO'O/KOO

Par )\?_ nous entendons désormais le caractére p-adique du groupe A cons-

truit sur les invariants lambda d'Ilw asawa des ®-composantes du groupe
(K') ; clest-a-dire que pour chaque caractére p-adique irréductible ® de

A, I'invariant lambda habituel de la CP—composante du 7 [A'] module CZ (K')

est donné par le produit scalaire O‘T’ ®).

Cela posé, convenons de dire qu'un caractére g-adique irréductible de A est
réel ou imaginaire suivant qu'il agit trivialement ou hon sur |la conjugaison

complexe ; et écrivons :
+ -
X=X TX
la décom position d'un caractére p-adique quelconque en ses composantes

réelle et imaginaire. L 'application

* -1
P> =nd ,

ol tp—] est le caractére conjugué de ¥ (défini par CP—I(o)=cp(g_')), et w le ca-
ractére cyclotomique (i. e. le caractére de I'action de A sur les racines de

"unité) est une involution du groupe des caractéres p-adiques virtuels de A,
qui échange caractéres réels et imaginaires, connue, dans la tradition bison-

tine, sous te nom d'involution du miroir,

Avec ces notations, les résultats de dualité de [ 197 s'énoncent comme suit :



Proposition 4, Supposons que le corps Kc:o satisfasse les conjectures de
L_eopoldt et de Gross, Alors les trois invariants } , xe, et )‘2 (associés res-
pectivement au g-groupes des classes au sens ordinaire CP,(KOC')), au g-groupe
des p-classes Cee(KO;), et au g-groupe des classes infinitésimales Cee(K;o)),

regardés comme caractéres du groupe A, sont liés par les identités :

3* + _
)\e=)\+(xe—l) et Ke=)\—xe,
ol XE = % Xp désigne la somme des induits a A des caractéres unités des
Pol & "

P . + +
sous-groupes de décomposition dans KC:O/KOO des places de Koo au-dessus de §.
Plus précisément, nous avons ici :

Théoréme 1. Soient S et T deux ensembles finis disjoi nts de places de @, he

* *
contenant pas g, puis S =SU{g} et T =Tu{g}. Avec les notations précéden-
tes, et sous les conjectures de Leopoldt et de Gross, les paramétres lambda as-
sociés aux g-groupes de S -classes T -infinitésimales du corps K(:O , regardés

comme caractéres g-adiques du groupe A, vérifient les identités :

(i) xf' =) +twll ¥ ¥ 0t 03.
P
Pl T oo
s¥ | + +
() AT T=atTHel oy =0T =aTHel0 Zox -1 ,0)- E oy
p_|T oo p | T Poo p._le P
o o0 o0
(iii) xs;’ = Ayt 3 x; =07 40 2 x;-
T Pl T Pl T

Démonstration, Nous avons supposé ici que ni S ni T ne contiennent p. 1l en

résulte immédiatement que les places de S sont sans influence sur les para-
métres lambda, puisque toute g-extension de corps surcirculaires, non rami-
fide au-dessus de S, est nécessairement S-décomposée. Reste a déterminer
I'influence des places de T, c-:x_'est—é-dir‘e la nature, dans chacun des trois
groupes de Galois C?(Ko'o), C? (Kc:o), et cf*(Koo), du sous-module engendré par
les groupes dlinertie attachés aux places de T. Nous nous appuyerons pour
cela sur lathéorie du corps de classes : pour chaque place po'o de Kc:o au-
dessus de T, et tout n assez grand, le g-groupe des unités principales de
"unique sous-corps lr<;1 de K;o de degré en sur K'=K[ge] slidentifie au p-
sous-groupe de Sylow LL,[, du groupe des racines de |'unité du corps K|'q. La

limite projective Up, de ces groupes est donc un Ze—module libre de rang 1,
[s ]
isomorphe au module de Tate

Tp= dmwp



Maintenant, le groupe de Galois A permute transitivement les places de K'oo au-
dessus d'une méme place Peo de K:;, et opére sur TE par le caractére cycloto-
mique w . Le produit :
u o= 17 U
Poo p;ol Pe P
est donc un ZB[A]-module projectif qui a pour caractére le transtaté par y de
I'linduit & A du caractére de |a représentation unité du sous—groupe de décom-

e . . +
position de laplace p_ dans |'extension abélienne KO'O/KOO ; c'est encore le re-

* -1 5
flet =Wy, =Wwyx_ du caractere ¥ _ .
L M M Poo

Cela acquis, examinons successivement les trois cas fondamentaux,

(i) L e sous-module de C_IS_ (Ko'o) engendré par les sous-groupes dlinertie

associés aux places au-dessus de T est le quotient du produit UT= 11 Up
Pl T Foo
par I'image de la limite projective des groupes d'unités des corps Kl'qoo Res-

treints & leur seule composante imaginaire, ces groupes se réduisent aux
sous-groupes u"q, et leur limite projective n'est autre que le module de Tate

T . Le caractére cherché est donc la différence :

)

sous réserve, haturellement, de non-nullité du terme de gauche. L.e cas op-

+
posé, Z % =0, ne se produit que lorsque T est vide. Le groupe U est
IT P P
Poo

alors trivial, et le caractére cherché est le caractére nul, que nous pouvons

encore écrire

+
wl & x. =-1.0,
IT Pso
pOO

en convenant de désigner par o .8 le plus petit caractére virtuel contenant ala

fois o et B.
#

(ii) Le cas de c.? (Kc:o) se traite de la méme fagon, & ceci prés qu'il
convient de remplacer les unités par les g-unités, Mais comme, sous la con-
jecture de Gross, |la composante imaginaire de la limite projective des grou-
pes de §-unités des corps K, est la méme que pour les unités (cf. {197, ch.

IV, section 2), le caractére cherché est le méme que plus haut,

S s e s
(iii) Enfin, dans le cas de C *(Ko'o), ce sont les unités infinitésimales
T
qui remplacent les unités. Sous la conjecture de L eopoldt, le sous-module

cherché s'identifie donc au produit direct UT= I UP , dont la composante
p T Foo
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réelle a pour caractére le produit

+ -
w = Xy ) =w T Xp *
pool T Yoo pool T T

Compte tenu de laproposition 4, cela achéve |a démonstration.

Remarqgue., L e théoréme 1 ci-dessus ne décrit que la moitié des relations en-
tre les divers parametres lambda, Il est clair cependant que |'identité (iii) vaut
trivialement pour les composantes réelles, ce qui s'écrit :
S -% _ _+ +
A7, ) =+ = Xp .
T p | T
[e o]

En revanche, laversion réelle des identités (i) et (ii) n'a rien d'évident. C'est
sans importance ici, compte tenu des restrictions énoncées dans la proposition

3.

2. La formule des genres dans une p-extension de corps surcirculaires :

a, Position du probléme :

Nous avons vu dans [a section 1 que le choix de deux ensembles finis S et T de

.

places de Q permet d'attacher a chaque corps surcirculaire a conjugaison com-

plexe I_oo un Ze-module libre, disons xl_ , de dimension finie X s et un Ze—

module divisible xl'_ de méme codimension’ °, a savoir respectivement la

[e o]
) . ) S .
composante réelle ou imaginaire du groupe de Galois CT(Loo) de la g-extension
abélienne maximale T-ramifiée et S-décomposée du corps L, et celle du sous-

modul e de Ze—tor‘sion du p-groupe CZ?(LOO) des S-classes T-infinitésimales du

corps L.oo.

Ces deux groupes sont canoniquement des modules galoisiens, c'est-a-dire que
Si l_oo est une p-extension galoisienne d'un sous-corps surcirculaire a conju-
gaison complexe Koo, e groupe de Galois G=GaI(Loo/Koo) opére de fagon natu-

relle sur XL comme sur XI'_ . Nous nous proposons de déterminer le carac-
o0 o0
tére de cette opération, Nous allons voir qu'il suffit pour cela de le calculer

dans un cas trés particulier :

L'argument essentiel est ici I'existence de deux morphismes naturels entre les

groupes XL_ et XK d'une part, xI'_ et >(|'< d'autre part. Le premier,
[o,0] o0 co o0
jL_ /K {(respectivement jLw/K ) est induit par ll'extension des diviseurs ; il
o0 0.0} o0

correspond au transfert en termes galoisiens. L_e second NL /K {respective-
o0 [e e}

{*) La codimension d'un Ze—module divisible est la dimension sur Ze de son

dual de Pontrjagin,
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ment Nl'_ /K') provient de la norme arithmétique ; il correspond a la restriction
o0 (o]

des groupes de Galois, L lidentité entre opérateurs
H = . 1 i1 = .
B /oL gk TR iR trespe ) g o il pe STL iR D)
o0 [e o] o0 [ee] o0 [e 0] [ee) [ee]

K

montre que jl_ /K {resp. j"_ /K ) est un pseudo-isomorphisme de X dans
o [0.0] oo o] o0

XE {resp. de Xk dans XI'_G ). Les identités qui s'ensuivent

oo oo oo

. G . . G .
dim X =dim_ X et codim_ X!~ =codim_ X!
ZE Loo ZZ Koo 7z 0 Loo ZB KOo

vont nous permettre de dévisser la structure de X et de X!,
Distinguons trois étapes :

1ére étape : réduction au cas cyclique.

Pour établir que deux représentations galoisiennes sont isomorphes, il suffit
de vérifier qu'elles ont le méme caractére. Or |'égalité de deux caractéres se
teste sur les éléments du groupe de Galois, Et lavaleur d'un caractére sur
un élém ent est donnée par celle de la restriction de ce caractére au sous-
groupe cyclique engendré par cet élément. Nous ne restreignons pas la géné-

ralité de la démonstration, si nous supposons que G est un g-groupe cyclique.

2&me étape : réduction au calcul du rang.
Si G=Gm est cyclique d'ordre em, la décomposition de |lalgébre de groupe
Q,[G] s'écrit :
¢ m
i=0 2

et celle du caractére régulier Xrég

§,= 1, et

_ .m
Xegg™ I tyr Bvec o
1 degw1=(.€—l)e y pour 1= ],-oo’m.

En particulier, tout caractére p-adique ¥ du groupe G est alors dela forme

1.

m m-
Y., avec (N ,N_,ee,n_JEN
n, \bl ’ ( o’ M7 'm € )

= Z
i=0

clest-a-dire qu'il est entiérement déterminé par la donnée des (m+1) entiers

no,n],...,nm .
Cela étant, si M est un @e[G]—module noethérien, et Mo’ veos Mm sont les
sous-modules fixés par les (m+1) sous-groupes Gi de G d'ordres respectifs

i :
¢°, les relations

k
dim M =% n, deg .
@8 k izg 1 1
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montrent que la détermination du caractére de M et le calcul des dimensions des

Mi sont un seul et méme probléme.

3éme étape : réduction au cas cyclique élémentaire,

Ce point acquis, il est clair maintenant qu'il nous suffit de donner une démons-
tration dans le seul cas ol le groupe G est cyclique d'ordre premier, En effet,
tout g-groupe étant résoluble, une g-extension galoisienne quelconque de corps
de nombres s'obtient toujours par empilement d'un nombre fini de g-extensions
cycliques é!émentaires. Si donc hous venhons a disposer d'une formule pour les
rangs dans le cas cyclique de degré premier, nous tiendrons de ce fait une
formule de rang valable dans toute p-extension galoisienne, et donc, en fin de

compte, une identité sur les caractéres dans une telle extension,

Conclusion : schéma de démonstration,

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que G est un fg-groupe cyclique de
degré premier (impair), et nous raisonnerons directement sur les caractéres
des modules considérés, D'aprés ce qui précéde, les formules que nous obtien-
drons, démontrées dans ce cas particulier, vaudront en fait pour un g-groupe
quelconque, Les équations aux dimensions s'obtiendront simplement en prenant

les degrés des caractéres,

Etude algébrique du cas cyclique de degré premier :

Supposons donc le groupe G cyclique d'ordre g ; notons xrég le caractére de
la représentation réguliére de G, et Xaug_ Xrég_] celui de la représentation
dltaugmentation.

Distinguons deux cas, suivant que le Ze[G]—module étudié est libre ou bien

divisible sur 7_ .

e

ter cas : modules libres

Si y est de type fini et sans Zz—tor'sion, sa description comme somme directe

de Ze[G]—modules indécomposables est de la forme :

~ o B Y
x¥ 61" @7,lc, 1" @17, ,

avec o, 8, et y dans N. Le caractére qui lui correspond est donc :
X = 0Xpgg tBXaug TY 1 = @ FY) X g =B xg,g

de sorte que le rang de y est donné par laformule :
X =pla +y)- (g~1) (y-B).

Dans I'identité obtenue, les indices (aty) et (y=B) ont une interprétation simple :
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- Le premier (qty) est la dimension sur ZE du module des points fixes

de X : G
ot y=dim_ X
Z,

- Le second {y-B) n'est autre que le quotient de Herbrand dimension-

nel du module X :
y-8 = hz(X) —h](X) =q(X) , avec

y=h2(X)=dim_ HZ%G,X) et B=h’(x)=cﬁm|F H(G, X).

¢ e

Dans ce cas, nhous obtenons donc :

F

Lemme 2. Si G est un groupe cyclique d'ordre 2, le caractére d'un ZEEG]—

modul e noethérien et sans Ze—torsion est donné par la formule :

o G
x = dim X~ , Xrég_g(X)Xaug ,
ol g(X) représente le quotient de Herbrand dimensionnel de X. En particulier,

la dimension de X sur ZZ est ainsi :

x = ¢ dimX® —{p-1)gx).

2éme cas : modules divisibles

Si X! est de cotype fini et 7 -divisible, sa description comme somme directe

e

de ZB[G]—modules indécomposables est de la forme :

- al Bl .YI
x'_(@e/zemzzze[e] ® [a,lc,1/7,0¢, 117 @ (,/z,)

avec o', g!, et y! dans N. Le caractére qui lui correspond est donc :
= ! = 1 1 Iyt
de sorte que le corang de X est donné par la formule :
x'=pla'+y)+(e=1) @'-y").
Comme plus haut, les indices (! +Y') et (B'- y') ont une interprétation simple.

- Lepremier (a'+y') est la codimension du sous-module des points

fixes de X! :

o't y!'=codim_ X!
7e

- Le second (g! —y') n'est autre que le quotient de Herbrand dimension-
nel du module X!':
8'-y'= h2(X") - h'(X") =¢(X!), avec

HAG, X) et yr=h'(x) =dimz H'(G, X1,

¢ e

81 =h2(X1) = dim_
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Dans ce cas, nous obtenons donc :

Lemme 3. Le groupe G étant cyclique d'ordre g, le caractére d'un ZBEG]_

module X' de cotype fini et Ze—divisible est donné par la formule :

. G
- 1 1
% =dim X, Xrég+g(x )Xaug ’
ol g (X ') représente le quotient de Herbrand dimensionnel de X', En particu-
lier, la codimension de X! sur ZZ est ainsi @
X 1C+ (p-1) g X).
2

x!=p ., codim
g.c im.,

Nota. Dans les applications arithmétiques, nous aurons toujours x= x!, d'ol
-q(x)=g (X'), et finalement x =%', de sorte que nous pourrons raisonner indif-
féremment sur X ou sur X!, Cela ne veut pas dire, en revanche, que nous
aurons systématiquement 3 =p' et y=y', le groupe X n'étant pas, en général,
isomorphe au dual de P ontrjagin de X! en tant que module galoisien; |'égalité
des caractéres signifie seulement que cet isomorphisme a lieu aprés extension

des scalaires a Q. .

e

Enoncé des résultats,

Dans la section précédente, nous avons convenu de regarder les paramétres
;\? associés aux groupes C?r ou Ce_ls_ attachés a un corps surcirculaire a con-
jugaison complexe non plus comme des entiers, m ais comme des caractéres g-
adiques d'un groupe abélien A d'exposant divisant (g-1).
Pour reformuler dans le méme contexte les lemmes 2 et 3, nous allons considé-
rer |a situation suivante :

- Koo est un corps surcirculaire a conjugaison complexe ; K:; son
sous-corps réel maximal ; et KC:O=KOO[(;8] I"Textension cyclotomique engendrée

sur KOo par les racines g-iémes de l'unité,

- l_oo est une p-extension galoisienne de KOO, qui provient par compo-
. + +
sition d'une p-extension galoisienne totalement réelle LOo de Koo ; et I_o'o est

I'extension cyclotomique Loo[ge].

- G est le groupe de G alois de |'extension LJO/K(:O, identifié a

+, + . R +
GallL_/K_); et A estle groupe abélien Gal(L!=/L )~ GaI(Kc:o/Koo).

- Les objets étudiés sont équipés d'une action naturelle de G et de j,

clest-a-dire que ce sont des ZQEA xG]-modules.

Cela posé, par application des arguments précédents a chaque composante A-

isotypique de X et de X!, nous obtenons immédiatement :
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Proposition 5. Supposons que le groupe G soit cyclique d'ordre ¢ ; et soient

comme plus haut, ¥ , le caractére de la représentation réguliére de G, et
ré

= - ) a p ) ' ati
Xaug xr*eg 1 celui de la représentation dtaugmentation,

i) Si X est un Zeft;x G]-module, de type fini et libre sur Ze , son

caractére y est donné par la formule :

X = car xC, X (G, X). %

A rég~ 9 aug ’

ol car'AXG est le caractere de X© regardé comme ZBEA]—module, et qA(G’ X)

le A-quotient de Herbrand du G-module X, i.e. l'unique caractére virtuel du

groupe A a valeurs dans 7,2 , qui reléve la différence h;(G, X)—hz(G, X) des

caractéres respectifs des Fe[A]-modules H(G, X) et HZ(G,X ).
(ii) Si X! est un ZEEAX G]-module, de cotype fini et divisible sur

7,; son caractéerey!' est donné par la formule :

2
G
X'= car‘A X, xrég +gA(G, X1). xaug ,

ol carAX'G et gA(G,X') sont définis comme plus haut,

Etude arithmétigue du cas cyclique de degré premier impair :

Nous supposons désorm ais que § est impair et que I_Oo /Koo est une p-extension
cyclique élémentaire de corps surcirculaires a conjugaison complexe ; nous

notons I_o'o /Ko'o l'extension obtenue par adjonction des racines fg-iémes de l'unité,
+ + . .
et I_OO/Kc>o la sous-extension réelle maximale de I_OO/KOO. Comme plus haut, A
+ +
désigne le groupe abélien Gal(l_;o/l_oo)ﬁ_i Ga!(K;O/KOO), et G le groupe cyclique
+, +
1 1 )~ ~
Gal(l_oo/Koo) v Gal(L_oo/Koo)_ Gal(l_oo/Koo).

Le Ze-modu|e libre considéré est (sous réserve de nullité de I'invariant ;) la

=c_
o

ne non ramifiée m aximale de L;o ; le Ze—module divisible qui lui correspond est

composante imaginaire X du groupe de Galois de la g-extension abélien-

la com posante imaginaire ><|'_, = Ce;, du g-groupe des classes de diviseur (au
[ee] o0

sens ordinaire) du corps surcirculaire L.c:o.

Comme plus haut, nous notons L' le caractére de XI_, , et )(1‘_, celui de XI'_ s
oo (o] (oo} oo

Itun et I'autre regardés comme Ze[AxG]—modules. Nous réservons la notation
A1 Pour désigner indifféremment le caractére de XI_, régardé comme Ze[A]—
[o 0] [o.0]
module, ou celui de ><'L . L linvariant lambda traditionnel d'lwasawa n'est autre
o]

que le degré de M 13 c'est aussi le degré commun de xL , et de x'L'
[o0] (o0

.
o0
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Cela posé, laproposition 5 nous dit que pour &tre en mesure dlexprimer Xt
o0

et xL, a partir de X K ='x;<, , 1l suffit de déterminer l'action de A sur les
[ee] [ee] [0}

groupes de cohomologie H](G, C': ) et HZ(G, CL__, ), d'une part ; HI(G, Cel—_') et

oo} oo lee]

HZ(G, Cel__' ), d'autre part.

[o.0]

ler cas : cohomologie des groupes de classes

Lemme 4. Soient l_oo/Koo une p-extension cyclique élémentaire de corps surcir-

culaires, et G son groupe de Galois. Alors :

(i) Le groupe multiplicatif I_:fo est cohomologiquement trivial ; autre-

ment dit :
He, L) =1 et HZe, LX) =1.

(ii) L a cohomologie du groupe des diviseurs principaux PL est duale
[0 0]
de celle du groupe des unités EL_ ; ce qui s'écrit :
[e.o]

Hie, P, )~ HiGE ) e H2G,P )~HUGE )

? |_ - ’ l_ ? I_ - ) |_ .

o0 (o) o0 o0
(iii)La cohomologie du groupe des diviseurs DL est donnée par les

[s,0]
formules :

1 = 2 ~ !
H(G, D )=1et H (G, D )_RamL /K
o0 [00] [o.0] 0.0}

Dans celle-ci, le groupe RamL /K qui mesure la ramification en dehors de
o0 o0

p dans |'extension I_OO/KOO est la somme directe :
Ram/! ~ ® 7/e 7,
L /K ¥ P

ol p parcourt les places de K, étrangéres a §, qui se ramifient dans I._OO/KOo ,

et ep désigne I'indice de ramification correspondant (ici ¢).

Démonstration, L.a trivialité des premiers groupes de cohom ologie HI(G, I_zi)

et H](G, DL ) est bien connue, du moins pour les corps de nombres, indépen-

o0
damment de toute hypothése sur le groupe fini G; clest ce qu'il est convenu

s . * . . .
d'appeler le théoréme 90 de Hilbert ( ). Son extension aux corps surcirculaires

(¥) Bien entendu, dans son traité de 1913, Hilbert n'énoncait pas son résultat
sous forme cohomologique, m ais seulement dans le cas cyclique : D.
Hilbert. - T raité des corps de nombres algébriques,- Ann, Fac, Toulouse

(1909/10) ; Hermann, Paris (1913).
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ne pose pas de difficulté : il suffit d'écrire L /KOO comme limite inductive de
sous-extensions relativement cycliques L /K , de degré fini sur Q, et d'ap-
pI1quer~ a ces extensions le théoréme de H1|ber~t L e cas des groupes H (G, l_x)

et H (G, L ) est, en revanche, plus surprenant, puisque, pour les corps de

o0
nombres, aucun de ces deux groupes n'est fini. Cela dit, examinons successi-

vement les diverses assertions du lemme :

(i) L Yidentité HZ(G, Lii) =1 est signalée par Iwasawa (cf. [ 147, lem-
me 5), et vaut en fait pour tout g-groupe G, L.orsque G est cyclique, elle
signifie simplement que les éléments de Ké sont normes d'éléments de L;

[2], lemme 3) :

X = X
o0 oo

Dans ce cas, d'aprés le principe de Hasse, il suffit pour ['établir de vérifier

que tout élément de Ké est norme locale partout dans |'extension I_OO/KOO. Ecri-

vons donc, pour ce faire, Loo= u L , et Koo= U K _ comme réunion crois-
neN NEN
sante de corps de hombres, avec l_n cyclique sur Kn de groupe G, et
. = . — . 2 2 212 X
tL‘n+1 .Ln] [Kn+1 :K_ ] =¢. Puis, étant donnés x un élément de K’ et p_ une

place de Koo, fixons n assez grand pour avoir x¢ Ki(\ et p_ non décomposée dans

K /Kn‘ Formons alors les symboles de Hasse attachés aux places au-dessous

x, L (x), L /K

=1

de p_ ; nous obtenons :
x% L /Kn> <x,Ln/Kn>e

( )- (e

ce qui prouve que x est horme locale en Prtg dans Ln+1/Kn+1’ donc nhorme

n+1 n+1> (n+1/n

Pt Pr

locale enp_ dans LOO/KOO.

(ii) Le fait que les groupes d'unités EI_ et de diviseurs prinhcipaux
o0

PI_ soient en dualité cohom ologique résulte immédiatement du résultat précé-

oo
dent. En effet, la suite exacte courte qui définit PL_
[0}

X -
I————>EL_ A)Loo Pl_ —_— ]

oo oo

conduit & IThexagone exact :
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/H](G’ L;(:)
H'(G E ) H'(G P)
* =L T
[e0] [e0]
SI lz
2 2
HA(G, PLOO)\ HYG, ELOO)
HZ(G,LQ

ol les sommets supérieur et inférieur sont nuls, ce qui donne le résultat
annoncé,
) ) oz g2 N
ii) Enfin, Illidentité H D = Ram/ ou le groupe Ram/
(iii) ’ @, 0 ) I_OO/KOO( group L /K

o0
est défini par 1'énoncé) s'obtient comme suit : le groupe G étant supposé cycli-

ue, nous avons l|lidentité
?

oo oo

2 _ G
HG, D )—DI_ /vl_ /K (D ),
[0} o0 o0

ol |lopérateur VL /K est la norme algébrique X~ o, que hous pouvons tout
oo’ " oo c€eG
aussi bien écrire

2 _ .G
H™(G, D_ )—DL /zvl_ /K (D_ ),
[0 0] [ 0] o0

(o] (o e]

ol . /K désigne cette fois la norme arithmétique, en convenant dl'identifier
o0 oo

les diviseurs de K00 avec leurs étendus a Loo . Maintenant, tout diviseur de
Koo est trivialement la norme d'un diviseur de Loo (les diviseurs premiers au-
dessus de g, parce qu'ils sont divisibles ; ceux étrangers a g, parce qu'ils
ne présentent pas d'inertie). Il vient donc :

H@, b, )= /D ;

oo oo o0

et la formule annoncée en résulte, les diviseurs ambiges étant engendrés par
les diviseurs ramifiés et les diviseurs étendus. Comme les diviseurs au-dessus
de p sont divisibles donc étendus, seuls restent, les diviseurs ramifiés étran-

gers a g, ce qui donne bien:

2 - G ~
H%G,D )= @ D (poo)/DK (p ) © z/ep Z.
o p.te o % Pl 2 00

Lemme 5. Supposons maintenant que L.OC/Koo soit une p-extension cyclique élé-
mentaire de corps surcirculaires a conjugaison complexe, et notons comme

+ +
plus haut A=GaI(LO'°/L°°)=GaI (KO'O/KOO). Dans ce cas, les identités précédentes
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se traduisent par les isomorphismes de Fe[A]—modules :

(i)H(GP ) =H%(G,E,) = I;HZ(G,P )—H(GE

00

Lo u) eFe

ol ;}Le= U n est le groupe des racines de |'unité d'ordre g-primaire,

NeEN @
. 2 - = -
tii) H G, DI_,) 1 5 H%G,D )= 0 (Z/epZ)[A/A +1
o p_te o P
. + +
ou, pour chaque place Poo de K, itentier e est lYindice de ramification
(o 0]

+
f ! _ 2 C g 1
dans L_OO/KOO, et A le sous—-groupe de décomposition dans Ko<> /Koo

pOO
En particulier, les caractéres des groupes de cohomologie H](G s PL__') et

H2 (G, P, ,) sont donnés par les formules :

L_I

h(GP

A L,) w et hA(G’ L_')— 22 X 4o

Pl & Po
< ) + ez
ol |a somme de droite porte sur les places de Koo ramifiées dans LO'O/KC:O, w

désigne le caractére cyclotomique, et X—+ la composante imaginaire de I'induit
P

a A du caractére de la représentation unité du sous-groupe de décom position de

+ +
!
P, dans K!/K_.

Démonstration, En présence d'une conjugaison complexe, les unités imaginaires

se réduisent aux seules racines de |'unité, Il vient donc :

1 ) = ] = t 2 1 = 2 = 'E: M
HI(G E' )=H (e,,pe) gy ot H G, g ) H(G,,p.e) ‘pe/pe 1;

L
o] [o.0]
d'ol le résultat annoncé,

LLes autres assertions sont immédiates, compte tenu du lemme 4.

Ce point acquis, nous pouvons énoncer :

Proposition 6, D ans une g-extension cyclique élémentaire de corps surcircu-

laires & conjugaison complexe, le quotient de Herbrand dimensionnel du g-groupe

des classes imaginaires est donné, avec les notations précédentes, par |la for-

mule :
- .2 - -
A(G,CeL,)—hA(G,DL ) - hA(G Pl_,) (L2 % 4) -w.
o0 00 p.Te »
Dém onstration, L.a suite exacte courte 1— PI_,-—> DL,—> C2L|—~> 1, qui dé-
o0

finit le groupe Cel—_' , conduit a la suite exacte longue de cohomologle :
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He, 0 -+ 6, el ) s HAG, P, ) - HAG, O], ) s HE(G, ce ) aH TG, PL' ).
o0

o0 o] oo} (e o]

Dans celle-ci, les deux termes extrémes sont nuls, en vertu du lemme 5,

D'ol le résultat,

2éme cas : cohomologie des groupes de Galois

L'étude des groupes de Galois est en soi inutile au regard du résultat que nous

avonhs en vue, puisque nous savons déja que les caractéres qA(G’ cl—_') et
oo

(G, Cg, ,) sont opposés, en vertu de laproposition 5, les deux groupes

oo}
ot CEIZ' d'une part, CL' et CQL' dlautre part, regardés comme ZEE Al-
oo o oo

CK'
o0

modules, ayant le méme caractére sous la condition =0,

Néanmoins, outre qu'elle fournit une deuxiéme démonstration de la proposition 6,

la description de la cohomologie des groupes C ouvre des perspectives intéres-

santes sur l'arithmétique des corps surcirculaires, que nous allons maintenant

présenter,

Soient donc, comme plus haut, l_oo /Koo une p-extension cyclique élémentaire de
corps surcirculaires a conjugaison complexe, G son groupe de Galois, et ¢
un générateur de G. Notons, comme plus haut I_' /K' I'extension déduite par
adjonction des racines pg-iémes de l'unité, L /Koo la sous- extensmn réelle

maximale, et A le groupe de Galois Gal(L! /L_ ) GaI(Koo/K ). Désignons par

TB =1im n le module de T ate (qui est un Ze[‘_[\]—module projectif de caractére
w), et faisons choix d'un générateur topologique ¢ de Te (autrement dit, d'une
’ . - . . n .~ - rd

famille cohérente (Cn)ne N de racines primitives § -iémes de |'unité),

Considérons d'abord le premier groupe de cohomologie HI(G , CL, ). Le groupe
o0

cl:' étant sans torsion (sous réserve de nullité de I'invariant ), le noyau dans
_® 1

cl_' de la norme algébrique v = Ee o' est encore celui de |a norme arithméti-
) €G

que zv=]V’L, /K' , ce qui nous permet d'écrire canoniquement :

1 - = —-(o-1) - {o-1) _ {o- 1)
H(G ¢ ) cL./c NcL,/c Ly |_' /c .
o0 00 OO
Cela posé, le quotient ]VCL'/C(LG " a une interprétation arithmétique trés
oo o0

simple :
Désignons par K' {(respectivement par l_') la p- extensmn abélienne non ramifiée

maximale de K;o (respectivement de Lc:o) ; et notons I_ la sous-extension maxi-
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~ . s .
male de I_oo qui est abélienne sur Kc:O, i.e. le p—~corps des genres de l'exten-

sion cyclique LO'O/KO'O. N ous obtenons le schém a suivant (ol sont représentés

les corps et les groupes de Galois) : c
vy
[o.0]
g g k'/‘;\ f_'
o0 o 00 o [e.0]
\—/
o] I_l
T T~ . e
L'n 1 1
o0 o R a . (O._])
Ou i'on voit que _C ,/C ; est exactement
Vi Loo l_oo
c le groupe de Galois de |'extension abélienne
K! ~ 1 1 " {
K o I_OO/L_OO K, -

Maintenant, il est bien connu, du moins pour les corps de nombres (cf. {197,
ch. I1I, section 2), que ce dernier groupe est donné par la suite exacte des
genres : plagons-nous provisoirement a un étage fini I_:q /K:q de I'extension

o1 St

Ty ! . .
L_;o/K;o, et définissons Kn, L‘n’ et tn comme ci-dessus, La théorie des

genres nous donne |a suite exacte de ZB[A]—modules

b ™~ ~J ~
1% N 1 1 1 ol
léEK;]/EKl mvl_;‘/K;‘(l_n ) —— B Inp.(Ln/Kn)-e Gal(l_n/L_nKn)——> 1

1
n
n Pr
ol E 1 est le groupe des unités de K;‘ ; 1'application bn est lafamille des
g ~y 1
. ,|_n/|<n

~/
_ ati N 1 ion a 21 1 T, t
symboles de Hasse |- —b—':—> relatifs a |'extensi bélienne L‘n /Kn ; etle

terme médian est la somme directe des sous-groupes d!inertie des places de

K"q, restreinte aux familles (¢ ,) , qui vérifient la formule du produit :
Prh Pn
ﬂ Op' ! = 1
p'[‘ nl™n '

Par restriction aux composantes imaginaires, et passage a la limite projective,

il vient ainsi

Lemme 6, Avec les notations précédentes, et sous réserve de nullité de |'in-

variant mu, le premier groupe de cohomologie H](G, CD ) est donné, comme
o0

Ze[A]-module, par |lisomorphism e des genres

1 -V~ P ™ 1ya—
HY(G,C 1)~ C@Inp;o(l_oo/Koo)] /boonre),

o0



- 27 -

. ) 1

ol la somme porte sur les sous—groupes dlinertie des places de Koo dans |'ex-
. . ~q ! . . . .

tension abélienne LOO/KOO, et |'application boo est induite par les symboles de

Hasse., En particulier, le caractére de H](G, CLI) est ainsi :

o0
1 - - -
hA(G’cI_') Z+ X, TN,

X-+ et w étant définis comme dans le lemme 5, et |'entier  valant 0 ou 1 sui-
Poo
vant que { est norme ou nhon dans I_c:o /Ko'o .

Démonstration, Par passage a la limite projective a partir de |la suite exacte
courte de ZQEA]—modules finis :
! ™~ LR ~ 1A 1y —
1= u n/“enn NL;]/K;’(Ln)a[;Bt Inp;,(l_n/Kh]_->Gam‘n/‘_nKh) — 1,
n

nous obtenons la suite exacte courte de Ze[A]—modules compacts :

n b ~d — ~7 ~ -~
1— Te/Tg N [p@? Inp;o(L;/Ko'o)] —eal! /L k),
o0

dloll la premiére assertion du lemme.

L'expression du caractére hL(G, CL 1) s'en déduit immédiatement, & partir de
oo

I'isomorphisme naturel :

~ ' + .+
@ In L /KJ)=@ In L /K)>@ [ &  In (b /<)

Poo Poo Poo PoolPoo
On notera que la formule du produit disparait dans la restriction aux compo-

santes imaginaires,

Venons en maintenant au groupe de cohomologie HZ(G, C-';l ) = CL(,;/CL\'), et re-
o0 0.0}

gardons-le comme limite projective de la famille H2(G , CP,!__, )=C(2I__(,3 /CE'::) ,
n n n
associée aux p-groupes (finis) de classes des corps I_r'1 rici Cel_—, est la com-

posante imagihaire du sous-groupe ambige Celc_;, de Cle , et Cgp -I-_\') =
n n N

- _é - - *

(ce )= CeLe,t est I'image canonique de C¢,, dans C¢, ( ).

j 1 1 © W, 1 t
Ln/Kn Ln/Kn N n n N

{¥) Le quotient C.?,K,/]VL_, /K' (CeL_, )~ C2K+/]V'I_+/K+(C2L+) étant réel en vertu
g} n N n N n" " 'n n

de |'isomorphisme du corps de classes, la restriction aux com posantes imaginai-

res de la norme arithmétique est un épimorphisme.
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rd . ’t e Pl
Désignons donc par CQE, le sous-groupe de Cel_, engendreé par les étendus
n

a L_' des diviseurs de K' ; par CP.L_, mb celui engendré par les diviseurs ambi-
ges ; et par Czu le p-groupe des classes ambiges. Nous obtenons la suite

exacte courte (qu1 est une étape classique de la démonstration par Chevalley

de la formule des classes ambiges) :

- t— - -
oe,_.b /Cze I_./Ce | coly /et T — 1
n n

Dans celle-ci, le groupe de gauche est engendré par les classes modulo CBE.

des diviseurs imaginaires de LI"I construits sur les places ramifiées dans
I_'[] /Kr'1 ; et le groupe de droite stidentifie au quotient d'unités
- 1X - % g (%)
(B N1 gy )]/]VL,/K,(EL,)Q_: Con N1 s (b )31/ u, .
n n 'n n " n n n " 'n
Par passage ala limite projective, nous obtenons donc, avec des notations
évidentes, la suite exacte courte, ol le terme de droite fait apparaitre |'en-

tier 5 défini plus haut :

1—->camb /et — cff,‘/cﬁt — e S /el
o] oo oo
it
" )0
T8/
e /T

Reste donc & examiner le terme de gauche : les diviseurs ambiges étrangers a
2, ramifiés dans I_|[1/K:1 étant principaux pour n assez grand (puisque sans i-
nertie dans toute g-extension abélienne de I_I'q, comme expliqué au début de la
section 1), le quotient étudié est engendré par les familles cohérentes cons-
truites sur les seules places au-dessus de §, qui sont décomposées dans L_/L+,
et ramifiées dans LL/K. Ce point acquis, fixons n, assez grand pour que les

diviseurs imaginaires primitifs {(i. e. non puissance p-iéme) du corps I_;1 cons-
. . . O (#x)
truits sur les places au-dessus-de 2, ne soient pas principaux dans L;\ .
o

(*) L'isomorphisme annoncé s'obtient en associant a laclasse d'un diviseur

imaginaire g représentant un éiément de Cel_, , celle de |'unité g¢= NL'/K' ),
ol g est un générateur imaginaire du d1V1seur- principal o [ =(a).

(¥%) 'existence d'un tel No fait l'objet de la proposition 7 ci-dessous,
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A chaque tel diviseur a, correspond alors une classe d'ordre § dans le quo-
o

m - ét- .
tient Ce b /CeL, ,» et, plus généralement une classe d'ordre § dans chacun
n No
) amb- ét— . ) ,
des quotients CzL, /Czl_, pour n= No (a savoir la classe du diviseur
Nn-n n
/¢ ° . . .
n-a n ), doneg, finalement, une classe d'ordre g dans la limite projective

amb— /c amb /

. 1l suit de la que le quotient étudié C c est unFe[A]—mo—

dule qui a pour caractére |a somme

5 -

*) X

Pl & Py

des composantes imaginaires des induits a A des caractéres unités des sous-
+

groupes de decomp051t1on dans K /K des places de Koo au-dessus de g qui

se ramifient dans L /K . Ainsi :

Lemme 7. Avec les notations du lemme 6, le caractére du groupe de cohomolo-

gie Hz(G,CI—_,) est donné par laformule :
o0

2 - -
= +{1=
hA(G,CLo,o) +22 Xp+ (1-nw,

pOO [e 0]
ol la sommat1on porte sur les places de K au-dessus de ¢ qui se ramifient

dans L /K

Réunissant les lemmes 6 et 7, nous obtenons donc une seconde version de la

proposition 6 :

Proposition 6!, D ans une g-extension cyclique élémentaire de corps surcircu-

laires a conjugaison complexe, le quotient de H erbrand dimensionnel de la com-
posante imaginaire du groupe de Galois C est donné, sous réserve de nullité

de l'invariant mu, par

- = 2 - = —
qA(G,CL,) hA(G, C ) - hA(G, cL,) W= L TX -
pfe »

o0 (o]

Comparaison des résultats obtenus

e e S S . o Pl i o o St ey S o i S g o S St s o v e e

Remarquons tout d'abord que le rapprochement des propositions 6 et 6! donne

bien |llidentité attendue :

7,6 C{o'o) *¢,(6, c|'_;°) =0.

Cependant, le calcul du premier quotient QA(G, Ce;,) vaut en toute généralité,
o0



tandis que celui du second gA(G, C':,) présuppose la trivialité de I'invariant
o0

mu d'lwasawa, qui garantit la finitude du groupe H](G, CL, ). D'un autre cbté,
o0

. 2 - e s
dans le calcul du caractére du groupe H (G, CL' ), nous avons utilisé en outre
0]

un résultat sur les diviseurs imaginaires au-dessus de § dans une tour cyclo-
tomique, qui est une conséquence facile des conjectures de L eopoldt et de
Gross (cf. [19], th. IV, 2, 19), mais dont il peut &tre intéressant de donner

une démonstration autonome :

Proposition 7. Soient I_c:o= U L' ta 7 _-extension cyclotomique associée & un
neN
corps de nombres a conjugaison complexe L! contenant les racines p-iémes de

Munité, et noeN le rang au-dela duquel les places au-dessus de § se ramifient

totalement dans la tour, Alors

. e . . . 1
(i) Pour tout n> no, les g-unités imaginaires du corps L_n sont les
produits par les racines de I'unité (contenues dans L;‘) des p-unités imagi-

naires du corps L‘r'1 , ce qui s'écrit :
o
'-—

EI_' =
n

-
I\Lno EI._' .
n
o}
(ii) Les diviseurs imaginaires du corps L:q , construits sur les places
. . . ! P
au-dessus de g, qui sont principaux {(dans L_"q), sont les étendus a l_n des divi-

seurs imaginaires principaux de 1_;1 construits sur les places au-dessus de ¢.
o

(iii) L a limite inductive Cel:l {2) des composantes imaginaires des p-sous-
o0

groupes de classes des corps I_;‘ engendrés par les places au-dessus de { est
2 f
un 7 .-module divisible dont le corang d est égal au nombre de places de Loo

g

au-dessus de § qui sont décomposées par la conjugaison complexe.

(iv) Leur limite projective CL_' (2) estun Ze—module libre de rang d.
o0

Démonstration, Désignons par D':,(e) le sous-groupe des diviseurs imaginaires
N

de l_r'1 construits sur les places au-dessus de g. D'aprés ia suite exacte courte

canonique

1 — EI'__, /p..n—'—> Dl:' (g)—Ce (2) — 1
n n n

tout revient a vérifier que le quotient El':,/p,n est constant pour n= Ny Or,
n

cela résulte d'un argument classique de théorie de Kummer (cf. {197, prop.

f
1. 2. 2) : I1égalité des rangs montre que EI_' /p,n est d'indice fini dans le module
n
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. -
libre E, ,
Ln+1 .
dont la classe modulo T est une puissance p-iéme dans EL;1+1 /“n+1’
nous avons X =g ylZ avec (€& “n+] et y¢ El‘_—' y puis, en prenant la norme
n+1
N= , :xe=ge]|/'(y)z, ive. x/¢My)l€ u,cu_, cequi montre que ¢ est
I‘n+1/Ln ! n
£

dans B =p..n+1 .

» . P » 1—
/“n+1 , pour tout nzno . Cela étant, si x est un élément de EL’
n

Ecrivant donc g=g2 et z=fy, hous obtenons x=z", i,e,

2 g
LI IVX] < Lt [\/32]=L"q+] ; et la théorie de Kummer nous dit que x est le

produit dans I‘;‘. d'une puissance p-iéme et d'une racine de ['unité. Ainsi

| R . . = .. . e
E|_|lq /u,, coincide avec E‘_;]ﬂ/pn_l_], ce qui établit la proposition.

Revenons maintenant sur le calcul du quotient QA(G, Cel:, ) ; et considérons
o]

pour cela le diagramme commutatif exact (ol le lecteur familier de la suite
exacte des classes ambiges peut reconnaitre dans fa seconde ligne sa restric-

tion aux composantes imaginaires dans |'extension cyclique L.;o/Ko'o)

1_——->H](G, Ce;,)——-aHz(G,P':, ) — HZ(G, DL,)——-> HZ(G, ce“_ J— 1
o0

S

- 1 1 - G-, .. et-
1—->Cach:o/K;o-—-———->H (G,Mz) —»RamLLo/Ko,o———) Ce'—;,/ce'—;o — 1

Dans |'isomorphisme obtenu, la norme arithmétique NL'o'o/K' assimile le premier
oo

groupe de cohomologie H ](G, Cel':,) a la capitulation imaginaire C apl:,/K, dans
o] o) o0
[Textension I_C:O/Kc:o. Comme le groupe H'(G,,p,e) est un F2[A]—module de carac-

tére w, deux cas peuvent ainsi se produire :
- 2 - 1—
- ou bien Cap ; =1 et HAG,Cp , )~ Ram ", , .,/ p.;

R - 1 2 - ~ -
~ ou bien Capl_'/K' ~H (G,ue) et HY(G, CEL_,/K,)_RamL,/K, .
o0 oo oo [o0] oo oo

Le premier cas he peut avoir lieu que s'il existe au moins une place étrangére
+ . -

a g, décomposée dans Loo/l_oo et ramifiée dans Lc:o/Ko;. Par la théorie de
Kummer, en revanche, le second cas implique que |'extension Lolo/Kczo soit g-
ramifiée : en effet, si b est un diviseur de K! représentant une classe de

bl . . - 2 a . . . .
CeK, qui capitule dans CEL_' , son étendu a Lc:o est un diviseur principal ()

[e ] xR

)0—1

engendré par un élément imaginaire g, qui véerifie (o = 1, 1. €. cx.c_le By

Posant a=ae, nous obtenons donc l_c:°=Ko;E\j_5], avec (a) =b? , cCe qui montre
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1 1 1 —- i A
bien que I_OO/Koo est p-ramifiée,

L'ensemble des résultats précédents peut donc se résumer comme suit

Théoréme 2, Soient I_OO/KOO une g-extension cyclique élémentaire de corps sur-
circulaires a conjugaison complexe, G son groupe de Galois, L' /K;o [Texten-
sion déduite par adjonction des racines g-iémes de |!'unité, L.+ /Koo la sous—
extension reelle maximale de L /K o e A legroupe abélien GallL! /I_ )~
GaI(K' /K . Les caractéres du groupe A attachés aux groupes de cohomologie
associés a l'action de G sur les composantes imaginaires du g-groupe des clas-

ses de diviseurs Cel_, du corps Lo'0 et du groupe de Galois CL' de la g-exten-
o o] [ 0]
sion abélienne non ramifiée maximale de I_C:O sont donnés, sous réserve de nul-

lité de I'invariant mu, par les formules :

(i) h;(G,Czl-_,)=r'w (i)t hA(e,cL_,)— LT X FUenw
[o,0]

(i) hi(e, col )= = % ,-U-rlu Gi)' hi(G,C )= %, X, -nw .
© p 12 p, © Pun Pw

Dans celles—ci, w est le caractére de l'action de A sur le module de Tate

—g 2 ; I'indice 5, vaut 0 ou 1 suivant que ([ est norme ou non dans |'exten-
smn L' /K' ; l'indice r vaut 0 ou 1 suivant qu'il existe ou hon une place
de K| decomposee dans K /K qui se ramifie modérément dans Loo /Koo la

+ -

sommation porte sur les places de K qui se ramifient dans L_ /K , et x +
p

désigne lapartie imaginaire de I'induit & A du caractére de la représenta- *©

+ )
tion unité du sous groupe de décomposition de la place Poo dans |l'extension

abélienne K /K

Scolie, Sous les hypothéses du théoréme, I'identité hZ(G, cl._. ,)=ht3 ](G, Cel__')
[0 o]

. . [o.0]
a lieu exactement dans les deux cas suivants :

+
(i) Dans le cas modéré, i.e. lorsque toutes Ies places P du corps
oo

+
K , décomposées dans |'extension quadratique K /K , qui se ramifient dans
[o,0]

I'extension cyclique LOO/KOO, sont étrangéres a .

(ii) Dans un cas sauvage exceptionnel, lorsqu'il existe exactement une
place p:; du corps K;o, décomposée dans I'exten51on quadratique K /K' , Qui
se ramifie dans |'extension I_OO/KOO: si p divise p, sous réserve qu'il y ait
exactement deux places pC:O et Ec:o de KQo au-dessus de p;, et que ¢ ne soit

norme locale dans l_c'o /Kc:<> en aucune de ces places.



Démonstration, Ecrivons I pour +Z x . D'apres le théoréme, les cohomo-
l e )
logies de ¢, et de Cg , sontduales lorsqu'on a:
oo [o.]
S+ l-r-plw=20

clest-a-dire, en fait :
oubien ¥ =0, et "tn=1, oubien I=w, etr=n=1.

L'identité =0 51gn1f1e qu'il n'existe aucune place de K au-dessus de §, dé-
composée dans K_ /K , qui se ramifie dans LOO/KOO, I'1dentité y=w signifie

qu'il en existe exactement une, et qu'elle vérifie x-+ =w , l.e. ¥ +- 1t w.
Poo Poo
Dans le premier cas (I =0), nous disons que Ia ramification imaginaire est mo-

deree. Suivant qu'il existe ou non une place p de K , décomposée dans

K /K , qui se ramifie m odérément dans L /K , hous avons alors r=1 et np=0,
our=0etn= 1( ) ; donc toujours r+xn =1,
Dans le deuxiéem e cas (£ =w), l!a condition nécessaire r=1 exclut I'existence

rd rd + - -
d'une place modérée, décomposée dans KOO/KOO , ramifiée dans L /Koo (comme
expliqué dans la discussion précédant le théoréme) ; il reste alors a vérifier

que I'on a bien =1 ; d'olU les restrictions énoncées.

Enoncé des résultats :

Revenons maintenant au probléme général posé dans llintroduction : désignons

par L /K une g-extension galoisienne finie de corps surcirculaires a conju-

gaison complexe ; notons G son groupe de Galois, I_ /K | a sous~extension

réelle maximale deL /K , etL!'/K! I|'extension dedmte de L /K _ par ad-
o0 [ee) o0 oo oo [eo]

jonction des racines g-iémes de |'unité, A, enfin, le groupe abélien

+ . .
Gal(l_;o/L. :;)"_‘ GaI(KJO/KOO) qui contient la conjugaison complexe.

Pour chaque corps Mc:o, intermédiaire entre Kc:o et L;o, nous savons par la
proposition 3 que, sous réserve de nullité de |'invariant mu, la composante
imaginaire 0;4, du groupe de G alois de la p-extension abélienne non ramifiée
maximale de °°M' est un 7 CA]-moduIe projectif, dont hous avons convenu
d'écrire >‘M' le caractére (de sorte que le degré de >\ , est llinvariant lambda

d'lw asawa du groupe CM| ). Lorsque MC:O est en outre une sous-extension ga-
o0

(#*) Conformément au principe de H asse, la condition =0 se lit localement,
Elle est automatiquement vérifiée en I'absence de places ramifiées. En revan-
che en présence d!'une place modérément ramifiée, le corps de classes local

montre que les racines primitives de I'unité ne peuvent é&tre normes, ce qui

donne n=1.
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loisienne de L;o sur K;o, le groupe cr:“ est équipé d'une action naturelle du
o0
groupe G, et nous écrivons alors M1 le caractére de CM, regardé comme

oo o0
AxG-module.
Notre propos est d'exprimer Xl: , & partir de XI—<' .
Restreignons-nous un instant au cas élémentaire ol le groupe G est cyclique

dlordre premier p. Dans ce cas, la proposition 5 nous donne l'identité
X1 = X .RégG—gA(G,CL,).AugG,
(o0} [o.0] o0

ol RégG est le caractére régulier du groupe G, et AugG le caractére d'augmen-

tation., L e quotient de Herbrand dimensionnel qA(G, Cl__,) est, lui, donné par la
0
proposition 6! : il est égal a la différence
g, (G, CL,) = 42 X
A P Yo p+

[e0]

h - + z = -~ .
ol la sommation porte sur les places du corps Koo, étrangéres a ¢, et rami-
fides dans L__ /K .

o0 [ee]
Nous pouvons donc réécrire llidentité précédente sous la forme :
oo % rYe vl v

enh convenant de désigner par + I'induit & G du caractére de la représenta-

pOO
tion d'augmentatlon du sous-groupe de décomposition de la place p dans |'ex-

tension L /K Dans cette formulation, la sommation a dr‘o1te porte indiffére-
ment sur les seules places ramifiées dans |'extension L /K ou sur l'ensem-
ble des places de K , le caractére p 2 égal a AugG lorsque P S€ ramifie,

pOO
étant nul dans le cas contraire, puisqu'il ne peut y avoir inertie aux places

étrangéres a §.

Maintenant, comme expliqué dans la section a, la formule obtenue, établie dans
le cas particulier ol le groupe G est un g-groupe cyclique élémentaire, vaut
en fait dans le cas général ol G est un g-groupe quelconque, Nous pouvons

donc énoncer :

Théoréme 3. Soient L /K une jp-extension galoisienne de corps surcirculaires
a4 conjugaison complexe, et G son groupe de Galois ; L /K la sous-extension
réelle maximale, et L_' /K' la sur-extension obtenue par adjonction des racines

g-iémes de l'unité; A enfin le groupe abélien Gal(L! /L ) Gal(K ! /K ) Lors-



- 35—

que le paramétre mu d'Ilwasawa attaché au corps I_o'o est nul, la composante

imaginaire cl—_' (respectivement CK,) du groupe de Galois de la g-extension
o0 oo
abélienne non ramifiée maxim ale de Lo'o {respectivement de Ko'o) est un Ze[A]_

module projectif, Dans ce cas, les caractéres respectifs Xi—_' et X%' des
oo oo

groupes cl__' et CK' regardés comme AX G-modules sont |liés par |lidentité :

X_LI - =EX-|:<| - w]°RéQG - 4 X-.i.- Pt -
o0 0 ot e by, b

Dans celle-ci, w est le caractére cyclotomique ; R’égG est le caractére régu-
lier du groupe G ; la som mation porte sur les places p:; du corps K:; qui

sont étrangéres a § ; x + désigne la partie imaginaire de ('induit & A du ca-

pOO
ractére de la représentation unité du sous-groupe de décomposition de laplace
p:; dans l'extension abélienne K;o/K:;; et p , est I'induit @ G du caractére de
pOO

. . . . . +, +
la représentation d'augmentation du sous-~groupe de décomposition dans I_OO/KOo

+ +
de I'une quelconque des places de I_Oo au-dessus de Py

Corollaire (Formule d'Ilwasawa). Désignons par A' le groupe de Galois

GaI(L;o/l_ c>0) ~ GaI(Ko'o/Koo). Avec les notations du théoréme, les caractéres res-

pectifs des groupes de G alois Cl: et (3'; regardés comme G-modules sont
o0 [oe]

liés par llidentité :

- 3* - ¥* - 3
XL_ _<w!]A|>‘IG=EXKOO_<w, ]APJ-ReQG‘ +’1Z, <X +’]A|>p +'

) 1 D Py

Poo oo

¥* N - , . . ’,

Dans celle-ci, 1,, est l'induit a A du caractére de la représentation unité
* Y ] - .
du sous-groupe A'! ; la quantité {w, ]A'> est égale a 1 si Koo contient les raci-
N . 2 2 - *® 4 [N

nes p-iémes de |'unité, & O sinon ; et la quantité {x 4 IA'> est égalea 1 ou 0O
pOO
la

+ . .
suivant que la place Py est décomposée ou non par conjugaison complexe.

Dém onstration. L es invariants attachés au corps I_oo {(respectivement Koo) s'ob-
tiennent en effet, a partir de ceux attachés au corps L_o'° (respectivement K;o)

par projection au moyen de l'idempotent de l'algébre ZQEA] associé au caracté-~
¥

A'

Application 1 {(Formule de Kida). Sous les hypothéses du théoréme, les inva-

re 1

riants lambda d'Iwasawa des groupes cl: et c,; sont liés par llidentité :
[e 0] [e0]

- * - *
)\L_oo“ <U), ]A'> =t7\Koo— <UJ: 1A|>] [I—OO: Koo]_ +Z + (etbo-: (Loo/Koo)—l)'
B 1 e; P déc.
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+ rd rd . L4
La sommation porte sur les places du corps I_ , modérément ram1f1ees dans
Ilextension L /K , et décomposées dans I'extensmn quadrahquel. /L.
I'entier e , est llindice de ramification de la place ‘D

?

s}

Application 2 (Formule de Wingberg). Sous les mémes hypothéses, les inva-
riants lambda des p-groupes de classes infinitésimales des corps totalement

+ + . A - .
réels I_oo et KOo sont liés, sous la conjecture de L eopoldt, par llidentité :

L e TSI e 1L K

&b, 8K
- z (e +(|_ /K 1).
B Tre; 'b déc

Démonstration. Prenant les degrés des divers caractéres intervenant dans le
corollaire, nous obtenons la formule de Kida. D 'aprés laproposition 3, la

mém e identité vaut pour les invariants ) ., des sous-corps réels, en vertu de

g

, F¥* - . .
itidentité ) =)\ , sous la conjecture de Leopoldt; ce qui redonne la formu-

g
le de Wingberag,

Revenons maintenant sur le théoréme 3, et remplagons le groupe de Galois
CL_' de la p-extension abélienne non ramifiée maximale du corps I_g'o par le
o0

~ . s,y s e 2, ,
groupe de Galois CI_' de la p-extension abélienne non ramifiée et p—-décomposée
o0
maximale du corps L! ; notons X1 le caractére de la composante imaginaire
o0

deEL, regardé comme Ax G-module. Par la théorie du corps de classes, le
o0
groupe Cl__, slidentifie & la limite projective 'ell’_fl Ce;, des composantes imagi-
naires des f-groupes de classes (au sens ordinaire) des corps I_"q, tandis que
le groupe cl:, slidentifie lui a la limite lim (Cel_, /CEL, (e))=CL, /lim CeL,(e),
oo n n o = n
ol CQL, (2) est le sous—groupe de CgL, engendré par les classes des diviseurs

n
au-dessus de ¢, D 'apreés la proposition 7, les caracteres X_ et r;( sont donc

liés par les identités :
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ol IndG 1 est |l'induit &8 G du caractére de la représentation unité du

poo o0
L, . + +
sous—-groupe de décomposition dans I_OO/KOO de !l'une quelconque des places de

+ rd
Loo au-dessus d'une place donnée de K .
0. 0]

Par différence, nous avons donc
XLI _XKI‘ RégG=t'X,L; _XK|°RéQG]+ z X;+°pp+ .
o] oo ©0 00 p I 2 e} [o]
Et nous pouvons donc réécrire le théoréme 3 sous la forme :

Théoréme 3!. Sous les hypothéses du théoréme 3, |a composante imaginaire

¢ I__' (respectivement G K
o oo

non ramifiée p-décomposée maximale de Lo'O (respectivement de Ko'o) est un ZEEA]_

) du groupe de Galois de la g-extension abélienne

module projectif. LLes caractéres r-espectifsr;([_' et%%, des groupesE’Ll et
[0} oo oo

EK' regardés comme AxG-modules sont liés par |lidentité
oo
XLo:; - w=[XKC:° —w].RegG - Z+ Xp+ . pp+ ’

poo (o0} [e,0]

ol les différents termes ont l1a méme signification que dans le théoréme 3,

. N . . +
mais ou |a sommation porte ici sur |'lensemble des places p:; du corps Koo.

Corollaire, Avec les notations du théoréme, les caractéres respectifs des

groupes de Galois ’El—_ et ?f; regardés comme G -modules sont liés par
o0
I'identité :
~ — 3* L * L - ¥*
X|_ _<w71A|>-]G'—EXK —<w,1A|>]-RegG"Z+ <Xp+71A|>o Pp+-
oo] o0 poo oo [e o]

Application 3 (Formule de Kuz'min)., Sous les mémes hypothéses, les invariants

lambda imaginaires des p-groupes de ¢-classes ’él_ et fGK sont liés par |liden-
tité : 0 %
~ — ¥* e - 3 .
)\.L —<UJ, 1A|>_[)\K —<w, ]A'>][L°° 'KOO]_ Z+(d$+ (LOO/KOO)_ ]),
oo [e 0] o [o.e]

ol la sommation porte sur les places du corps L; décomposées dans |'exten-—

+
sion quadratique L. /L, et I'indice d_+(L_ /K ) est |'ordre du sous-groupe
o 0o epoo oo 0

+ ) .
de décomposition de la place ‘,poo dans la p-extension galoisienne Loo /Koo .

Nota. Aux places étrangéres a p, on a d‘p;(Loo/Koo) =e‘p;(Loo/K°o), comme expli-
qué plus haut,
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