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Extensions diédrales de degré 24 ( 4 premier >5)

contenant un corps quadratigue imaginaire euclidien

et ordres monogénes

par Jean COUGNARD

Introduction .

Soit N/K une extension algébrique de degré fini de corps de
nombres ; ZN et ZK désignant la cloture intégrale de Z dans chacun

de ces corps , on dit que Z,, est Z -monogéne s'il existe un élément

K
§ de N telque Z =2 [6] . On se propose de démontrer :

Théoréme , Soit K un corps quadratique imaginaire dont 1'anneau des en -

tiers Z _ est euclidien et N/@Q une extension diédrale de degré 24 ( 4

K
premier > 5 ) contenant K , alors ZN n'est pas ZK—monog‘ene , sauf
eventuellement pour une des extensions diédrales de degré 14 contenant

@ (j) et de conducteur relatif 72 x 43 .

Rappels .

Désignons par w le nombre des racines de |'lunité contenues
dans K , Dans un travail précédent [Co] on avait utilisé la méthode dé-
veloppée par M,N, Gras ( [G1], [G2] ) pour les extensions abéliennes
de @ et on avait démontré les résultats suivants ( avec les mémes nota -
tions ) :

Pour que ZN soit ZK— monogéne il faut :

-  soit que N/K soit non ramifiée ,

- soit que p=w4+ 1 soit premier et que au plus les idéaux au -
dessus de p soient ramifiés dans N/K

- soit que w =4 , L=15 et seuls les idéaux au-dessus de 5 soient
ramifiés dans N/K ,

- soitque w =6 , L= 7 et seuls les idéaux au-dessus de 7 ou 43
soient ramifiés dans N/K ,

On va décomposer la démonstration du théoréme en deux parties,
Dans la premigre on suppose que le discriminant A( N/K) de N/K est la
puissance d'un idéal premier de Z ; dans la seconde on suppose que
w=6,4=7 et AN/K) =(7% x43)% ,
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Dans la premiére partie de la démonstration on a soit p=w &+ 1
premier , soit w #2 et 4 =w + 1 premier , Notons par q le nombre pre-
mier égal soit & p, soita & tel que A(N/K) soit une puissance de q .
On se place dans une situation un peu plus générale que celle de I'énon -

cé et on fait les hypothéses :

H1- le nombre de classes de K est premier & %
H2- les idéaux premiers de ZK au-dessus de g sont princi -
paux

H3- K=a(,/-d), dentier >0 avec d %19 (24) .,

Remarquons que les corps quadratiques imaginaires dont ['anneau
des entiers est principal sont les @(,/~d) avec d =1,2,3,7,11, 19, 43,
67, 163 et que parmi eux seuls ceux ol d # 19 (24) ont un anneau d'en -
tiers euclidien ,

Le discriminant A(N/K) est la puissance ( £-1)-2&me d'un idéal
f engendré par un élément de Z et norme dans N/K d'un idéal entier &
de N , Par ailleurs si Z, = ZK[e] , il est facile de démontrer que
F=(06-0(p)) ol 0 désigne un générateur de Gal(N/K) .
Pour démontrer le théoréme , il suffit de prouver que & n'est pas prin -
cipal et pour cela de constater que le Frobenius de I'idéal & dans une
extension non ramifiée de N n'est pas réduit a |'élément neutre ,

Dans les paragraphes 3 , 4 ,5 on traite le premier cas , Ilidéal f§
est engendré par le nombre premier q et les hypothéses H1 , H2 , H3

sont supposées vérifiées ,

Problémes de ramification ,

Lorsque q=4=w + 1 avec W # 2, il est évident que q est dé-
composé dans Z . Ecrivons qZK = q,q,; ces idéaux sont sauvage-

ment ramifiés dans N/K et A(N/K) = ( q]z qg){_ !

N/K est égal & q? qg et N est inclus dans le composé des extensions
(o) )
K /K de conducteur q; et de degré 4 .
Si p=w4d+ 1 est premier et A(N/K) = p'{’"1 , Hidéal p n'est

, le conducteur de

pas ramifié dans K/@ , sinon il serait totalement et modérément ramifié
dans une extension non cyclique , Montrons maintenant que p n'est pas

inerte dans K/@ ., Si p était inerte dans K/@ , le degré de la 4-exten-

sion de K de conducteur p serait égal a la f-partie de %Bl- (¢ in-

dicateur d'Euler généralisé ) or -CP-\S-F)— = 4 pt1) . Cette extension est



-3-

composée de K et du sous-corps réel maximal de Q(p) , elle est abé -

lienne sur @ , On peut donc écrire qZK = q, 9, € N est inclus dans le
(q ) 172

composé des extensions K i /K de conducteur q; et de degré ¢,
Sig=4 (resp. gq=p=w 4+ 1) on note K, (i=1, 2) llexten-

sion de K de degré L et de conducteur qiz (resp. qi) et L = K] Kz .

On constate que L est aussi le composé de N et de I_] , l'extension cy-

clique de @ de degré premier 4 dont le discriminant est une puissance

de q ,

§4 Démonstration de la non - monogénéité dans le premier cas ,

Admettons le lemme suivant dont la démonstration est reportée

au § 5,

Lemme 1, Si les hypothéses H1 , H2 , H3 sont vérifiées et si § est une

puissance d'un nombre premier de Z , 1lidéal a4 (resp. qz) est inerte

dans Kz (resp. K]) .
On peut alors démontrer la proposition :

Proposition 1, Le 4-nombre de classes de N est égala 1,

Démonstration : Si ce nombre était multiple de .Lz , 4 diviserait le nom-

bre de classes de L , D'aprés le lemme 1, un seul idéal est ramifié

dans L_/K1 ; I'application de la formule des classes ambiges ( [C])
montre que 4 divise le nombre de classes de K] . Comme un seul idéal
est ramifié dans K ]/K on peut & nouveau appliquer la formule des clas-

ses ambiges ce qui donne une contradiction avec Ithypothése Ht ,
Soient qi' les idéaux premiers de Z  au-dessus des idéaux q;.

Proposition 2, Les idéaux qi' ont méme image dans la 4 -composante du groupe

des classes de ZN .

Démonstration : Soient H le corps de classes de Hilbert de N , # le

groupe des classes de N , L'application d'Artin induit un isomorphisme

entre la 4-composante de ¥ et Gal (L/N) qui est celle de Gal(H/N) ,
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4

A Il'image d'un idéal premier P de ZN correspond [lautomorphisme de
Frobenius (%} . Les idéaux qi' étant inertes dans L/N , leurs ima-

ges dans ¥ engendrent sa 4 -composante , Montrons qu'elles sontégales:
Si T est un élément dlordre 2 de Gal(N/@) ona T q'] = q'z et T opére
trivialement sur Gal (L/N) par automorphisme intérieur puisque L = Nl_] 5
on en déduit :
(L(N\ L(ITI>= T(L(l'\J>T L(N)
TQq q
1 1
Par I'hypothése H2 , qi' est d'ordre 4 dans ¥, & dont la classe

est le carré ou la puissance quatriéme de celle de qi' n'est pas principal,

Démonstration du lemme 1 ,

L'idéal a, étant principal est décomposé dans le corps de classes
de Hilbert de K , le degré 4 de K /K étant premier au nombre de
classes de K , pour que q ne soit pas mer‘te dans K /K , il faut que
q, appartienne au rayon modulo q, ( q2 sig=12).

Si K=@(,/-d)avec -~ d #1 , Pour que q, appartienne au
rayon modulo q, il faut et il suffit que :

—(a+bJ d) avec a+b,-d 1 (a-b,/~d) a,bez
ce qui lmpltque (a -1) +db% =0 (a2+db2) avec q = a? + db2

I1H

ceci équivaut a 2a-1=0 (a2+db2) .
= 0 étant impossible envisageons d'abord a >0

la congruence implique 0 <a2 <2a -1 ce qui est impossible ,

Si a< 0 , en multipliant par -1 et en changeant de notation ,
on est conduitd 2a+ 1 =0 (a2+db2) avec a >0
ce qui donne a2 <a2+db2 < 2a+1
ce qui impose (a-1 2 <2 avec a entier , a >0 ,
On en déduit soit que a = 1 ce qui donne q = 3 soit a = 2 qui donneg =5,

La conditionp = 24+ 1 avec 4 premier , 4 >5, nous conduita q= 4=35,
a=2, b= t 1, d=1, Onestalors dans le cas ol le conducteur est qg
ce qui conduit aux congruences

241 =17 ((2-1)%) 0<r <3
dont on vérifie immédiatement qulaucune n'est satisfaite ,

il résulte de ceci que si q, est décomposé dans K, clest que

(4) . La condition q, appartient au rayon modulo g, donne :
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a+b —-AZ—_]; -d _

qui conduit a :
2 2 2 2
b bd” b db _ b db
(a—1—2>+4 0 ((—2> +—4——> avec q—<—§> +T

soit 1-2a+b =0 (az—ab+bz_.__(lzd)>.

(a_b——ﬂlz ‘d> a,bcz

I
—

n

Etudions cette congruence suivant le signede 1 -2a+b ,
1) Si 1-2a+b <0 lacongruence s'écrit :
2

l—2<a-%>s—<a—%>z—97?— <0

b2 b
ce qui donne 0<<a—-27> <2<a—§>—1

soit
b 2
[Ca - —2->— 1 ] < 0 ce qui est impossible ,
2)Si 1-2a+b >0 onobtient :

M 0<(e-8) < (-5) + % < 1-2(a-§)

2
: b b
dlou <a-z>+2<a-z>—l<0

soit _]£5<a%<ﬂ-5—

2
. . . s - b 1 b
ce qui , joint & la condition de départ a - 3 <7 > donne pour a - 5
les valeurs -3 -1, —-;- , 0 . Etudions chacune de ces possibilités:
. b . . N 2 N
a) Si a -5=0 les inégalités (*) donnent 0 <db“ <4 qui joint a
. _ 2 . . . . b
d =3 (4) impose d=3, b“ =1 ce qui est impossible puisque a - =0
implique la parité de b ,

b) Si a —-g- = —% , b est impair et les inégalités (*) donnent
O<db2 <7 ce qui jointa d =3 (4) conduit & b2 = 1, d=3o0u 7,
Pour chacun de ces cas on a

.0) b=1,d=3 alorsa=0 eta+buu=_]+2 =3 qui est
une unité et donc ntengendre pas un idéal premier ,
.B) b=-1,d=3 alors a=-1, a+buw=-1 —_]; =3 est

encore une unité ,
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.y) b=1,d=7alors a=0, a+bw==1F4=T  gont Ia
norme 2 devrait &étre un nombre premier impair . _
.8) b=-1,d=7alors a=-1, a+by=-1 —‘]; =7
a encore pour norme 2 ,
c) Sia- —2- = -1 les inégalités (*) deviennent 0 <db2 <8 on trouve
d = 3 ou 7 ce qui ne convient pas du fait de la parité de b ,
d) Si a —%=—% , b est impair , les inégalités (*) deviennent
O<db2 < 7 ce qui impose bz=l , d=3 o0u 7,

.a) b=1,d=3 alors a=-1, a+buu=-1+“'—”;Até
qui donne g = 3 ce qui est exclus ,

+.B) b==-1,d=3 alors a=-2, a+bw=-z_:L/—'-§-

2
qui donne aussi q =3 ,
.Y) b=1,d=7alors a=-1, a+bw=—l+-‘—]%—5tl- dont
la norme est 4 alors que ce devrait &tre un nombre premier impair ,
.8) b=-1,d=7 alors a=-2, a+b(.u=—2—_]+2 =7 dont
{a norme est également 4 ,
. _ . . _b+1 .
3)Si 1-2a+b=0, b est impair et a= > , on obtient
1+b./-d N . s
at+bw= 5 avec b impair ., Le nombre premier q est égal 3
1 +db2
4 .
a) Sid=3,q=7=4, b=1%3 ce qui donne les idéaux de @(])
au-dessus de 7 , Dans ce cas |le conducteur est qg , il faut , en fait ,
— 2
regarder les congruences 123 =3 =(-j)" ({%ﬁ_—_ﬁ_> > ,

0 <r <5, dont on vérifie qulelles n'ont pas de solution ,

b) Il reste & envisager q=p =24+ 1 ce qui nous donne :
db2=8 L+ 3, comme b est impair , on en déduit d =3 (8) .
Si on regarde 1'égalité modulo 3 :
db? = 22 (3) , comme L >50na b0 (3) , Par conséquent :
d=24(3) ; comme 24+ 1 est premier 4 =2 (3) ,

On obtient facilement d =3 (8) et d =1 (3) soit d =19 (24) ce qui est

il

interdit par I'hypothése H 3 ,
Pour terminer la démonstration du théoré&me , il reste & étudier
les extensions diédrales de degré 14 contenant @Q(j)= K , le conducteur

de N/K étant 72 x 43 .
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Extensions diédrales imaginaires de degré 14 et de discriminant

37 (7% w43)12
On écrit 7Z[j]=£] £, avec £]=(1 -2j), £2=(3+2j)

43 Z [j]=», avec p,=(1-6j), p,=(7+6j)

Pa
(%) 22 () (py)
et on considére les corps K , K , K , K ; le composé
L. de ces corps est une extension abélienne de degré 74 de @ (j) dont le

groupe de Galois estdutype (7,7,7,7), clest le corps des genres des ex -
tensions diédrales de @, et de discriminant 37( 72 X 43 )]2 . Soit N une
telle extension , on note p'] (resp. p'z , £'1 , él'z) Ilidéal de Z , au -

dessus de pl (resp, pz , £1 ) &2 ) , pour démontrer que ZN n'est pas
ZK—monogéne il suffit de démontrer que I'idéal ambige | = ( £'] &'2 )2 pa p'z
n'est pas principal ., L.e principe de la démonstration reste e méme ;
on considére I'image de | par I|lapplication d'Artin dans le groupe de

Galois de llextension H/N (ol H est le corps de classes de Hilbert de N),
L'idéal | est principal si et seulement si cette image est |'élément neutre

et on a un premier renseignement en étudiant sa restriction a L. .

Lemme ., L'idéal | n'est principal que pour au plus un corps .

Démonstration : La restriction a L de Ilimage d'un idéal premier P par

I'application d!'Artin dans Gal( H/N ) est égale & |'lautomorphisme de

Frobenius ('—‘m>. Il suffit donc de démontrer que < 3 LZ/N > #1,
’ 24 25° by

Précisons tout d'abord la structure de Gal(L/K) , Soit I

Q‘esp. 1 pz , ';;]

dans Gal (L /K ) et o, ( resp, Oy s Vy s Vy )  un générateur de 1 0
1

1
. .
, l£2> le groupe dl'inertie de pl (resp. pz, él] , £2)

(resp. 1 , | , 1 >. On peut fixer sans ambiguité ces généra-
P’ T dy7 Ty
(£2)
teurs , On sait que £2 est inerte dans K e On pose donc
(£2) (£2)
2, = (K K > .
) <

Vi, (8 9 > et vy (¢
/K 1 2 /K 2



Rappelons que la conjugaison complexe T opére sur Gal (L/N) et sur le
groupe des idéaux fractionnaires de K ; les propriétés fonctorielles de
Itapplication d!'Artin montrent que T vy T= Vg

(p

De méme est inerte dans K | /K on pose :
o )

(p,) (p,)
OI/K(p )=<-K——-F_2L'§_> et OZ/(b =<K—t_)_]&>

on en déduit TO,T= 0,y .

On peut vérifier sans trop de difficulté les congruences suivantes :

(3+2j)55—(1—6j) (£2) (3+2j)3s—,|2(7+6j) (;:f)
(7+65)3 =-2(1-2j) (pl) (7+6j)4z—(3+2j) (p,)
D'olu I'on déduit
(£ 2) (£2)
K [ K 3
; =V 2y
( ) 1/ (5: ) ( Py > I/K(él])
(p])
( . K [KN _ 4
( >—Ol (p,)° ( 9 >—°1 (p,)
/'« 2 /' P
et au moyen de la conjugaison par T :
(& ) (£2)
K /K 3
= \) H =V 2, ;
( > 2/ (é: ) ( p] > Z/K(Slz)
__L_ _ __/_
( > Oz/ (p,) ( ) 2 (pz) .

On est maintenant 3 méme de déterminer les groupes de décompo-
sition des idéaux p; et S, dans L/K , On pourra alors déterminer les

automorphismes de Fr'obemus des idéaux pl, £' au-dessus de b s 'S:i
dans Gal(L/N) , Soit D, le groupe de décompos»tlon de <, dans
1
(£2)

Gal({L /K ! ) ; pour tout corps M, KcMcL , tel que £, ne soit pas
(&: ) (£2)

ramifié dans M/K et = (EZK———> ol I, est I'idéal premier de K !
1



au-dessus de .SZ] , ona:

(N szK (I]—)>

K /K

(s,

H = = 3- = 4
Onendédu|tdoncu/(£§) vz,u/(pl) 01’“/(132) o, et
K
3
1

N B

par conséquent | = Vo,

0. o L& groupe D£ est donc engendré par

1

1134 . X ‘i de

Vi et Vp 0,05 « Par conjugaison le groupe de décomposition D£
2

3

£, dans L /K est engendré par vy et v, 0? Oy e

2
Procédons de la méme maniére avec p; » Soient B, I'idéal au -

(p,)

(p,) 1

dessus de p] dans K L et u= <5§%—-> , pour tout corps M,
1

K cMcL , telque p, nesoitpas ramifié dans M/K , ona :

() - (M)

“ 3
/M N (p.) (ip])
1/K
On a donc :
l =g ) =v5 o) =v3 dioll u= o \)5\)3
? b [
I o,) 20 T g T T g2y 2 27172
K K
5 3 . .
Le groupe Dp est engendré par 0, et 0, V; Vo § par conjugaison le
1
. 3
groupe Dpz est engendré par O, et Gy Vy Vg o

Le composé des extensions diédrales de @ contenues dans L est
le sous-corps de L invariant par 0,0, et ViV, ; l'extension diédrale
dont le conducteur sur K est 72 { resp, 43 ) est également invariante
par oy o, (resp. \)] ) \)2) ; le groupe de Galois de L sur cette ex -

. -1
tensno;\ est engendré par ViVgs 0,0,, 0,0, (resp. 0,051 VqVy
v \)5 ) . Il y a donc six extensions diédrales de degré 14 , contenant
@ () et dont le conducteur sur @{j) est 7z . 43 ; ce sont les corps Ni
\ . . -1 i -1
ou Ni est le sous-corps de L. invariant par 0102’ \)1\)2, ViVy 0410,
(1 <i<6).,
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Soit P un des idéaux P, &g et P! I'idéal premier de N. au-

dessus de P, Pour tout corps M , KcM clL , tel que P ne soit pas

L./Ni
ramifié dans M/K , on a T)/M = ( N?ML/I;—(—,D—,’> = (Mq}&>.

L/N. a b . .. C
. £ f - = -1 i -
Si on écrit _—£'1 > I <v1v2> (o] 02> <\)Iv2 o] o,

= o? donc b+ic =3

on a: “/(£2)=V2 donc a-c=1, p/( \
2 P
K K
4 .
u/ =0, donc b-~ic =4
(p,)
K

ilenrésulteque b=0, c=3i%  a=1 +3i* ot i¥ est Ilinverse de i

modulo 7 . Par conséquent :

L/N/S 2% 3 4 L/N 1-i*g
T TV 29192 et (.5:'2 = Vi Vg

L/Ni>= a+c a-c b+ic b-ic
2 9 92

De la méme maniére, si p=< o vy
1
on a M =\)5 donc a+c=5; pu =\)3 donc a-c =3
; —c =
/(g2 /(53 2
K K
vl =0, donc b-ic=1 ,
/<p2)
K
il enrésulte a=4, c=1, b=1+i et:
C—/Ni>= L5312 (L/Ni>= L35, 2
! 1V2 % 2 ph 1 V29192 .
L'automorphisme de Frobenius associé a (S'I &'.'2)2 p; p'z est :
5-2i% 5-21% 2+21 2+2i
v Vo, o 0,
il est nul si et seulementsi 1 =6 ,
Ce qui donne au plus un corps pour lequel I'idéal | peut &tre

principal , Remarquons que :
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SR- (S e (G- ()’

et qu'!il y a donc des classes ambiges dans le genre principal ,
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Addenda

Dans la démonstration du lemme 1 (§5 ) un cas a été oublié au point 3),

Il faut ajouter : 2
. 1+ db . .
c) Sid=3, gq=61+1 |'égalité de q avec —Z— — avec b impair

conduit a b—;-]— . P%l =2 1 ce qui est impossible avec £ >5 ,
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