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Soient K un corps , K une c lôture séparable de K et Q < = G a l ( K / K ) le groupe 
de Galo i s de K sur K . So i t v un ent ier i n v e r s i b l e dans K. On suppose que K 
contient le groupe y, de r a c i n e s v - i è m e s de l'unité. S i a ç K , on note (a) 
l 'élément de H 1(f iK > Z/vZ) défini par 

, j / v w j / v _ „ (a)(uu) uu(a ) / a - uuç n K 

où ^ est l a r a c i n e primitive par laquel I e on ident i f ie |j, à Z / v Z . On dé-
duit d'un théorème de Merkurjev et S u s l i n (cf. [ M - S ] (11 .5 ) ou [ S o ] 1 .3) que 
pour tout élément e du noyau Br^(K) de la mult ipl icat ion par v dans le groupe de 
Brauer de K, il e x i s t e des é léments a ,̂ b^, i= 1, . . . , n, dans K tel s que l'on ait 

n 
e = 2 (a , b. ) 

i=1 1 

avec 

(a, b) = (a) ^ (b) a, b Ç KX 

où <~< dés igne I e cup-produit 

H 1 ( 0 K , Z / V Z ) X H 1 ( n K , Z/vZ) H 2 ( f i K , Z / V Z ) ^ Br (K) 
induit par la multiplication dans 

/ 

On s e pose i c i la quest ion suivante : qu'advient- i l quand on remplace K/K par 
une ex tens ion ga lo i s i enne f in ie E / K de groupe de Galois G ? L e s é l é m e n t s de 
H (G, Z/vZ) s ' é c r i v e n t - i l s en fonction des é léments de K, et comment ? P l u s 2 
généralement, s i p d iv i se v, comment l e s é léments de H (G, Z/pZ) s e décom-
p o s e n t - i l s ? Nous a l lons répondre à cet te question lorsque v es t la pu i s sance 
d'un nombre premier p quelconque, v = p m , m > 1 , et G un p-groupe abélien 
d'exposant p m . 
Dans l e s s e c t i o n s 1 et 2, on c o n s i d è r e un tel groupe G en tant que groupe ab-

2 
strai t . A toute c l a s s e e Ç H (G, IF ), F = Z/pZ, on a s s o c i e deux applications 

* P P ĵ. 
e„ et g qui c a r a c t é r i s e n t e : la donnée de e équivaut à ce l l e de e» et e (cf. 
(2. 3. l )) . L a méthode c o n s i s t e a l o r s à étudier l e s p r o p r i é t é s de e^ et e puis 
à l e s traduire au niveau des c o c y c l e s . A part ir de la s e c t i o n 3, G est r é a l i s é 
comme groupe de Galo i s d'une p - e x t e n s i o n abél ienne E / K . On prouve que cha-

2 e que c l a s s e e de H (G, F ) s e décompose en sommes de cup-produits déf inis P 
par des é léments de K qui sont des p u i s s a n c e s p - i è m e s dans E . Mais à la dif-
f érence du résultat p r é c i t é pour K / K , c e s décomposi t ions mettent en jeu deux 
cup-produits dist incts au lieu d'un seul dans le groupe de Brauer de K. L e s 
tro is p r e m i è r e s s e c t i o n s f o u r n i s s e n t en part i cu l i er l e s démonstrations de plu-
s i e u r s a s s e r t i o n s é n o n c é e s dans le chapitre 5 de [My l ] ou dans [My 2 ] . L a 



sect ion 4 es t la plus or ig ina le de cet ar t i c le : on y m et en lumière une notion 
d'unicité non o b s e r v é e jusqu'a lors : l e s décomposit ions numériques d'une c l a s -
s e donnée s e réduisent toutes à un unique type parmi seulement quatre types 
p o s s i b l e s de décomposi t ions (ce ne sont pas ceux de [My 1] p. 102). Ceci 
permet de par l er "d'espèce" de c l a s s e s de cohomologie. Toute c l a s s e g a une 
e s p è c e et une seu le . 

1. L E S A P P L I C A T I O N S 6 # et e . 

Dans toute la suite , p dés igne un nombre premier quelconque et G un p-groupe 
abélien d'exposant p m , m> 1, de nombre minimal de g é n é r a t e u r s d. 

1. 1. L e s applications b i l i n é a i r e s e^ • 
o 

Pour toute c l a s s e e€ H (G, IF ) posons P 
t 

e* = z - z 

où z es t l'un quel conque des 2 - c o c y c l e s représentant e , et l z le 2 - c o c y c l e 
t 2 2 défini par ( z)(A, T) = z(T> O), (FF, T)€ G . Soi t z t . A G ) le F - e s p a c e vec tor ie l ait 2 

des appl icat ions b i l i n é a i r e s a l t e r n é e s sur G. On sai t que | t(G). Notons 
1 2 / Ext (G, F ) le s o u s - e s p a c e de H (G, FF ) const i tué des c l a s s e s r e p r é s e n t é e s 

par un 2 - c o c y c l e z symétrique, i . e . , tel que *z =z . O n a la suite exac te 
sc indée 

0-» Ext 1 (G, F ) < > H2(G, FF ) -»^ 2
l f (G) 0 (1. 1. l) p P ait 

L e s dimensions sur F sont l e s su ivantes P 

dimH2(G, FFp) = (cf. [ J ] p . 169), dim t(G) = ^ J L ? ( 1. 1. 2) 

dim Ext 1 (G, F ) = d. ( 1 . 1 . 2 a ) P 

1 .2 . L e s appl icat ions c n . 

Lemme 1. So i t H un groupe abélien (non néces sa i rement un p-groupe) opérant 
trivialement sur F . 

P 2 
( i ) S i p =2, on a, quel que so i t un 2 - c o c y c l e z ç Z (H, F ^ ) , 

ry tj 

z ( c , T ) = z ( 0 , O ) + Z ( T , T) + Z(CTT, U T ) + z ( A , T ) + Z ( T , CT), 

et pour tout v Ç N- { 0} 

„ /. 4 V - 1 4 V - 1 4 V - 1 „ 
z ( o 4 v , T V ) = S z (a u , o)+ S Z ( T ^ , T ) + Z Z ( / A O T ) (o, T) € H 2 . 

M,= 1 = 1 M--1 



( i i )Quels que soient p et un 2 - c o c y c l e symétrique f ÇZ (H, IF ), on a pour 
tout v € N- {0} 

(2v+l)f(a, T ) + 2 E V f ( 0 | J ' T ^ , a T ) = f ( a 2 v + 1 , T 2 v + 1 ) + 2EV f ( c A CT) + V f ( A T) a, TÇ H. 
M-=0 (1=1 M, = 0 

Démonstration : (i) De l' identité de définition d'un 2 -cocyc le , on déduit que 
pour tous rÇ KL- {0} et CT,T€ H 

r\_L i r r \ - i r \ U. i r+1\ 

z(a , T ) + z(CY T , 0 1 ) - Z(T , CT T) + z ( A , A T ) 

Z(T , T ) + Z(T , CT) = Z ( T , O) + Z ( T , CTT). 
2 Soit e la c l a s s e de cohomologie de z. Comme e„€a£ . (G) * ait 

z ( T r + 1 , CT) + 2(CT, T r + 1 ) = (r+1) S # I T , a) 
i. e. , 

z ( T
r + 1 , CT) = z(CT, T R + 1 ) + ( R + L ) z(T , CT) + (r+1 ) z ( A , T ) . 

D'autre part, 

z(CTr, a) +z(CTr+1, T R + 1 ) = z ( A , T R + 1 ) + z ( A R , CTTP+1). 

La sommation des deux premières éga l i t é s conduit a lors à la relation 
1 p^ 1 p p p p P P 

Z(CT , T ) = z ( G , CT)+Z(T , T)+Z(CT T , A T ) + z ( C T , T ) + R z ( T , C)+(r+l) z(cr, T ) . 

L e s éga l i t é s cherchées s'obtiennent directement à partir de là en faisant r= 1 
pour la première, et en raisonnant par récurrence sur v pour la seconde. 

(ii) On a toujours 

( 0 ) f(cr, T ) +f( 1, CTT) = fU , T ) +f(a, T ) . 

De l'identité de définition d'un 2 - c o c y c l e et de la symétr ie de f, on déduit que 

(r) f(0, T)+f(CTrTr, 0T)= f(CTrTr, T ) + f ( T R + 1 C T R , CT) r ç K! - { 0} . 

Sommons membres à membres l e s éga l i t é s (0) et (r) pour r variant de 1 à 2v. 
Le membre de gauche est directement celui de l'énoncé. Pour obtenir celui de 
droite, il suffit d 'ut i l i ser à chaque pas la relat ion 

ftp, p')+f(pp' , p") = f(p', p")+f(p'p", p) (p, p', p")<= H 3 . 
q. e. d. 

Revenons au p-groupe abél ien G d'exposant p m . Notons G ^ le sous-groupe 
de G des él éments d'ordre divisant p n , n=l , . . . , m . Pour toute cl a s s e de coho-

2 ^ (n) mologie SÇH IG, F^) , soit e n l 'application de G dans F p définie par 

e*lY) = £ n G ( n ) n = l , . . . , m 
^ modp 

où z est l'un quel conque des 2 - c o c y c l e s représentant e . 



Propos i t ion 1 : L o r s q u e p = 2, e e s t une forme quadratique du 2 - e s p a c e vecto-
( 1 ) riel G . Dans tous l e s autres cas , c ' e s t - à - d i r e s i p = 2 et n = 2 . . . m ou si 

/ 1 * 1 (n) \ P r 2 et m, on a e n 6 H (G , Ĥ p'» 

2 
Démonstration : Pour un 2 - c o c y c l e zÇ Z (G, Ĥ p)» o n s a i t ci1-16 z ( 1 > 1 ) = z( 1, y), 
y € G . Quand p = 2, il suff it donc d'ut i l i ser le lemme ! (i). Quand p ^ 2 , on a 
la décomposition en somme directe 

Z2(G, F ) = {fÇ Z 2 ( G , F p ) / *f = f} ©=£ 2
| t(G). 

La proposi t ion dans ce cas résu l te a lors directement du lemme 1 (ii) q. e. d. 

Du point de vue des extens ions de groupes , l ' interprétation des formes s^ et 
est la suivante . F i x o n s - n o u s une rac ine primitive £ p dans le groupe des 

rac ines p - i è m e s de l 'unité (cas part icul ier de ( 3 . 2 a ) ) . L e groupe s ' i~ 
dentifiant à (j, , on peut convenir que l e s ex tens ions de G par F p s ' écr ivent 

0 » FF H > U — G » 0 
P 

v • » CV 

Soient {u^ Ç U / T T ( U ^ ) = y , Y 6 G} une sect ion de G dans U , z le 2 -cocyc l e qu'el le 

définit par u u = R Z ( A ' T ^ u ( A , T ) € G 2 , et e la c l a s s e de z dans H2(G, F ). 
0 T P CTT P 

On a : 
_i _i ew(TT(u),rr(v)) _ 

u v u v = £ p (u, v ) ç U . (1. 2. |) 

On en déduit la suite exacte 

0 * FF —-—> Z(U)—* Z ( U ) > rad e >0 (1 .2 . la) 
P * 

où Z(U) désigne le centre de U et r a d e ^ le s o u s - g r o u p e de G des é léments 
a tel s que e„ (a, y) = 0 pour tout y £ G ; on dira que rad e est I e "radical " de r_\ * 

D'autre part, s i uÇU es t tel que TT (u) Ç G on a 

n e*(rr(u)) u = C^ n = 1, . . • , m. (1. 2. 2) P 

1. 3. Définition des appl icat ions e . 
Nous dirons qu'un p-groupe es t "p m -abé l i en é lémentaire", mÇ|M-{0} , s i et 
seulement s ' i l est abél ien et s e décompose en produit d irect de groupes c y c l i -
ques de même ordre p m . 



Lorsque notre groupe G est p m - a b é l i e n é lémentaire , on p o s e simplement 
* * 2 v e = e e ç hr (G, IF ). m p 

Dans le c a s g é n é r a l , on sait que tout p -groupe abél ien s e décompose en pro-
m . 

duit direct de groupes p x - a b é l i e n s é l é m e n t a i r e s G^ . En indexant l e s Ĝ  par 
exposant cro i s sant , on a pour G d'exposant p m 

g 
( 1 . 3 . 1 ) G = x G . , 1 < m. < m. <m = m s i 1 < i < j < g . 

1=1 1 I J g ~ 

L e s nombres g et nr, i = 1 , . . . , g , ne dépendent quemde G. P a r contre , il y a 
en général p l u s i e u r s choix p o s s i b l e s des groupes p 1 - a b é l i e n s é lémenta ires G .̂ 
Auss i nous f i x o n s - n o u s une f o i s pour toutes la décomposit ion (1. 3. l) ; ce s e r a 
la "décomposi t ion de r é f é r e n c e de G". 

2 
Définition 1 : P o u r toute c l a s s e e Ç H (G, H^p)» on p o s e 

g 
S * = i n f G . , G C ( r e S G , G . e ) * ] ' i=1 i ' i 

Dans cet te somme, r e s _ _ dés igne I a r e s t r i c t i o n cohomologique. D'après la G , 
(m.) ^ 

proposi t ion 1 pour G. = G. 1 , on a ( r e s _ e) f H (G., F ) sauf si p = 2 et 
1 1 VJ7, 1 P 

m , = 1. L' inf la t ion i n f _ _ es t donc c la irement déf inie , sauf dans ce dernier 1 G i , G 
c a s où el le a le s e n s suivant. 
Notons O(G) le F _ - e s p a c e vector ie l des appl icat ions Q de G dans F t e l l e s & 2 
que 

Q(<JT) =Q(c) + Q(T) +Q*(a, T) a , T € G 

où Q es t une forme b i l inéa ire a l t ernée sur G. De même so i t £i(G ) l ' e s p a c e 
( 1 ) , 

des formes quadratiques du 2 - e s p a c e vec tor i e l G . Nous d é f i n i s s o n s l ' inf la-
tion de Gj à G d'une forme quadratique QÇO(G^) en posant 

9 

(inf _ Q. ) (y) = Q(y mod G ) yÇ G, G, = X G , 
l' 1 1 i=2 1 

ce qui induit l 'applicat ion l inéa ire inject ive 

inf _ : a(G .) » O(G). ( 1 . 3 . 2 ) G j, G 1 
Q I > INF 

G J , G 

La définition 1 es t maintenant complète. En vertu de la propos i t ion 1, 
» * > * 1 » (1 .3 . 3) Si p = 2 et m =1 , on a e ÇO(G ) ; s inon e € H (G, F ). 

I P 



Rem arquons cependant que s i r)Ç Ext 1 (G, IF ), on a toujours ( r e s G G r})* Ç 
H ^ G ^ F ) d'où n * ç H ' ( G , F p ) . En fait 1 

Propos i t ion 2 : Quel que so i t le p -groupe abélien G, l 'application 

Ext ' (G, F ) —^—» h' (G , F ) 
P * P 
ri i » TI 

est un i somorphisme de FF^-espaces v e c t o r i e l s . 

Nous al lons u t i l i s e r le résul tat général annexe suivant 

( 1. 3. 4) So ient H un groupe produit direct de h de s e s s o u s - g r o u p e s H. : 
h 1 

H= x K , et A un H-module tr iv ia l . P o u r l e s r e s t r i c t i o n s et in f la t ions coho-

mologiques u s u e l l e s , on a 

r e s M o inf = § id 1 < i , j < h n = 1 , 2 
H, H. H., H i j H ( K , A ) 

où le deuxième membre es t le produit du delta de Kronecker par l ' identité de 
H n ( K , A ). De même s i H es t un 2 -groupe abél ien 

r e s 0 inf = 6 id } 
' i j i 

où l ' e s p a c e Q(H.) et l ' inf lat ion inf , . sont déf in i s comme c i - d e s s u s . 
1 H . , M 

J 
Démonstration de la propos i t ion 2 : D ' a p r è s ( 1 . 1 . 2a), on a l ' éga l i t é des di -
mens ions sur F p des deux e s p a c e s de l 'énoncé . Il suff i t donc de prouver que 
l 'application es t inject ive . D a n s le c a s part icu l i er où G est cycl ique, ce la s e 
fait sans di f f icul té en util isant ( 1 . 2 . 2 ) . L o r s q u e G est p m - a b é l i e n é lémentaire , 
on le décompose en produit d irec t de groupes c y c l i q u e s H. d 'ordre p m : G = x H.. 

1 1 i = 1 1 
On déduit de ( 1 . 3 . 4 ) que tout s y s t è m e de c l a s s e s non nul les r^Ç Ext (l-L, FF p ) -{0} , 
i = 1, . . . , d , induit l e s b a s e s {inf G^i* 1<i<d e t * i n f H G ^ i ^ 1<i<d d e E x f 1 ( G ' F p ) 

i' i' 
et H (G,FFp) respec t ivement . L a conc lus ion dans ce c a s r é s u l t e a l o r s de ce que 

i=1 i i 
et de (1. 3. 4). Enfin dans le c a s généra l , on suit la même démarche en s e r a -
menant c e t t e f o i s au résul tat pour un groupe p m - a b é l i e n é lémentaire , q. e. d. 



2. DECOMPOSITION E N SOMME DIRECTE DE H2(G,FF ) . 
E. 

1 1 9 
Considérons le cup-produit ^ : H ( G , F j x H ( G , F j H (G,FFj obtenu via la 
multiplication dans F . Quels que : 
2 - c o c y c l e f . g où (cf. [ W ] p. 144) 

P , P P 
mul tiplication dans IF . Quels que soient f, g £ H (G, F ), f v^g est la c l a s s e du P P 

(f. g) (a, T) = f(a)g(T) (a, T)Ç G 2 . (2.1) 

On en déduit que pour tout n= 1, . . . , m 
n . \ n 

, ( v ) = !E n 

Donc : 

( f^g)*W> = ( p n ~ ^ ) p n f(Y) g(y) y 6 G ( n ) . (2.2) 

* # 

(2. 2a) Si p = 2 et n = 1, on a (f wg) = f g ; sinon (f ^ g ) p = 0. 

D'autre part, pour Ie produit ex tér ieur A, 
( f ^ g ) # = f A g . (2.3) 

2 
Soit < I m w ) le s o u s - e s p a c e de H (G, F ) engendré par l' image du cup-produit 

P 
D'après ( 1 . 1 . 2 ) , I a dimension sur F de <Im ^J) v é r i f i e l ' inégal i té P 

dim ( I m O > d ( d
2 ~ l } . (2.4) 

Dans la suite, nous allons devoir traiter séparément l e s s i tuations dist inguées 
par ( 1 . 3 . 3 ) . S i p = 2 et m^ = 1> autrement dit lorsqu'une décomposition de G en 
groupes cyc l iques comporte un groupe d'ordre 2, nous dirons que l'on est 
"dans le cas quadratique", et sinon que l'on est "dans le cas l inéaire". 

2. 1. Cas l inéaire . 
Comme p / 2 ou m ^ 1, il vient par I a définition 1 et (2. 2a) 

( f w / = 0 f, g € H 1 ( G , F ). ( 2 . 1 . 1 ) 
r-* 

On en déduit par Ia proposit ion 2, (2 .4) et (1. 1.2a), la décomposition en somme 
directe 

H2(G, F ) = Ext'(G,1F ) © < I m w > . ( 2 . 1 . 2 ) 

La suite exac te (1. 1. l) conduit a l or s à l ' isomorphisme de F - e s p a c e s v e c -P 
toriel s 

<Im ——> =£2| t (G). ( 2 . 1 . 3 ) 



Donc i c i (2. 4) es t une éga l i té 

dim (Im = d ( d ~ l ) . ( 2 . 1 . 4 ) 

D'autre part, pour toute c l a s s e e = ri + \ où r|Ç Ext ^ (G, IF ) et X€ ( I m ^ ) , on a P 
* •#• 

e = > e* = X* • (2. 1. 5) 

2. 2. Cas quadratique . 
Comme p = 2 et m ^ = 1, la décomposit ion de r é f é r e n c e ( 1. 3. 1 ) de G comporte un 
(et un seul) fac teur 2 - a b é l i e n é lémenta ire : le s o u s - g r o u p e G^ . Soi t 

. - g 
G = G / G ou G = x G. s i g > 2 . 

1 1 1 i=2 1 

On l a i s s e au lecteur le so in de v é r i f i e r que l'on a la décomposit ion en somme 
directe suivante 

H 2 ( G , F 2 ) = i n f G f G H 2 ( G 1 f F 2 ) © i r r f ê ^ H ^ . F ^ ® 
1 1 (2. 2. 1) 

© <inf Q ? G H 1 ( G 1 , F 2 ) ^ i n f ( x t G H ^ G , , FFg)) 

dans laquel le l e s deux premiers f a c t e u r s désignent l e s images des inf lat ions 
o 

i n f _ i n f ~ _ respect ivement , et le t ro i s ième I e s o u s - e s p a c e de H (G, FF„) G j, G G ^ G 2 
engendré par I 'ensemble 

{ in f G > G f w i n f £ > G f / f ç H 1 ( G l } F 2 ) , f ç H ^ G j . F ^ } 

où w es t le cup-produit exp l i c i t é par (2. l). 

Le c a s de Ĝ  étant l inéaire , on sa i t d 'après (2. 1. 2) que 

H 2 (Gj , F 2 ) = Ext 1 (G 1 , F 2 ) © <Im (2. 2. 2) 

où w est le cup-produit précédent quand on remplace G par Ĝ  . Donc toute 
c l a s s e e € H 2 ( G , FF2) s ' é c r i t 

n 

e = inf n e + i n f - r j + i n f - n X + S inf f . ^ i r t f * n f . ( 2 . 2 . 3 ) G ,̂ G 1 G ,̂ G G ,̂ G j = 1 G j, G J G ,̂ G J 

avec e 1 6 H 2 ( G 1 , F 2 ) , f | € E x t 1 ( G 1 , F 2 ) , Xç <Im et f ç H 1 ( G 1 , F 2 ) 

f j€ H1(G1 ,FF2) , j = 1, . . . , n. 

On v é r i f i e que 

(i nf r e , ) * = inf ~ ( e * ) ( 2 . 2 . 4 ) G^, G 1 G , G 1 



où le second membre es t défini comme en (1. 3. 2) ; de même 

( i n f G , G ^ * = i n f G G^*^' ( 2 . 2 . 4 a ) 

Il r é su l t e a lors de (2. 2. 3), (2. 2a) et (1. 3. 4) que 

6 = inf ( e J + i n f - (r) ). ( 2 . 2 . 5 ) G j , G 1 G , G 

D'autre part, s i G s ' é c r i t comme produit d irect de deux de s e s s o u s - g r o u p e s 
A 

H et H, d é f i n i s s o n s l ' inf lat ion de H à G d'une forme b i l inéa ire a l t ernée 
2 f 11 (H) en posant cl i C 

( inf, , _ f) (a, T) = f(a mod H, T mod H) (o, T)€ G 2 
M, O 

ce qui induit l 'application l inéa ire in jec t ive 

i n f H , G : 4 t ( H ) > 4 t ( G ) ' { 2 ' 2 ' 6 ) 

f , , i n f H ) G f 

On v é r i f i e que 

( i n f
G l , G e i>* = i n f

G l , G ( e i * , } U n f G , G = i n f G ( 2 ' 2 ' 7 ) 

Il ré su l t e a l o r s de (2. 2. 3), (2. 3) et ( 1. 1. l) que 
n 

C = inf _ (c ) + inf ~ - U J + E inf f a inf - f ( 2 . 2 . 8 ) * G ,̂ G 1* G ,̂ G * G ^ G j G ,̂ G j 

2 
2. 3. Condition n é c e s s a i r e et suf f i sante d 'éga l i té de deux c l a s s e s de H (G, F" ) . 

2 
(2. 3. l) Quel que soit le p -groupe abél ien G, une c l a s s e e de H (G,FF ) e s t 

* P 
nulle s i et seulement s i e =0 et e x

 = 0. 

Dans le cas l inéa ire ce t t e équ iva lence s e déduit de (2. 1. 5), de la proposit ion 2, 
et de (2. 1.3) ; dans le c a s quadratique, e l l e s e déduit de ( 2 . 2 . 5 ) , ( 2 . 2 . 8 ) , et 
de l ' in jec t iv i té des inf lat ions i n f _ inf ~ G j, G G , G 

L e s c l a s s e s e sont donc c a r a c t é r i s é e s par leurs appl icat ions a s s o c i é e s e et 



3. DECOMPOSITION NUMERIQUE D E H2(G, (F ) . 
EL 

On suppose maintenant que le p-groupe abélien G d'exposant p m est le groupe 
de Galois d'une p-extens ion abélienne E /K, où K est un corps de c a r a c t é r i s -
tique différente de p contenant le groupe p, des rac ines p m - i è m e s de l'unité. 

P 
Pour chaque facteur G^ de la décomposit ion de r é f é r e n c e ( 1 . 3 . l) de G, posons 
G. = G/G. i= 1, . . . , g; lorsque g> 2, on identi f ie G. au sous -groupe x G. . 

1
 d

 1 i < j ^ i < g J 

X A , 
Soit E^=E le corps des invariants de G .̂ On a la décomposi t ion en somme 
directe 

(K X n E X P ) / K X P = ® ( K X n E x p ) / K x p . (3. D 
i=1 1 

F i x o n s - n o u s une fo i s pour toutes une rac ine primitive Ç, Ç (j, dans K ; 
d'où l ' identif ication P P 

lg : u, — ^ Z / P m Z. (3. 2) 
P 

„n 
C ™ i * n 

m 
P 

On note 
m -n 

£ n = £ P
m n = 1, . . . , m. (3.2a) 

P P 

Si a est un élément du groupe de Kummer (KXfl E X p ) / K X p (ou de KX n E X p ) , 
2 

on dés igne par (a) l 'élément de H (G, FF ) défini par ^ P 

Y ( a . / p ) / a i / p = c ^ » y S G 

3. 1. Le symbole ( . , . . 

Quels que soient a, b Ç (K n E )/K , posons 

(a, b) = ( a ) E ^ ( b ) E 

où w est le cup-produit du début de la sect ion 2. L'inflation commutant au cup-
produit, on a pour toute s o u s - e x t e n s i o n E' /K te l le que a, bç (K fl E )/K 

( a ' b ) E = i n f G a l ( E ' / K ) , G ( a > b )
E ' ' ( 3 ' U 1) 

D'autre part, avec (2. 3) 

( l a , b ) E ) * = (a ) E A ( b ) E . ( 3 . 1 . 2 ) 

De (2. 1. l) puis (2. 3. l) on déduit ensuite que 



(3. 1. 3) Dans le c a s l inéa ire 

((a, b ) E ) * = 0 , (c, c ) E = 0 , a, b, cÇ (KX n E X P ) / K X P . 

Mais 

(3. 1.4) Dans le c a s quadratique 
i* [a, b ) £ J (y) = ( a , ) E W m o d ( b ^ ( y m o d G ^ YÇ G 

où a^ et b^ sont les composantes r e s p e c t i v e s de a et b dans ( K X f | E X p ) / K X p 

(cf. (3. l )) . En part icu l i er , s i m = 1, 

( (a , b ) E ) W ( Y ) = ( a ) E ( Y ) ( b ) E ( y ) Y € G. 

Cel a résul te de la déf init ion 1, de (2 .2a) , et de la définit ion de l'inf I ation d'une 
forme quadratique précédant ( 1 . 3 . 2). 

La valeur de (c, c ) E dans le c a s quadratique es t donnée en (3. 2. 9). 

3 . 2 . Le symbole ( ( . ) ) . 
Donnons d'abord la définit ion dans le 
Cas d'un groupe G p m - a b é l i e n é lémentaire (cf. 1. 3). En décomposant G en 
produit d irect de groupes c y c l i q u e s d 'ordre p m , on montre par la théor ie de 
Kum mer que 

(KX n E x p ) / K x p = (Kx n E x p m ) / K x p . (3. 2. D 
m 

Pour tout r Ç K X f i E X p , so i t (r) £ H (G, Z/p™ Z), l 'application définie m, tz. 
par 

, / m , / m (r) _ ( Y ) 
Y ( r l / P ) / r l / P = c m , E V 

m 
P 

Y e G. 

P r e n o n s l'image du c a r a c t è r e —j^(r)m ^ de G par le composé du cobord 
i o P 2 2 

6 : H (G, Q / z ) H (G , Z) et de l'homomorphisme canonique rr : H (G, Z)-»H (G,FF ). 
P 

En identifiant la c l a s s e obtenue à l'un de s e s c o c y c l e s , on a pour a, T€ G 

TT»(-S;< rL prW» T ) = T T ( 4 ; ^ L P^ T)-(P ) m _( O T) )) ( 3 . 2 . 2 ) \ m m , E/ \ m m, E m , E m, E > p ' p ' » 

où (r) ,_ e s t un relèvement de (r) à Z . On en déduit en part icul ier , avec m , E m, E K ' 
m-1 

la compatibil ité £ = Ç (cf. (3 .2a) ) , que 
P P 

* m 
" • ( - H " - » m . E ) ) - ' " ' E - € K x n E ^ ( 3 . 2 . 3 ) 

P 



Définition 2 : L o r s q u e G est un groupe p m - a b é l i e n él émentaire, on pose pour 
m . 

toute c l a s s e c ç ( k * n E X p ) / K X p 

P 

où r es t l'un quelconque des représentant s de c appartenant à KX n E X p (cf. 
(3. 2. 1)). 
Cette définition a bien un s e n s car d 'après (3. 2. 3), (3. 2. 2) avec (1. 1. l), et 
(2. 3. 1 ), on a tt ô ( - ^ ( k P ) m cr ) = 0 P o u r t o u t k P € K * H E X p . On donne dans \ ill • 11 • CZ. ' p 
[My 1] p. 104 une e x p r e s s i o n des c l a s s e s ( ( c ) ) E en termes de cup-produits . 

Dans les notations de la définition 2, on obtient immédiatement par fonctoria-
/ m 

lité de l ' inf lat ion que pour l 'extension M = K(r ' ) 

( ( c ) ) E = i n f G a . ( M / K ) , G ( ( c ) ) M - ( 3 ' 2 ' 4 ) 

D'autre part, il e s t c lair avec ( 3 . 2 . 2 ) que ((c)) Ç Ext^GjFF ) ; en part icul ier 
^ P 

((c))E ;J # = 0. Ensui te par (3. 2. 3) 

((c)) ) * = ( c ) E . ( 3 . 2 . 5 ) 

Avec (1. 1.2a), on en déduit l ' i somorphisme de F ^ - e s p a c e s v e c t o r i e l s 

(KX n E X P ) / K X P E x t ^ G . F ). (3. 2. 6) 

c i > ( ( c ) ) E 

Revenons maintenant au 

Cas général : g es t un p -groupe abél ien quelconque. D 'après (3. l) , tout 
X X D X D c£ (K n E )/K s ' é c r i t d'une manière unique sous la forme 

g 

c = n C , C 6 ( K x n E x p ) / K x p i = 1, . . . . g, (3. 2. 7) 
i=1 

et pap la déf init ion 2, on sait a s s o c i e r à chaque c^ une c l a s s e 
( ( c . ) ) E € Ext'(G.,F- ). 

i 

Définition 2a : On p o s e 

((c))_ = S inf ( (c . ) )_ c ç (KX n E X P ) / K X P 

E i=1 G i ' G 1 E i 
où i n f _ _ dés igne l' inflation de G. a G. t>., o i i 



Cl airement 
g 

i n f . _ ( { c . ) ) _ = ( ( c . ) ) _ i = l , . . . , g , ( ( c ) ) _ = £ ( ( c . ) ) _ . ( 3 . 2 . 8 ) G., o i t.. l E E ._ , 1 E 
i i 1 = 1 

De plus s i M ^ K f r V 1 3 ^ où r^ est un représentant de c. dans K X f ) E X p 

on a 
( ( c . ) ) E = i n f G a | ( M . / K ) , G ( ( c i ) ) M i

 i = g ' ( 3 . 2 . 4 a ) 

(3. 2. 9) Dans le c a s quadratique, on a (c, c ) E = ( ( C
1 ) ) E pour tout cÇ (K^ n E x 2 ) / K x 2 

où Cj es t la composante de c dans (K nE^ )/K 
G 

En effet , so i t E^ le c o r p s des invar iants du s o u s - g r o u p e G^ : Ê  = E . 

Ecr ivons c = c j c^ avec c ^ (KXN Ê X 2 ) / K x 2 . Par la b i l inéar i té du cup-produit 
et sa symétrie pour p = 2, on obtient (c, c ) E = (c^, c ^ ) E + ( c c ^ ) E . Il r é su l t e 
de (3. 1.3) appliqué à G ^ = G / G y puis de (3. 1. l), que (c Cj) E = 0. D'autre 
part avec (3. 1. 4) et (3. 2. 5) 

On déduit a l o r s de ( 2 . 3 . 1 ) que (c , c ) = ((c )) (cf. [My 2] , remarque du 
1 1 

2. 1. ). Ainsi par (3. 2. 8) 

( c , c ) E = i n f G i j G ( C | ) C | ) E ] = ( ( C l ) ) E 

ce qui établit (3. 2. 9). 

Par ail I e u r s d 'après ( 1 . 3 . 4 ) 

r e s _ _ ((c))j_ = ((c. )) i = 1 , . . . , g . ( 3 . 2 . 1 0 ) 
( j t. l e . . ' i i 

Donc par la définition 1 et ( 3 . 2 . 5 ) 

( ( c ) ) E ) * = ( c ) E c € (KX n E X P ) / K X P . (3 .2 . 5a) 

Avec (1. 1. 2a), on obtient l ' i somorphisme de f F ^ - e s p a c e s v e c t o r i e l s 

(KX n E X P ) / K X P Ext 1 (G ,1F ). (3 .2 . 6a) P 
c . » ( ( c ) ) E 

3. 3. Décompos i t i ons numériques de c l a s s e s de cohomologie . 

Propos i t ion 3 : P o u r toute c l a s s e e Ç H2(G,(F ), il e x i s t e dans ( l^n E X p ) / K X p 

P 
un élément a , unique dans le c a s l inéaire , et une famil le a., b. a. ^ b. , o ' a 1 i ' i i 7 i ' 
i = 1,. . . , n, tel s que l'on ait 

m.. m. 



e = ( ( a o ) ) E + E ( a . f b . ) 
i=1 

Une te l le décomposition s e r a dite "décomposition numérique de e". 

Démonstration : Dans le c a s l inéaire , il suff it d ' u t i l i s e r la décomposition en 
somme directe (2. 1 .2) , l ' i somorphisme (3. 2. 6a), et l ' isomorphisme (2. 1.3) avec 
(3. 1 .2) . Dans le c a s quadratique, on écr i t e sous la forme 

n 

e = inf r e , + infJÎ n ( r | + \ ) + E inf f ^ i n f - f G ^ G 1 G j, G G j, G j Gj, G j 

où l e s notations sont c e l l e s de ( 2 . 2 . 3 ) . Le s o u s - g r o u p e G^ étant abél ien é l é -
mentaire, on sait par la proposit ion 1 de [My 2 ] que e . admet une décompo-

2 \ s i t ion numérique dans H ( G , , F , ) ; et il en es t de même de n + XG H ( G , , F 0 ) 
néaire. La conclusion s ' o 

par inf lation à l 'a ide de ( 3 . 2 . 8 ) et de ( 3 . 1 . 1 ) . q. e. d. 
puisque le cas de G^ est l inéaire . La conclusion s'obtient a l o r s en procédant 

Remarques : 1. S i G es t un 2 -groupe abél ien é lémentaire , on a par ( 3 . 2 . 9 ) 

( ( a ) ) E = (a, a ) E a ç (KX n E X p ) / K X p . 

Mais ce t te ident i té n'est pas vra i e en général car dans le c a s l inéaire (a, a ) E = 0 
(cf. (3. 1. 3)). 

2. On sait d 'après Merkurjev et Sus l in que l e s c l a s s e s (a, b), obtenues en 
étendant la définit ion des (a, b ) E à une c lôture séparab le de K, engendrent le 
noyau Br (K) de la multiplication par p dans le groupe de Brauer de K (voir 

P 
introduction). Mais d 'après la proposi t ion 3, les c l a s s e s (a, b) n'engendrent 

2 
pas H (G,FF ) en généra l . 

P 



4. E S P E C E S DE C L A S S E S DE COHOMOLOGIE . 

D 'après la propos i t ion 3, chaque c l a s s e eÇ H (G,IF ) admet une décomposit ion 
P 

numérique, mais il n'y a pas en g é n é r a l unicité de c e l l e - c i . On va voir cepen-
dant que l e s d i f f é r e n t e s décomposi t ions numériques d'une c l a s s e donnée s e r é -
duisent toutes à un seul type de décomposit ion, d'où une notion d ' e s p è c e de 
c l a s s e de cohomologie. Il n'y a dans notre s i tuat ion que quatre de c e s e s p è c e s . 

L e s notations sont c e l l e s de la s e c t i o n 3. 

4. 1. Le c a s m = 1 . 
Le p -groupe G est donc i c i abé l ien é lémenta ire . 

2 
Définition 3 : Nous d i sons qu'une c l a s s e e€ H (G,F p ) es t de première [ r e s p . de 
seconde ; r e s p . de t r o i s i è m e ] e s p è c e s i et seulement s'il e x i s t e des éléments 
a^ (i=0,. . .,r), b̂  quand n / 0 ( i = l . , . , r ) [ r e s p . a^, b^,i=1,. . . ,r ] l inéairement 
indépendants dans (KX n E X p ) /K X p tel s que l 'on ait r 

E = ((a )) ou c = ( ( a ) ) _ + S ( a . , b . ) _ O f c . o t . _ „ i i t 

r 
[ r e s p . e = S (a , b ) ; 

î - l 

/ r 
((a )) + S (a., b.) s i p ^ 2 

1 i = 1 1 

( ( a | b J ) ) E + _S s i p = 2 ] . 

Théorème 1 : L o r s q u e G est un p -groupe abélien é lémentaire , tout élément non 
o 

nul de H ( G , F ) e s t de l 'une, et d'une seu le , des tro is e s p è c e s de la définit ion 3. 

2 
Démonstration : Que toute c l a s s e e€ H ( G , F ) - {0} soit de l'une des trois e s -

P 
p è c e s p r é c é d e n t e s es t démontré dans le théorème 1 de [ M y 2 ] ou de [My 1] p. 59. 
Il r e s t e à prouver que e ne peut pas ê t r e à la f o i s de deux e s p è c e s d i f férentes . 
S i r = 0, il e s t c l a i r par définit ion que s es t toujours de première e s p è c e . Sup-
posons donc r > 1. Quel le que so i t son e s p è c e , e s ' é c r i t a lors 

e = ( ( c ) ) E + J i ( c 2 n _ 1 , c 2 n ) E 

où la famil le {c . } e s t l ibre dans (KXfi E X p ) / K X p . Complétons cette f a -1 r i < i < 2r 
X vq XD mille en une F - b a s e {c. de (K D E )/K . Via l ' isomorphisme sur le p i 1<i<d 

dual de G 

(KX n E X P ) / K X P — G * 
a i > (a)_ 

resp . e = 



les c. induisent la base { o . } „ ^ . ^ , du F - e s p a c e vectorie l G définie par x ^ iJ 1 <1 < d p K 

( c . ) E ( a j ) = 1 < i , j < d 

où 6.- désigne le delta de K ronecker. D'après {3. 1.2), on a 
r 

® * = ( c 2 n - l ) E A ^ E * n= 1 
Il es t cl air que I a matrice de e^ dans I a base { } j < < j est de rang 2r . 

Donc la dimension sur F du radical de e„ vaut d -2r . Préc i sément , ce radi-p * 

cal est I e s o u s - e s p a c e engendré par les (T pour i = 2r + 1 , . . . , d : 

r a d e* = < { a 2 r + 1 , . . . , a d } > . 
E* TT 

Soit 0 F -» U G 0 une extension de G par F de c l a s s e e . 
P P 

„v vt—» C 

D'après ( 1. 2. 2) appliqué avec n = m= 1, on a 

UP e V ( u ) ) p 

Distinguons maintenant chacune des tro is e s p è c e s . 

1. Quand e est de première e spèce , on peut é c r i r e 
r 

* " n 5 t
 ( c 2 n - l ' C 2 n ) E + « V + I ^ E 

Il résul te de (3. 1. 3) s i p ^ 2, de (3. 1. 4) si p = 2, et de (3. 2. 5) que 

e * ( o 2 r + 1 ) s a ( c 2 r + 1 , E ( a 2 r + 1 ) = K 

Soit a lors uÇU tel q u e r r ( u ) = o „ On a u P = £ et, par (1 .2 . la), uÇZ(u) a» r i i p 
puisque ^ r + l ^ r a c 'e1 ( . • L_e centre de U n'est donc pas d'exposant p. 

r 
2. Quand e est de seconde e spèce , é c r i v o n s e = £ (c , c ) . S i p ^ 2 , . zn- i zn tz. * n-1 
on a directement e = 0 par (3. 1.3). S i p = 2, on déduit de (3. 1.4) que p * 

® = 2 ( c 2n-I^E (C2n^E' d ' ° Ù 6 (i = 2r+1, . . . , d), de sor te que la 
n=1 * 

restr ic t ion de e au radical de est nulle. On voit donc que dans ce cas le 
centre de U est d'exposant p. 

3. Quand e est de tro is ième e s p è c e , le centre de U est aussi d'exposant p. 
r # 

En effet, s i p ^ 2 , on écrit e = ( ( c )) + £ (c_ ,>c_ ) _ d'où e = ( c , ) _ , et 1 t. j An-1 zn t. 1 E 



* \ \ par r e s t r i c t i o n r e s _ . (c ) = 0 ; s i p = 2, on é c r i t g = ( ( c , c „ ) ) _ + 
r
 G , r a d e* r 1 2 E 

n E / C 2 n - 1 ' C 2 n } E d ' ° Ù e * = ^ V e + ( C 2 ) E + , ( c 2 n - 1 >E ( c 2 n } E ' e t C ° m m e P ° U r 

la s e c o n d e e s p è c e r e s ^ r a c j g (e ) = 0. 

L e raisonnement étant va lab le pour toute ex tens ion de G par F^ de c l a s s e e> 
on a montré que e ne peut ê t r e à la f o i s , ni de p r e m i è r e et de s e c o n d e e s p è c e , 
ni de p r e m i è r e et de t ro i s i ème e s p è c e . R e s t e à prouver que c ne peut ê tre s i -
multanément de s e c o n d e et de t r o i s i è m e e s p è c e . 

- C ' e s t c l a i r s i p ^ 2 d 'après ce qui p r é c è d e , car ou bien g* = 0 et le groupe U 
* 2 es t d 'exposant p, ou bien e (cr̂  ) = (c^ j) =1 et U es t d 'exposant p . 

- S i p = 2, l e s arguments p r é c é d e n t s ne su f f i s ent p lus . L a c o n c l u s i o n r é s u l t e de 
la c l a s s i f i c a t i o n d e s 2 - g r o u p e s e x t r a s p é c i a u x . En ef fet , U s ' é c r i t comme p r o -

* 

duit direct du noyau K e r f r e s ^ r a d e ' ' = r a c ' e t d u n groupe U' qui, d 'après 
la propos i t ion 2 de [ M y 2 ] ou de [My l ] p. 63, s ' é c r i t comme produit central 
de r cop ie s du groupe diédral d 'ordre 8 s i e e s t de s e c o n d e e s p è c e , ou de 
r - 1 c o p i e s de ce groupe et d'un groupe quaternionien d ' o r d r e 8 s i e e s t de 
t ro i s i ème e s p è c e . Avo ir e de s e c o n d e et de t ro i s i ème e s p è c e impliquerait un 
i somorphi sme en tre c e s produi t s centraux, ce qui n 'es t pas p o s s i b l e en vertu 
de [ H ] p. 355, S a t z 13 .8 . q. e . d. 

Remarque : Au moyen d e s r é s u l t a t s de la c l a s s i f i c a t i o n d e s f o r m e s quadratiques 
non d é g é n é r é e s sur IFg (cf. [ D i ] chap. I § 16, et [ D y ] ) , il e s t p o s s i b l e de don-
ner une autre démonstrat ion du théorème 1 dans le c a s p = 2 n 'ut i l i sant pas la 
c l a s s i f i c a t i o n d e s 2 - g r o u p e s e x t r a s p é c i a u x . 

4. 2. L e c a s général . 
A 

L e p - g r o u p e G es t maintenant a b é l i e n quel conque. P a r définit ion, G = G / G 
G G A

 9 9 

et E = E 9 (c f . début de la s ec t ion 3). P o s o n s E = E 9 . So i t ((E )) le s o u s -g g g 

e s p a c e d e s c l a s s e s ((a))^ dont aÇ(K f | E X p ) / K X p , autrement dit l ' inflation de 

G à G de Ext ' (G ,FF ) g g P 

((Ê )) : = {((a)) Ç Ext^G.FF ) / a ç (KX n E X p ) / K X p } = i n f - ^ E x t ^ G , I F ) , 
g t p g g' g P 

2 
Définit ion 4 : N o u s d i s o n s qu'une c l a s s e eÇH (G, F ) e s t de p r e m i è r e [ r e s p . de 

P 
s e c o n d e ; r e s p . de t r o i s i è m e ] e s p è c e s i et seulement s' i l e x i s t e d e s é l éments 
a. (i=0,. . . , r ) , b. quand r é 0 (i= 1,. . n) [ r e s p . a., b., i=1, . . . , r ] l inéairement i i ' i i 



indépendants dans ( K X f | E X p ) / K X p t e l s que l'on ait 
r 

6 = ((a„)),- mod((E )) ou e = ( ( a j ) _ + E (a. , b.) mod ((E )) ° t G O E ^ 1 1 E g 

avec, dans l e s deux cas , a ç ( K X n E X p ) / K X p 
o g 

[ r e s p . e = Y, ( a . ,b . ) mod ((E )) ; 
i=1 1 1 9 

r 
((a )) + S (a., b.) mod((Ê )) avec a ç ( ^ n E ^ ) / ^ s i ou m ^ l 

i=1 9 9 

r 
((a b )) + S (a. , b.) mod(((E ) ) = { 0 } ) s i p = 2 e t m = l l . l i t . _ . l i t g i -1 a 

En outre, l e s c l a s s e s de sont d i tes d ' e s p è c e nul Ie. 

Remarque : L o r s q u e G est un p -groupe abél ien é lémentaire , la définit ion 4 
coihcide a v e c la définition 3 car G = G g donc ((Ê^)) = { 0 } , et l e s congruences 
deviennent des é g a l i t é s . En part icu l ier , la c l a s s e nulle e s t dans ce cas la 
seu le c l a s s e d ' ê s p è c e nulle. 

o 
Théorème 2 : Tout élément de H (G, F ) es t de l'une, et d'une seule , des 
quatre e s p è c e s de la définition 4. 

Démonstration : L e résu l ta t e s t vrai pour m = 1 en vertu du théorème 1 et de 
la remarque c i - d e s s u s . On peut donc s e p lacer dans I e c a s m> 2. 

2 
1. Montrons d'abord que toute c l a s s e eÇH (G, F ) e s t de l'une des quatre e s -
p è c e s annoncées . 
S i e Ç E x t ^ G , FF ), on sa i t par l ' i somorphisme ( 3 . 2 . 6 a ) qu'il ex i s t e e dans 

P 
( K X 0 E X P ) / K X P tel que e = ( ( e ) ) . Comme 

( K X n E X P ) / K X P = ( K X n E I * P ) / K X P © ( K X n E X P ) / K X P , 9 S 
on a c = ( ( e ))r_ mod ((E )) où e dés igne Ia composante de e dans ( l^ n E X p ) / K X p . g E g g g 
L e s c l a s s e s de Ext 1 (G, F ) sont donc d ' e s p è c e nul I e ou de première e s p è c e . P 
Ceci étant, so i t e = ( ( e ) ) £ + E (e^, e p ^ où la somme f in ie sur i e s t une c l a s s e 
n'appartenant pas à Ext '(G, F ). So i t F le c o r p s des invar iants du s o u s -

P
 G P 

groupe de F rattini G de G : F = E . O n a l 'égal i té des groupes de Kummer 

( K x n E x p ) / K x p = ( K x n F x p ) / K x p . 

Donc par (3. 1. 1) 
Z (e. , e ' )_ = inf ( E ( e , e') ). 
i 1 1 E G /G , G 1 1 1 F 



D'après le théorème 1 appliqué à G/G P , il e x i s t e une famil le „, c„ } ^ ^ , 1 2n-1 2n l<n<r 
l ibre dans (KX n E X P ) / K X P , t e l l e que l'on ait 

L' inf lat ion de G / G P à G de ((c))p_ n'est pas é g a l e à ( {c)) en général , mais 
1 c 'es t une c l a s s e de Ext (G, IF ) qui s ' é c r i t donc ((a))_ pour un certain P r E 

aç ( K X H E X P ) / K X P . Ainsi e = ( ( e a » E + S ( c
2 n - i ' ^ E ' d ' ° Ù 

^ " V ^ j / V l ' ^ E mod((Êg)) 

a^ désignant la composante de ea dans (KX n E X p ) / K X p . 
Deux c a s s e présentent s e l o n que la famil le {a } u { c , c_ } „ ^ _ est l ibre g 2n-1 2n 1 < n < r 

^ y Q XD 
ou l i é e dans (K n E )/K . Quand e l l e est l ibre, e es t de première e s p è c e . 
Quand e l l e e s t l i ée , on peut é c r i r e 

r m_ „ m . _ 2n-1 2n ^ __ a = TT c_ « c_ m_ , , m_ f F , n = 1 , . . . , r , g 1 2n-1 2n 2n-1 ' 2n^ p ' " ' ' 

d'où 
r m m . r 

5 S « J , C 2 N - N . c 2 n D E + J E , , C 2 N - 1 ' C 2 n » E « E g » -

Adoptons l e s notations su ivantes pour tout n = 1, . . . , r : 

- s i m„ „ = m_ =0, soit a = c_ , et B = c . ; 2n-1 2n ' n 2n-1 "n 2n ' 
m m P p / f t _ 2n-1 2n f . _ e 2 n - l *2n — si m_ , ou m_ soi t a _ c „ c_ et fi - c „ . c„ 2n-1 ' 2 n r ' n 2n-1 2n Nn 2n-1 2n 

où l'on cho i s i t l e s e n t i e r s , , £ 0 de FF te l s que l'on ait 2 n - l ' 2n p 

m 2 n - i e 2 n " m 2 n e 2 n - 1 = 

On v é r i f i e que I a famil le {a > B } . e s t l ibre comme l 'est {c„ „, c„ } ^ . 1 n ' H n J | < n < r 1 2n-1' 2 n ; l < n < r 
On a (a , 0 ),_ = (c„ , , c„ )._ quand m„ = m_ = 0 , et par la bi l inéarité du cup-u n ' H n E 2n-1' 2n E M 2n-1 2n ' K K 

produit 

(<V P ^ E = m 2 n - 1 «2n- 1 ( C 2n-1' C 2n- 1 >E + m
2 n «2n(c2n> c

2 n , E + ( ° 2 n - 1' c 2 n } E 

5 1 m 2 n - 1 ^ ° ° U m 2 n ^ 0 ' 

Dans le c a s l inéaire , il en ré su l t e par (3. 1. 3) que 

b n ' ^ E m{c2n-Vc2n]E. n = 1 ' 

• t 



Dans le c a s quadratique, on a G < G. puisque m > 2 , d'où E < E et par g 1 1 g 
(3. 2. 9) 

(c, c) = 0 mod((Ê )) c ç ( K X n E X 2 ) / K X 2 , 
^ 9 

de s o r t e que 

fcn'^E S ( C 2 n - i ' C 2 n ) E m o d « Ê
g » n = 1 , . . . , r . 

Donc dans tous l e s c a s 
, , r m m r 

e = ( ( n , c 2 n - î " c 2 n ))E + ï , < V » n > E m o d U Ê ) ) . n=1 n=1 3 

De plus, quitte à renuméroter l e s c, on peut supposer que l e s i n d i c e s n te ls 
que m 0 ou m _ / o sont l e s s premiers . S i s = 0, la c l a s s e 2n—l zn 

e - Z < a n , P n ) E mod((Ê )) 
n= 1 a 

est de seconde e s p è c e . S i 1 < s < r , é c r i v o n s 
s r 

e s (fa . . . a ) ) E + 2 ( a n , P n ) E + 2 ( a , p ) E mod((E )) 
n=l n=s+1 9 

V X XD / XD où a , . . . a = a € (K f lE )/K . L o r s q u e s = 1, e es t directement de trois ième 1 s g g 
e s p è c e . L o r s q u e 2 < s < r , on a 

s _ r 
e = « a 1 . . . a s ) ) E + ( a 1 . . . a s , P 1 ) E + ^ ' P , P n ' E

+ ^ ^ n ' ^ E 

Pour que e so i t de t r o i s i è m e e s p è c e , il suff i t donc que la famil le 

{ a r . . a s , p 1 } U {an» 1 P n ) 2 < n < s U { a n ' ^ n } s + i < n < r 

X XD XD soit l ibre dans (K fl E )/K , c e qui es t bien le cas . 

2. A montrer maintenant qu'une c l a s s e e donnée ne peut ê t re de deux e s p è c e s 
d i f férentes . C'est c l a i r par définition lorsque e = 0 mod((Eg)), ou e = ((aQ ) )E mod 
((Ê )). En vertu du 1. , o n peut donc supposer que 

S 

e " U c ) ) E + j / ^ n - l ' ^ E m o d « Ê g » 
où la famil le { c

i ) 1 < i < 2 r est l ibre dans (KXf~l E X p ) / K X p . Complétons cette f a -
mille en une IF - b a s e {c. de (KX n E X p ) / K X p . Via les i somorphismes 

p i 1 < i < d ' 

n E X P ) / K X P = (KXn F x p ) / K x p ^ H ' ( G / G P . F )= (G/G P )* 
P 



les c. induisent I a base { c . ) . ^ , . , du FF - e s p a c e vector ie l G/G P déf inie par i 1 i l < i < d P 

(c.)_(CT.) = CT*(CT.) = 6.. 1 < i, j < d 
I F J I J IJ 

où l e s cr, i= 1,. . . ,d, engendrent G. Or pour tout cÇ (KXD E X p ) / K X p , 
( c ) E (y) = ( c ) p (y) y Ç G ; d'où 

( c . ) E ( a . ) = 1 < i, j < d. 

So i t i la forme bi l inéa ire de G / G P obtenue par le p a s s a g e au quotient de 
r 

e* : Ï # ( C T , T) = e # (o , T) a, T € G / G p . De e # = S A ( c 2 n ^ E r é s u l t e q u e l e 

rang de ë^ est égal à 2r. Donc la dimension du radical de i vaut d -2r . W If 
P r é c i s é m e n t , ce radical es t le s o u s - e s p a c e de G / G P engendré par l e s CT pour 
i = 2r+1, . . . , d : 

r a d i ^ = < { 5 2 p + 1 , • . a d } > . 

De plus, il e s t évident que rad c^ = rad e^/G*3 où rad e^ dés igne le r a d i c a l de 
de s o r t e que 

r a d e * = < { a 2 r + 1 > . . . , o.d}> G P . 

D ' a u t r e p a r t , e n appl iquant ( 1 . 3 . 4 ) à la d é f i n i t i o n 1, i l v i e n t 

r e s ( e ) = ( r e s e ) . 

' 9 ' g 
D o n c 

( r e S G , G <e*))(Y) = S*(Y) Y € G . 
g M 

t TT 
Soi t al o r s 0 - * I F p - » U - » G - » 0 une ex tens ion de cl a s s e e . 

v 1 * ^p 

(rv\ \ 
Comme G = G , on déduit de ( 1. 2. 2) que s o u s la condition vf G on a 

g 
m * . 

UP = c e ( Y ) 

pour tout uÇ U tel que TT (u) =y. 
g 

Par a i l l eurs , il e s t c lair à part ir de ( 1 . 3 . 1 ) que G / G P = X (G. /G P ) . S i l'on 
A _ • _ „ 1 1 

G. / G 1 - 1 

r- 1 - 1 1 p o s e F^ =F où G . / G P = x (G. /G P ) i~1, . . . , g, on v é r i f i e que 
1 1 1 < j ^ i < g J J 

F . - E . 1 , (KX n E X P ) / K X P = (K X n F X P ) / K X P , i = 1 , . . . , g . 
G P 



Distinguons maintenant chacune des tro is e s p è c e s non nul les . 

2. 1. Quand e es t de première e s p è c e , on peut é c r i r e 

C - « a ) ) E + ( c 2 n _ l f c 2 n ) E + « c 2 p + 1 ) ) E 

où a ç ( K X f l i X P ) / K X p et c , , ( K X n E X P ) / K X P = (KXn F X p ) / K
X p . Le groupe g 2r+1 g g 

de Galo i s Gai (K(c , î / P ) /K) s ' ident i f i e à un s o u s - g r o u p e de Gai (F /K) =G / G P 
2r+1 a - - g / g g 

< G / G P , et il es t engendré par a 2 r + 1 puisque = 1# ° n p e U t 

donc c h o i s i r le représentant a_ , , dans G . En p a r t i c u l i e r (a) (o_ , J = 0. 2r+1 g E 2r+l 
Notons u_ un élément de U tel que T T ( U „ , J = a _ 

2r+1 2r+1 2r+1 

2. 1. 1. C a s l inéa ire . Il r é s u l t e de (3. 1. 3) et (3. 2. 5) que 

e * = ( a ) E + ( c 2 r + 1 ) E . 
Comme an G , on a donc 2r+1 g ' 

u p m ' X r - M * 
U2r+1 ^p ^p" 

2. 1. 2. C a s quadratique . Comme m > 2 , on a g > 2 , d'où et cf2 r +^ est 
congru à l ' identité modulo G ^ . Il résul te a l o r s de (3. 1.4) et ( 3 . 2 . 5 ) que 

e * ( a 2 r + 1 , = ( c 2 r + 1 , E ( a 2 r + 1 ) " 1 ; 

m 
donc à nouveau uP , = r . 2r+1 b p 

Ainsi pour e de première e s p è c e , l 'exposant de l'image réc iproque TT '(G ) es t 
- =i - m + 1 9 
égal a p 

2. 2. Quand e es t de s econde e s p è c e , é c r i v o n s 

C= ( (a ) ) E + E ( c 2 n _ l f c 2 n ) E , a Ç ( K X n Ê X p ) / K X p . 

* \ 

2. 2. 1. C a s l inea ire . On a cet te f o i s e = ( a ) E , donc pour tout u£ U tel que 
TT (u) Ç G y 

m ( a ) (TT(U)) 
U = Cn = 1 ' 



2 . 2 . 2 . Cas quadratique . Comme au 2 . 1 . 2 . , les é léments de G sont congrus 
^ -M-à l ' identité modulo G , de s o r t e que e (y) = 0 pour tout y £ G . 1 9 

Ainsi pour e de seconde e spèce , l 'exposant de TT~'(Gg) est égal à p m . 

2. 3. Quand e est de trois ième e spèce , on peut é c r i r e 

« M ( a ) ) E + ( ( c 1 ) ) E + ^ ( c 2 n _ 1 > c 2 n ) E 

où aç(K X n Ê X p ) / K X p et c ç (KX
n E X p ) / K X p = (KX n F X p ) / K X p . En répétant avec 9 i g 9 

c . et <j. le raisonnement fait au début du 2. 1. avec c„ , . et a„ . . on montre 1 1 2r+1 2r+l ' 
que le représentant Oj peut ê tre chois i dans G . Donc en part icul ier (aJ^a^Ho. 
Notons UJ un élément de U tel que TT (u ^ ) = a ^ . En répétant avec c^, A^ et u^ 
le raisonnement fait en 2. 1. 1. et 2. 1. 2. avec c

2 r + j > G2p+1 e t U2r+1' ° n ®ta~ 
blit que pour s de trois ième espèce , l 'exposant de TT '(G ) est égal à p m + ' . 9 
Tout ceci valant pour une extension quelconque de G par IF de c l a s s e s , on a 
prouvé que e ne peut être à la f o i s de première et de seconde espèce , ni de s e -
conde et de trois ième e spèce . Res te à montrer que e ne peut ê tre simultanément 
de première et de tro i s ième e spèce . C ela résul te de ce que rad e* = ^ a 2 r + l ' ' * ' ' 
0 .}) . En effet, dans la situation du 2. 1. on a g f G fl rad e* , de sor te que 

i m+1 I 9 
TT (G n rad e„) est d'exposant p ; a l or s qu'au 2. 3. , C . ^ r a d e . , , donc cette g-W I * m image réc iproque est seulement d'exposant p . Q. E. D. 

Remarque : L e théorème 2 induit en part icul ier une c lass i f i cat ion des extensions 
d'un p-groupe abélien par un groupe d'ordre p. 
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