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INTRODUCTION .

Soient K un corps, K une cléture séparable de K et QK Gal(K/K) le groupe
de Galois de K sur K, Soit v un entier inversible dans K, On suppose que K
contient le groupe by, de racines y-iémes de l'unité, Si ac¢ K , oh note (a)
I'é1 ément de H‘(QK, Z/v7) défini par

w
‘l/\))/al/\)_C () UJEQK

ol gve b, est la racine primitive par laquelle on identifie W, a 7/vZ. On dé-

wla

duit d'un théoréme de Merkurjev et Suslin (cf. [M-S7 (11.5) ou [So] 1. 3) que
pour tout élément € du noyau Br‘V(K) de la multiplication par y dans le groupe de
Brauer de K, il existe des éléments a, bi,i=1, . <+, N, dans K tels que l'on ait
n
e = 151 ta, b.)

avec x
(a, b) = (a) v (b) a,beK

ol w désigne le cup-produit

Hta,, 7/vZ) x H‘mK, 7/vZ) » Hme ,2/v2)3 Br_(K)

induit par la multiplication dans 7/vZ.

~y
On se pose ici la question suivante : qu'advient-il quand on remplace K/K par
une extension galoisienne finie E/K de groupe de Galois G ? L es élém ents de
HZ(G, 7/vZ) s'écrivent-ils en fonction des éléments de K, et comment ? P lus
généralement, si p divise v, comment les éléments de HZ(G, Z/pZ) se décom-
posent-ils ? Nous allons répondre a cette question lorsque y est la puissance
. m ors
d'un nombre premier p quelconque, v=p ,m>=1, et G un p-groupe abélien

d'exposant pm .

Dans les sections 1 et 2, on considére un tel groupe G en tant que groupe ab-
strait. A toute classe ¢ ¢ H (G, F ), p = 7/p7Z, on associe deux applications
€, et e* qui caractérisent ¢ : la donnee de e équivaut a celle de €, et e (cf.
{2. 3. 1)). Laméthode consiste alors a étudier les propriétés de €, et e* puis
a les traduire au niveau des cocycles. A partir de la section 3, G est réalisé
comme groupe de Galois d'une p-extension abélienne E/K. On prouve que cha-
que classe ¢ de HZ(G, Fp) se décompose en sommes de cup-produits définis
par des éléments de K qui sont des puissances p-iémes dans E. Mais & la dif-
férence du résultat précité pour K /K, ces décompositions mettent en jeu deux
cup-produits distincts au lieu d'un seul dans le groupe de Brauer de K. Les
trois premiéres sections fournissent en particulier les démonstrations de plu-

sieurs assertions énoncées dans le chapitre 5 de [My 1] ou dans [My 2]. L a



section 4 est la plus originale de cet article : on y met en lumiére une notion
d'unicité non observée jusqu'alors : les décompositions numériques d'une clas-
se donnée se réduisent toutes a un unique type parmi seulement quatre types
possibles de décompositions (ce ne sont pas ceux de [My 1] p. 102). Ceci
permet de parler !'d'espéce!! de classes de cohomologie. Toute classe g a une

espéce et une seule,

*
1. LES APPLICATIONS ¢, et e .

]. 1.

]‘ z.

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier quelconque et G un p-groupe

. m .
abélien d'exposant p ,m=1, de nombre minimal de générateurs d,

Les applications bilinéaires ¢, .

Pour toute classe g€ HZ(G, Fp) posons

- t
€y~ 2 - Z
N . t
ol z est I'lun quelconque des 2-cocycles représentant ¢, et z le 2-cocycle

défini par (tz)(c, )= z(t,0), (O, T)E Gz. Soit £§It(G) le Fp—-espace vectoriel

2 (G). Notons
alt

Ext (G, Fp) le sous-espace de HZ(G, Fp) constitué des classes représentées

des applications bilinéaires alternées sur G. On sait que g,€ £

par un 2-cocycle z symétrique, i.e., tel que tz =z, On a la suite exacte
scindée
o->Ext'(G,Fp);—> H2(G, Fp)-»z_ilt(e) >0 (1. 1. 1)

€r €,

Les dimensions sur Fp sont les suivantes

. d(d+ . 2 _d(d-1)
d1mH2'(G, FFp) = (2 Ll (cf. [J] p. 169), dim ,galt(e)——z——- (1. 1.2)
dim Ext'(G,Fp) = d. (1. 1. 2a)

#*
Les applications €, -

Lemme 1. Soit H un groupe abélien {non nécessairement un p—groupe) opérant

trivialement sur Fp .

(i)Si p =2, on a, gquel que soit un 2-cocycle z¢ ZZ(H, Fz),

2(02, 'rz) =z(ag, g) +2z(T, T) +2zloT, o7T) + 2(0, T) + 2(T, 0),
et pour tout v € N- {0}
4v-1 4v-1 4v

260%™ = Ty M o+ T oz, 0+ 5 zeM T, o) (o, T) € H2.
U-'=1 “‘.—: u:]



(ii)Quels que soient p et un 2-cocycle symétrique f ¢ ZZ(H, Fp), on_a pour
tout véeN- {0}
2v 2y 2y
+ +
(2v+Dflo, T+ T flo* ¥, om) = fa? T, BTN s st o)+ T fie, 1) o, e A
U‘=O U‘=1 Ll:::o

Démonstration : (i) De |'identité de définition d'un 2-cocycle, on déduit que

pour tous ré nN- {0} et o,Té H
+
26, )tz e T) = 2t , o)+ zta", o Ty
+
ztt, 7+ 2" 1, o) = zlt, o) +ztt", or).

Soit € la classe de cohomologie de z. Comme €*€£§n(e’

+ +
2ttt o)+ 200, 7T = (r+1) €, o)

i. e.,

+
2t T 5) = zt0, 7T £ r+1) 2Ur, 0) +(r+1) 2(a, 1),

D'autre part,

+ + + +
I,TP 1)=z(c7, " 1)+Z(UP,GTP !

).

r r
zlg ,0) tzlo
L.a sommation des deux premiéres égalités conduit alors a la relation
rt+1 r+i r r rr ror
zlc ,7 )=2zlo,o)+zlt , tHzlo T ,07)+zlo , v )+r ziT, o)+Hr+1) zlo, 7).

Les égalités cherchées s'obtiennent directement a partir de la en faisant r=1

pour la premiére, et en raisonnant par récurrence sur v pour la seconde,
{ii) On a toujours

(0) flg, T)+fl1, o1) = U1, 7) +flo, 7).

De l'identité de définition d'un 2-cocycle et de la symétrie de f, on déduit que

(r) fla, D" ", am) = fio" T, )+ 6", o) ren - {0},

Sommons membres & membres les égalités (0) et (r) pour r variant de 1 a 2y.
Le membre de gauche est directement celui de |'énoncé, Pour obtenir celui de

droite, il suffit d'utiliser & chaque pas la relation

flp, p') +flpp', p") = flp', p") +fip'p", p) (p, P pMe H3,

q. e. d.

(n)

‘s m
Revenons au p-groupe abélien G d'exposant p . Notons G le sous-groupe

2 e . . n
de G des éléments d'ordre divisant p ,n=1,,..,m . Pour toute classe de coho-

3
mologie €€ HZ(G, Fp), soit €, I'application de G(n) dans Fp définie par

e:(y) = I z(y™, v) Y€ G(n) n=1,,..,m

u modp

ol z est I'un quelconque des 2-cocycles représentant e,



1. 3.

*
Proposition 1 :Lorsque p= 2, e] est une forme quadratique du 2-espace vecto-

riel G“). Dans tous les autres cas, clest-a~dire sip=2 et n=2,..Mm ou si
) ),
p

=1 * 1
p#2 et n=1,..4m, on a e, EH (G

Démonstration : Pour un 2-cocycle z¢ ZZ(G, Fp), on sait que z(1, 1)=z(1,vy),

y€ G. Quand p= 2, il suffit donc d'utiliser le lemme 1{i). Quand p#2, on a

la décomposition en somme directe

2 _ 2 to_ ~ 2
z (G,Fp) {fe 2 (G,Fp)/ f=f} @2, (G).
lL.a proposition dans ce cas résulte alors directement du lemme 1{ii) q. e.d.

Du point de vue des extensions de groupes, l'interprétation des formes €, et
e:: est la suivante., Fixons-nous unhe racine primitive gp dans le groupe Mg des
racines p-iémes de |'unité (cas particulier de {3.2a)). Le groupe z,(Fp) s'i-
dentifiant a “‘p’ on peut convenir que les extensions de G par Fp s'écrivent

00— H:p—-—b——> U-—1T—>G——-——>O

A%

\)'—"’Cp

Soient {uYEU/TT(u )=y, Y€ G} une section de G dans U, z le 2-cocycle qu'elle

e _.2zlc, 7) 2 2
définit par UgYr =Cp O Ui (g, T)e G, et € la classe de z dans H (G,Fp).
On a:
J1 -1 sglmludmv) 5
uvu v =g (u, v)e U=, (1.2.1)

On en déduit la suite exacte

™
0————)Fp—-ﬁ——> Z(U)——l—;—(—q—)—a rad ¢, — 0 (1. 2. 1a)
ol Z(U) désigne le centre de U et rad €, le sous—-groupe de G des éléments

o tels que e*(c,y)=0 pour tout y€G ; on dira qu)e radeg, estle "radical! de
(n

¢,. D'autrepart, si u¢U est tel que mT(WeG on a
*
p" En(TT(U))
u =Cp n'_—],ooo,mo (1-2.2)

Définition des applications ¢

. m 21 £y 2 , ,
Nous dirons qu'un p-groupe est "p -abélien élémentaire!, meN- {0}, si et
seulement s'il est abélien et se décompose en produit direct de groupes cycli-

a m
ques de meme ordre p .



m £1s " . .
lL.orsque notre groupe G est p -abélien élémentaire, on pose simplement
2
e = ¢ ecH (G,Fp).
Dans le cas général, on sait que tout p-groupe abélien se décompose en pro-

m.
duit direct de groupes p -abéliens élémentaires Gi' En indexant les Gi par

. ' m
exposant croissant, on a pour G d'exposant p

(e}

(1.3.1) G= x G,, ISsm<m<m =m si I<i<j<g.

S i ] g =
i=1

Les nombres g et m., i=1,...,9, he dépendent quemde G. Par contre, il y a

en général plusieurs choix possibles des groupes p !_abéliens élémentaires Gi'

Aussi nous fixons-nous une fois pour toutes |la décomposition (1. 3. 1) ; ce sera

la "décom position de référence de G,

Définition 1 : P our toute classe ¢ EHZ(G, Fp), onh pose

(o]
*

¥*
e = X
i:

e) 1.

1nfGi, G [(resG , G,

1

Dans cette somme, r~esG G désigne la restriction cohomologique, D'aprés la
» G,
i
(mi) 1
proposition 1 pour G. =G, , on a (res e) eH'(G.,F )saufsi p=2 et
i i G, Gi 1 p

m1= 1. L.linflation infG G est donc clairement définie, sauf dans ce dernier
.9
1

cas ol elle a le sens suivant,

Notons Q(G) le F_,-espace vectoriel des applications Q de G dans Fz telles

2

que
QloT) =Qfg) + Qlr) +Q (0, T) g, TEG

ol Q, est une forme bilinéaire alternée sur G, De méme soit Q(G.) |'espace

1
des formes quadratiques du 2-espace vectoriel G“). Nous définissons lYinfla-

tion de G] a G d'une forme quadratique Q¢ D(Gl) en posant

~ ~ g
(inf g ’GQ)(Y)=Q(ymodG]) YEG, G, =X G
1 i=2
ce qui induit |'application linéaire injective
i : . .3.2
mfG],G AG ;) — ofG) (1 )
Q +— infG GQ

1’

LLa définition 1 est maintenant compléte, En vertu de la proposition 1,

¥* ¥*
(1.3.3)§p=2 etm_ =1, onae €0(G); sinon ¢ eHl(G,Fp).

1



*
Rem arquons cependant que si n¢ Ext (G F) on a toujours (r‘esG G 'q) €
?

H! (G, F ) dloti m e H(G, ID). En fait 1

Proposition 2 : Quel que soit le p-groupe abélien G, |'application

Extlic,F ) ~wsHG,F )
p * b

n +——n

est un isomorphisme de Fp—espaces vectoriels,

Nous allons utiliser le résultat général annexe suivant

(1. 3. 4) Soient H un groupe produit direct de h de ses sous-groupes Hi :
h

H= x H. ¥ et A un H-module trivial, Pour les restrictions et inflations coho-
1=1

mologigues usuelles, on a

es o inf = p..1d 1<i,j<h n=1,2
H, H; HpH A HH, A)

ol le deuxiéme membre est le produit du delta de Kronecker par |lidentité de

Hn(Hi,A). De méme si H est un 2-groupe abélien

r*esH’ Hi ° 1anj’H = 61'.i 1d®(Hi)

ol I'espace Q(Hi) et |linflation ian L Ssont définis comme ci-dessus.
-9

Démonstration de la proposition 2 : D'aprés (1. 1. 2a), on allégalité des di-

mensions sur Fp des deux espaces de |'énoncé, Il suffit donc de prouver que

[fapplication est injective, D ans le cas particulier olt G est cyclique, cela se
. . m . o2 .

fait sans difficulté en utilisant (1.2.2). Lorsque G est p -abélien elementalcnjﬂe,

on le décompose en produit direct de groupes cycliques H. dlordre p :G=X H
1=1
On déduit de (1. 3. 4) que tout systéme de classes non nulles nle Ext (H H'-' )-{0},

i=le..,d,induit les bases {mei,Gni}ISis et {1an G(n )}ISlsd de Ext (G F )

et H I(G,H'—' ) respectivement, La conclusion dans ce cas résulte alors de ce que
d
* i #*
n = 121 1ani’ G_[(r*esG’Hin) ]

et de (1. 3. 4). Enfin dans le cas général, on suit |la méme démarche en se ra-

. rd m rd . P e .
menant cette fois au résultat pour un groupe p -abélien élémentaire., q. e, d.



2. DECOMPOSITION EN SOMME DIRECTE DE HZ(G,FFp) .

Considérons le cup-produit « : H (G FF ) xH! (G,F ) s H (G FF ) obtenu via la

multiplication dans F . Quels que 501ent f, geH (G F )y fvg est la classe du

2-cocycle f. g ol (cf [W] p. 144)
(f. 9) (o, 7) = (o) glT) (o, T)e G2. (2. 1)

On en déduit que pour tout Nn=1,..., M

N lal
(fvg):(Y) = E—‘—}R— fly) gly) Y€ c!" . (2. 2)

Donc :
* . *
(2.2a) Si p=2 et n=1,0na (fvg)1 =fg; sinon (f\/g)n = 0.
D'autre part, pour le produit extérieur A,
(fegl, =fAg. (2. 3)
Soit {Im_) le sous-espace de HZ(G, Fp) engendré par |!'image du cup-produit ._.
D'aprés (1. 1.2), ladimension sur Fp de {Im_) vérifie I'inégalité

dld-1) (2. 4)

dim <Im\/> > 2

Dans la suite, nous allons devoir traiter séparément les situations distinguées
par (1.3.3). Si p=2 et m, = 1, autrement dit lorsqu'une décomposition de G en
groupes cycliques comporte un groupe d'ordre 2, nous dirons que llon est

""dans le cas quadratique!!, et sinon que |'on est ""dans le cas linéaire!,

2. 1. Cas linéaire .
Comme p #2 ou m, #1, il vient par la définition 1 et (2, 2a)

* 1
(f_g =0 f,geH (G,Fp). (2. 1. 1)
On en déduit par la proposition 2, (2.4) et (1. 1.2a),la décomposition en somme
directe
H3(G, Fo) = Ext'(G,H:p) ® (Im_). (2. 1. 2)

La suite exacte (1. 1. 1) conduit alors & |'isomorphisme de Fp-—espaces vec-

toriels

)\."——")x*



2.

Donc ici (2. 4) est une égalité

dim {Im _) =d(d£” . (2. 1. 4)

D'autre part, pour toute classe ¢=mn+\ ou m¢ Ext](G,Fp) et A€ {(Im_)>, on a

3 ¥*
e =n €y = Ay e {2. 1. 5)

Cas quadratique .

Comme p= 2 et m, =1, la décomposition de référence (1. 3. 1) de G comporte un

(et un seul) facteur 2-abélien élémentaire : le sous-groupe G1 . Soit
~ ~ g .
G =G/G ou G, = X G. si g=2,.
1 1 1 . _ 1
i=2
On laisse au lecteur le soin de vérifier que l'on a la décomposition en somme

directe suivante

2 : 2. 2
cH (GI,FZ)(BmfGVGH (GI,FZ)@)
(2.2.1)
1 o 1,
H (G],Fz)v1nfe1’GH (G],FF—‘Z)>

2 _ .
H(G, Fz) 1nfGI’

® <1nfG], G

dans laquelle les deux premiers facteurs désignent les images des inflations

inf y inf2 respectivement, et le troisiéme l|e sous-espace de HZ(G,FF )
G P G G P G 2

engendré par |'ensemble

. o 2 1 - 1,4
{mfG],vamfGl’Gf/feH (G],IFZ), feH (GI,FZ)}

ol _ est le cup-produit explicité par (2, 1).
Le cas de é] étant linéaire, on sait d'apreés (2. 1. 2) que
Hz(él, F,) = Ext](é1, F,) o aml) (2. 2. 2)

ol < est le cup-produit précédent quand on remplace G par Gl . Donc toute

classe €€H2(G, FF'Z) s'écrit
A n A
— +i ~ + A A+ 1 R i ~ . o Lie
€ 1nfGI’GeI 1nfGI’G'ﬂ mfG]’ A JEI inf - f. inf cfi (2. 2. 3)

2 ~ 1 ~ A A
avec ¢ €H (G],Fz), n € Ext (GI,FZ), reddm o), et fjeH (GI,FZ)

ferGF,), i=1ee,n.

On vérifie que

. * *
(1nfG Gel) —1nfG (el) (2. 2. 4)

],



ol le second membre est défini comme en (1. 3. 2) ; de méme

(inf

& Gn) é G(n) (2. 2. 4a)

17
II résulte alors de (2. 2. 3), (2. 2a) et (1. 3. 4) que

~ %

3* ¥*
e =inf (e,) +infa an ). (2. 2. 5)

G],G 1 G],

D'autre part, si G s'écrit comme produit direct de deux de ses sous-groupes

~
H et H, définissons Ilinflation de H & G d'une forme bilinéaire alternée

fe{,zlt (H) en posant

(inf, 7)o 1) = flo modH, T mod H) (@, 1€ G2
ce qui induit {'application linéaire injective

. . 2 2

me’G .,ga“n—i) — 2 ,,(G), (2. 2. 6)

f — ian, Gf

On vérifie que

(infG], A =1nfG], '€ 1w (1nfé]’ cMy = 1nfé1’ sl (2.2.7)
Il résulte alors de (2.2.3), (2.3) et (1. 1. 1) que

_ . i + e
€y 1nfG]’G(e]*) mfG]’G Ay) Z]mfGl’Gf A 1nfGI,Gf . (2.2.8)

Condition nécessaire et suffisante d'égalité de deux classes de HZ(G, Fp) .

(2. 3. 1) Quel que soit le p groupe abélien G, une classe ¢ de H (G FF ) est

nulie si et seulement si ¢ —0 et e, =0,

Dans le cas linéaire cette équivalence se déduit de (2. 1. 5), de la proposition 2,
et de (2. 1.3) ; dans le cas quadratique, elle se déduit de (2. 2. 5), (2.2.8),
1, G 1nfG]’ G

2 . . . ¥*
Les classes ¢ sont donc caractérisées par leurs applications associées ¢ et

de l'injectivité des inflations infG

€*-
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3. DECOMPOSITION NUMERIQUE DE H(G, Fo) -

. - m
On suppose maintenant que le p—groupe abélien G d'exposant p est le groupe
de Galois d'une p-extension abélienne E/K, ol K est un corps de caractéris-

. . 2 N m .= . ’
tique différente de p contenant le groupe m des racines p -iémes de |'unité,

p
Pour chaque facteur Gi de la décomposition de référence (1. 3. 1) de G, posons

é. =G/G. i=1,...,9; lorsque g= 2, on identifie é au sous-groupe x G..
i i i . /. J
é 1<j#i<g
Soit Ei=E e corps des invariants de Gi' On a la décom positionh en somme
directe
g
X
K n EP/KP = & K nEP)/KP. (3. 1)

1=1

Fixons-hous une fois pour toutes une racinhe primitive ( mEY m dans K ;

d'ol 1!identification P P
~ m
g tu g, — zZ/p 7. (3. 2)
N
C m——n
p
On note
m -n
cn=c" N=1,...,M. (3. 2a)
p pm H b .

Si aest un élément du groupe de Kummer w*n Exp)/pr lou de K™ n EXP),
on désighe par (a)E I1élément de HZ(G, Fp) défini par

(B)E(Y)

G.
p Y€

via'/Py/al/P =

Le symbole (.,.)E .

Quels que soient a, b ¢ (K™ n EP)/k™P, posons

(a, b)E = (a)Ev(b)E
ol _ est le cup-produit du début de la section 2, L'inflation commutant au cup-
1
produit, on a pour toute sous-extension E'/K telle que a, bg KnE ><'D)/KXID

(a, b) (3.1.1)

(a, b)E = infG aI(E'/K), G g

D'autre part, avec (2. 3)
(ta, b) _ )= tal A (0] (3.1.2)

De (2. 1. 1) puis (2. 3. 1) on déduit ensuite que



3. 2.

_11_

{3. 1. 3) Dans le cas linéaire

4%
(ab))'=0, (qa=0, abce K nEP)/K®.
Mais

(3. 1. 4) Dans le cas quadratique

(ab)_Fiy) =ta)_ tymod& )ib,)_ (ymodG) cG
1 Plg) Y e Y 1" PrE YT Y

1

ol a_ et b1 sont les composantes respectives de a et b dans (KxﬁETp)/Kxp

{cf. (3.1)). Enparticulier, si m= 1,

(ta, o) Yiy) = @) (y) bl ty) yee.

Cela résulte de la définition 1, de (2. 2a), et de la définition de |'inflation d'une

forme quadratique précédant (1. 3. 2).

La valeur de (c,c)_ dans le cas quadratique est donnée en (3. 2. 9).

E

Le symbole ({, ))E .

Donnons d'abord la définition dans le

m P . Vd e - rd
Cas d'un groupe G p -abélien élémentaire (cf. 1. 3). En décomposant G en

. . . m Vd .
produit direct de groupes cycliques d'ordre p , on montre par la théorie de

Kum mer que
m
KA E®P)/KP=K"nE™ )/KP. (3.2.1)

m
Pour tout r e K nE’P , Soit (r‘)m EEHI(G, Z/prn Z), |'application définie
’

par

m m (r) (y)
Y(,.1/p )/,,l/p - ¢ mm,E ve G.
p

Prenons |'image du caractére ——]rﬁ(r‘)m E de G par le composé du cobord
H

§: H](G, Q/7) - HZ(G , 7) et de I'Thomomorphisme canonique 1t :HZ(G, Z)-)HZ(G,FFp).

En identifiant la classe obtenue a I'un de ses cocycles, on a pour g, T€G

mo( L, g)e ) =n(;’m(mm, g =) teT))  (3.2.2)

ol (F) est un relévement de (r) a4 Z . On en déduit en particulier, avec
m, E m, E
m-—1
la compatibilité gp = gpm {cf. (3.2a)), que
p
¥* m

m s (r) = {r) rek*ne™P (3. 2. 3)
pm m, E E
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P m o1 o 2 )
Définition 2 : Lorsque G est un groupe p -abélien él émentaire, on pose pour

m
toute classe c¢ (Kx n g™P >/K><p

- ! >
(g = me( 1), &

P m
ol r est I'un quelconque des représentants de c appartenant a Kanxp {cf.
(3. 2. 1)),

Cette définition a bien un sens car d'aprés (3. 2. 3), (3. 2.2) avec (1. 1. 1), et
{2.3.1), ona 1 6<—lrﬁ(kp)m’ E>= 0 pour tout kpe Kx N EXpm. On donne dans
{My 1] p. 104 une prression des classes ((c))E en termes de cup-produits,
Dans les notations de la définition 2, on obtient immédiatement par fonctoria-
lité de I'inflation que pour I'extension M = K(r‘l/pm)

Welg = infeaim /k), & Wy (3.2.4)

D'autre part, il est clair avec (3. 2. 2) que ((C))EE Extl(G,FFp) ; en particulier

<((C))E>*= 0. Ensuite par (3. 2. 3)

(teng )™ = to)e. (3. 2. 5)

Avec (1. 1.2a), on en déduit I'isomorphisme de Fp—-espaces vectoriels
KX n EP) /KPP Ext‘(e,Fp). (3. 2. 6)

c '__"")((C))E

Revenons maintenant au

Cas général : G est un p-groupe abélien quelconque. D'aprés (3. 1), tout

ce (K™ n EXP)/KXP s'écrit d'une maniére unique sous la forme

0
0
I —ja

¢ cie(Kxn E;‘p)/pr i=1,..0,9, (3.2.7)
1

et par l|a définition 2, on sait associer a chaque < une classe

1
((ci))Ei € Ext (Gi,Fp).

1

Définition 2a : On pose

9
ez = = 1 ((c,)) ce (K™ n EP)/K™P

i=1

~ . ’ . 14 . N
ou 1nfGi, G désigne I'inflation de Gi agG.

nf
Gi’ G Ei
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Clairement

I ™M

inf ((C'))Ei=((ci))

Gi’G i 151,004, 9 ((C))E’—'

. ((Ci))E' (3. 2. 8)

= 1

m, m,
De plus si Mi=l'<<r'i]/p 1> ol r est un représentant de < dans Kxn E;(p 1,

on a
izlt""g' (3.2.48)

((Ci))E = infGaI(Mi/K), G ((Ci))Mi

(3. 2.9) Dans le cas quadratique, on a (c, c)E= ((cl))E pour tout c¢ (K(nExz)/sz

ol c, estlacomposante de ¢ dans (K™ nETz)/sz.

En effet, soit E] le corps des invariants du sous-groupe G1 : é] = E ].

Ecrivons c=c, ¢, avec E]E (KanATZ)/sz. Par la bilinéarité du cup-produit

171

’ . = . — + ~ ~ e
et sa symétrie pour p AZ, on obtient (c, c)E (c], CI)E ECILCI)E' Il résulte
de (3. 1. 3) appliqué a G, =G/G], puis de (3, 1. 1), que (Cl’ CI)E= 0. D'autre

part avec (3. 1. 4) et (3, 2. 5)
*
((CI,CI)E1> - te)g - <“°‘))E1>

On déduit alors de (2. 3. 1) que (CI’CI)E =((c1))E {cf. [My 2], remarque du
] 1

L3

2. 1.). Ainsi par (3. 2, 8)
(c, o) = infG]’ G CI)E 1 = ((Cl))E
ce qui établit (3. 2.9).

Par ailleurs d'apreés (1. 3. 4)

r‘esG, Gi ((c))E = ((ci))Ei i=1,...,0. (3.2.10)

Donc par la définition 1 et (3.2.5)

*
(weng)* = te)g ce (K n EXP) /P, (3. 2. 5a)
Avec (1. 1.2a), on obtient I'isomorphisme de Fp—espaces vectoriels

KX n EP) /P 2, ExtliG ). (3. 2. 6a)

C ((C))E

Décom positions numériques de classes de cohomologie .

Proposition 3 : Pour toute classe ¢ EHZ(G,Fp), il _existe dans (K'n E*P)/K™P

un élément a_s unique dans le cas linéaire, et une famille aj bi ai% bi’

i=1,...,Nn,tels que I'on ait
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n
€= ((ao))E + 121 (a, bi)E.

Une telle décomposition sera dite "décomposition numérique de ¢!,

Démonstration : Dans le cas linéaire, il suffit d'utili ser la décomposition en

somme directe (2. 1.2), |'isomorphisme (3. 2. 6a), et I'isomorphisme (2. 1. 3) avec
(3. 1. 2). Dans le cas quadratique, on écrit € sous la forme

A ~ n A
G(n+)\)+ T inf f. —infa f

ol les notations sont celles de (2, 2, 3), Le sous-groupe G] étant abélien élé-

g, +inf~

E’=mfel,G 1 é

mentaire, on sait par la proposition 1 de [My 27 que €, adm et une décompo-

sition numérique dans H Z(GI’FZ) ; et il en est de méme de %+>\e Hz(é]’Fz)
puisque le cas de é est linéaire, La conclusion s'obtient alors en procédant

par inflation & I'aide de (3, 2.8) et de (3. 1.1). g.e.d.

Remarques : 1. Si G est un 2-groupe abélien élémentaire, on a par (3. 2.9)

((a))z = la, &) ac (K nE™P)/K*P,

Mais cette identité n'est pas vraie en général car dans le cas linéaire (3, a)E=O
(cf. (3.1.3)).

2. On sait d'aprés Merkurjev et Suslin que les classes (a,b), obtenues en

étendant la définition des (a, b)_ & une clbture séparable de K, engendrent le

E
noyau Br (K) de la mulitiplication par p dans le groupe de Brauer de K {voir
introduction). Mais d'aprés la proposition 3, les classes (a, b)E n'engendrent

pas HZ(G,FFp) en général,
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4, ESPECES DE CLASSES DE COHOMOL OGIE .

D'apreés la proposition 3, chaque classe g¢ HZ(G,Fp) admet une décomposition
numérique, mais il n'y a pas en général unicité de celle-ci. On va voir cepen-

dant que les différentes décompositions numériques d'une classe donnée se ré-
duisent toutes & un seul type de décomposition, d'ol une notion d'espéce de

classe de cohomologie. Il n'y a dans notre situation que quatre de ces espéces.
Les nhotations sont celles de la section 3.

LLe cas m=1.

LLe p—-groupe G est doncici abélien élémentaire,

Définition 3 : Nous disons qu'une classe g€ HZ(G,Fp) est de premiére [resp. de

seconde ; resp. de troisiéme] espéce si et seulement s'il existe des éléments
a, (i=0y0 « o1, b, quand r #0(i=%...,r) [resp. a,b,i=1,0..,r 7 lindairement

indépendants dans (K™ nE™P) /K *P tels que I'on ait
P
= = +
€ ((ao))E ou € ((ao))E 15;‘1 (a, bi)E

r
(resp. ¢= X (a,b);

i=y b1
P
((al))E+E](ai’ bi)E si p# 2
resp. ¢ = ! .
((aibl))E‘l'iEl(ai, b)) sip=2 I

Théoréme 1 : Lorsque G est un p-groupe abélien élémentaire, tout élément non

nul de HZ(G,FD) est de l'une, et d'une seule, des trois espéces de |a définition 3.

Démonstration : Que toute classe g€ Hz(G,Fp)— {0} soit de I'une des trois es-

peéces précédentes est démontré dans le théoréme 1 de {[My 2] oude [My 1] p. 59,

Il reste & prouver gque g he peut pas étre a la fois de deux espeéces différentes,
Si r=0, il est clair par définition que ¢ est toujours de premiére espéce. Sup-

posons donhc r=> 1, Quelle que soit son espéce, ¢ s'écrit alors

r
€= ((C))E + nEI (Czn_ly CZn)E

. . . X _ XDy /0 XP ,
ol la famille {ci}] <i<op €St libre dans (K'nE )/K"F, Complétons cette fa—

. _ X XDy /o XP o .
mille en uner base {Ci} 1<i<q 9¢ (KTNE )/K™". Via I'isomorphisme sur le
dual de G

KA E®P)/KP 2, 6
a ——— (a)E

3¥*
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les <; induisent |la base {Ui} dqu—espace vectoriel G définie par

1<i <d

(c.) = s.. 1<i,j< d

ol 6ij désigne le delta de K ronecker. D'apreés (3. 1.2), on a
r

€y = nzi (e A egn)e -

Il est clair que la matrice de ¢, dans la base {ci} est de rang 2r.

1<i<d
Donc la dimension sur Fp du radical de €, vaut d-2r. Précisément, ce radi-

cal est le sous-espace engendré par les o, pour i=2r+t1,...,d :
rade, = {{o, 4qre00r 0410
L
Soit 0 - Fp - U T G » 0 une extension de G par Fp de classe g.
v
Vi—
tp
D'apreés (1. 2. 2) appliqué avec n = m=1, on a

WP = e (i)

Cp ueld,

Distinguons maintenant chacune des trois espéces.

1. Quand ¢ est de premiére espéce, on peut écrire
r

e ‘a1 C2ne ¥ (Coriy))e

Il résulte de (3. 1.3) si p# 2, de (3.1.4) si p=2, et de (3.2.5) que

) =(c ) _( ) =1.

3
e lo, 2r+1'E ' T2r+1

Soit alors ueU tel que m{u) Ogptqs ON @ U ¢ et, par (1.2, 1a), ue Z(u)

puisque © ¢rade, . Le centre de U n'est donc pas d'exposant p,

2r+1

r
2. Quand g est de seconde espéce, écrivons g€ = n§1 (CZn_ P CZH)E . Si p;éz,

*
on a directement ¢ =0 par (3.1.3). Si p= 2, on déduit de (3. 1. 4) que
g )_{c.)_, dloli ¢ (g.) =0 (i=2r+ d), d t |
€ = X (CZn-—l g (S5,/gr diou e (Oi {(i=2r+1,...,d}, de sorte que la

n=1
*
restriction de ¢ au radical de €, est nulle. On voit donc que dans ce cas le

centre de U est d'exposant p.

3. Quand g est de troisiéme espéce, le centre de U est aussi d'exposant p,
r

3
. 2 . - + [Poy =
En effet, si p#2, on écrit ¢ ((cl))E nzl (Con_ g2 CZn) g dlol e (CI)E’ et
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* Ve
(e ) =0; si p=2, onécrit g = ({c,c,))

ar restriction res +
P reh 192"

G, rad €y

r ® r
ol = + +
nEI(CZn_I, CZn)E d'ol ¢ (CI)E (CZ)E nZI(CZH—I)E(CZn)E’ et comme pour
-~ * p—
la seconde espéce resG, rad e*(e ) =o0.

Le raisonnement étant valable pour toute extension de G par Fp de classe ¢,
on @ montré que ¢ ne peut étre a la fois, ni de premiére et de seconde espéce,
ni de premiére et de troisiéme espéce. Reste a prouver que g he peut étre si-

multanément de seconde et de troisiéme espéce,

s 2 . ¥*
-Clest clair si p742 d'aprés ce qui précéde, car oubien ¢ =0 et le groupe U

#*
est d'exposant p, ou bien ¢ (01)=(CI)E(01) =1 et U est d'exposant pz.

- Si p=2, les arguments précédents ne suffisent plus. L_a conclusion résulte de
la classification des 2-groupes extraspéciaux. En effet, U s'écrit comme pro-

#®
duit direct du noyau Ker(res (¢ ))=rad €, et d'un groupe U' qui, d'apreés

la proposition 2 de [My 2] of,dr;aghi?; 1] p. 63, s'écrit comme produit central
de r copies du groupe diédral d'ordre 8 si ¢ est de seconde espéce, ou de
r-1 copies de ce groupe et d'un groupe quaternionien d'ordre 8 si ¢ est de
troisiéme espéce. Avoir g de seconde et de troisiéme espéce impliquerait un
isomorphisme entre ces produits centraux, ce qui n'est pas possible en vertu

de {H] p. 355, Satz 13.8, q.e.d.

Remargue : Aumoyen des résultats de la classification des formes quadratiques
non dégénérées sur Fz (cf. [Di] chap. 1§16, et [Dy]), il est possible de don-
ner une autre démonstration du théoréme 1 dans le cas p =2 n'utilisant pas la

classification des 2~groupes extraspéciaux,

Le cas général

Le p-groupe G est maintenant abélien quelconque. Par définition, ég=e/eg
G R G .
et Eg= E 9 {cf. début de la section 3). Posons Eg=E 9. Soit ((Eg)) le sous—

espace des classes ((a))

£ dont ag (K nEZp)/KXp, aut rement dit I['inflation de

~

G, 2 G de Ext'(ég )
- . = 1 X _ AXp XPy _. oo 1.~
((Eg)). {((a))Ee Ext (G,H—'—'p)/ae(K nE, }/K”Py 1nng, SEXt (Gg’Fp)'

Définition 4 : Nous disons qu'une classe g¢ HZ(G, Fp) est de premiére [resp. de
seconde ; resp, de troisiéme] espéce si et seulement s'il existe des éléments

ai(i=0,. cesl)y bi quand r‘740 (i=1y0..5r1) (resp. a, bi’ 1515444, ] linéairement
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indépendants dans (K™ A E™P)/K™P tels que I'on ait

A~ r
mod((Eg)) ou ¢ E((ao))E+ N (ai,bi)

€= ((ao)) _
1=1

d ~
mo ((Eg))

E E

avec, dans les deux cas, a€ (Kan;p)/pr
r

[resp. e= Y (ai,b.)

Z ;)g mod ((Eg)) ;

r
((a]))E+E (a, bi)EmOd((Eg)) avec a ¢ (KXnE;p)/KXp sip#2 ou m#1
_ i=1
resp, ¢ = n
((a,b,))E+i§1(ai,bi)E mod(((Eg))={O}) si p=2 etm=17.

En outre, les classes de ((ég)) sont dites d'espéce nulle,

Remarque : Lorsque G est un p-groupe abélien élémentaire, la définition 4
coihcide avec la définition 3 car G= Gg donc ((Eg)) = {0}, et les congruences
deviennent des égalités. En particulier, la classe nulle est dans ce cas la

seule classe d'éspéce nulle.

Théoréme 2 : Tout élément de HZ(G, Fp) est de |'une, et d'une seule, des

quatre espéces de la définition 4,

Démonstration : L e résultat est vrai pour m =1 en vertu du théoréme 1 et de

la remarque ci-dessus. On peut donc se placer dans |l e cas m>= 2.

1. Montrons d'abord que toute classe e¢ HZ(G, Fp) est de l'une des quatre es-

péces annoncées,
Si e€ Ext'(G, FF-'p), on sait par l'isomorphisme (3. 2. 6a) qu'il existe e dans
K nE™P)/KP tel que e=((e))E. Comme
K AE™P)/K®P =K n I%p)/KxD ® (K™ n E’;p)/K P,
on a gz((eg))E mod ((ég)) olt g désigne la composante de e dans (K: nE;p)/KxD.
Les classes de Ext](G, Fp) sont donc d'espéce nulle ou de premiére espéce,

Ceci étant, soit g¢=((e)) +Z(ei, ei') ol la somme finie sur i est une classe

E E
n'appartenant pas a Ext G, Fp). Soit F le corps des invariants du sous-

p
groupe de F rattini Gp de G: F= EG . On a l'égalité des groupes de Kummer
K0 EP)/KP = (kX n FP) /P,
Donc par (3. 1. 1)

'
vle.,e') =inf ((e.,e) ).
7 1’ 1E G/Gp,Gi i’ iF
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}

s z > . 2 A p . . .
D'apreés le théoréme 1 appliqué & G/G", il existe une famille {Czn_1, Cond 1<rner?

libre dans (K>< n Exp)/pr’ telle que I'on ait

r
oo
% (ei, ei)F ((C))F +n§](czn_ 1’ CZH)F'
L.'inflation de G/G G de ((c)) n'est pas égale a ((o:))E en général, mais
cl'est une classe de Ext (G F ) qu1 s ecmt donc ((a)) pour un certain
XPy /i XP_ _ + s
ac (K neP)/K Ainsi € ((ea))E nZ](C e 1’ C2n)E d'ol
P "~
= +
€= ((ag))E L lcy, p CZn)E mod((Eg))

n=1
ag désignant la composante de ea dans (K™ A E;p)/pr

Deux cas se présentent selon que la famille {ag} u{c est libre

2n-1’ CZn} 1€nh<r
., x xp Xp i . .
ouliéedans (K nE )/K . Quand elle est libre, ¢ est de premiére espéce.

Quand elie est liée, on peut écrire

m2n—1 mZn

ag=nz[1 c2n_] Con m2n_],m2n€ Fp y, N=1,00e, P,
d'ol
rm m r
_ 2n-1 2n>> " o
€= ((ngl “2n-1 “2n J/E nEI(CZ”-l’ CZn)E mod ((Eg)).

Adoptons les notations suivantes pour tout n=1,...,r:

- sl mZn——l =m2n=0, soit % =C2n—1 et Bn—CZn )
m m ) )
. . __ 2n-1 2n — . 2n-1 2n
-sim, #0 ou m2n750, soit a €on-1 S2n et Bn an-1 S2n

ol I'on choisit les entiers eZn—l’ 22n de FFp tels que l'on ait

m 1.

an—1%2n"Manlan_q =
}

g a . . |
On vérifie que la famille {an,en} est libre comme ['est {CZn—l’ Sond 1< n<r’

I<n<r

On a (a,n,ﬁn)E )E quand m =m, =0, et par la bilinéarité du cup-

(Can-1’ S2n 2n-1_"2n
produit

(c c ) lc. ,c. ) _+I(c )

= +
Gy B e "Mansy 22n- 12021 C2n-1'E T M2n 22n'C2m? CanlgT (Cons 1 San'E

m2n—17é 0 ou m2n7£ 0.
Dans le cas linéaire, il en résulte par (3. 1. 3) que

(an’Bn)E =(c2n_1,czn)E h=],.,.,r‘,
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~

Dans le cas quadratique, on a Gg < G, puisque m=2, d'ol EISEg et par

1
(3.2.9)
(¢, c)g = 0 mod((E ) ce K nE*?)/K*?,
de sorte que

(o.n,Bn)E = (CZn—l’CZn)E mod((Eg)) N=1y000,r,

Donc dans tous les cas

r m m r
_ 2n-1 2N ~
€ =<(n1;[1 €3m-1 San >>E + nzl (o sn)E mod ((Eg)),

De plus, quitte a renuméroter les c, on peut supposer que les indices n tels

que m, . #0 ou mzn#o sont les s premiers, Si s=0, la classe

2
P ~

e= % (@B, )g modlE )
n=1

est de seconde espéce., Si 1<s<r, écrivons

S r
e=lapalct ZlauBlet T @B ) mod(E )

n

! n=1 n=s+1

ol q, .. <0 g =ag€ (Kan;p)/KxD. Lorsque s= 1, ¢ est directement de troisiéme

1
espece, Lorsque 2<s<r, on a

r

s
= -1 + d(E
e= ((al"'as))EHa]'"as’BI)E+n§2(°‘n’B1 B.E nzzsﬂ(cr.n,ﬁq)E mo ((Eg)).

Pour que ¢ soit de troisiéme espéce, il suffit donc que la famille
-1
{O"r' -GS:@I} U {G'n’ B1 Bn}ZSnSS v {a'n’ Bn}s+1s n<r

soit libre dans (Kxn EXD)/KXP, ce qui est bien le cas,

2. A montrer maintenant qu'une classe g donnée ne peut étre de deux espéces
différentes. C'est clair par définition lorsque g¢=0 mod ((Eg)), ou ez((ao))E mod

((ég)). En vertu du 1. ,0n peut donc supposer que

r
= { +
€= ((c))E nEI (o CZn)E mod ((Eg))
R . : . X _XPy s XP .
ol la famille {Ci}ISiSZP est libre dans (K"n E"")/K"™". Complétons cette fa-

mille en une Fp—base {Ci} de (K* nExD)/KXp. Via les isomorphismes

1<i<d

K A E*P)/K*P =k 0 F*P) /P2 s nlie/6P,F ) = (6/6P)* «——c/cP

p
c)_ =5 e— 45
N 2 \C/e T 0,
cl C1 F U1 oi
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. . - . P s .
- a
les c, induisent la base {ci} 1<i<d du p~espace vectoriel G/G~ définie par

* -
= <i, i<
i(cj) 6ij 1<1i,j<d

(ci)F(cj) =g
ol les g i=1,...,d, engendrent G, Or pour tout c¢ (Kxn EXD)/KXp,
(c)E (y)= (C)F (y) yeG; dol

_ < i<
(ci)E (GJ.) 6ij 1<1i,j<d.

Soit g, |a forme bilinéaire de G/GP obtenue par le passage au quotient de
- ;
305, 7) - 5. Tea/cP - :
e, € loyT)=€,lo,7) @ TEG/G". De g, nE](Czn—l)E A(CZH)E résulte que le
rang de g, est égal & 2r. Donc la dimension du radical de €, vaut d-2r,
Précisément, ce radical est le sous—-espace de (5/(3p engendré par les Ei pour

i=2rt1,...,d :
rade, = <{02r‘+1’ ceeroghe
De plus, il est évident que rad e, =rad c-:_,(_/Gp ol rad g, désigne le radical de
€y de sorte que
- p
rade, <{02r~+1" cer g G
D'autre part, en appliquant (1. 3. 4) & la définition 1, il vient

(e") = y*
c le (r‘esG’ c ¢ -
g g

res
G,

Donc

¥* ¥*
(resG’ Gg(e Ny) = ¢ ly) y € Gg.

. (2 ki .
Soit alors 0- Fp = U= G = 0 une extension de classe €.

AV,
v r———>€p
Comme G(m) =G, on déduit de (1. 2. 2) gque sous la condition Y€ Gg on a
m *
Po= S (y)
p

pour tout ueU tel que m(u) =vy.

g
Par ailleurs, il est clair & partir de (1. 3. 1) que G/Gp= X (Gi/GFi)). Si l'on
G/’ A o 5 =1
pose Fi =F ol Gi/Gi = X (Gj/G. ) i=1,...,9, on vérifie que
1<j#i<g J
GP

F=E (K™ A E;(p)/KxP =K n Ffp)/pr , i=1,...,0.
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Distinguons maintenant chacune des trois espéces non nulles.

2. 1. Quand ¢ est de premiére espéce, on peut écrire

r
= + +

e = Ua)g n5=:1 (e 12 Conle T ey N

ol ag (Kxnéxp)/pr et c €K n EXD)/KXD= K*n FXP)/KXP. Le groupe
g 2r+i g g

de Galois GaI(K(c;K*p_I)/K) slidentifie & un sous-groupe de Gal(Fg/K) =Gg/Gg

p . , . - _
<G/G", etil est engendré par Ogpq PUISQUE (CZP+])F(GZI"+]) 1. On peut
donc choisir le représentant GZr‘+l dans Gg' En particulier (a)E(GZr‘H)—o'
Notons u, . un élément de U tel que W(UZP+]) =05t

2. 1. 1. Cas linéaire . Il résulte de (3. 1. 3) et (3, 2. 5) que

*oqa)_ + )
¢ =g T lcpes

Comme @ eGg, on a donc

2r+1
* )
A sl
2r+1 o} gp'
2. 1. 2. Cas quadratique . Comme m>2, ona g=>2, d'ou (ngé1 et 02r~+1 est

congru & l'identité modulo é] . Il résulte alors de (3. 1.4) et (3.2.5) que

* )=t(cy 4 ) )= 1;
€ Gart1’ ™ C2r’E 192r4 ’
pm
donc a nouveau Yot =z;p.

Ainsi pour ¢ de premiére espéce, l'exposant de |'image réciproque w—](Gg) est

. s Mt
égal a p .

2. 2. Quand ¢ est de seconde espéce, écrivons

r
- X  2Xp xXp
e= (@) + nEI(CZH—I’CZH)E » @€ KInEy )/KTT
*
2.2. 1. Cas linéaire . On a cette fois ¢ =(a)E, donc pour tout ue U tel que
ueG
m{u)e g
m (a)E(T'r(u)) B

u =gp =1.
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2. 2.2. Cas quadratique . Comme au 2.1.2., les éléments de Gg sont conhgrus

A *®
a l'identité modulo G,, de sorte que ¢ {y)=0 pour tout y € Gg .

1’

Ainsi pour ¢ de seconde espéce, |'exposant de rr—l(Gg) est égal a p".

2. 3. Quand ¢ est de troisiéme espéce, on peut écrire

r
€= ((a))E + ((c'))E + rE] (con 12 CZn)E

ol ag (K™ né;p)/pr et c € ™A E;p)/KXp=(Kx nF’g‘p)/pr. En répétant avec

et g. le raisonnement fait au début du 2. 1. avec et o on mont
c] 01 e is e i 2.1 c2r*+1 02P+]’ re

que le représentant I, peut étre choisi dans Gg . Donc en particulier (a)E(0')=O.

Notons u, un élément de U tel que w(ul)=o1. En répétant avec cp O et u,

le raisonnement fait en 2. 1.1, et 2, 1. 2, avec Cort1? IOZP'H et Yot q? Or: f:a_

blit que pour ¢ de troisiéme espéce, |'exposant de m (Gg) est égal a p .

Tout ceci valant pour une extension quelconque de G par Fp de classe ¢ , on a
prouvé que g he peut étre & la fois de premiére et de seconde espéce, ni de se-
conde et de troisiéme espéce, Reste a montrer que g ne peut étre simultanément
de premiére et de troisi@me espéce. Cela résulte de ce que rad €y = <{02r‘+1’ ooy

cd}>. En effet, dans la situationdu 2. 1. on a g

€G_nradeg,, de sorte que
+1 9

2rt1

-rr_l(ngr*ad e*) est d'exposant pm ; alors qu'au 2, 3., c] ¢ rad g, » donc cette

. . m
image réciproque est seulement d'exposant p . Q. E., D.

Remarqgue : Le théoréme 2 induit en particulier une classification des extensions

d'un p-groupe abélien par un groupe d'ordre p.
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