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Soi t k = O [j ] , où j dé s igne la rac ine cubique de l'unité e . 

L'anneau des en t i er s de k , 2 [j ] , es t un r é s e a u de C . On notera p la 

fonction de W e i e r s t r a s s a s s o c i é e , et E la courbe el l ipt ique C/7L [j ] , 
2 3 

En uti l isant le modèle y = 4 x + 1 de ce t te courbe , on montre le théo-

rème suivant : 

Théorème principal : 

Soi t 21 un idéal propre de 21 [j ] , premier avec 1 - j . Si p 

dés igne un point de E , primitif de ÎI - d i v i s i o n , et F( p ) = x 1 (g) , 

a l o r s on a l ' éga l i té su ivante : 

\ | , | - 2 D 1 [ F i i 8 ' t 4 1 
k ( ! " 3(1 - j ) 

où A ^ f j j ) dés igne l'anneau des en t i er s du c o r p s de c l a s s e s de rayon 2J 

sur k . 

Ces r é s u l t a t s sont dans la l ignée de ceux obtenus par P h . Cassou-

Noguès et M. Taylor [ C . - N , T ] , J . Cougnard [Cou2] , et l'auteur [ F I ] . 

Dans une première part ie , on établit les formules de r é c u r r e n c e s p e r -

mettant d'obtenir les a b s c i s s e s des points de d iv is ion de E , pour le 

modèle c o n s i d é r é , en vue de la programmation sur micro-ordinateur . 

Dans la deuxième part ie on étudie les propr ié té s a lgébr iques des va leurs 

des coordonnées x et y aux points de d iv is ion d 'ordre premier à 3 . 



Enfin on démontre le théorème principal dans la t ro i s i ème part ie , et on 

donne quelques exemples numériques . 

2 3 I . - L e s points de d iv is ion du modèle y = 4 x + 1 . 

So î t f un point primitif de (1 - j ) - d i v ï s i o n de E , 

f Ç { 2 * J , - } . On dés igne par P1 (f ) u n e rac ine cubique de 

p1 (f) f i x é e une fo i s pour toute . 

On pose : 

x ( z ) = P ( z ) - P ( f ) . P(z) e t y ( z ) = £ i M # 

P ' ( f ) 2 / 3 P ' ( f ) 2 / 3 P ' ( f ) 

A lors les fonct ions e l l ipt iques x et y sont l i ées par l'équation : 

y 2 ( z ) = 4 X 3 ( Z ) + 1 . ( 1 ) 

Le d iv i seur de x étant (f) + ( - f ) - 2 (0) , on v é r i f i e aisément que : 

x ( z ) x ( z + f ) x ( z - f ) = - 1 (2) 

.2 
de même le d iv iseur de y étant ( —) + + ) - 3 (0) , on obtient : 

i 2 

y ( z ) y ( z + ^ ) y ( z y ( z + £ - ) = - 2 7 (3) 

. 2 
2 ' 2 e t 2~ R E P r é s e n t a n t ' e s points non nuls de 2 - d i v i s i o n de E . 

So i t maintenant un idéal ent ier 3 de Z [j ] , il e x i s t e un entier 

a lgébrique v engendrant 3 • Pour obtenir les points de v - d i v i s i o n , on 

ut i l i s e la fonction x ( v z ) . 

Propos i t ion 1 : 

Soi t v un élément de ~Z. [j ] premier avec 1 - j . 

Alors on a l 'égal i té : 



x ( v z ) = C n x (z + p ) (4) 
v v p = o 

3 . , N ( v ) - 1 . k. / v = ( - U et N (v) = v v . ou c 
V 

Pour la démonstration on renvo ie le lecteur à [Fl ] . 

P o s o n s a l o r s : 

Z (X) = v II' ( X - x ( p ) ) s i (v , 2 ) = 1 
V V p = 0 

M 0 

z (x) = ~ n 1 ( x - x ( p ) ) s i 2 I v 
V 2 V P = 0 ' 

2p ^ 0 

le produit étant indexé par un s y s t è m e de représen tant s des c l a s s e s non 

nul les des points de v - d i v i s i o n modulo - 1 . 

Propos i t ion 2 : 

So i t v un élément de [j ] premier avec (l - j ) . 

Z (0) = c X(v) (5) 
V V 

où X dés igne le c a r a c t è r e non trivial modulo 1 - j . 

Démonstration : 

De l 'égal i té (4) on déduit : 

n x ( z + p ) (6) 
x (z ) V V p = 0 

(37*0 

La r è g l e de I' Hôpital permet d ' é c r i r e : 

M m x ( ^ = v x ! ( v f ! 
z —» f x (z ) x 1 (f ) 

Or vf = X ( v ) f dans E , d'où X ' ( v f ) = x ( v ) . 
x'(f ) 

On obtient donc : 



- A -

v x ( v ) = c n x ( f + p) . 
V y p= 0 

L'uti l isation de (2) permet d ' é c r i r e : 

N ( Y ) - 1 

si (y , 2 ) = 1 n x ( f + p ) = - ^ - i = — 
y p = 0 n x (p) Z (0) 

p y p = 0 v 

P ^ 0 

N ( Y ) - 4 
s i 2 | y n x ( f + p ) = - ^ - i ^ 

y p = 0 n x ( p ) 2 Z (o) 
2 p ^ 0 y P = 0 v 

2p ^ 0 

. 2 
Il r e s t e à ca l cu l er le produit x (-r + f ) x ( £ + f ) f ) . 

Pour ce la on constate que les so lut ions dans E de : 

(1 - j ) Z = 1 

sont ^ + f et ^ - f . 

Et on c a l c u l e x ((l - j ) z ) en uti lisant la formule d'addition de la fonc -

tion p , so i t : 

x ( ( i - J ) z ) = - x ( z ) 3 + j (7) 

3 j x(z r 

x ( 4 j ) , x + f ) et x ( ^ - f ) = x ( ^ + f ) sont les r a c i n e s du polynôme 

X 3 + 3 j x ( | ) X + 1 

d'où x ( ^ + f ) e s t la rac ine double de c e polynôme , so i t : 

x ( £ + f ) = - 2 j x ( | ) = - 2 x ( i ) 
. 2 . . 2 

puis + f ) = - 2 j x ( ^ ) = - 2 x ( ^ - ) 

et x ( - i + f ) = - 2 j x ( ^ ) = - 2 x ( ^ ) . 



E n f i n , l 'égal i té 4 ( X - x ( j )) (X - x ( £ )) ( x - x = 4 X 3 + 1 

donne : 

(X - f ) ) (X - x ( £ + f ) ) (X - f ) ) = X 3 - 2 

. 2 
et + f ) + f ) x(j-+ f ) = 2 

c e qui achève la démonstration de la proposi t ion 2 . 

Exprimons maintenant x ( v z ) à l 'aide du polynôme Z^ . 

Propos i t ion 3 : 

So i t v un élément de Z [j ] , premier a v e c 1 - j . 

Si ( v , 2 ) = 1 a lors : 

N ( j Z (x (z + f )) Z (x (z - f ) ) 
x ( v z ) = c x ( z r l W - U 

V z (x (z)) 
V 

Si 2 I v a lors 

N(v ) - 3 Z y M z + f ) > Z J x ( z ~ - x ( z ) 3 ) 
x ( v z ) = c x(z) 

v Z (x(z ) ) 2 (4x(z ) + 1) 
V 

Démonstration : 

Le d iv iseur de x ( v z ) e s t : 

L (p + f ) + (p - f ) - 2 ( p ) . 
V p = o 

Le div iseur de x (z + f ) e s t (f ) + (0) - 2 ( - f ) 

et ce lui de x(z - f ) e s t ( - f ) + (0) - 2(f ) . 

D 'après (8) celui de 2 - x(z) e s t : 

et celui de Z (x(z)) e s t : 
v 



Z [ ( p ) + ( - p ) - 2 ( 0 ) ] 
V P = 0 
2 p / 0 

On en déduit l ' égal i té des d i v i s e u r s des deux membres de chaque éga l i té 

c i t é e en (9) , il r e s t e donc à ca lcu ler le coe f f i c i ent de proportionnali té . 

Pour ce la , on c a l c u l e la limite du rapport quand z tend v e r s 0 . 

Pour obtenir des re la t ions de r é c u r r e n c e s , on ca l cu le : 

x ( v z ) - x ( ( l - j ) z ) . 

Propos i t ion 4 : 

So i t v un élément de Z [j ] premier avec 1 - j . 

Si v = 0 mod 2 : 

. Z , . . (x(z) ) Z . t , (x(z) ) 
x ( v z ) - x ( ( l - J ) z ) - r L V ~ 1 + J . 

3 j Z (x (z ) ) 2 x ( z ) 2 ( 4 X 3 ( Z ) + 1 ) 
V 

Si v = 1 , j mod 2 : 

. Z . (x(z)) Z . (x(z)) 
x ( v z ) - x ( ( l - j ) z ) - 4 T V " ! J 

3 j Z ( x ( z ) ) 2 x ( z ) 2 
V 

2 
Si v = j mod 2 : 

x 
, Z 1 4 . ( x ( z ) ) Z . f , (x(z) ) ( 4 x 3 ( z ) + l ) 

( v z ) - X ( 1 - j ) z ) - -Ç-R 3 j Z ( x ( z ) ) 2 x ( z ) 2 
V 

( 1 0 ) 

La démonstration est de même nature que c e l l e de la proposit ion 3 . 

En uti l isant (7) , (9) et (10) on obtient les formules su ivantes : 

Si v = 0 mod 2 : 

Z (x(z)) Z . . . ( x ( z ) ) = 
v + 1 - J v - 1 +J 

S j c ^ x f z ) ^ ^ " 1 Z v ( x ( z + f ) ) Z M ( x ( z - f ) ) ( 2 - x 3 ( z ) ) + ( 4 x 6 ( z ) + 5 x 3 ( z ) + l ) Z. (x) 
V V 



Si v = 1 , j mod 2 : 

Z . (x(z)) Z , (x(z) ) = 
v + 1 - J v - 1 + J 

3 j c x ( z ) N ( v ) + 2 Z (x(z + f ) ) Z ( x ( z - f ) ) + ( x ( z ) 3 + 1 ) Z ( x ( z ) ) 2 

V V V v 

Si v = niod 2 : 

Z , . (x(z)) Z . (x(z)) ( 4 x 3 (z) + 1 ) = 
v + 1 - J v - 1 + J 

3 j c x ( z ) N ( v ) + 2 Z (x(z + f ) ) 2 ( x ( z - f ) ) + ( x ( z ) 3 + 1 ) Z (x(z) ) 2 . 
V V V V 

11 nous r e s t e à exprimer x (z + f ) et x (z - f ) en fonction de x (z) et y (z) . 

z , z + f e t z - f sont les so lut ions de ( 1 - j ) Z = ( 1 - j ) z dans E , on en 

déduit que x ( z ) , x (z + f ) et x (z - f ) sont les r a c i n e s du polynôme : 

X 3 + 3 j x (( 1 - j ) z ) X 2 + 1 = X 3 - x (*) + 1 x 2 + 1 . 
X2 (z) 

On en déduit : 

x ( z + f ) + x ( z - f ) = -=ï et x ( z + f ) x ( z - f ) . 
x (z ) x (z ) 

x ( z + f ) et x(z - f ) sont donc les r a c i n e s du polynôme : 

X 2 J X ~ . 
x (z ) x(z) 

dont le discriminant es t : 

V x 2 ( z ) y 

On en déduit , puisque x ( 2 f ) = 0 : 

x ( z + f ) = i i _ L x M o t x ( z _ f ) = i L i _ i i M ( 1 1 ) 

X (z) 2 x (z) 



P u i s q u e x (j z ) = j x (z) , i I e s t c l a i r que les Z (X) sont en fait 
v 

/v 3 des polynômes en X . On p o s e donc : 

P ( X 3 ) = Z (X) , 
V V 

c e qui p r é c è d e permet a l o r s d ' é c r i r e les formules de r é c u r r e n c e s liant 

les P . v 

S i v = 0 mod 2 : 
N(y)-1 

P . , . (X) P . (X) = 3 j c X 3 ( 2 - X ) Q ( X ) + ( 4 X 2 + 5 X + 1 ) P (X) 2 
v + 1 - J v - 1 + J V V V 

Si v = 1 , j mod 2 : 
N ( y ) + 2 

P , , . ( X ) P . (X) = 3 j c X 3 Q (X) + (X+ 1 ) P (X) 2 
V + 1 - J v - l + j V V V 

2 
Si v = j mod 2 : 

N(y ) + 2 
p 4-, ; (X) P , , , ( X ) ( 4 X + 1 ) = 3 j c X 3 Q (X) + ( X + 1 ) P (X) 2 

v + 1 - J v - 1 + J V V V 

où Q v ( X ) d é s i g n e P v ( 3 X + 1 " ( X + 1 > 1 ) P y ( 3 X + 1 + V 4 X + 1 ) 
2 X 2 X 

Notons e n s u i t e : 
N( y ) - 4 

T (X) = (c X(v) )" 1 X 6 P ( -4r) s i 2 | V 

V V V X I 
N( v ) - 1 

T (X) = (c X(v) )" 1 X 6 P ( ~ ) s i 2 ^ v V V V X I 

L e s r e l a t i o n s de r é c u r r e n c e s deviennent : (12) 

Pour v = 1 , j mod 2 : 

N( y ) - 1 
T v + 1 - j ( X ) T v + j - 1 ( X ) = 3 J ' C

V
( - X ) 6 U ,(X) + (X+ 1 ) T (X) 2 

2 
Sî v = j mod 2 

v v 



N ( Y ) - 1 
T

v + ! _ j ( X ) T
v + j _ 1 (X)(4 + X ) = 3 j c v ( - X ) 6 U v ( X ) + (X+ l ) T v ( X ) 2 

Si y = 0 mod 2 : 

N ( y ) - 4 

T Y + 1 _ J ( X ) T V + J _ ] ( X ) = - 3 j c V ( 2 X - 1 ) ( - X ) 6 U V ( X ) + ( X 2 + 5 X + 4 ) T V ( X ) 2 

avec U (X) = T ( 3 X + * 2 + ( X + 1 K / * X + X 2 > ) T A3 X+ X 2 - (X+1 h / 4 X + X' 
v - 2 X J - 2 X 

On obtient a lors la proposi t ion suivante : 

Propos i t i on 5 : 

So i t v un élément de [j ] , premier avec (l - j ) . 

A lors T^(X) es t un polynôme unitaire de ZI [j ] [ X ] vér i f iant : 

T (0) * . 
V C v X ( y ) 

Remarque : 

T (X) = n" (X - x - 3 ( p )) 
v v p = 0 

le produit portant sur des r e p r é s e n t a n t s des orb i t e s des points non nuls 

de y - d i v i s i o n s , non annulés par 2 , s o u s l 'action du groupe d'automor -

phisme de E engendré par - j . 



I I . - P r o p r i é t é s arithmétiques des coordonnées x et_ y aux points de divis ion 

d 'ordre premier à 3 . 

Dans la su i t e 21 dés igne un idéal propre de Z. [ j ] , premier 

avec 1 - j , et k (Si) le c o r p s des c l a s s e s de rayon 31 sur k = Q [j ] . 

3 3 So i t h ( z ) = p (z) la t ro i s i ème fonction de Weber a s s o c i é e à 
A 

2 Dl • 

1 3 P 9 3 6 

Si on pose F ( z ) = — , a lors F (z) = ( 13) 

x(z ) h (z ) 

Un résu l ta t c l a s s i q u e de multiplication complexe ( [Sh ] , Chap.6 , § 6 - 8 ) 

permet d'aff irmer que pour tout point p primitif de î l -d iv i s ion , c ' e s t - à -

d ire d'annulateur égal à 21 , k ( F 3 ( p ) ) = k (2l) . 

Propos i t i on 1 : 

So i t p un point primitif de 21-division . 
3 , A lors F (p) e s t un entier a lgébrique . 

Cela r é s u l t e de I , proposi t ion 5 . 

La loi de r é c i p r o c i t é de Shimura permet de d é c r i r e e x p l i c i t e -

ment les conjugués de F (p) : s i u es t un idèle unité de k , et s i a e s t 
# 

un élément de Z [j ] vér i f iant a = u mod 3J , a lors : 

F 3 ( p ) ( u - 1 , k ) = F 3 ( a p ) 

où ( . , k ) dés igne le symbole d'Artîn . 3 -L e s conjugués de F (p) 

sont donc les é léments de la forme : 

F ( p* ) , avec annulateur (p1) = annulateur (p) . 

P o s o n s , pour tout idéal 21 premier avec 1 - j : 



S S J ( X ) = 

1 , s i SI = (2) 

Ann ( p ) = 81 
Il " (X - F 3 (p)) s inon 

le produit portant sur les orb i t e s des points primitifs de Sl-divis ion , 

sous l 'action du groupe des automorphismes de E . 

Soî t v un élément de 2 [j ] , premier avec 1 - j , la décomposit ion en 

facteurs i rréduct ib les de T (X) es t donc : v 

T (X) - n S„.(X) 
V Cl | V 2 1 

Sachant que (T (0)) = (v ) ( v , 2 ) _ 1 où ( v , 2 ) dés igne le p g c d de ( v ) e t 

(2) , on obtient : 

Propos i t ion 2 : 

Si 81 = (2)n n > 1 ( S ^ O ) ) = (2) . 

Si 81 = pn n £ 1 , p premier dist inct de 2 et 1 - j , 

a lors : (SjjfO)) = p . 

S i SI e s t d iv i s ib le par deux idéaux premiers d i s t incts , 

(81 , 3) = 1 , a l o r s S ^ f o ) e s t une unité . 

Coro l la i re 3 : 

So ient SI un idéal propre de Z [j ] , premier avec 1 - j et p un 

point primitif de Si-divis ion . 

Si 31 = (2) F 3 ( p ) = - 4 . 

Si 81 = (2n) n > 1 , ( ou SI = pn n > 1 , p premier) , a lors : 

( F 3 ( p ) ) [ k ( « ) : k ] - ( 2 ) f ( ( F 3 ( p ) ) [ k ( 8 D : k ] = p ) 

Si 81 es t d iv i s ib le par deux idéaux premiers d i s t incts : 

F (p) e s t une unité . 



Intéressons nous maintenant à la deuxième coordonnée . 

D'après (2) et ( n ) , on a les éga l i t é s suivantes : 

y ( z ) = 1 - 2 x ( z ) 2 x (z + f ) 

= 1 + 2 ^ ^ 
x ( z - f ) 

d'où : 

( y ( z ) - l ) 3 = 8 ^ z ) 3 

puis : 

so i t 

x ( z - f ) 3 

y(z) (y (z ) 2 + 3) - 3 y 2 (z) - 1 = 8 
x 3 (z - f) 

y (z) (1 + F 3 (z)) = 2 F 3 (z - f ) + F 3 ( z ) + 3 

En part icul ier s i p e s t primitif de î l -d iv i s i on : 

k (y( p )) = k (( 1 - j ) 3J ) et k (y 2 ( p )) = k (31 ) 

D'après (7) on a : 

x ( ( l - j ) z ) = - x 3 ( z j + 1 

3 j x ( z ) 

d'où : 

F 3 (z ) + 1 = - 3 j ^ (14) 
F ( ( l - j ) z ) 

Soi t p un point primitif de 21-division , a lors il en es t de même pour 

(1 - j ) P , et E-LêJ e s t une unité ( II, c o r o l l a i r e 3 ) . Puis -
F ( ( l - j ) p ) 

2 F 3 ( 8 ) + 4 que y ( p ) = , s i v est une place de k(3J) divisant 1 - j , 
F ( p ) 

on a 

v ( y 2 ( p ) ) > v ( 3 ) = 2 v ( 1 - j ) 



Or l 'extension k (y ( p )) / k es t non ramif iée en 1 - j , et l 'extension 
2 

k (y ( P )) / k (y ( p )) e s t rami f i ée en toute p lace divisant 1 - j , la va lua-
2 tion v(y (p)) ne peut donc pas ê t re pa ire , d'où : 

v ( y 2 ( P )) ï 3 v ( l - j ) ) . 

L 'éga l i t é (3) donne a lors : 
v ( y 2 ( p ) ) = 3 v ( 1 - j ) . 

Propos i t ion 4 : 

Soient 21 un idéal propre de Z [j ] , premier avec 1 - j et p 

un point primitif de 2J-divîsion . 

Si SI = pn n > 0 p premier dist inct de 2 (y 2 ( p )) = ( 1 - j ) 3 ( F 3 ( p ))"1 . 

Si SI = 2 pn n > 0 p premier dist inct de 2 (y2( p)) = ( ( 1 - j J3) (F (2 p)) . 
2 3 Dans les autres c a s , (y ( p )) = ( 1 - j ) s i 31 ^ (2) . 

Démonstration : 
2 

Le calcul concernant la valuation de y (p) en une place divisant 

1 - j vient d 'ê tre fait . 

D 'après la formule (3) : 

3 
x (2 z ) = x (z) x _ ( z ) ~ 2 

4 x (z ) + 1 

d'où : 

( F 3 ( p ) + 4 ) F ( p ) = F (2 p ) (1 - 2 F 3 ( p ) ) . 

Chaque facteur de ce t t e éga l i t é e s t un entier a lgébrique , c e qui permet 

d'aff irmer que : 

1 - 2 F 3 ( p ) d i v i s e F 3 ( p ) + 4 

mais : 

1 - 2 F 3 ( p ) = 9 - 2 ( F 3 ( p ) + 4 ) 

donc : 3 
1 - 2 F (p ) d i v i s e 9 , puis l 'égal i té 



y 2 ( p ) F 3 ( p ) = F 3 ( p ) + 4 
2 et la valuation de y (p) aux places divisant 1 - j donne : 

(1 - 2 F 3 ( p )) = ((1 - j ) 3 ) (15) 

Enfin y 2 ( p ) est a s s o c i é à 2 ^ ( 1 - j ) 3 d'où la proposit ion . 
F ( p ) 

• Démonstration du théorème principal . 

Soi t 21 un idéal propre de Z [j ] , distinct de 2 et premier 

avec 1 - j . Si p est un point primitif de 2J-division , a lors 

——̂  ^ + 4 es t un entier algébrique engendrant k(2l) sur k . 
3(1 - j ) 

p ^ ( g ) + 4 
Pour démontrer que 2 [j ] [ ] = A. il suff i t de montrer 

3(1 - j ) M 2 U 

l 'égal i té des discriminants : 

3 d1 d [ F ( P ) + 4 ] / * [ j ] ) 1 k U J 2 3(1 - j ) 

Calcul de d^ : 

Soit p un idéal premier de "Z. [j ] divisant 21 , posons : 

21 = pr 211 avec (SI1 , p) = 1 , q = N Q p - j ( p ) . 

On ca lcule la valuation de d^ en p en util isant la théorie du corps de 

c l a s s e s . 

Sî U dés igne le groupe des idèles unités de <Q [j ] , U ^ le groupe des 

idèles unités de <Q [j ] congrus à 1 mod 21 , et ( - j ) le groupe des 

uni ités de Z [ j ] , a lors le groupe de Galois G a l ( k ( 2 l ) / k ) est iso -

morphe à U / ( - j ) U g j . Il y a exactement 

[k ( ps 2I1 ) : k ] - [k ( p s _ 1 2I1 ) : k ] c a r a c t è r e s de Gai (k ( 2 l ) / k ) dont 



y v = 

le conducteur est de valuatîon 0 < s r en p , d'où en util isant la for -

mule de H a s s e : 

v (d ) = [«(2J1) : k ] Z s( [ k ( a») : k (2 î ' ) ] - [ k ( p s _ I ai') : k(2j ' ) ] ) 
p s = 1 

La fonction d'Euler déf inie par c p ( 2 J ) = [ j ] /2J )* permet le calcul 

de [k(2l) : k ] : 

Si 81 ^ 2 , 3 [k (îl) : k ] - ^ cp(3l) 

[k (2) : k ] = [k (3) : k ] = 1 

d'où : 

I ( r q r - ( r + l ) q r _ 1 - 5 ) si 3l' = 1 p ± 2 

i (r q r _ ( r + l ) q r " 1 _ 8 ) s i 21 = (2 r ) r > 1 

j ( r q r - ( r + l ) q r _ 1 - 1 ) s i SI1 = (2) 

[k (5 j ' ) : k ] (r q r - ( r + l ) q r _ 1 ) s inon 

Calcul de ' 

On ut i l i se la formule d'Euler : 

V ^ k u o / k C n ( f 3 ( ^ - f 3 ( ^ ) C T ) ) 
2 k ( 3 J i / k V C T ^ , d 3 ( 1 _ j } y 

Il faut donc évaluer les d i f f érences : 

F 3 ( p ) - F 3 ( p ) a pour CT € G a l ( k ( 3 0 / k ) \ { id } 

Soit u un idèle unité de k , dont la c l a s s e modulo ( - j ) U ^ est non t r i -

v ia le , la loi de réc iproc i t é de Shimura donne : 

F 3 ( p ) = F 3 ( P ) ( U _ 1 ' P> = F 3 ( p ) - F 3 (u p ) (16) 

où u p est le point de 21-division défini par a p pour a appartenant à 
r T * Z [j J et véri f iant cc = u mod 21 . 



Lemme 1 

On a l ' identité suivante : 

- 3 3 t F 3 ( z ) - F 3 ( p ) ) 2 g R ( ( - J , ' z - P ) 
F (z ) F ( p ) ( F (z ) + F ( p ) + 3 ) - 1 î = 0 

Démonstration : 

On montre d'abord que : 

F 3 (z) F 3 ( p ) ( F 3 (z) + F 3 ( p ) + 3 ) - 1 = 

( F 3 (z) - F 3 ( p - f ) ) ( F 3 (z) - F 3 ( p+ f )) F 3 ( p ) (17) 

En effet , d 'après le calcul conduisant à ( i l ) , les r a c i n e s du polynôme 

X 2 - F 2 ( p ) X - F ( p ) 

sont F ~ ' ( p + f ) et F ~ ' ( p - f ) . On obtient a l o r s le polynôme dont les 
3 3 3 

r a c i n e s sont F ( p + f ) et F (p - f ) , et de coe f f i c i ent dominant F (p) , 

d'où (17) . 

Le lemme r é s u l t e a l o r s de l 'égal i té des d i v i s e u r s des deux membres de 

l ' identité , et de l 'évaluation en 0 . 

Lemme 2 : 

So i t 21 un idéal propre de Z. [j ] d i s t incts de 2 et premier avec 

1 - j . Si p et p ' sont deux points primitifs de 21 - d i v i s i o n , et d'orbites 

d i s t inc tes sous l 'action de ( - j ) , a lors : 

( F 3 ( p ) F 3 ( p ' ) ( F 3 ( P ) + F 3 ( p ' ) + 3 ) - 1 ) = ( 2 7 ) 

Démonstrat ion : 

On a l 'égal i té polynomiale su ivante : 

XY (X + Y + 3 ) - 1 = (X - Y ) ( Y (X - Y ) + 3Y (Y + 1 )) + (2 Y - 1 ) (Y + 1 ) 2 

P o s o n s F 3 ( p ) = X F 3 ( p ' ) = Y A = XY (X + Y + 3 ) - 1 . 

D 'après (13) et ( l 4 ) ((2 Y - 1 ) (Y + 1 ) 2 ) = ( 2 7 ( 1 - j )) . 

Le p g c d de A et X - Y d i v i s e donc 27 ( 1 - j ) 8 



D'après le lemme 1 , A d iv i se (X - Y ) et le quotient est premier avec 

1 - j . A es t donc une unité en dehors des p laces divisant 1 - j . 

Soi t v une place de k(2J) divisant 1 - j . Puisque 1 - j ne s e ramifie 

pas dans k (SI ) / k , on a v (l - j ) = 1 . D 'après ce qui précède , 

v ( A ) = 2 v(X - Y ) , donc v ( A ) ^ ( 2 7 ( l - j )) car v ( 2 7 ( l - j )) = 7 est 

impair 0 

On en déduit : 

v ((X - Y ) ( Y (X - Y ) + 3 Y ( Y + 1 )) < 7 

soi t : 

v ( X - Y ) + v ( Y ( X - Y ) + 3 Y ( Y + 1 ) ) < 7 

Or X - Y = F 3 ( p ) + 4 - ( F 3 ( p ! ) + 4 ) es t d iv is ible par ( 1 - j ) 3 , 
2 2 d'après le calcul de y ( p ) et y ( p1 ) „ 

D'où v (X - Y ) £ 3 puis : 

v (Y(X - Y ) + 3 Y ( Y + 1 )) £ 4 

Or v (3 (Y + 1 )) = 4 d'après (14) 

soi t : v(X - Y ) £ 3 . 

C o n c l u s i o n : v ( X - Y ) = 3 v ( A ) = 6 et (A) = (27) . 

So i t u un idèle unité de Q [j ] dont la c l a s s e modulo ( - j ) U ^ es t non 

tr iv ia le 0 On a : 

( F 3 ( p ) - F 3 ( u p ) ) 2 ^ j> F ( ( ( - j ) ' u - 1 ) P ) 
3(1 - j ) i = 0 

d'où : 

, d ' , < u €
N u / < - j > u a i i 5 o N ^ ' A ( F 3 m - i , i u - ' ) ^ 

U 1 21 

On remarque que d^ ne fait intervenir que les places de k divisant 21 . 

D'après les résu l ta t s du paragraphe 2 (prop. 2 , c o r . 3 ) on a le tableau 

suivant décrivant l'idéal : 



r 
S i 31 = Il p P et n = [k(2J ) : k ( p S ) ] 0 < s £ r 

P ' s P 

Annulateur ((u - 1 ) p) PS p f i 2 

0 < s <; r 
P 

2 S 

1 < s ^ r 2 

2 autres cas 

A u , o 
r . _ p *>'s 2 n 2 1 2 z> 1 (1) 

(18) 

P o s o n s maintenant : 

A u , i " , N k ( 3 l ) / k ( F 3 " ( - j ) I u - ' > 

5 
et A = II A . . 

U i = 0 U ' ' 

F ixons un idéal premier p divisant 21 , et posons : 

r 
21 = p " 211 ( 211 , p ) = 1 • 

D'après ( 18) , un élément u de U / ( - j )LJ r donne une contribution A ' ' 21 u 

d iv i s ib l e par p , s i le conducteur du c a r a c t è r e a s s o c i é e s t d iv i s ib le 

par 21* . 

Il y a exactement [k(2l) : k ( p r _ S 2J1)] - [k(2l) : k ( p r _ s + 1 21')] c a r a c t è r e s 

de conducteur exactement égal à p r _ S 2J1 „ 

So i t X un tel c a r a c t è r e , on lui a s s o c i e un îdèle u tel que : 
.* r - s u = 1 mod p 21 ' . 

On peut déterminer a l o r s la contribution de p en A . 



21 P r . P ^ 2 2 pr , P 2 2 r r > 1 
p = 2 

PR 2l' (2J1, 2) = 1 

V p ( A u , 3* i 3 4 1 

i / 0 , 3 
i 0 1 1 

y v n + 5 
p, s 

n + 3 
H 5 

s = 1 : 2 n + 8 

s >1 : n 0 + 8 z, s 
n 

P. 5 

La valuation de en p es t a l o r s , s i q = N ^ / ^ ( p ) : 

• 21 = pr p î 2 : 

v J d J = ^ E (n + 5)( [ k ( p r ) : k ( p r - s ) ] - [ k ( p r ) : k ( p r ~ s + 1 ) ] ) 
P 2 6 s = 1 p, s 

- i C * 1 + 5) (qS - q 5 " 1 ) + 6 ( ^ - q ^ 1 ) ) 
s = I 

= ^ ( r q r - ( r - l J q ^ 1 - 5 ) 

• 21 = 2 pr p ^ 2 : 

V f d j = ± L (n ç + 3 ) ( [k (2 pr ) : k (2 p r ~ S ) ] - [k (2 pr ) : k (2 p r " S + 1 ) ] ) 
P ° s = 1 P» s 

4 ( P l 1 (3 q P " S
 + 3) (qS - q 5 " 1 ) + 6 ( ^ ~ f ^ - ^ ) ) 

s = 1 

( r q r - ( r + l ) q r - 1 - D 



De même si 21= 2 r r > 1 ( 3 = 2 : 

v 2 ( d 2 ) = ^ ( r 4 r - ( r+ l ) 4 r _ 1 - 8 ) 

et s i 21 = pr 2f' ( 2 l ' , 2 p ) = 1 il' / ( l ) : 

v p (d 2 ) = ^ ( r q r - ( r + l ) q r _ 1 ) [k(2 l ' ) : k ] 

d'où (dj) = (d 2) dans tous les c a s , c e quî achève la d é m o n s t r a -

tion du théorème principal . 



Générateurs des anneaux d'entiers de3 corps de classes de rayon de Qt j], 

non ramifiés en 3, de dimension i 10 

module ( 2 - j ) : - 1 + X 

module et conducteur ( 3 - j ) : - 1 - j X + X 2 

module et conducteur 4 : (2 + 2j) - ( 4 + 2j) X + X 2 

module et conducteur ( 4 - 2 j ) : ( 3 + 2 j ) - 7 X + (1 - 4 j ) X 2 + X 3 

module et conducteur (3 - 2j) : ( - 1 - j) + (4 + j) X + ( - 3 + j) X 2 + X 3 

module et conducteur 5 : - j + ( 3 + 6 j ) X - ( 7 + 7j) X 2 + (2 + j ) X 3 + X 4 

module et conducteur ( 5 - j ) : ( 1 + j ) - 3 X - ( 4 + 9 j ) X 2 + ( 1 5 + 1 1 j ) X 3 - ( 9 + 2 j ) X 4 + X 5 

module et conducteur ( 4 - 3j ) : 

j - ( 1 + 7j)X + (12 + 22j) X 2 - ( 31 + 25j) X 3 + (25 + 4j) X 4 + ( - 6 + 4j) X 5 + X6 

module et conducteur 7 : 

1 + ( - 5 + 5 j )X- 19j X 2 + ( 4 + 8 j ) X 3 + (17 + 1 7 j ) X 4 - ( 16 + 8j) X5 + X6 

module et conducteur ( 6 - j ) : 

j - 6j X + (4 + 25j ) X 2 - ( 32 + 60j ) X 3 + ( 62 + 6 0 j ) X 4 - ( 39 + 18j) X 5 + (5 - j) X 6 + X7 

module et conducteur ( 5 - 3j ) : 

( - 1 - j) + (3 + j)X + (13 + 9j) X 2 - ( 52+ 8j) X 3 + ( 5 6 - 2 1 j ) X 4 + ( - 21 + 28j) X 5 + 

(1 - 9j ) X 6 + X7 

module et conducteur 8 : 

(2 + 2 j ) - ( 1 6 + 8j)X + 40 X 2 + ( - 40 + 40j) X 3 - 90j X 4 + (52 + 104j ) X 5 - ( 56 + 56j )X ô + 

(16 + 8j} X 7 + X 8 
module et conducteur ( 5 - 4j ) : 
( - 1 - j) + (13 + 3j)X + ( - 4 5 + 2 1 j ) X 2 + ( 6 7 - I !6j) X 3 + ( - 3 7 + 276j)X 4 - ( 89 + 437j )X 5 

+ (259 + 429j) X 6 - (250 + 195j) X 7 + (92 + 11 j) X 8 + ( - 10 + 10j) X 9 + X 1 0 



Remarque : 

Les polynômes correspondant aux conducteurs 6 - j et 5 - 3j 

apportent une r é p o n s e pos i t ive pour les ex tens ions cyc l iques de degré 7 

de <Q[j] c i t é e s dans le théorème 1 de [Cou 1 ] . 
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