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2im

Soit k=@ [j], ol j désigne la racine cubique de |'unité e 3 .
L'anneau des entiers de k , Z [j], est un réseau de C ., On notera P la
fonction de Weierstrass associée , et E la courbe elliptique C/Z [j] .

3

En utilisant le modéle y2 = 4x~ + 1 de cette courbe , on montre le théo-

réme suivant :

Théoréme principal :

Soit ¥ un idéal propre de Z [j], premier avec 1 -] . Si B
désigne un point de E , primitif de y-division, et F(g) = x_] (R) ,

alors on a 'égalité suivante :

3
Ak(al)=ZD] [_':__(_i)_‘*‘_‘i.]
3(1 -j)

ol Ak (31) désigne I'anneau des entiers du corps de classes de rayon ¥

sur k ,

Ces résultats sont dans la lignée de ceux obtenus par Ph, Cassou-
Nogués et M, Taylor [C.-N,T], J. Cougnard [Cou2], et llauteur [Fi],
Dans une premiére partie , on établit les formules de récurrences per -
mettant dlobtenir les abscisses des points de division de E , pour le
modéle considéré , en vue de la programmation sur micro-ordinateur ,
Dans la deuxiéme partie on étudie les propriétés algébriques des valeurs

des coordonnées x et y aux points de division d'ordre premier & 3 ,



Enfin on démontre le théoréme principal dans la troisiéme partie , et on

donne quelques exemples numériques ,

Les points de division du modéle y2 = 4x3 +1.,

Soit f un point primitif de (1 - j)-division de E ,

. On désigne par p' (f)l/3 une racine cubique de

2+ 2+ ]
fE{ 3J’— 3J}

P! (f) fixée une fois pour toute ,

On pose :
c(z)=Bl2) =) __el2) ) -Bl2)
P ()23 pr(5)2/3 P! (f)

Alors les fonctions elliptiques x et y sont liées par [léquation :

v2(z) =4x3(z) + 1. (1)

Le diviseur de x étant (f) + (-f) - 2(0) , on vérifie aisément que :

x(z) x(z+f)x(z-f) = -1 (2)

. .2
de méme le diviseur de y étant (—;—) + (Jz-) + (Jz—) - 3(0) , on obtient :

. .2
yiz)ylz + D) ylz+L) vz +L-) = —27 (3)

. .2
—;- ’Jﬁ et %— représentant les points non nuls de 2 -division de E ,

Soit maintenant un idéal entier § de Z [j] , il existe un entier

algébrique v engendrant J , Pour obtenir les points de v-division, on

utilise la fonction x{vz) .

Proposition 1 :

Soit v un élément de Z [j] premier avec 1-j ,

Alors on a Itégalité :



x({vz)=c I x(z+ ) (4)
V yg=0

et Niv)=v7v.

ot C?):(_])N(\))—]

Pour la démonstration on renvoie le lecteur & [FI1] ,
Posons alors :

z (X) = M' (x-x(g) sily,2)=1
vB=0

B#O
zv(x)=—;’- I (x-x(g) si 2|v
#

(=N o]

v B
28
le produit étant indexé par un systéme de représentants des classes non

nulles des points de y-division modulo ty .

Proposition 2 :

Soit v un élément de Z [j] premier avec (1 -]) .
Z\)(O) = c, x(v) (5)

oll X désigne le caractére non trivial modulo 1 - ,

Démonstration :

De I'égalité (4) on déduit :

xvz) _o T x(z+p) (6)
X(Z) v VB = 0
B# O
La r&gle de |! Hopital permet dlécrire :
i xlvz) o xTvf)
z »f x(z) x V()

1
Or yf=X(y)f dans E , d'ol x—'-(hit')' = x{v) .
x(f

On obtient donc :



vx(v)=cv I x(f+8).
vg=0
g#0
Llutilisation de (2) permet diécrire :
N(y) -1
. (-1) 2 VY
si (v,2)=1 I x(f+ )= ; =
vB=0 I x(g) z (0)
B#O vg=0 v
B#O
N(v)-4
(-1) 2
si 2 ]v I x(f+g)= - = A%
vB=0 II" x(g) 2z (o)
2B#0 vg=0 v
28 #0

. .2
Il reste & calculer le produit x(%+ f) x(J2-+ f) x(J2—+ f) .

Pour cela on constate que les solutions dans E de :

|-

(1-j)z =

L L L_
sont 5 2+f et > oo
Et on calcule x{({1 - j)z) en utilisant la formule d'addition de la fonc -

tion P , soit:

x40 (7)

x{((1 -j)z) =-
J 3jx(z)2

x(Ji) , X(Ji+f) et x(%-f)=x(%+f) sont les racines du polynéme

X3+3jx(-;-)><+ 1

dlols x(*|2-+ f) est la racine double de ce polyndme , soit :

x(iz-+f) = —2jx(—;) = -Zx(‘jz-)
.2 . .2
puis x(%——+f)=—2jx(°‘é—)=—2x("2—-)

2y = —2xid) |

et x(=+ f)



. 2
Enfin, égalité 4(X - x(2) (X - x(L) (x - x) = 4x®+ 1
donne :
, . 2 3
(X = x(5+f) (X-x(=‘2-+f)) (x-x(-12—+f))=x -2 (8)
. 2
et x(-%+f)x(=’z-+f)x(-%—+f) = 2

ce qui achéve la démonstration de la proposition 2 ,
Exprimons maintenant x(yz) & I'aide du polynéme Z\) .

Proposition 3 :

Soit v un élément de Z [j] , premier avec 1 -~ j .
Si (v, 2) =1 alors :

Nty) Zytx(z + N2 Oxlz - 1)

x(vz)=c x(z)
Y v 2 (x(2))?

(9)

Si z|v alors :

Z Ixlz + £)) 2 (xlz - £)(2 = x(2)3)
AV, hY)

x(yz) = c, x(Z)N(V) -3

Zv(x(Z))z (4x(z)3 + 1)

Démonstration :

Le diviseur de x(yz) est :

L (g+f)+(pg-F)-2(g).
vg=0

Le diviseur de x(z + f) est (f) + (0) - 2(~f)
et celui de x(z - ) est (-f) + (0) - 2(f) ,

D'apreés (8) celui de 2 - x(z)3 est :

. .2 . .2
(-%-+f)+(42-+f)+("7-+f)+(-%-f)+(Ji—f)+(-42—-—f)—6(0)

et celui de Zv(x(z)) est



L [(B)+(-g)-2(0)]
vp=0
28#0
On en déduit I'égalité des diviseurs des deux membres de chaque égalité
citée en (9), il reste donc & calculer le coefficient de proportionnalité ,
Pour cela , on calcule la limite du rapport quand z tend vers 0 ,
Pour obtenir des relations de récurrences , on calcule :

x{vz) -xW{1-j)z) .

Proposition 4 :

Soit v un élément de Z [j] premier avec 1 -],
Si v=0 mod 2 : 1
4 (x(z)) z . (x(z))

(vz) = x((1-])2) = 55 =1L .
S z(x2)? x(2)? (53(z) + 1)

Si v=1l, j mod2:
xlvz) = x(l1-j)z) =4 Zv-';J;)(:(ZZ))))ZZ:;;Z—J'"“Z” L (10)
Si v=j%mod2:

Z\,_ 1 +i(X(Z)) 4 vt 1 -i(x(Z)) ax3(z)+1)

x(\)Z)-—x(I—j)z)=3I—j

Z (x(z)? x(z)?
Y
La démonstration est de méme nature que celle de |la proposition 3 ,

En utitisant (7) , (9) et (10) on obtient les formules suivantes :
Si v=0 mod 2 :

zv_'_ 1= (x(z)) Zv—l+j(X(Z)) =

3 cvx(z)N(v)—l Z (xlz +0) 2 (x(z - ) (2= x3 ()4 (4 x%(2)+5x3(2)41) z (x)



Si yv=1, Jj mod2:

ZoeqojX@2dz L (x(z)) =

3jc xlz Z (x(z+8) Z (x{z=) + (x(2)2 + 1) 2 (x(2))?
Vv AV, Vv Vv

Siv Ejz mod 2 :
3
Z\,+1—j(x(2)) Z\)—1+j (x(z)) (4x"(z) + 1) =

)N(\))+2

3ic, xlz 2 (xlz+£) Z_(x(z - 1) + (x(z)3 + 1) Zv(x(Z))z

Il nous reste & exprimer x(z+f) et x{z~-f) en fonction de x(z) et y(z) .

z, z+7 et z-f sont les solutions de (1-j)Z=(1-j)z dans E , on en

déduit que x(z), x(z+f) et x(z-f) sont les racines du polyndme :

3 3(z)+1

fx3+3jx((1-j)z)x2+1=x x% 41,
X (z)
On en déduit :
x{(z+f)+ x(z-f) = 2] et x(z+f) x(z-f) = =1 .
x“(z) x(z)

x(z+f) et x(z-f) sont donc les racines du polynéme :

><2_ 1 X — 1

x2(z) x(z)

dont le discriminant est :

X(Z) >

x (z)

On en déduit , puisque x(2f) =

><(Z+f)=-;']——'->::2¥(ii))- et x(z- f)=-;-——L-:2(Z()Z) (11)



Puisque x(jz) =] x(z) , il est clair que les Z\)(X) sont en fait
des polyndmes en X3 . On pose donc :
P (x3) = z (X )
AY) \Y)
ce qui précéde permet alors dlécrire les formules de récurrences liant

les P
v

Si v=0 mod 2 :

N{y)-1
. 3 2 2
- . = - +(4
Poy1ojXRIP (X =3jc X (2-X)Q (X) +(4X"+5X+1)P (X)
Si v=1, j mod2:
N{y)+2
. 3 2
. : = + (X+
P\)+]—J(X)P\)—]+J(x) 3je, X QV(X) (X I)Pv(x)
Si v Ejz mod 2 :
Niy)+2
. 3 2
. . + =
P\)+1-—J(x) P\)—]+J(x)(4x 1) 3JC\)X Q\)(><)+(><+1)PV(><)

1 = (X+1)/4X+1 > l:,V<3x+ 1+ (X+1),/4X+1

oli @ (X) désigne P <3x+
v v 2 XZ 2

2X

Notons ensuite :

N(y)-4
T = e xtv DT C e (L) sio2)y

N(v)-1
T = (e xtv)TTx R (L) sio2gy
Les relations de récurrences deviennent : (12)
Pour v=1, j mod 2 :

N(v) -1

Tor i T g5 (X =3ic (-Xx) ° U (X) + (X+1) Tv(x)2

Si yv=j2 mod2 :



N(y) -1

6

Tor1ojOT 4 XHE+X) =3jc (-X) u\)(x)+(><+1)‘r\)(><)2

v+ 1 +j

Si v=0 mod 2 :

N(v)-4

T (X)) T 6
-J v

Ut 1 (X)=-—3jcv(2><—1)(—x)

. U (X) +(XP+5X+4)T (X)2
+j-1 v v

T <3><+ x2 +(X + 1)J4x+x2>T (3x+x2-(x+1)J4x+x2
v v

avec U (X) =
v -2X -2X

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 5 :

Soit v un élément de Z [j] , premier avec (1 -j) .

Alors T\)(X) est un polyndme unitaire de Z [j] [X] vérifiant :

T, (0 = ——1
c, ¥ (v)
Remarque :
T X = T (x-x"3(p)
v ve=0
2g#0

le produit portant sur des représentants des orbites des points non nuls
de y-divisions , non annulés par 2, sous I'action du groupe d'automor -

phisme de E engendré par -j ,
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Propriétés arithmétiques des coordonnées x et y aux points de division

dlordre premier & 3,

Dans la suite 9 désigne un idéal propre de Z [j], premier

avec 1-j, et k(%) le corps des classes de rayon % sur k=@ [j].
9 _6

273 95 3
Soit h(z) = - ————= P~ (z) la troisiedme fonction de Weber associée a
A
ZzIjl.
9 .6
Si on pose Fl(z) = 1 , alors F—'3 (z) =23 (13)
x(z) hiz)

Un résultat classique de multiplication compliexe ( [Sh], Chap.6, § 6-8)
permet dl'affirmer que pour tout point B primitif de Y-division , clest-a-

dire d'annulateur égal & % , k(F3(B)) =k (%) .

Proposition 1 :

Soit B un point primitif de Y-division ,

Alors F3(B) est un entier algébrique ,
Cela résulte de | , proposition 5,

La loi de réciprocité de Shimura permet de décrire explicite -
ment les conjugués de F3(B) : si u estun idéle unité de k , et si q est

2 - Pd - - *
un élément de Z [j] vérifiant a =u mod U , alors :

-1
k) L 30

3
F (8
ot (., k) désigne le symbole d'Artin ,
Les conjugués de F3(B) sont donc les éléments de la forme :

F3(B') , avec annulateur (g') = annulateur (g) .

Posons , pour tout idéal Y premier avec 1 - | ¢
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1, si 4=(2)
sm(x)=

m"(x - FS(B)) sinon
Ann(g) =%

le produit portant sur les orbites des points primitifs de %-division ,
sous l|laction du groupe des automorphismes de E ,
Soit v un élément de Z [j] , premier avec 1 - j, la décomposition en

facteurs irréductibles de Tv(x) est donc :

T (X)= 1 sm(x)
v °q|v

Sachant que (T\)(O)) = (v)(v,z)—] olu (v, 2) désigne le pgcd de (v) et

(2) , on obtient :

Proposition 2 :

si %4=(2)" n>1 (S,(0) =(2) .

Si 9= pn n=>1, p premier distinct de 2 et 1 - j,
alors : (Si’l(O)) =P .

Si ¥4 est divisible par deux idéaux premiers distincts ,

(u,3)=1, alors sm(o) est une unité ,

Corollaire 3 :

Soient ¥ un idéal propre de Z [j], premier avec 1 - | et B un
point primitif de Y-~division ,
si u=(2) F(g)=-4.
si 4=(2") n>1, (ou u= pn n=>1, p premier), alors :
(Fa(s))[k(m): k1 (2) ’ ((Fs(B))[k(zu): k] _ o)
Si YU est divisible par deux idéaux premiers distincts :

Fs(B) est une unité ,
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Intéressons nous maintenant a la deuxiéme coordonnée ,

Dtaprés (2) et (11) , on a les égalités suivantes :

1 - 2x(z)z x{z + f)

y (2)
x(z)
x(z~-f)

=1+2

dlol :

)3 X(Z)3

1
—

(y (2) =8

x(z )3
puis :
x3(z)
3

Vz) (y(z)2+3) = 3y2(z)-1-=-8
z - f)

x
soit :
yi2) 1+ F3 2N =2F3z - )+ F3(z) + 3
En particulier si B est primitif de Y-division :
kiy(g) =k{{1-j)u) et k(yz(s))=k(zu)
D!apreés (7) on a:

3
x((l—j)z)=..£_(_z_2)il
3jx“(z)

dlols ¢

—F) (14)
F((1-j)z)

F3(z)+ 1==3j

Soit B un point primitif de Y-division , alors il en est de m&me pour

(1-j)p, et —-Fi@—)—— est une unité ( Il, corollaire 3 ), Puis-
F((1-])8)

3

que yz(B) - E (3)+4 , si v est une place de k(%) divisant 1-j,
F(g)

ona:

wiv2 () = v(3) =2 y(1-])
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Or I'extension k(yz(B))/k est non ramifiée en 1 - j , et I'extension
k(y(g))/k (yz(B)) est ramifiée en toute place divisant 1 - j, la valua-
tion \)(yz(B)) ne peut donc pas &tre paire , dlod :

wiyZ(8) =31 -j) .
L'égalité (3) donne alors :

v(yz(B)) =3y(1-j),

Proposition 4 :

Soient U un idéal propre de Z [j] , premier avec 1 - j et B
un point primitif de Y-division
Si 9= p' n>0 p premier distinct de 2 (y2(s) = (1-1)3 (F3(5))" .
Si 4=2p" n>0 p premier distinct de 2 (yz( g)) = ((1 -j)3)(|=(z g)) .

Dans les autres cas , (yz(B)) =(1 - j)3 si U #(2) .,

Démonstration :

Le calcul concernant la valuation de y2 (B) en une place divisant
1 - vient d'étre fait ,

Dtaprés la formule (3) :

x3(2)-2
4x3(z)+ 1

x(2z) =x(z)

dlol :
3 3

(FY(B)+4)F(B)=F(28) (1 -2F (g)) .
Chaque facteur de cette égalité est un entier algébrique , ce qui permet
dlaffirmer que :

3 - 3

1-2FY(B) divise F (B)+ 4
mais :

1-2F3(g)=9-2(F3(g) +4)

donc :

1 - ZFS(B) divise 9 , puis I1égalité



_14_

v2(g) F3 ) =F3(p) + 4
et la valuation de yz(B) aux places divisant 1 - j donne :
(1-2F3(8) =((1-)%) (15)

Enfin yZ(B) est associé a Fl(‘z ) (1 —j)3 d'oll la proposition .

F(g)

I1l,- Démonstration du théoréme principal ,

Soit ¥ un idéal propre de Z [j] , distinct de 2 et premier

avec 1 -j, Si B est un point primitif de Y-division , alors

3
E(p)+4 est un entier algébrique engendrant k(%) sur k .,

3(1-1j)

3
Pour démontrer que Z [j] [i_(iﬁ_)_'*‘;‘_*_] = A
3(1 -

K (2) il suffit de montrer

itégalité des discriminants :

3
d. = MA, . /zZ[i]) d, =58z 8L 050
1 k() 2 31— j)

Calcul de d1 :
Soit p un idéal premier de Z [j] divisant %, posons :

91=pr A' avec (21',p)=l , q=NQD]/Q(p) .

On calcule la valuation de d. en p en utilisant la théorie du corps de

1
classes ,

Si U désigne le groupe des ideles unités de @ [j] , U, le groupe des
ideles unités de @Q [j] congrus a 1 mod* %, et (-j) le groupe des
unités de Z [j] , alors le groupe de Galois Gal(k (%)/k) est iso -
morphe & U/ (—j)LJiu . Il v a exactement

[k(ps ')t k] - [k(ps—] ') : k] caracteres de Gal(k(%)/k) dont
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le conducteur est de valuation 0 <s <r en p, dlol en utilisant la for -

mule de Hasse :

r
vold) = [k(u) k] 2 sCTk(p® uh i k(@D]- (k™ ah skc@h])
s=1

La fonction d'Euler définie par (%) = #(Z [j]/% ) permet le calcul

de [k(%):k]:
si ¥#2,3 [k@):k]l=F e

[k(2) :k]=[k(3):k]=1

diol

2"~ )™ T o 5)  siow'=1 p#2

(rqr—(r+l)qr—1—8) si 4=(2")pr >1

o|—

Vp(dl)= 3

r—1

%(rqr—(rﬂ)q -1) si u'=(2)

r-1 )

[k(m'):k](r‘qr—(rﬂ)q sinon

L

Calcul de d2 :

On utilise |la formule dEuler :

F3(s)-F3(s)°)>

d, =N I f
2 kw”"(c#id 301 - )

1| faut donc évaluer les différences :

=3 () -|=3(B)o pour o €Gal{k(¥)/k)\ {id}

Soit u un ideéle unité de k , dont la classe modulo (-j) uu est non tri-

viale , la loi de réciprocité de Shimura donne :

-1
Fe) =3 ) B) L35y R3(up) (16)
ol up est |e point de U-division défini par ap pour o appartenant a

3
Z [j] et vérifiant a=u mod ¥« ,
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Lemme 1 :

On a |lidentité suivante :

3 3 2 .
= (z>:=3<§j( S(;)i :—g)()sns) 1 Eop(('j)l 2=
Démonstration :
On montre dlabord que :
F32) F3 ) (F3 ) + F3(g) +3) -1 =
(F3(z2) - F3(g - £)) (F3(z2) - F3(g+) E3(p) (17)

En effet , d'aprés le calcul conduisant & (11) , les racines du polynéme
x% - F2(g)x - F(p)

sont F~! (B+ f) et ! (B-f) , On obtient alors le polyndme dont les

racines sont F3( B+ f) et Fs(B - f) , et de coefficient dominant F3(B),

dlots (17) .

Le lemme résulte alors de |'égalité des diviseurs des deux membres de

Ifidentité , et de |'évaluation en 0,

Lemme 2 :

Soit U un idéal propre de Z [j] distincts de 2 et premier avec
1-j. Si get 8' sont deux points primitifs de U-division, et dlorbites
distinctes sous Ilaction de (-j), alors :

(F3e)F3e ) (F3) + F3(g') +3) - 1) = (27)

Démonstration :

On a I1égalité polynomiale suivante :
XY(X+Y+3) =1 =(X=YHY(X=-Y)+3v(v+ 1)+ (2Y-1)(v+1)?
Posons F3(8) = X F3(B')=Y A=XY(X+Y+3)-1.

Dapres (13) et (14)  ((2Y - 1) (Y + 1)2) = (2701 - j)) .

Le pgcd de A et X ~ Y divise donc 27(1 -j) .,
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D'apreés le lemme 1, A divise (X - Y)z et le quotient est premier avec
1 ~j e A est donc une unité en dehors des places divisant 1 - j ,
Soit v une place de k (%) divisant 1 - j , Puisque 1 - | ne se ramifie
pas dans k(%)/k , ona v(1 -j)=1 , D'aprés ce qui précide ,
v(A)=2y(X -Y), donc v(A) #(27(1 = j)) car v(27(1 - j)) =7 est
impair o
On en déduit :

VIX =YY (X -Y)+3VYIY+1)) =7
soit :

VIX-Y)+ viYIX-Y)+3YIY+1)) <7
Or X-Y=F3(8)+4-(F3(g')+4) estdivisible par (1 - )3 ,
dlaprés le calcul de yz(B) et yz(B') 0
Dlod viX=-V¥Y) =23 puis :

VIY(X-Y)+3YI(Y+1)) <4
Or v(3(Yy+1))=4 dlapreés (14)
soit: y(X-VY) =<3 ,

Conclusion : y(X -Y)=3 v(A)=6 et (A)=1(27) .

Soit u un idéle unité de @ [j] dont la classe modulo (—j)uiu est non

triviale , On a :

3 3 5 .
(EB)-Flup) )2 T p-i)iu-1)p)
3(1-j) i=0
dlol :
(@) =( N i Ny /k Fo W=D u = 18))
u;t,l/(-nuQl i=0
u 1

On remarque que d2 ne fait intervenir que les places de k divisant 4,
D'aprés les résultats du paragraphe 2 (prop.2, cor, 3 ) on a le tableau

suijvant décrivant Ilidéal :
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Au o= Ny s (Fltu= 1))

r
siu=0p P et np’s=[k(‘u):k(ps)] 0<s=sry

Annulateur ((u-1)g) | p° p#2 2° 2 autres cas
0<s Srp 1 <s sr,
(18)
r n 2n
p,s 2,s 2,1
AL p P 2 < 2 @ (1)

Posons maintenant :

Au = Ny (P50 a = 1) )

Fixons un idéal premier p divisant ¥ , et posons :

r
a=p Pa' (', p)=1.

D!aprés (18) , un élément u de U/ (-j)U _ donne une contribution Au

)|
divisible par p , si le conducteur du caractére associé est divisible

par )
Il y a exactement [k(%) : k{p ~° a")] - [k(u): k(pP_S'H 9')] caractéres
de conducteur exactement égal a pr'—s ut .

Soit X un tel caractére , on lui associe un idéle u tel que :
* p-s
u=1mod p u',

On peut déterminer alors la contribution de p en A‘u .
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) p,pE2| 2p,p#2 | 20 P> oot (', 2) = 1
p=2

V(Au,3) 1 3 4 1
Vp(Au,n) 1 0 1 1

i #0,3

s =1 an +8
v (A ) n +5] n +3 ) 1 n
p u pS b, S s>]:n2 + 8 b, S
,S

La valuation de d, en p est alors , si q =Nk/Q(p) :

2

r
v (d )=—é' E (np s+5)([k(pr‘):k(pr‘_s)]_ [k(pr):k(pr‘_s'H)])

l b

= r r-1
L @ S48 -q® h+e( = — )

r
Vple2] =%s§,(”p,s #3)([k(2p") k(2P %) ] - k(2 p) s k(2g 7))
rol r r-1
Lé_( E (30" 7% +3)(d° - qs_])+6(9_:_:29___._qr—1 )>
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De mémesi 4=2" r>1 p=2:
vy (d,) =& (ra” — (r+1) 4771 _g)
etsi u=p o (o,2p)=1 A £0):
vyldg) =g ra” - (r+1)a" ") [k fa') 1k ]

dfol (d]) = (dz) dans tous les cas , ce qui achéve la démonstra -

tion du théoréme principal ,
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Générateurs des anneaux d'entiers des corps de classes de rayon de Q[jl,

non ramifiés en 3, de dimension < 10
modute (2-j): -1+ X
module et conducteur (3 -j):~1-jX + X2
module et conducteur 4: (2 + 2§) - ( 4+ 2))X + X2
module et conducteur (4 - 2j): (3+2)) - 7X+(1-4j)x2+ x3
module et conducteur (3-2j): (=1 -0+ (4+)X+ (-3 +j)X2+ X3
module et canducteur 5 - j + (3+ 6))X-( 7+ 7))X2+(2+ )X 3+ x4
module et conducteur (5 -§):(1+§)-3X~( 4+9)X2+(15+ 11))X3-( 9+2))x9+ x5

module et conducteur (4 - 3j) :
F=( 1+ TX+(12+22)X2-( 31 +25)X3 +(25+ 4))X4+(-6+4)x5+x6

module et conducteur 7 :
14(-5+5)X-19iX2+(4+8)X3+(17+17))X9-(16+8j)X5+ x6

module et conducteur (6 - j):
j -6 X+ (4+25)X2-( 32+60))X3+(62+60))X4-(39+18))X5+(5-j)x6+ x7

module et conducteur (5 - 3j):
(- 1-3)+(3+ )X+ (13+95)X2-(52+8))X3+(56-21j)X4+(-21+28)X5+
(1-9)x6+ x7

module et conducteur 8
(2+2))-(16+8j)X+40X2+(-40+ 40))X3-90j X4+ (52 + 104j) X5 - (56 + 56j) X6 +
(16 + 8j)X 7+ x8

module et conducteur (S - 4j) :
(-1 =)+ (13 +3)X+(-45+ 215) X2+ (67 - 116j)X 3 + (=37 + 276))X 4 -( 89 + 437j)X >
+ (259 + 429§) X 6 - (250 +195)) X 7 + (92 + 11j)X 8+ (- 10+ 10))x 9+ x 10
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Remargue :

Les polyndmes correspondant aux conducteurs 6 - j et 5 - 3j

apportent une réponse positive pour les extensions cycliques de degré 7

de @Q[j] citées dans le théoréme 1 de [Cou 1],
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