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I Introduction:

Notations: Soit Q=Z1+Z un réseau de C, on note P(z;1), o(z;1) les
fonctions de Weierstrass, ga(t), g3(t), A1), j(t) et n(t) les éléments

modulaires qui lui sont associés. En particulier on a 1'équation :

P'2(z;1) = 4 P3(z;1) - g5(1) Plz:1) - gs(v)

On utilisera aussi la fonction de Weber définie par:

h(z;t)=-27 35 £2()gs(7) P(z:1).
A(1)
Le symbole = désigne la relation d'équivalence "associé a".

Soient k=Q(¥d) un corps quadratique imaginaire dans lequel 3 est

ramifié et Ak son anneau des entiers. On pose :
1+4iv-d , sid=2,3 mod4
Td = -,'
d ___-1+; -d  sid=1 mod4

On remarque que Z[ty4] = A et que l'idéal premier au-dessus de (3)

est P =(t4-1,3), c'est-a-dire :
(tq-1,3)2=(3).

La courbe elliptique C/A; admet donc le point (t4-1)/3 comme point
primitif de P -division. On peut alors lui associer une fonction a,

modulaire de niveau 9, définie par :
h2((z-1)/3;1)-j(1)(j(r)-1728)  golt)n*((x-1)/3)

aft) = -
j(®)([(r)-1728) 2(2im)4 n12(1)

et telle que la courbe y2 + a(1)xy + y=x3 soit un modéle de Deuring de

la courbe elliptique C/(Z21 +2 ).



L'invariant modulaire est donné par (cf [D]):
j(@)(@3(2)-27) = a3(r)(a3(1)-24)3
et le discriminant du modéle est D= a3(t)-27.

On pose enfin o4 = alty).

Le but de l'article est de fournir des résultats de monogénéité
pour les anneaux d'entiers des corps de classes de k de rayons
associés a des modules f, premiers avec P. Plus précisement on

démontre le résultat suivant:

Théoréme : Soit un idéal entier de k, premier avec 3, alors l'anneaux
des entiers du corps des classes de rayons associé au module est
monogéne sur l'anneau des entiers du corps des classes de

Hilbert de k.

Ce résultat est a rapprocher des résultats déja obtenus dans
[C-N,T 1], [C.-N,T 2], [F 1], [F 2], [C 1], [C 2] sur la monogénéité des
anneaux d'entiers des corps de classes de rayons d'un corps

quadratique imaginaire.

II Le corps k(ay):

Puisque la fonction o est modulaire de niveau 9 on peut affirmer que
agq est dans k). Ce corps est de dimension 27 sur le corps de classes
de Hilbert H de k. D'autre part, d'aprés [F1], ag engendre le corps
k® = H ; il en résulte que le corps k(oy) est au plus de dimension 3
sur H. Il nous faut donc déterminer les principaux sous-groupes de
Galois du groupe Gal( k(®/H).

Puisque P = (t4-1,3) on peut choisir 14-1 comme uniformisante locale

en P.



Soient alors les idéles :

xq=(xy) x,=1si v#¢P, x,= 134 sinon,
ya={y) yy=1si v#P, y,= 4 sinon,
zq=(z,) z,=1 si v#P, z,=3t4-2 sinon.

On obtient alors le tableau, selon la valeur du discrimant d, modulo 9:

dx Type kO/H KO /k®) K©) /K (3P
-3 (3.3,3) (x4,¥4q,2d (ya,zq) Zy
3 (9,3) (x4, Vo) &3, Ya»2q) x3

Donnons maintenant I'action de ces idéles sur la fonction modulaire
a, en utilisant la loi de réciprocité de Shimura [Sh]. On détermine
d'abord l'action des idéles sur le réseau Ak , cette action nous est
donnée, localement, sous la forme d'une matrice ; ici, il suffit de
considérer la transformation pour la place P.

Soit ag = Triq(tq) €t bg=N/q(tq) -

-b -1y1 0
x4 agit par l'intermédiaire de la matrice (;id d) (;id 0 J0Db d)

0
) (4903 07)m0d9
2-

-9 ) (g g)modg

Pour obtenir 'action de ces idéles on rappelle d'abord l'action de

yq agit par l'intermédiaire de la matrice (g 2
3
zq agit par l'intermédiaire de la matrice ( ag

dans les deux cas ou cet idéle intervient.

Sly(2) sur la fonction éta de Dedekind cf [R]:

[aﬂb) = e(a,b,c,d) \j -i(ct+d) n(1)

ct+d

avec e(a,b,c,d)= (d) i1-0)/2 exp( -(bd(l c2)+c(a+d)) si c est impair.

L'action des matrices de la forme ((1) g) porte sur les coefficients de
fouriers des fonctions modulaires part l'intermédiaire du détermi-

-nant : exp(_z.éi) - exp(?igln.).




Pour déterminer cette derniére action, il suffit d'écrire le développe-
-ment de Fourier de a(t) en la pointe infinie, On remarque que le
premier facteur de o(t) dans (1) est modulaire de niveau 3, et que les
matrices utilisées ont un déterminant congru a 1 modulo 3. 1l suffit
donc d'écrire le développement de Fourier en la pointe infinie du

second facteur soit:
h2((t-1)/3;1)-j(t)(j(x)-1728) exp(8in/9) .
t)= -8 1 +---
a(t) 000 1728) 5 exp(-8int/9)(1 +---)
On obtient alors :

Oy (xc-]]’k) = exp(5bd+4adbd-4)_2§i£)ad
-1
Oq bg-e = exp(%ﬂad
og M = oy
en particulier ay appartient a k3P et n'appartient pas 4 k(3). On en
déduit, puisque k(ay) est abélienne, que le conducteur de k(o) est

3P. Le discriminant de l'extension k{ay)/H est donc (27). Ce qui

montre que l'idéal engendré par o3 est un cube dans H, soit (a3)=A 3

Proposition 1: L'idéal A est principal dans H.

Démonstration : D'aprés la structure des groupes abéliens finis, si N

est un sous groupe maximal de Gal(k(oy)/k) vérifiant la propriété :
N n Gal(k(og)/H)=(e},

alors Gal(k(cg)/k)/N est un 3-groupe cyclique. Soit L le sous-corps de
k(oy) invariant par N, il est alors de dimension 3 sur L n H. Puisque H
contient les racines cubiques de l'unités, L'=L(exp(2in/3)) est une
extension cyclique de k, de degré 3 sur L' n H.

D'aprés la théorie de kummer il existe A dans L' n H tel que L'=L'(3/I)
Le discriminant de L'/ L' n H est aussi égal a (27), et I'idéal (A) est de



la forme B3 dans L' n H. De plus L' étant abélienne pour tout ¢ dans
Gal(L' n H/k), o(B)/B est principal. D'aprés le théoréme de Terada
[T], B devient principal dans le corps des genres de L' n H c'est-a-
dire H. La théorie de Kummer permet alors d'affirmer que A est aussi

principal.

Corollaire :
Il existe dans k(ag) une unité ¢ telle que € oyq appartient a H.

OI Démonstation du théoréme principal:

Soit y2 + a(t)xy + y=x3 le modéle de Deuring de la courbe elliptique

E=C/(21+2) . On peut paramétrer ce modéle a l'aide de la fonction :

12h((t-1)/3;1)
h(z;1)-h((t-1)/3;7)

x(z;1)= a2(1)

Spécialisons la valeur de t a 14, et posons F(z)= (€2 x(z;14))-1. Par
construction de F et d'aprés les résultats classiques de multiplication
complexe (cf [Sh]), si B est un point primitif de f-division, f#P, alors
le corps H(F(B)) est égal a k(.

Les propriétés arithmétiques des valeurs F(B) pour un point p primitif

de f division ( f, P)=1 sont connues cf [F1] :



Proposition 2: Soient f un idéal de Ay premier avec P, et B un
point primitif de f-division de E.
Si f est composé, alors F(B) est une unité;
Si f premier divise 2 alors (F()™m) = f2 avec m=[k():k]
Si f=0Q 2., Q premier divise 2 alors (F(B)m) = Q 2 avec m=[k{:k]
Si f est de la forme Q »,Q premier, alors (F(B)™m) = Q avec
m=[kU):k].

Pour démontrer le théoréme principal il nous reste a évaluer les
différences F(B)-F(B)O lorsque o décrit le groupe de Galois de
I'extension k(1/H. D'aprés la loi de réciprocité de Shimura (cf [Sh]),
si u est un idéle unité de k, alors F(B)uL.k=F(up) oa up désigne le
point primitif de f-division obtenu en multipliant B par un
représentant dans Ax de u mod* f. Or :

F(B)-F(up)=F(p) —(uB:%a)-h(B:7a) (2)
h(up;tq)-h((tg-1)/3;14)

La valuation de F(B) étant connue, il nous reste a déterminer celle du
second facteur. Pour cela on utilise la factorisation de celui-ci a l'aide

des fonctions de Siegel :
g(Z;T) = e('n(lif)Z/Z) G(Z;T) A(’C)l/lz
En effet on a 1'égalité:

hix;7) - hiy;1) _ glx+y;1)g(x-y;1)g2(z;1)g2(t:1)
h(z;7) - hitir)  glz+tit)glz-tit)g2(x;1)g2(y;7)

3)

La valuation des fonctions de Siegel g(x;t) en un point de division x
de E est connue dans le cas de la multiplication complexe (cf [K-L]) .

Si ¢ désigne la fonction d' Euler sur les idéaux de k, on obtient :



glx;1)9@ = q si x est primitif de qn division, q premier
g(x;1) si 'annulateur de x est composé.

Dans le cas qui nous intéresse, on obtient:

h(uB;tq) - h(B;td
h(uB;tg)-h((ta-1)/3;14)

Puis:

=~ g((u-1)B;1a)g((u+1)B;1a)g2((tq-1)/ 3;ta)g-2(upP;14)

F(ﬁ)l-_f"p(um =~ gllu-1)B;ta)gllu+1)p:ta) (4)

Le calcul de la norme de k)/H du produit :

I I F(B)-F(B)°
1-p
o#id
donne alors le discriminant de l'extension k(/H, que l'on obtient en

utilisant la théorie du corps de classes (les calculs sont tout a fait

analogues a ceux fait dans [C.-N,T 1] et [F 1]).

Mais puisque F(B)/(1-p) n'est pas un entier algébrique, il faut

pour conclure, mettre en evidence un entier a de H, vérifiant :
F(B) = a modulo (1-p)

Montrons d'abord ce résultat pour F(r), ou r est un d'ordre 2. On
obtient le polynéme donnant les points F(r) & partir de [F1] soit:

4e6+e403X+2e20;X2+X3 =0

Mais le discriminant du modéle de Deuring est ag’ -27 et, d'aprés
[F1},on a:

Allrg-1)/3)

3.27)2 =
(ad ) A(‘Cd)



Puisque le réseau engendré par t4-1 et 3 est en fait I'idéal P, I'idéal
engendré par ag' -27 est alors P 6 =(27) cf [L]. En particulier 3 divise
€2 ay, ce qui montre que F(r)3 =-4e'® mod 3 dans le corps k(2.

Mais -4e6 appartient a H et les idéaux divisant P ne se ramifie pas

dans k(2//H, donc il existe un entier a de H tel que P divise F(r)-a. Le
résultat provient alors du fait que, dans H, P = (1-p) . Dans le cas

général, on constate en utilisant les formes de Siegel, que :

F(r)-a_F(p)-a _F({r)-F(p)
1-p 1-p 1-r

st

F(B)-a

est un entier algébrique, ce qui donne évidemment que ]
p

aussi un entier algébrique.

Fiﬁ )-a] de Ay (), sur Ay, calculé a
-p

partir de la formule d'Euler est alors égal a celui de Ay.ll y a donc

Le discriminant du sous-anneau A,.{

égalité entre ces deux anneaux, ce qui démontre le théoréme.
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