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Non monogénéité dlanneaux d'entiers

Georges Gras

Introduction — Résultats, Nous mettons en évidence de nouvelles condi -

tions nécessaires de monogénéité des anneaux dlentiers de corps de nom-
bres, qui prolongent, dans un contexte trés général, celles qui avaient
été démontrées par M,-N, Gras, dans [G(MN)1, 2, 3], au moyen de consi-
dérations globales de théorie abélienne des entiers, Nous profitons de
cette étude pour approfondir le point de vue local, soumis par H, Lenstra
dans [L ], et utilisé indépendamment par J, Cougnard, dans [C3,§2],
qui a étendu les conditions nécessaires de [G(MN)I1, 2, 3] au cas des ex-
tensions abéliennes des corps quadratiques imaginaires,

La théorie galoisienne des anneaux d'entiers conduit par na-
ture a de telles généralisations (cf, par exemple [C1] ) mais constitue
un cadre inutilement fort comme le montre la méthode employée ici ;
celle-ci renforce |laspect local déja évoqué ([L ], [C3], ainsi que I'an-
cien résultat de J,-J, Payan [P ] repris dans [G(MN)2,th.,2] et dans
[C3,§1]) en faisant intervenir un argument semi-local qui ne semble
pas avoir été utilisé, et qui conduit a des non monogénéités nouvelles,

méme dans le cas abélien absolu,

Avant d'énoncer les résultats obtenus (constitués du théoréme
principal (0.4) et de ses conséquences, les théorémes (0,6) et (0,9) et
les corollaires (0,7), (0,7") et (0,10)), nous allons préciser le cadre

général de cette étude ; celle-ci utilisera abondamment la théorie des



(N)

corps locaux pour laquelle nous renvoyons une fois pour toutes &

Jo-P, Serre [S],

Soit E un corps de nombres, et soit F un sous-corps de E
tel que E/F soit une extension galoisienne ; on appelle n son degré et
G son groupe de Galois, On utilisera constamment les notations sui -

vantes :

Notations, (i) Relativement & un idéal premier p de E, on désigne par

(Gp i) la filtration des groupes de ramification associée a p dans
?

i ==~1

E/F ; le groupe G -1 (resp. G 0) est le groupe de décomposition

(resp. dlinertie) popl.’lr‘ p dans E/f-_’ ; il fixe le corps de décomposition
M(p) (resp. dlinertie N(p)), On pose :

e(p) = ]Gp’0|= [E : N(p)] et r(p) = [N(p) : M(p)]
(i.e. e(p) est I'indice de ramification et r(p) le degré résiduel, de p

dans E./F )e

(i) On désigne par Sp un systéme exact de représentants des

classes a droite de G modulo G

p, =1
(iii) Pour tout sous-corps K de E contenant F , on désigne par
3*
ZK (resp. ZK) I'anneau des entiers de K (resp., son groupe des uni-
tés), par P Itidéal premier pﬂZK de K , et par Kp le corps rési-
duel ZK/pK .
Lorsque I'on considére des idéaux premiers p, [,... de E,

on désigne par p, 4, .o les caractéristiques des corps résiduels cor-

respondants,

(iv) Pour tout sous-corps K de E contenant F , on appelle K

p

*
la complétion de K en P 3 on désigne par Ok (resp. Ok ) I'anneau

des entiers de K b (resp., son groupe des unités), et on note par P

p



itidéal maximal de OK . On désigne par M le groupe des racines de

Munité, d'ordre étranger a p, contenues dans K b (on a M = KXY,

p

Pour K = M(p) et N(p), on désigne, par abus, par Mp et Np

les complétions correspondantes,

Enfin on désigne toujours par (Gp i)i > -1 la filtration des
, -
groupes de ramification associée a Ep/Fp (on a donc Mp = Fp ,
G =GallE_/F), G = GallE_/N ),
p, =1 P/ P’ "p0 P/ p

(v} On désigne par 72:3 le sous—groupe de 1 + b= égal a
X 1
- 1 . .
NE /r__p(l + pEp) ; dlaprés le corps de classes local, fl + pr : np)

est égal a la p-partie de Ilindice de ramification de la sous-extension
abélienne maximale Eab de Fp dans Ep (par exemple, si E/F est abé-
lienne, cet indice normique est égal a la p-partie de e(p)).

(vi) On désigne par np une uniformisante pour p dans E , et par

v : EX—>>Z la valuation p-adique sur Eg , hormalisée par la con-

pp

dition v (1) =1,

pp

shnict
(vii) Pour tout sous-corps K de E contenant F , on désigne par
nI(E/K)
o(E/K) Itidéal I 1 de E, ol | parcourt Ilensemble des idéaux

I
premiers de E totalement ramifiés dans E/K , et ol nI(E/K) =k +1,
k > 0 étant llentier maximum tel que GallE/K) < GI K:ona donc
?

o-1 _ 1 mod . pour tout ¢ € GallE/K)}.

{ I
Il en résulte que nI(E/K) = 1 sauf si [E:K] est une puissance de 4,

k = Max{l =0,

auquel cas on a nI(E/K) >2,

(viii) Soit p un idéal premier de E et soit h un diviseur de e(p) =

Sp 0l P 1 P p 0/

slidentifie & un sous-groupe de N; , dlordre égal au plus grand diviseur

est le p-Sylow de G

On sait que G o due G

de e(p) étranger a p ; vu l'isomorphisme canonique I ﬁ; ,

p



4

il existe un élément £ dlordre h_égal au plus grand diviseur

p € HN
étranger a p de h (hp est donc un diviseur de ep), dont I'image dans —l\-i;
est notée 'g'p .

On désigne alors par qp le cardinal du corps fini Fp(g ) .

. p
Pour tout a,b € (Z/hZ) , on considére, dans N

p )
- 1-%5
np ab_ —P , €n remarquant que cette expression est non définie si
’ ’ ,_b
1-8
p
et seulement si h est puissance de p (i.e, hp= 1, §p= 1), auquel cas
on pose n =2 dans N ; on a une définition intrinséque si |'on pose
Tp,a,b 5 p
1
_ T+F _ 4eet E2 )
= D P , ol a' et b! sont des représentants posi-
np9a’b b' 1 P
T+E 4.t €~
Sy p

3
tifsde a et b ¢(Z/h2) .
*
E/F ZE (ou & défaut celle du

3%
sous~groupe de Z = formé des unités de F partout normes locales dans

(ix) Soit x‘D I'image dans E; de N

#*
E/F ) ; soit Xp un caractére de G a valeurs dans (Z/h Z) , et soit Yp

le sous—-groupe de Fp(-é p)X engendré par les produits

_a Xp(s)fip )
rip) 1 -8 e(p .
il T ( P : > , a,b E(Z/hZ)-)\ ,
s €S, i=1 ]_Et‘;xp(s)fp
ol fp= ll—r_pl . On pose alors

= |X
W= P Yyl

(on remarque que wp est un diviseur de pgcd{(f _ -1, g -1)),

p p

(x) Soit p une place a I'infini de E , ramifiée dans E/F ; on a

G =G, ~2Z/22Z , Par définition, la ramification d'une place &
p, p,

I'infini est modérée, auquel cas on peut poser G, . =1 pour touti >1 ,

P, !



On désigne par 'rp le plongement E G C associé & p ; comme ) est ra-

mifiée dans E/F , on a donc T _(F) g'rp(N(p)) c R et Tp(E) ccC,

p
r(E)¢dR (ice. E_=Cet F_=R),
p ¢ p p
(xi) On désigne une fois pour toutes par H un sous-groupe cyclique
de G, dlordre h >1; pour tout g € G, on appelle I_g le sous-corps

de E fixe par gHgm1 et on pose L] =L,

On fera, le cas échéant, |'une des hypothéses suiv antes, dans lesquelles

p désigne une place quelconque de E ramifiée dans E/F :

Ho( p) Tous lesG-conjugués de H sont contenus dans G 0 °
H

Hl(p) Ona Hs G et tous les G-conjugués de H sont contenus dans

p, 0’
G H.
p, 1
(0,1) Proposition, L'hypothése H1(p) est équivalente & la réunion des deux
Proposition p

conditions suivantes :

(a)H < Gp,O ;
(g) il existe un unique caractére Xp: G - (Z/hpz)* tel que
gcg o p GGpI’ pour tout ¢ €H et tout g €G ,
3

Un sens étant évident, supposons Hl(p) et montrons Ilexis-

tence de X o On a, pour un générateur 9, de H et pour g € G fixé,

-1

= 1 1 . .
90,9 too’teep,I’ooEH' Donc il existe x € Z tel que
-1 X .
90,9 = too ; on remarque que X est unique modulio hp , car pour
1 1
1 X g1 X . . -1, _ X' =X tas
t, t er,l , too t oo implique t t o, €EH nGp,] , d'ol

x!'=x =0 modh

Comme Gp,l est normal dans G o » Pour tout i €Z on a

P,



(R)

N i -1 Xi . -1 X
! = =
dfol g0, 9 tioo,smtgog t o,

Xy Xi
(too)—tio t.EG, o

o i p,1°
EGp y » Pour tout 0 € H ; donc x ne dépend que de g € G , On peut
]
3
donc poser x = Xp(g) € (Z/hpZ) .

En désignant par eg I'Tautomorphisme intérieur de G associé a g, on a

pour tout o € H {(en écrivant x = x):
eg(o) =t ox(a) » tg € Gp, 10
0g0(0) =t RS tg €6,
B319{9) = tgig X', tqrg € Gy, 17

or eg'g(c) - eg|(tg GX(Q)) = 991“9) t'g' OX(Q') x(g) . ob t'gl c Gp, L

OX(g'g) _ eg'(tg) t;' ox{a" x(g)
_ Xxlg" xlg) - X{g'g)
g 0

ce qui conduit a t
a a'g

. -1 -1
soit tyr eg,(tg) tgr ;

or t! o EG

g’ 'glg p, 0’
comme t est dlordre puissance de p , Gg,(tg) €G dlol

P, 17

0,1 ce qui donne X(g'g) = X(g") X(g) mod h 0 ;

diody x(g'g) = x(g") x(g) dans (Z/h pZ)* , et Xp est bien un caractére,

t 1'égalité précédente impli t G._ ., et
et I'égalité précédente implique eg'( g)e 0,0

Gx(g') x(g) - x{g'g) cG

Remarques, (i) On a évidemment H1(p) = HO(p) ,
(i7) si hp= 1 alors Hi(p) et HO(p) sont équivalentes :
en effet, dans ce cas, sous HO( p) , tout G-conjugué de H est un p-

sous-—groupe de G ; il est donc contenu dans son unique p-Sylow G

p, 0’ p,1°
Enfin, si h., =1, o0ona X =1,
’ p ’ p
Si Gp ;=1 Hi1(p) est équivalente & H ;Gp o €t H normal
H ’
o1 X, la)
dans G jon aalors gog =g0 p , pour tout 0 €H et tout g €G,

(iii) Si G est abélien, les hypothéses HO(p) et Hi1(p) coincident et

sont équivalentes a la seule condition H QGp o> €t enoutreonaX =1,
?

p

(iv) Si p est une place & I'infini telle que H ng o alors néces-
H

sairement H est d'ordre 2, L = N(p), les hypotheses HO(p) et Hi(yp)



(0,2)

(0,3)

coihcident et sont équivalentes & la normalité de H=G dans G (au-~

p, 0
quel cas E est un corps & conjugaison complexe et L = N(p) est son
sous-corps réel maximal), Dans ce cas, on a également Xp =1,
(v) On a Gp o SKer X ;en effet, comme Gp O/Gp f——)f\'l';, si
H b b
g €G_,, larelation gog”! O—Xp(g) € G _, conduit, dans ce quotient,
5
. et —x (g 1 =x gy
agog o p =1, soit ¢ p =1, pour tout c €H, puis-

qulalors g et - commutent ; d'ol Xp(g) =1,

(vi) L.'hypothese HO(p) a lieu si et seulement si on as Hs™!

pour tout s € S_; de méme, en utilisant la normalité de Gp 0 et Gp 1
’ ’

dans G , et la cyclicité de G /Gp 0 On vérifie que Hi(p) a
H

P,—T p,O

lieu si et seulement si on a H ng 0 et sHs"I ;Gp IH pour tout s GSp.
’ ’

L'ensemble des résultats obtenus est essentiellement résumé
par les énoncés suivants, non indépendants, et dont (0,4) est le résultat

central :

Théoréme, Soit H un sous-groupe cyclique non trivial de G, et soit L

le corps qu'il fixe , Une condition nécessaire a la ZF—monogénéité de

Z_ est que N o(E/L) (cf.(N,vii)) soit un idéal principal de F et

E E/F
qu'il en existe un générateur 6 (E/L) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout idéal premier p de E , ramifié dans E/F , Ilimage

de ME/L)NE/M(p) n; P dans o;p/'ﬂlp est une puissance e(p)-igme,
< np(E/Ls) (cfo (N, vii, xi)) ;

p

(ii) pour toute place & Itinfini p de E , ramifiée dans E/F , on a

ou l'lonaposé A = L
€

P s

Tp(é(E/L)) >0 (cf, (N,x)),

Remarques, (i) Les points (i) et (ii) (qui ne font pas référence & HO(yp)

ou Hi(p)) ne font que traduire Ilexistence dlun générateur &§(E/L) de



(0.4)

NE/F o(E/L) partout norme locale dans E/F ., Pour les idéaux pre-
¥* —
miers, O /77:) est isomorphe au produit direct de I'—'; (d'ordre fp -1
P
étranger a p ) par un p-groupe fini ; les conditions écrites en (i) sont

donc équivalentes aux conditions suivantes :

—1)/e

~a ((f
. 1

pour tout idéal premier p de E , ramifié dans E/F ; ceci se traduit,
dans Fp , par des congruences explicites,

Si 7’(1): 1+ pe (cas ol EE;b /I-Tp est modérément ramifiée),
p

(i') équivaut au fait que I'image dans E; du membre de gauche est égale
a1l (cf.(N,Vv)),

Dans le cas oli F = Q et ol E/F est abélienne, nous donnons
une caractérisation numérique trés simple des conditions du théoréme
(0.2), qui provient du fait que dans ce cas le corps de classes est ex-
plicite (cf, (3.3)).

(ii) Nous nlenvisageons ici que les aspects locaux, mais la condi-
tion de principalité de NE/F p(E/L) est déja une condition essentielle
qui conduit & de nombreuses obstructions (cf, [C3] pour un certain

nombre dlexemples se basant aussi sur la principalité de p(E/L)) .

Théoréme, Soit H un sous-groupe cyclique non trivial de G, et soit L

le corps qu!il fixe, Une condition nécessaire a la Zr_.-monogénéité de

ZE est que pour tout générateur o de H , il existe un générateur 6G(E/L)

de N

E/F o(E/L) (cf.(N,vii)), partout norme locale dans E/F (i,e, vé-

rifiant (0,2), (i), (ii)), qui vérifie la propriété semi-locale suivante :

Pour tout idéal premier | de E vérifiant HO(1) , I'image de

_'SII sos 11,1
aO(E/t_)r\lE/meI SESNE/M(I) (l—rrIG )
I

dans



(0.5)

(0,6)

Théoréme, Une condition nécessaire a la Z

*
. /721I , est la puissance e(l)-iéme d'un élément indépendant de o
1

(cfo (N, i,iv,V)) .

Remarques, (i) La condition nécessaire exprimée par (0.4) est plus forte
que celle exprimée par (0,2) en raison de I'indépendance du résultat par
rapport 4 o , Cette indépendance, qui est Ilargument essentiel, peut &tre
précisée sous Ithypothése H1, et conduit & des conditions nécessaires
trés fortes sur la valeur numérique des nombres hp : on obtient des gé-
néralisations du type de conditions mis en évidence par M,-N, Gras
dans [G(MN)1, 2,3]. Enfin s'il existe, pour |'application de (0,4), des
ensembles I d'idéaux | (vérifiant HO(1)), non réduits & un élément, il
faut noter que le générateur 5O(E/L) doit &tre le mé&me pour chaque
1 €Y, Ltinformation optimale est donc obtenue lorsque Ifon applique
(0.4) pour chaque H avec Ilensemble ¥ maximum par rapport a H, tout
en exprimant, via (0,2), que pour toute place p § &, p ramifiée dans
E/F, 6O(E/L) est norme locale en p .,

(ii) Si H est dlordre 2, il admet un unique générateur ¢, auquel
cas I'énoncé (0,.4) est équivalent & (0,2) ,
Ceci justifie le fait que 1'énoncé de (0,4) ne considére que des idéaux
premiers et non des places a Itinfini,

(iii) Le théoréme (0,4) doit &tre considéré comme le résultat le
plus général, et est directement utilisable numériquement en dehors de

toute hypothése,

Les résultats suivants caractérisent (sous I'hypothése H1) ces

questions d'indépendance par rapport aux générateurs de H:

-monogénéité de Z__ est

F E

que pour tout sous-groupe cyclique H de G, d'ordre h > 1, et tout
idéal premier p de E tel que H1(p) soit vérifiée , on ait la propriété

suivante :



(0.7)

(0.8)

-10-

o) ax (s)f
r 1 -
I Hp( )ppzlmodeEQJ,
s €S _i=1 bx (s)f P
p 1-¢
p
pour tout a,b € (Z/h z) , ol gp = exp(2i Tr/hp) € ¢*, cette congruence

nw
se lisant (ab™1") P =1 modpZ si hy =1 (i.e. Cp = 1) (cf. (N, i, viii,

EX))Q

Corollaire, Une condition nécessaire a la Z_-monogénéité de ZE est

F

que pour tout sous-groupe cyclique H de G, dlordre h > 1, et tout

idéal premier p de E vérifiant H1(p) et tel que ¥ 1, on ait la pro-

p:
priété suivante :
1 - ga e d +*
Q—_b-E) L 1 modpZ[ p] , pour tout a,b G(Z/hZ) ’
- gp
CI] -1 n
ol dp=P-9.C.d- ( ep ) -e_gwp> .

Remarques, (i) Si p est modérément ramifié dans E/L (i.e. hp =h)

etsi X_=1, onretrouve, via (0,7), les conditions obtenues, dans

p
[G(MN)1, 2,3] et dans [C3], & partir de considérations dl'extensions

E/F abéliennes ; en particulier, les calculs binomiaux effectués en
toute généralité dans [G(MN)3] s'appliquent aux extensions E/F étu-
dides ici, ce qui permet de démontrer la non monogénéité de ZE sur

ZF dans de nhombreux cas nouveaux,

1_ga h m
(i) Sih_=24,6, ona 1-(———&)*’ =0 pour tout
p &

it
o

; 1 -
a,b €(z/n 2)" et tout m > 1 ;si h =3, ona 1—(___5_[’_\
p p ]_gb/
p



(0.9)

Corollaire, Une condition nécessaire a la 2

-11-

(resp. 2) pour tout a,b € (Z/32Z) si m est pair (resp. impair).
(iii) si hp #1, on peut considérer a et b modulo hp , et on peut
mé&me supposer b =1,

(iv) Si p est totalement sauvagement ramifié dans E/L. (i,e, e _=

p

h_= 1), on a nécessairement Xp =1, auquel cas (0,7) s'applique: on a

p

q.=p, dlou dp=pgcd (p-1, nwp) , or dans ce cas la condition né-

p
~1.d
cessaire stécrit (ab ') P =1 mod p , pour tout a,b étrangers a p, ce
qui équivaut a (F;) =y , soit dp =0 mod (p-1) , soit en fait dp = p-1
et finalement nwp =0 mod (p-1) , Or Wp divise p-1 (car Yp = F; ici)

et la condition nécessaire peut s'énoncer de la fagon suivante dans ce

cas (compte tenu du fait qutici Hi(p) & HO(p)) :

-monogénéité de Z_ est

F E

que, pour tout idéal premier p de E , sauvagement ramifié dans E/F,

pour lequel il existe un sous—-groupe non trivial H de Gp 1 vérifiant
?

HO(p) , n soit multiple de PT'-’- .
p
On a ainsi généralisé des conditions classiques (cf, [P],
[G(MN)2,th,2], [C3,§1]). On remarque que la condition (0,7') est

vide pour p = 2,

Théoréme, Une condition nécessaire a la ZF—monogénéité de ZE est

que pour tout sous-groupe cyclique H de G, dlordre h > 1, et tout

%
a,b €(Z/hZ) , il existe une unité ¢ de F, norme dlunité dans

a,b

?

E/F (ou & défaut partout norme locale dans E/F), ayant la propriété

semi-locale suivante :



-12-

pour tout idéal premier | de E vérifiant H1(1), I'image _éa de ¢

dans -I—:;( vérifie la relation :

_aX‘(s)fiI
r(1) 1 - Yy e(1)
il

)

™}

ol -\?I est I'image dans F X de T , pour un générateur arbitraire O,

! [

de H fixé une fois pour toutes,

(0,10) Corollaire, Une condition nécessaire a la ZF—monogénéité de ZE est

que pour tout sous-groupe cyclique H de G, dlordre h > 1, et tout

*
a,b €(Z/h2Z) , il existe une unité €, p » norme d'unité dans E/F

b

(ou & défaut partout norme locale dans E/F ), ayant la propriété semi-

’

locale suivante : pour tout idéal premier | de E vérifiant H1([) et tel

que X = 1, I'image _ea b de ea,b dans Ei( vérifie la relation :

H
—a
1=y, "N
= = !
E:a,b-( _ > ?
I—yI
Oy~ 1

ol ?I est I'image dans E? de Ty

de H fixé une fois pour toutes,

, pour un générateur arbitraire T

(0.11) Remargues, (i) On peut toujours supposer que —;I = EI ol & I € MN est
!

dlordre hI . En outre, stil existe un | vérifiant Hi(1) tel que hl = 1

(auguel cas h est une puissance de 4 ), on doit écrire que I'limage dans

=X ]_Y? -1
FI de = est ab modulo 4.
1 - YI
o -1

(ii) Le calcul des 1 est indispensable, car Itensemble des gI

I

n'est pas n'importe quelle famille d'éléments dlordres respectifs hI des

groupes ., e
I
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(iii) Dans |'énoncé (0,9), la condition €, p Partout norme locale
?

< s gs . . =X ¥* 1.
est également indispensable sinon il faut remplacer F : par or_. /7’(I ;

I
N _ celp) X oy 1 iz
on a donc en particulier €y p = ga b mod” ., pour tout idéal pre-
1

) p

€
a,b “Fp
T (e, b) >0, pour toute place & I'infini p de E ramifiée dans E/F ,
H

p

mier p de E ramifié dans E/F , ou & (cfe (1.2)), et

(iv) La condition nécessaire exprimée par (0,9) est semi-locale

en ce sens que, pour H, a, b fixés, [lunité €2 b doit satisfaire en

b

général a plusieurs congruences simultanées ; cet aspect conduit effec-
tivement & des non monogénéités nouvelles lorsque les conditions né-
cessaires des théorémes (0,2), (0,4) sont vérifiées (cf, I'exemple nu-

mérique (ii) du §4) .

1e Etude locale générale, On commence par énoncer deux lemmes valables

pour une extension galoisienne E/F quelcongque, indépendamment de

toute hypothése :

(1.1) Lemme., S'il existe 6 € Z tel que zZ = ZF[e], alors pour tout g €G, g #1,

(g - eg)zE = p(E/K) (cf.(N,vii})), ol K est le sous-corps de E fixe

par {(g) . En particulier, si {(g)=(g'), pour g,9' €G, on a

Fixons g € G , Soit p un idéal premier de E ; si ¢ - eg =0

mod p, il en résulte facilement que x - x9 = 0 mod p, pour tout x € ZE )

ce qui signifie g €GP 0 ; donc si g ¢G 0 - eg est étranger a p,
?

p, 0’
Supposons maintenant que g € Gp, 0 y puisque ZE = ZF[e] , on a égale~

ment O = O [6] auquel cas on sait que vp(e -89 =
p p
t+max{i 20, g €6, ;}=n (E/K) (cf. (N,vii)) .

Dlou le lemme,
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Lemme, Soit p un idéal premier de E , Soit x EEX , et soit A =v (x) ;

alors il existe gepF tel que NE = xNE = = mod” 7
p o/Tp Ep/Ty P

(cfo (N, i, iv, v, vi)),

On peut écrire, dans Ep ,

_ A
X =1 (a°+aﬂ

3
b ),aOEGN y @ €ECE

P b b

On sait que -I\_I-; se reléve dans N b en le groupe M des racines ﬂq ; |_

idmes de |'unité ; on peut donc supposer que a_ = go € My On a donc,

° b
dans E_, )\
x=mig,a, a€l+ pEp;
d'oli finalement, en posant NN /F €, =8¢
pToop
NEP/pr NEp/Fp TT;X = g0 oaX n;, £ ¢ pr .

Ce résultat permet d!établir le théoréme (0,2) :
En effet, dlaprés (1,1), si Z. = ZF[e] et si 0 est un générateur de H ,
x =0 - g7 est un générateur de H(E/L), auquel cas il suffit de poser

ts
= . = N = =
6(E/|_) NE/Fx,onaanps 6(E/|.) E/Fx ces tea ]x
p p’_

I N (x°) (cf.(N,ii)). Dlaprés (1.2), on a N /F (x°) =

s€s, E/Fy p/" p

v (%) 1 s _ s . so
e(p) X N . = -
gspNEp/Fpﬂpp mod np’ oll §s€pr,orx =g -8

-1
6° - (6°)° %% | et dlaprés (1,1) appliqué a 6° (qui est aussi tel que

Z. = ZF[es] ), ona vp(xs) =n p(E/L_s) par définition,

< _ elp) >‘p X o 1 N
Dot s(E/L) = €57/ N m. Pmod®n. ,otE= 1 E€_cu. ;
Ep/Fp P ‘p ses, s " "F,

dloli (i)s Le cas dlune place & I'infini se traite de fagon analogue & partir
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de I'écriture 1 _(x°) = a_+ &b b, €R, gz = ~1;si t engendre

p

Gal(E/N(yp)) , on a, pour tout's € Sp:

°Tp° s(x) = o_]('rp(xs)) , olio_, estla

s’as’

7 (x'5) = Tyotestx) =o_

p 1

conjugaison complexe, d'ou

TP(XtS) =8~ gbs

et

I x9)= 1 (a_+ebMNa -¢eb)= 1 (a?+b?),
Tp(geG ) Sesps s s s Sesps s

Faisons toujours |'hypothése que ZE = ZF[SJ , fixons un sous-
groupe cyclique H de G, d'ordre h > 1, prenons-en un générateur ¢,
et considérons le nombre § - 6° . Soit 1 un idéal premier de E véri-

fiant HO(1) ; pour tout s € S_ on peut écrire, dans E

I e

S i
6 = L a. T a, €EG .
i 1»S 1’ i,s N!

Posons g_ =s os™ | pour tout s €S, (d'aprés HO(1) , on a

]
o , c, io io
(69°=6"9=(¢°) 5= L aissrrls= z aisrrlS
i20 iz0 7
puisque OSGGI,Oet que ai,SEGNI pour tout s et tout i , On a donc
a . io
(6-6"°=6"-(6%= L a_ (n —m, °);
. i,s 1 1
=1
dioli
O\S i Os_]i
(9—6)=Zaisrrl(l—(ﬂI )) .
i=1 !
os—li os-l
Lemme, Ona 1—(1‘rI ) =0 mod(l—ﬁI )@E , pour tout i =1

!

et tout s GSI o
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(1.6) Lemme, On peut supposer que a1 s~ gs € Mg 5 ©n outre clest un
H

élément indépendant du choix de ¢, I
Si a 1,s =0 mod | dans EI , il en résulte que si l'on pose
VI“ - TTC:S—I) =k_ 20, on obtient 6° - (es)os = 0 mod ﬂ?+ks . Or
0E1= @FI[QS] puisque ZE = ZF—‘[e] = ZF[GS] ; on aurait donc
%" l) =k _=>0

o, €G [k _+1 ce qui est absurde puisque VI(I -y s

équivaut a O EGI ’ks -G I,ks+l « On peut donc supposer que

_ - X
a 1,s gs € HNI . Llindépendance de gs par rapport au choix de ¢
est claire , les a, _ étant définis par I'égalité (1.3) .

’

Il vient donc, a partir de (1,4) :

O\S Og =1
(6-126") =§sTTI(1—‘ITI Yo, s By €Uy s ay €1+mOE .
s I s I

Soit t €G 5 il vient

1, -1
o.-1
ots= t t _ S t _t
(6-195") gsnl(l u )ag,

S

diol, en décomposant tout g €G sous la forme g=ts , t €G 1, -1
, =

S GSI , on obtient, dans EI:
N (6=~ 6% e(1)
E/F 1
- g =1 E<s gs NNI/Flgs mod” 7,
Il NE/M(I)(TTI(I—'ITI ) I
s ESI
=25 moaX 1,

ol gI € “FI est indépendant de ¢,
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Posons GG(E/L) = NE/F(G - 89) ; clest un générateur de I1i-

déal N p(E/L) ; il est norme d'entier (donc partout norme locale),

E/F
et pour tout [ vérifiant HO(1), il vérifie la congruence suivante :
o. -1 _~1 e(1) i

S _ X
6,E/L) < le]s NE/M(I)(“I(] - )> =5y modThy,
I

ol £ I € M est indépendante de ¢ ; ceci n'est autre que le théoréme
I

(0.4) , pui I N “TanN i

1, pHisque /MDD T TV E/MID T .

SGSI

Remarques, (i) Une fois les uniformisantes Trlchoisies numériquement,
la vérification des conditions nécessaires données par les théorémes
(0.2) et (0,4) ne pose aucun probliéme pratique ; en ce qui concerne
(0.4) , on peut procéder comme suit :

Si 50(E/L) €Z_ estun générateur quelconque de NE/F p(E/L), on
*

cherche si, pour tout générateur o de H, il existe une unité €5 € ZF

telle que les deux conditions suivantes aient lieu :

(a) €5 GO(E/L) est partout norme locale (on utilise par exemple
(0.2)) ;

(B) pour tout idéal premier [ vérifiant HO(1) , les images de

o -1
€5 6O(E/L_) I NE/M(I)(ﬁI“ - ﬂIs »~! dans G:; /771I sont des

s € SI I
puissances e(l)-iémes d'éléments indépendants de ¢ .
(ii) Si les groupes 7211 ne sont pas connus, on peut affaiblir la
condition nécessaire en remplagant (o), (p) par :
(o!) pour tout idéal premier p de E , ramifié dans E/F , I'image
de €5 6°(E/|_) dans E; est une puissance ep—iéme (cf. (N, viii)), et
pour toute place a I'infini p de E , ramifiée dans E/F, on a

frp(eo 8, (E/L)) >0 (cf.(N,x)) .
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(g") pour tout idéal premier vérifiant HO(1), les images de

0 —
e, GO(E/L) I NE/M(I) ('rrl(l us )) dans F 1, sont des

SESI

puissances eI—iémes d'éléments indépendants de ¢ ,

L'algorithme précédent est a utiliser si l'on ne dispose pas,
d'une maniére générale, de Ithypothése H1 ; dans le cas contraire, on
peut élaborer considérablement les vérifications précédentes (clest le

but du §2 suivant) ,

2, Démonstration des théorémes (0,6) et (0,9) . Supposons donc que

Zp = ZF[E)]. Soit H un sous-groupe cyclique de G, d'ordre h > 1 ;

on peut donc utiliser (0,4) qui affirme que pour tout générateur o de

H, il existe GG(E/L) , générateur de N v (E/L), tel que pour

E/F

tout idéal premier p de E vérifiant HO(p) , on ait :

o1 ely) X, 1
(2.1) GO(E/L)SESpNE/M(p)QWp(I—Trp ) =5 P modXn

est indépendant de ¢

p

ol §p€uF

(2,2) Lemme, Soit ¢ un générateur de H ; si IThypothese H1(p) est vérifiée,

onh a les résultats suivants :

-1 X (g)
(i) pour tout g €G, ona 399 oy ? modrrp, ol
- *
u= ﬂg 1 cogp (cful0a1));
p
(ii) pour tout t €G _p» Nimage G de u dans N X vérifie U' =
u ; en particulier, u est dans le sous-corps de T\l-p fixe par Il'image,
dans G G ~Gal(N _/F ), dunoyau de dans G .
p-1/%p,0 o/ ) Y p p, =1
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* - —
Puisque 0 €G o' ONauEo (i.e.uENg).SoitgeG;

p’ p
_ X (g) o, -1
dlaprés Hi1(p), on a 0g =909 ]=tlo P EGp 10 d'ols npg =
b
t,o Xp(g)_l CTX‘D(Q) ty Xp(g) t=1 X (g)
TTp =<1Tp > 'rrp =u 'rrp =u P mod np,
tl_] t]
car np = 1 mod Tl'p, u =u , et U =u mod rrp(ce qui établit (i)) .
t
. t o-1,t tg -t Ot ¢
Soitt €G sonau =(m Y =1 T =T T, =
p, =17 p p p p p
0,071 -1 t S
(rrp) , ol g, =tot . Posons Trp=wt1'rp, W, €0 ; il vient
p
t Ot—l ot—l ot—l
u = (wtrrp) =W, T , mais, par normalité de G 0 dans
ot—l t ot—l

G ona g, €G et w =1 mod T dloti u = mod

b, =1 t 57 p0 5 M p’ T Tp’

X, (t)
soit, dlaprés (i), u' =u P mod T (dtots (ii)).

Considérons maintenant (2, 1) pour deux générateurs o, ¢' de

H et pour tout p vérifiant cette fois Hi(p) ; il vient :

(E/L) GS—I
5 (E/LL 1~
<=1 N ( mod X 'n]
= ' - L J
s (E/L) s €S E/M(p) ol 1> p
g b 1 -7
p
Ecrivons, a partir d'un générateur % fix€ de H, o= 02 ,
b * a

1 = ot = 1 =
o'=gq , a,b €e{Z/hZ) ;ona, pour touts eSp,cs 0%, et o4

b O~ 1 - -
o] « Posons alors 1 = u, et soit € tel que u = dans

0,s 0 ) o uNp q 5y
— 0g ¢ = ! — =X (s)
N ; dlapres (2.2), I'image de u_ = 1 dans N [ est £ p o

p s p p p
Deux cas se présentent, selon que hp >1o0u h p= 1:

a) H d'ordre non puissance de p (i.e, h . #1) . On sait que ltap-
plication qui a t EGp 0 associe ‘I'I'tp—] mod p induit un isomorphisme de
b
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G, 0/%y, 1

dre h b # 1 et dlautre part on a:

sSur un sous-groupe de N; ; donc dl'une part gp est dlor-

o -1 ayx (s)
1-m o,s 1 - p
pb = D modx(l+pE)
0g =1 bxp(S) p
I—Trp l—gp
dloly
/L) aXp(S)
s (E/L 1-8
G = I N p
5 (E/L) ses E/M(p)< bx(s)>
o p 1-E p
p
aX;JS) (o)
1-8 e(p
= N R od* 1.
s ¢S N(p)/M(p)< by (s) > m ﬁp
p

Comme GG(E/I_) et 60'(E/L_) sont les normes dans E/F de généra-

s (E/L)
teurs du méme idéal d(E/L), =2 est la norme, dans E/F , d'une

60,(E/L)
. *
unité de Z ; posons

60(E/l_)

a b .
b ,o&0=oo,0'=co,cf|xé;

€a, o

50,(E/|_)

il vient alors, pour tout idéal premier p vérifiant Hi(p) :

axXx (s)

q1-g_ P e(p)
= p X g1
(2.4) 0=, Do Nnp /it C = (s)) mod 71,
p R

Cette relation induit, au niveau des images dans E; , la relation
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_aXp(S) (o)
- 1 -E£ e
(2.5) S, I N (—= ())p
’ S ES — — _bX (s
b N /Fy 1-F,
aX(s)fi
r{p) 1-F P P e(yp)
-1 1 (—=2 =
s €S i=1 _bx (s)f'
p 1-8_ P p
p
On a alors _ea, b €X " n Yp (cfe(N, ix)), ce qui implique
_ax (s)
1-F_ P e w N
I N ( b > P P =T, pour tout a,b €(2/h2)
S E€ES =™ = _bx (s)
p N /F p

1 -
p p §p
(on a pu remplacer e(p) par ep car Ep est de caractéristique p ) .

Remarque, Le fait de ne considérer (2.4) que modulo p (cf.(2.5)) et

non moduloxn:3 n'est pas restrictif ; en effet, posons e(p) = pr e b’ et
ax (s)
I (L= p (2.5)
n= N >; la relation (2,5) conduit a
s €S N(p) /M(p) by (s)
p p-g P
p
_.R _e
eg b= 1N P , ol R =0 est un entier convenable tel que r + R soit
?

Ilordre du frobenius dans Gal (F:-p/“:p) ; il vient alors

P p X
€a,b = mod (1+pF),
p
soit
r+R r
P _ ely) X p .
ab =T mod” (1+ p )
p
r 1
orona (1+ pF )p € ?n. , et par hypothése ¢ b est norme locale en
p P %
p dans E/F , et il existe donc §a b € Me telle que
’
p
€ =g modxn] dlol
a,b  2a,b p’
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pr+R pr+R X 1

E:a,b Ega,b =ga,b :ea,med np’
soit

€ = o) modx'}z]

a,b =T

ce qui redonne bien (2,4),

Ceci étant, la démonstration de (0,6) résulte alors de I'appli-

cation du lemme suivant au polynome

r‘(p) aX(S)f
F{X,Y) = 1-X b p
sES |—I ( >
r(p) by (s)f _e w
I 2
seSp i=1

ol,, par abus, les exposants a, b, ¥ (s) sont ici des relédvements ar-

*
bitraires dans N des éléments de (Z/h Z) qu'ils désignent :

Lemme, Soit p un nombre premier et soit ¢ un entier étranger & p ,
Soit Me (resp, QC) le groupe des racines c-~iémes de |'unité dans C
(resp., dans une cl8ture algébrique %p de Fp ) . Soitf €Z[X,Y] ;
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

~

(i) f(Z,C') =0 dans Ep , pour tous générateurs C, (' de ;:C;

(ii) (¢, C"') =0 mod PZ[HCJ , pour tous générateurs (, ( de

Mg o

Soit P un idéal premier de Z[uc] divisant p, et considé-
rons |thomomorphisme de Z[“cj dans Fp , de noyau P , qui identifie

Mo @ ﬁc . Le point (i) équivaut alors a 1'écriture f((, (') =0 mod P

pour tous (, (' engendrant Mo o En conjuguant cette relation par les
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éléments 1 de Gal(Q(pc)/(D.) , ilvient (¢, 'Y =0 modp’, pour
tous {, (' engendrant o ; dlol (ii) puisque NPT = pZ[pC] o LTim-

T
plication Iinverse est triviale ,

b) H dlordre puissance de p (i.e. h b =1), Dans ce cas, on

rappelle que, dlaprés (R, ii), les hypothéses H1(p) et HO(p) colncident,

que llona HcG et que Xp =1 (cf.(0,1)), Pour tout s ESp posons

p, 1
o} -1 k
0,s _ s *
Trp -1+TTp vs,kszl,vseoE .
p
Ici, 'application qui a t er - i >1, associe la classe de
?
(TT';)-1 - 1)7"" modulo 1. est un homomorphisme de Gp i dans le
’
care T . . = a L - b . . .
groupe additif Np’ donc, puisque Og Go,s » Og Oo,s , it vient:
c_.-1 k k +1
ﬂs El+ﬂsav mod T
p p S p ’
]
o. -1 k kK _+1
S S S
T =1+ bv_ modm
p p s p ’
dlol
1-1705—1
- b . -3 X
. 5 mod (1 + Pe ).
o. -1 p
1-m°
p

D'oti, dlaprés (2,3), et pour tout idéal premier p vérifiant Hi(p) :

s (E/L) .
. ay_ (& Xl .
s (E/L) s Igs NE/M(P)(b> =<b> mod My s
g p

* e
clest-a-dire que pour tout a,b ¢ (Z/hZ) , il existe une unité

+*
ea,b GNE/F ZE telle que

_ -14n X 1
¢, =(ab” )" mod np,

ce qui conduit en particulier a
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€a,b (ab™') dans Fp
On a donc de m&me ¢ eX Nnvy_ f(avec Y _=F_), dlod
fa,b €% MY P -

w

n
_ - *
(ab Ty P =7 pour tout a,b € {(Z/hZ) , donc en fait pour tout

a,b ¢ F;( « On peut aussi remplacer |'lexposant nw_ par llexposant

pgcd (p-1, nwp) ; or ici §p= 1, auquel cas qp=p et hp= 1, et
a
1-C
(0.6) est démontré dans ce cas puisqu'alors —D s'interpreéte
1 - Qp

comme étant ab™ ! modulo p (cf (N, viii)),

Remarque, Comme dans le cas (i), la relation (2,7) nlest pas moins
forte que la relation €ab = (ab—] )n mod % 7’3; , comme on le vérifie
b

facilement,

Le théoreme (0,9) résulte simplement du fait que pour tout
¥*
a,b €(Z/nzZ) , il existe une unité €ab de F , partout norme lo-
?

cale dans E/F , telle que pour tout idéal premier p de E vérifiant

H1(p) , on ait la relation (2,5) (resp,(2,7)) dans le cas h " #1 (resp,

h = 1) .
p
Le corollaire (0,7) résulte du fait que, lorsque Xp =1, ona
— —— —f —
gp € Fp (cfo(2,2,ii)) , auquel cas & pp = £ 0 et la relation (2,5)

(comme (2,7)) stécrit alors :

—a
1 -8 n ¢
= =(—20 *,
Ca,b ( — ),pourtout a,b clzZz/hz2) ;

1—§p

d'ol la congruence correspondante dans Z [ p] , aprés avoir remplacé

{texposant nwp par llexposant e b d b Dloli également le corollaire

(0,10) ,
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Application aux extensions absolument abéliennes, On suppose donc

que F = Q et que E est une extension abélienne de @ de degré n et de
groupe de Galois G , On désigne par R Il'ensemble des nombres pre-
miers ramifiés dans E/@ ; dans le cas abélien, les idéaux premiers p
de E , ramifiés dans E/Q, n'interviennent que par le nombre premier
p € R correspondant, aussi suffit-il de tout indexer via les éléments
de R,

On désigne par f le conducteur de E , par fp (resp., f;),
pour p €R, la p-partie de f (resp, f/fp) , et par @(f) (resp. Q(fp),
Q(f:))) le corps cyclotomique des racines f-igmes (resp, fp , f;)-
iemes) de I'unité dans € . On désigne par w, un générateur du groupe
des racines fp—iémes de |lunité ,

On sait que @Q(f) est composé direct sur @ des corps Q(fp),
p €R, et que les groupes dlinertie des p € R sont les groupes
Gal (Q(f)/Q(f;) )) qui constituent la décomposition en somme directe de

*
Gal (@ (f) /@) correspondante , On identifie Gall@(f)/ @) et (Z/fZ)

— 3*
au moyen de llapplication d'Artin qui a a € (z/f2) associe I'auto -

o
. PP a a . . .
morphisme oL défini par w =y pour toute racine f-iéme de |lunité y,

On désigne alors par A c (Z/fZ)* le groupe d!Artin
A=gGallalf)/E),
et on pose :
Al={acz, (a,f)=1, o €A ],
Pour p €R, notons M(p) (resp. N(p)) le corps de décomposi-
tion (resp. dl'inertie) de p dans E/@ ; on a donc ici N{p) = E n@.(f")) .
On pose également E'(p) = E Q(f'p) et E{p) =E'(p) n Q(fp) .
Soit H un sous-groupe cyclique non trivial de G dont on fixe
un générateur O, » et soit L le sous~corps de E fixe par H ,

Désignons par R(E/L) le sous-ensemble de R formé des p totalement
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ramifiés dans E/L , et par §6(E/L) le générateur positif de Ilidéal
NE/Q p(E/L) ; clest, dlaprés (N, vii), I'entier défini par

n p(1=_/|_) n/elp)

NE/‘D p(E/L)= T , ot elp) = [E : N(p)].,

p
p ER(E/L)

La valeur de np(E/L) (égale & n p(E/I_) pour tout p|p) se trouve facile-

ment dans le cadre abélien, et est donnée par le résultat sujvant :

Lemme, Si h = |H| n'est pas une puissance de p , alors np(E/L) =1,
-
j fp Poi
Si h=pp, jpzl, etsip#2, ona np(E/l_)=-£—-—-—-—-ep+l.

p-1
Iy
Enfinsi p =2, nécessairement h=2 “, j, >1, et nz(E/I_) a la

valeur suivante :
. . _ -1 -1
(i) si E(Z)—Q(w2+ w, ) ou Q(wz— W, ), on a

_j2_1
nz(E/I_)=f22 +1

(ii) si E(2) = Q(wz) , ona nz(E/L) = 2 sauf si

-] iy
“—Q(flz)) ﬂQ(f2)=Q(f22 2), auquel cas nz(E/L)=f22 2

H¢G d'ods np(E/I_) =1,

p, 1’

Si hp#l,onaHQGp,o,

J
Supposons que h =p P « On a np(E/L) =k +1, ot k est défini par

-1

o
I'égalité -|-rp° 14+ TrI; , a étranger a ﬂp , ou 9, engendre H ,
- - - '
Posons T NQ(f)/E'(p) (1 wp) ; comme @(f) /E'(p) est totalement

ramifiée et E'(p) /E non ramifiée en p , 1 est une uniformisante dans
E'(p) et il existe u € E'p) étranger & 1 tel que un= T (cf.(3.5)) .

En relevant g dans Gal(Q(f)/Q(f;))) en o, , a convenable, on a

T =u T =1+O-1T‘;=I+Ct'ﬂk, G'EE'(p)
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o, -1 o -1
étranger 3 T ; comme u ° =1 mod n(m @ - 1), il suffit donc de

o, - 1
. a . .
calculer la m-valuation de 1 ~ 1 dans E'(p), ou, ce qui revient

au mé&me, dans E(p) /@ puisque 1 € E(p) .
a) Cas p #2 , Posons d = [Q(fp) :Elp));ona (d,p) =1 sinon

le conducteur de E diviserait fp—] , dlodi en fait :

d=2=1,
e
p
- J
On peut prendre a=1+f_p P car clest un élément dlordre p P

p

* . . . . p r
dans (Z/pr) qui est ici cyclique, Posons fp p =p ,r =1,

On a alors

a

o. -1 1 -w
a = ——& .
m Na(f )/E(p)( )’
p 1 -w
p
or
a o o
- - + - -
1 wp=1 w, wp(l wp)=l+w 1 -w
p
1 - 1 - 1 -
“p “p “p

-1

r r
=1+(1 -0 )P mod (1 - w P |
p p

car Q(wp)/Q est totalement ramifiée en p et de degré multiple de pr

puisqu'on a supposé jp =1,

"

i
. r r 1 ~w P
Ssifi,p=1,0nali-0 P "T=(1-u )P -1 (—2) ;
b P 1~
P

1 r

i r
1 -w P -
or <_._£.> Eip -ls‘lmod(]—w ),d'Ol‘J
l—wp P

o F_ r
(l-wp)p E(l-wp)p mod(]—wp)p , et on obtient



-28-

o, -1

a L
TT El+d(l-wp)p

r
mod (] - W )p .
p
Finalement, on obtient pour p # 2:

~J
P_

r 1 r 1 f p
E/L) =BT 4+1=e Bl s 1= Beoeou— 1,
np( /L) d pp-1 °p p~1 1
b) Cas p=2, Le corps E(2) est I'un des 3 corps
-1 -1
Qlw,) =alf,), Qlu,+w, ), Qlu, -w, ),

les 2 derniers cas supposant fz =0 mod8 .

(i) E(2)=Q(w2) «Sif,=4,0na m=1-1 et dans ce cas

c. -1 .
a 141 diod

T —l=———1=-1,

nz(E/L_) = 2 dans ce cas,

Supposons maintenant fzso mod8;onarr=1—w2,et
“i2 —ia .
a=1+f,2 ,oua=-1-f,2 , ou a= -1 (eth-—l).
=iz r r
Posons fzz 2 ,0Ona, avec a=1+2 :
oF
o, = 1 o =1 T-wy+uw,(l -0 )
m =(1—w2) =
1-w
2
r
l—wg
—l+w2
1T-w
2
r r
= 2 1 2
=1+(1-—w2) mod(l-wz) ,

-J

2
1ol =
dlodi nz(E/I_) fo2 .
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Avec a=—1—2r,ona:
r r
-1 -2 -1 -1 -2
1_rca--1=l—w2 =l-w2+wz(l-—w2 )

1 - w, 1 - wo
r
-1 -2
1T -w 1-w
l—wz l—wz

i
or dans ce cas, ona r =2 (car 2 2 sf2/4), et on a

1-wl! 1 - w2 o -1 1 - w2
—-—2—'=1—w51—-————2-,d'ot| Tl'a _“—Z]+—""——2" mod (1 - w

On a donc ici k =1 et nZ(E/I_) =2,

o1 1-wo!
Sia=-1, ona n 2 S
I-wz

-
Wy

nz(E/l_) 2 encore,

(ii) E(2) = Q(wz + w;] ) . On a dans ce cas

-
a=1+2r,otxl'onaposé 2r=f22 2.

- 2 R
Ona m={1-w,) —w21)=- wzl(l - w, )" ; dlod

2I"
oa-l_ _zr‘<]+ 1—w2>2
m =Wy Wy

""wz
r r
2 2
r 1 - w 2 1 - w
_ -2 2 2 2 .
=y (‘+"Jz<1 >+2‘”21_ ) s
- 2 wz
fzz“ ]
or 2=0 mod (1~ uw,) et f, 2" +28 152027 - 1)

dloli, puisqulon a aussi r > 2,

2
2)'



-30-

O~ _2f 22" - 1) 2"
a - _ _ - _ -1
m -1 ==1+uw, + (1 wz) mod (1 wz)
r r
N -2 2+ 1
=-1+u, mod(l-wz) ,
r-1 "jz"
dlot nz(E/L_)=2 +1=1,2 +1,

(iii) E(2)=<D.(w2- wgl). Onaencore a=1+2", ot 2" =

£ z-le ona n={1-w )1+ =1 +ol c1=02l0-4d
dloli
r+1 r+1
24+ 2 2 2 2
oa-]_ _or 1 -uw, _zrl—wz+w2(1-w2 )
i —wz =W,
2
1 2 1 2
) - Wy
2P+1
r T -w
=w_2 (1+w2 2 >
2 2
I—wz
2
. L 2r~+1
=2 -2 -~ Y2
=W +w
2 2
l—wz
2
et
] . . ] 2r'+l
Oa ™~ P =02 1422 - Y2 .
v - "‘U.)z wz ) 2 ’
)
comme r >2, il vient
o.~1 r r
a _ 2 2 +1
m -1 =(w2-1) mod(l-—wz)
et ici
r-1 'jz"
nz(E/L.)=2 t1=1f,2 +1.

Ce qui acheéve la démonstration du lemme,
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Conditions nécessaires de monogénéité (algorithme pratique),

Pour analyser en pratique {'éventuelle non monogénéité de

Z il suffit dleffectuer les étapes suivantes (ceci pour tous les choix

E°’
de H possibles) :

(i) On vérifie que pour tout p ¢R tel que H ng’ 0’ H dlordre h
non puissance de p , on a

a

1-¢ e d 3
(——%) P P -1 mod pZ[Qp], pour tout a,b ¢ (Z/h2Z) ,
1 -
‘p
ol ey est le plus grand diviseur étranger & p de el(p) = le o |,

== H = = B_—]- D——
gp exp(ZH'r/hp), hp pgcd(ep,h), dp pgcd(e ) o W ),

p p P
W _ = 1o0u?2 est égal 3 1si -1 nlest pas partout norme locale dans
o+ X N . : :

E/@Q, W= [{=11n Fp | sinon (cf, corol.(0.7)) ; ceci constitue

la partie "' calculs binomiaux! qui ont été faits dans [G(MN), 3] et qui
éliminent une majorité de valeurs pour llexposant ep dp . Enfin on
vérifie que pour tout p € R sauvagement ramifié, n est multiple de
(p-1)/w o (cf, corol.(0,7')).

(ii) On vérifie ensuite que pour tout a,b € (Z/h Z)7vr il existe
€a b € {il} , ea,b partout norme locale dans E/@ , telle que pour

tout L €R tel que HcG , on ait:
1,0

—a _
Ea,b = (_}_—_%j‘\ (r‘esp. <§_>n si _Y.L=T> dans Fz ,
4

oo-l

4

pose le calcul numérique des \ modulo 4 (voir la méthode en (3,7)),

ot ?L est I'image de 1 dans Fi (cf, corol,(0,10)) ; ceci sup-
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(iii) Enfin on vérifie qu'il existe un signe ¢ € {ti} tel que e S(E/L)

soit partout norme locale dans E/@Q (cf.th,(0.2)) .

Donnons précisément un critére simple de reste normique en
p €R, a partir de la connaissance du groupe d!Artin A de E (i,e, en
pratique de A') ; ce critére étant destiné & &tre appliqué soit aux
s (E/L) soit & -1, il suffit d'étudier les conditions de reste normique
entout p €R, eten »si E nlest pas réel {(en toute autre place,

s§(E/L) et -1 sont normes locales), Posons
A
s(e/L)=p P m ., pour tout p eR(E/L),

A
ol A, =n (E/UIn/elp), m_= I a 9 (cf(3.1),
P P qeRI(E/L) - {p}
Théoréme, (i) Pour ¢ € {tl} , ¢56(E/L) est norme locale en p €R si
et seulement si Ilentier a défini, modulo f, par
a=em mod f
p

- A

a=p P modf!

a>o0
est un élément de A' ,
(ii) Le nombre -1 est partout norme locale dans E/@Q si et seule-
ment si les conditions suivantes sont réalisées :
(a) E est un corps réel,

(B) pour toutp €R, p #2, °h est un diviseur de -L;—]-.

En effet, dlaprés le corps de classes, le symbole de reste

normique de Hasse en p € R pour x ce@X , (L,(_%ZQ) , est donné
p
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-v_(x)
par le symbole d!Artin (%Z)Q- , a=bp P , ol b est un p-associé
a

=1 modf etb=1 mod f'oo).Quanté (.E.[QD,
P p (a)

de x (i.e. tel que

XI|T

on sait que clest Ola l =0, puisque b (donc a) est positif, Dlol le

A
Pem .

résultat pour x = ¢ 5(E/L) =p b

Pour que -1 soit norme locale en p # 2 dans E/Q, il faut et
il suffit qulil existe o, € A tel que

a

m

-1 mod f
P

a

1 mod f;)oo :
ceci équivaut au fait que A N Gal(Q(f)/Q(f;))) contient le relédvement
canonique de la conjugaison complexe de Gal(Q(fp )/ @) ; comme ce

groupe est cyclique pour p # 2, ceci équivaut facilement a la condi-

tion e IE-——J-.
P 2

On remarque que, grice a la formule du produit, le calcul du
symbole de Hasse en 2 est inutile (on I'obtient cependant par le mé&me
raisonnement, et -1 est norme locale en 2 si et seulement si le corps
E (2) est le sous-corps réel maximal de Q(fz)) . De méme, on peut
utiliser le point (i) pour toutes les places de R (resp. R U {«} ) sauf
une ; on voit en particulier que si R = {p} (resp. R= {p, »}), S(E/L)
est partout norme locale, Enfin, dans le cas (i), si I'on détermine u, v

tels que uf +vf;) = 1, on obtient a en prenant le plus petit résidu
- A

modulo f de e m vf'+p Purs .
p p P

Remarques, (i) Il peut &tre utile de déterminer explicitement le groupe

X _ X . . .
des normes locales NEp/Fp Ep = NE/M(p) E ” ; il suffit pour cela

de connaftre NE/M(p) TTp , pour une uniformisante ﬂp quelconque de
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r (p) u )Z

x U ol le sous -
p ’

. X _
E en p, puisque NE/M(p)E (p
#
groupe U de Zp , dlindice el(p), est donné par
u=A'ti+f_ =z
( P p)’

=pMmu , u ezz,rm)=num:MmH.

et oll I'on a posé N
Y P E /@ "p p’ p
p° P
Or pr (p)u est norme locale en p dans E/Q si et seulement si il existe
p
' - _—rip) L )
a € A' tel que a =up mod fp et a =p mod fpoo ; il suffit donc de

3 —
déterminer, dans (2 /f Z) , le relédvement cp de frobenius de p dans

(D.(f"__))/Q qui est tel que c;(p) € A', ceci en partant directement de

- *
PP (p) modulo f ; on peut prendre up = cpr (p) dans Zp .
(ii) Le groupe 72; est égal & 1 + pelp) Zp pour p #2 ; N, est
1Tun des 3 groupes :

Zz Z

Z
(1+2e(2) 2, (Fiixti+4e(2) 2, (<1-2e(2) 2

correspondant respectivement au cas oly E(2) est I'un des 3 corps
= -1 -1
Q(fz)—Q(wZ), Q(wz+w2 ), Q(wz-—wz ) .

(iii) Sous la forme énoncée en (0,2) , le critére de reste normique
pour ¢ 8(E/L) s'énonce alors comme suit, & partir de la connaissance
1
des c et :
p ¢t p
L'entier ¢8(E/L) est partout norme locale dans E/Q si et
seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

(o) e=1 si E n'est pas réel,
np(E/L)n/ e (p)

m ¢ est puis -
P P

(g) pour toutp €ER, p#2, ¢

sance e (p)-iéme dans Z;'/'}'(1 ce qui est encore équivalent &

’

np(E/L)n/e(p)) (p—l)/ep

m C
(em,cy
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Les conditions normiques en 2 sont donc inutiles ; elles se-

raient cependant :

nZ(E/L)n/e(Z)
€m202

1 mod 2e(2) si E(2)=Q(wz),

-'-'1 mod 4 e (2) si E(2)=Q(w2+ wgl),

m

1, =1+ 2e(2) mod 4e(2) si E(2) = Q(wz- w;).

i

VVenons-en maintenant a I'application du corotllaire (0, 10)
o. -1
(cf (3.2, ii)) pour lequel il faut connaftre rrLO pour tout L eR(E/L),
Lemme, Soit 4 € R{E/L) . Il existe u . €E ey, u, étranger al, tel

que T, = uLNQ(f)/E'({,) (1 - wL) soit une uniformisante en { dans E,

En effet, Q(f)/Q(f'&) est totalement ramifiée en 4, @(f !{’)/Q

est non ramifié¢een 4, et 1 - W, est une uniformisante en {4 dans

@ (f) ; donc NQ(f)/E'(L) (1 - w&) est une telle uniformisante dans

£'(4), et comme E' 1) /E est non ramifiée en 4, il existe bien
u, € EYe), u, étranger a 4, tel que u soit une uniformisante en 4
dans E ,

Fixons 9, € Z tel que la restriction de Og a E soit égale
o

au générateur o de H, et considérons
o, -1
%o
Yo = Ty , LERIE/L).

Remarque, Si 4 =2, alors h est une puissance de 2, auquel cas la

a
-y
composante sur F;( = {1} de ——-%- est par définition ab”™! =1 mod 2,
1 -~ Yo
puisqulalors Yo = 1 mod 2 ; par ailleurs €ab ™ t] =1 mod 2 , On peut
?

donc supposer 4 # 2 ; tous les G considérés sont alors cycliques ,

1,0
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Soit 0g un générateur de Gal(Q(f)/Q(fi)) ; sa restric-

L

tion & E engendre GL 0 ° 1l existe donc un entier a, et un élément
?
a, €A', tels que :
o = oa'!' o}
9% 9, %
-1 -1 -
og cg og 1
Ona vy,=m ° =u, © N 1 (1-w,) ©° s comme
L 4 ') alf) /' (1) 4 ’

o) est dans le groupe d'inertie de 4 dans Q(f)/@ , on a

g, -1
9, )t
U, =lmod(1-—w£,dou
a, a
o -1 o o. =1 (o -1)o o, -1
R T S v, %
4 4 14 L
c -1
a
L
=u, mod(]-—wé);
mais u €E , donc pour tout b ¢ A', o =1 soit
o, =1 =1
b b _ . Alad
Yy Namyzetn (T-0y) 1 ; dlou
b
o, =1 1 -w
b & = . - N
U, NQ“,)/E:M)(—-—-—-——--l . > 1, ce qui conduit a
4
op - 1 [alf): )]
u, b =1 mod (1 -w‘t) . En particulier, on a
ca&_] -[atlf): 1))
U, =a, mod(l-w'&).Onaalor‘s
-[a(f):EYL)] [Qlf): EYL)]
, a, [a(f) : '(2)] aL[Q(f):E'(L)]
=(a” a )

L9

=g, mod(l—wL),



(3.7)

-37-~

congruence qui est donc valable modulo TTL puisque YL €E , €EZ .

S

Onaa,s= [L:N(2L)] By o étranger a h ; dlod finalement :

By

_  _pg,lalf,):@l/h _B,elf,)/h

en désignant par ¢ I'indicateur diEuler,

Théoréme, Une condition nécessaire a la Z-monogénéité de ZE est que
pour tout sous-groupe cyclique H de G, d'ordre h > 1, on ait la pro -

*
priété suivante : Pour tout a,b €(Z/h2Z) , il existe €4 p € {4—' 11},
?

€, p Partout norme locale dans E/Q (cf,(3.3,ii)), tel que pour tout
?

4 # 2 dont le groupe dlinertie contient H, on ait :
1 ya n n
o ——t ( (2) Py =
ea,b_( b> respe ( § si YL"] mod-{,) mod 4.,
1T -y
2
avec les données suivantes :

on fixe dlabord un générateur Ig de H et un entier 9, tel que

la restriction de Og a E coihcide avec g, 3 ©On pose

o
B, olf,)/h N
Y= 9, , ou 9, est un générateur de (Z/fL Z) congru
a 1 modulo f/f'{’, , ou BL est défini modulo h par la condition
- BL e(t¢)/h
9o 9, € A' | oli e(l) est I'indice de ramification de 4
dans E/Q .
Remarque, On rappelle que le programme " GALCYCL ', détaillé

dans [G(G)], permet précisément dleffectuer les vérifications numé -
riques nécessaires aux théorémes (3,3) et (3,7), lorsque Ilextension

E/Q est cyclique de degré quelconque,
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Exemples numériques, (i) Dans [G(MN)3], le premier exemple (dans le

cas abélien absolu, et pour h = 5) pour lequel le théoréme (0,6) (ou le
corollaire (0,7}, cf.(3,2),(i)) ne permet pas nécessairement de con-

clure est le cas n = 15 pour lequel on a :

a
1-¢2 30
(——-—i> =1 mod (11 x31),
b
l—gs

*
pour tout a,b €(Z/52) ,
On est donc amené & étudier les extensions abéliennes E/@Q

de degré 15 pour lesquelles R= {11,31} ou {5,11,31},

a) Etude ducas R = {11,31} , Nécessairement e{11) =5 et

e(31) = 15, ce qui est réalisé par 4 corps réels Ei , 1 <i <4, de
conducteur 11 x31 = 341, que llon peut caractériser par les ensem -
bles A; représentant les groupes d'Artin Gal{@( 341 )/Ei); le pro -

gramme GALCYCL fournit les données suivantes :

A'] ={ 1, 32, 147, 271, 281, 126, 108, 46, 283, 190,
309, 340, 70, 194, 215, 60, 295, 233, 151, 58} ;
A'2={ 1, 32, 240, 178, 312, 95, 294, 201, 314, 159,
309, 340, 163, 101, 246, 29, 140, 47, 182, 27} ;
A3={ 1, 32, 116, 302, 250, 157, 15, 139, 97, 35,
309, 340, 39, 225, 184, 91, 202, 326, 306, 244} ;
Ay={ 1, 32, 85 333, 64, 2, 325 170, 4, 128,
309, 340, 8, 256, 339, 277, 171, 16, 213, 337},

On appelle désormais H le sous-groupe dlordre 5 de G ; il
fixe le sous-corps cubique L de E ,

3

Dtaprés (3.1), ona §(E/L) =117 x 31 , Puisque - 1 est norme,

une condition nécessaire de monogénéité est que 113 x 31 soit norme
locale en 11 et 31 (cf,(3.3)) ; modulo 11, il faut résoudre les con-

gruences simultanées :
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a =31 mod 11

1177 mod 31,

[o)]
il

soit

az=-2 mod 11

I}

a=15 mod 31 ,
ce qui conduit 3 a =108 mod 341,
Or 108 EA'] et 108 QAI' pour 2 <i <4 ; ainsi pour les corps E = E,,
E3 et E4 , ZE n'est pas monogéne,
On est donc ramené a étudier E] .
Le théoréme (3,7) s'applique en utilisant les éléments numé ~
riques suivants (donnés par GALCYCL ) :
Un générateur de G est représenté par g= 12 ; dlol
9, = 123 = 23 mod (341) représente par exemple le générateur 0o de

H ; on a ensuite le tableau suivant :

Y% | Pr | M
11 63 1 218
31 12 1 188
*
On vérifie alors que pour tout a,b € (2 /52Z) , il existe bien

+
€a,b € {-1} tel que

a

1-v 15

11

————————— = € mOd]]

( b ) a,b
L O

et

a
(I——z'iﬂ')]se ea,b mod 31 ,

Y39
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b) Etude du cas R = {5,11,31}, Dans ce cas 5 est totalement

sauvagement ramifié dans E/L , On applique le corollaire (0,7') qui

montre que la condition nécessaire de monogénéité (p-\;—l diviseur de n>

est ici en défaut puisque n = 15, p =5 et wp = 1 ou 2 {noter que ici la
ramification en dehors de 5 peut &tre arbitraire et qu'aucune extension

de degré 15 dans laquelle 5 se ramifie n'est monogéne),

Conclusion, Pour toute extension cyclique E/Q de degré 15 pour la-

quelte R= {11,31}o0u {5,11,31}, Z_ n'est pas monogéne, sauf peut-

E

étre pour llextension E] de conducteur 341 ),

(ii) Considérons maintenant les extensions cycliques E/@Q de
degré 20 pour lesquelles R = {11,41} et ol I'on suppose que e(11) =5
et e(41) = 20 (elles sont alors réelles, de conducteur 11,41),

On désigne encore par H le sous-groupe dlordre 5 de G ;
dlaprées (3,1), ona §{(E/L) = 114 x 41 , On vérifie, en utilisant (3,3),
que -1 est partout norme locale dans E/@ ; on est alors amené a
écrire que 114 x 41 est norme locale en 11 et 41 ,
Relativement & 11, on résoud la congruence :

a =41 mod 11

a= 11_4 mod 41

soit

8 mod 11

o))
]

a =31 mod 41

ce qui donne a = 195 mod 451 ,

Or les 4 corps solutions sont donnés par les groupes d'Artin

suivants :
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Al ={ 1, 329, 31, 277, 18, 59, 25, 107, 160, 324,

“e

122, 450, 174, 420, 392, 433, 344, 426, 127, 291}

AL ={ 1,329, 113, 195, 141, 387, 435, 148, 447, 37,
122, 450, 256, 338, 64, 310, 303, 16, 414, 4} ;
AL ={ 1, 329, 359, 400, 182, 346, 394, 189, 201, 283,

122, 450, 51, 92, 105, 269, 262, 57, 168, 250} ;
Al ={ 1, 3209, 72, 236, 223, 305, 271, 312, 119, 365,
122, 450, 215, 379, 146, 228, 139, 180, 86, 332},

Il en résulte que seul E2 vérifie les conditions nécessaires

normiques,

Pour ce corps, on applique (3,7), avec les éléments numé -

riques suivants :

Un générateur de G est représenté par g = 12, ce qui donne

4

= 12 =441 mod 451 ; on obtient ensuite le tableau suivant :

11 83 3 247
41 12 1 100

Prenons alors a=2, b=1, et calculons

1-y% 20
(—-&) =(]+Y&)20 mod 4 ;

on obtient

2482o =1 mod 11,

10129 =_1 mod 41,

et dans ce cas, nlexiste pas et E_ nlest pas monogéne,

€2,1 2
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Conclusion, Aucune des 4 extensions cycliques de degré 20 de @Q , de
conducteur 11 x41 = 451 , n'est monogéne, De mé&me, on vérifie que les
extensions cycliques (imaginaires) de conducteur 11,41, pour lesquelles

e(11) = 10 et e(41) = 20, ne sont pas monogénes,
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