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0. Introduction - Résultats , , Nous mettons en év idence de nouve l les c o n d i -

tions n é c e s s a i r e s de monogénéité des anneaux d 'ent iers de c o r p s de nom-

b r e s , qui prolongent, dans un contexte t rè s général , c e l l e s qui avaient 

é té démontrées par M . - N . Gras , dans [G(MN) 1, 2, 3 ] , au moyen de c o n s i -

dérat ions g lobales de théor ie abél ienne des e n t i e r s . Nous profitons de 

ce t t e étude pour approfondir le point de vue local, soumis par H. Lens tra 

dans [ L ] , et u t i l i s é indépendamment par J . Cougnard, dans [C3, § 2 ] , 

qui a étendu les condit ions n é c e s s a i r e s de [G(MN)l, 2, 3 ] au c a s des e x -

tensions abé l i ennes des corps quadratiques imagina ires . 

La théor ie ga lo î s ï enne des anneaux d 'ent iers conduit par n a -

ture à de t e l l e s généra l i sa t ions (c f . par exemple [Cl ] ) mais const i tue 

un cadre inutilement fort comme le montre la méthode employée ici ; 

c e l l e - c i r e n f o r c e l 'aspect local déjà évoqué ( [ L ] , [ C 3 ] , ainsi que l 'an-

c ien résul tat de J . - J . Payan [P ] r e p r i s dans [G(MN)2, t h . 2 ] et dans 

[C3, § 1 ] ) en faisant intervenir un argument s e m i - l o c a l qui ne semble 

pas avoir é té ut i l i sé , et qui conduit à des non monogénéïtés nouve l les , 

même dans le c a s abél ien abso lu . 

Avant d'énoncer les ré su l ta t s obtenus (const i tués du théorème 

principal ( 0 . 4 ) et de s e s c o n s é q u e n c e s , les théorèmes ( 0 . 6 ) et (0 .9 ) et 

les c o r o l l a i r e s (0 .7 ) , (0 .7 1 ) et (0 .10) ) , nous a l lons p r é c i s e r le cadre 

général de ce t te étude ; c e l l e - c i u t i l i s era abondamment la théor ie des 



c o r p s locaux pour laquelle nous renvoyons une fo i s pour toutes à 

J . - P . S e r r e [ S ] . 

So i t E un c o r p s de nombres, et so i t F un s o u s - c o r p s de E 

tel que E / F so i t une extens ion ga lo i s i enne ; on appel le n son degré et 

G son groupe de G a l o i s . On u t i l i s era constamment les notations s u i -

vantes : 

(N) Notat ions , (i) Relat ivement à un idéal premier p de E , on dés igne par 

(G .). > j la f i l trat ion des groupes de ramif icat ion a s s o c i é e à p dans 

E / F ; le groupe G ( r e s p . G n ) e s t le groupe de décomposit ion p> — • P> 

( r e s p . d ' inert ie ) pour p dans E / F ; il f ixe le c o r p s de décomposit ion 

M(p) ( r e s p . d ' inert ie N(p)) . On pose : 

e( p) = |G Q | = [E : N( p) ] et r( p) = [N( p) : M( p) ] r ' 

( i . e . e(p) e s t l ' indice de ramif icat ion et r(p) le degré ré s idue l , de p 

dans E / F ). 
(ii) On dés igne par S un s y s t è m e exact de représentant s des 

P 
c l a s s e s à droite de G modulo G^ , . 

P » " 1 

(iii) Pour tout s o u s - c o r p s K de E contenant F , on dés igne par 

Z , ( r e s p . Z ) l'anneau des en t i er s de K ( r e s p . son groupe des uni-K K 

tés ) , par pK l ' idéal premier p fl Z ^ de K , et par K^ le corps r é s i -

duel z K / p K . 

Lorsque l'on c o n s i d è r e des idéaux premiers p, I, . . . de E , 

on dés igne par p, -t-, . . 0 les c a r a c t é r i s t i q u e s des c o r p s r é s i d u e l s c o r -

respondants . 

(iv) Pour tout s o u s - c o r p s K de E contenant F , on appel le K 

la complétion de K en p^ ; on dés igne par ( r e s p . ) l'anneau 
P P 

des e n t i e r s de K ( r e s p . son groupe des unités) , et on note par p^ 
P P 



l'idéal maximal de . On dés igne par le groupe des rac ines de 

l'unité, d'ordre étranger à p , contenues dans K ^ (on a p K — K * ) . 

Pour K = M(p) et N(p) , on dés igne , par abus, par M^ et N 

les complétions correspondantes» 

Enfin on dés igne toujours par (G .). , la f i l tration des p, i i ^ - l 
groupes de ramification a s s o c i é e à E / F (on a donc M = F_ , 

P P P P' 

< v i " G a i ( E P / F y ' G p , o = G a i ( E p / N p ) ) -
(v) On dés igne par 7?1 le s o u s - g r o u p e de 1 + p,_ égal à 

P f 1 N e / _ (1 + p _ ) ; d'après le corps de c l a s s e s local, (l + p p : f{ 
p' P P P 

est égal à la p-part ie de l ' indice de ramification de la s o u s - e x t e n s i o n 

abél ienne maximale E a b de F dans E (par exemple, s i E / F est a b é -
P P P 

lienne, cet indice normique est égal à la p-part ie de e(p)) . 

(vi) On dés igne par TT̂  une uniformisante pour p dans E , et par 
y Y 

v : E la valuatîon p-adique sur E , normal isée par la c o n -p p r p 
dition v (TT ) = 1 • 

, v stncf 
(vii) Pour tout s o u s - c o r p s K de E contenant F , on dés igne par 

n (E/K) 
b(E/K) l'idéal II I de E , où I parcourt l 'ensemble des idéaux 

I 

premiers de E totalement ramif iés dans E /K , et où n j (E/K) = k + 1 , 

k s 0 étant l 'entier maximum tel que Gal(E/K) s G . : on a donc 

k = Ma*{i >0, TTJ"1 = 1 mod TT J pour tout CT € G a l ( E / K ) } . 

Il en ré su l t e que n j ( E / K ) = 1 sauf s i [E:K ] es t une puissance de K> , 

a u q u e l c a s o n a n ^ ( E / K ) > 2 . 

(viii) Soi t p un idéal premier de E et so i t h un div iseur de e( p) = 

|G g | . On sa i t que G^ ] e s t le p -Sy low de G ^ Q , que G ^ 1 

s ' ident i f i e à un s o u s - g r o u p e de NÎ * , d 'ordre égal au plus grand diviseur 
r 

e de e(p) étranger à p ; vu l ' isomorphisme canonique p ^ — N * , 
P h P 



il ex i s t e un élément Ç ^ 6 la^ d'ordre h^ égal au plus grand diviseur 
^ \ — v 

étranger à p de h (h est donc un diviseur de e ), dont l'image dans N 
P P P 

est notée § . 

On dés igne a lors par q le cardinal du corps fini F (§ ) . 
te. ^ 

Pour tout a, b € ( z / h 2 ) , on cons idère , dans N^ , 

•n . , en remarquant que cet te express ion est non définie si 
P> a » b - h ' " S 

et seulement s i h est pu i s sance de p ( i . e . h = 1 , % = 1 ) , auquel cas 
_ P P 

on pose n = ~ dans N : on a une définition intrinsèque si l'on pose 

P>a»b b P 

ï + 1 + . . . + f ® n , 2 ° , où a' et b' sont des représentants p o s i -P» a> - - - b ! - l 
1 + V - + § p 

t i fs de a et b € ( Z / h Z l ^ . 
y tt 

(ix) Soit X l'image dans F * de N ^ p (ou a défaut c e l l e du 
•ÎS-

sous -groupe de Z p forme des unités de F partout normes locales dans 
i* E / F ) : soit v un c a r a c t è r e de G à va leurs dans ( Z / h Z ) , et soit Y. ' ' p p 

le s o u s - g r o u p e de F p ( § ^ ) X engendré par les produits 

r ( p ) , 1 - ^ P P . e ( p ) * 
n n ( Ë r ) , a , b € ( z / h z ) , 

s € S^ i = 1 ^ _ -ç b X p(s) f p y 

où f = |Fta I . On pose a lors 
P ' P 1 

w = L X n Y J 
P 1 p P1 

(on remarque que w es t un div iseur de p g c d ( f ^ - 1 , ^ • 

(x) Soit p une place à l'infini de E , ramif iée dans E / F ; on a 

= G Q - Z / 2 Z . Par définition, la ramification d'une place à 

l'infini es t modérée, auquel cas on peut poser G . = 1 pour tout i ^ 1 . 
P> 1 



On dés igne par t^ le plongement E c^ C a s s o c i é à p ; comme p est r a -

mifiée dans E / F , on a donc T (F) ÇT (N(p)) Ç R et T (E) ÇC , 
r P P 

T (E) d R ( i . e . E = C et F = R ) . p T p p 

(xi) On dés igne une fo is pour toutes par H un sous -groupe cycl ique 

de G , d'ordre h > 1 ; pour tout g Ç G , on appelle L^ le s o u s - c o r p s 

de E f ixe par g H g ' et on pose l_j = L . 

On fera, le ca s échéant, l'une des hypothèses s u i v a n t e s , dans lesquel les 

p dés igne une place quelconque de E ramif iée dans E / F : 

H0( b) Tous lesG-conjugués de H sont contenus dans G . r p» 0 

Hl(p) On a H £ G ^ , et tous les G-conjugués de H sont contenus dans 

G
h l H • P» 1 

(0. l) Propos i t ion . L'hypothèse Hl(p) est équivalente à la réunion des deux 

conditions suivantes : 
{ a ) H £ G p , 0 ; 

(fi) il ex i s t e un unique c a r a c t è r e X : G ( Z / h Z) tel que p p 

- 1 ~ X h ( g ) 
g a g a p € G . , pour tout a € H et tout g € G . 

P> ' 

Un s e n s étant évident, supposons Hl(p) et montrons l ' e x i s -

tence de x p • O n a j pouf un générateur aQ de H et pour g € G f ixé , 

q n = t a 1 , t € G , , CT1 € H . Donc i I ex i s t e x € Z tel que M u o a o ' p, 1 o 
— 1 X g a g = t a ; on remarque que x es t unique modulo h , car pour 

I I ^ 
t, t1 ç G , t a X = t ' a * implique t ' _ 1 t = a X ~ X € H n G , , d'où p, 1 o o o p, 1 ' 
x' - x = 0 mod h . 

Comme G ^ ^ es t normal dans G Q , pour tout i € Z on a 



/ , X \Ï , XI , - ^ , . V Ï — 1 . XI . . —1 . X (t a o ) = t. a 0 , t. e G , d'où g a Q g = t. a Q , soit g a g = t^a , 

t € G 1 , pour tout a € H ; donc x ne dépend que de g € G . On peut 
o p, 1 

donc poser x = X J g ) € ( Z / h Z ) . 
P P 

En désignant par 0g l'automorphisme intérieur de G a s s o c i é à g , on a 

pour tout a € H (en écrivant \ = x ) : 

6 g (a) = «g „ * < • ' , . g 6 G M , 

9g,(a> - . g , c * ' 9 " , . f l l 6 G m , 

80.0'"» - u ° x < 9 ' 9 ) • ' o . o e G
h g'g g'g g'g p, 1 

or e , ( a ) = 9 ,(t a X ( g ) ) = 9 .(t ) f , a X ( g , ) X ( g ) , où t ' , € Gw , , g'g g' g g1 g g' ' g' p, 1 ' 

ce qui conduit à t g I g a X ( g ' g ) = 0 g I ( t g ) t ^ a x ( g ' > X ( g ) 

soit t'"1 0 ,(t F 1 t , = a x ( g ' ) x ( g ) - x ( g . g ) g' g1 g g'g ' 

or t' , , t , , a € G q , et l 'égal i té précédente implique 0 ,(t ) € G 
9 9 9 p j 9 9 p) 

comme t est d'ordre puissance de p , 0 ,(t ) € G„ , , d'où 
g K ' g' g p, 1 ' 

CTX(g') X(g) - x(g'g) ^ ^ œ q u J d o n n e x ( g l g ) = x ( g l ) x ( g ) m o d h ^ . 
d foù x (g 'g ) = x(g') x(g) dans ( Z / h Z ) , et )( e s t bien un c a r a c t è r e . 

r r 

Remarques» (ï) On a évidemment Hl(p) => HO(p) . 

(ii) Si h p = 1 a ' o r s Hl(p) et HO(p) sont équivalentes : 

en effet , dans ce cas , sous H0( p) , tout G-conjugué de H est un p -

s o u s - g r o u p e de G _ : il es t donc contenu dans son unique p-Sy low G p, 0 p, 1 
Enfin, si h = 1 , on a X = 1 . p p 

Si G = 1 , Hl(p) es t équivalente à H ^G . et H normal 
p> « P» u 

-1 X h ( g ) 

dans G ; on a a lors g a g = a ^ , pour tout a € H et tout g € G . 

(iii) Si G es t abél ien, les hypothèses HO(p) et Hl(p) coïncident et 

sont équivalentes à la s e u l e condition H £ G . , et en outre on a X = 1 P> u P 

(iv) Si p es t une place à l'infini te l le que H g ' a ' o r s n é c e s -

sairement H est d'ordre 2 , L = N(p) , les hypothèses HO(p) et Hl(p) 



coïncident et sont équivalentes à la normalité de H = G „ dans G (au-
p, 0 

quel c a s E e s t un c o r p s à conjugaison complexe et L = N(p) es t son 

s o u s - c o r p s rée l maximal). Dans c e c a s , on a également X = 1 • 

(v) On a G £ Ker X î en ef fet , comme G n / G ^-^N x , s i p, 0 p p, 0 p , 1 p 
g ÇG _ , la re la t ion g a g - 1 a" P 9 € G , conduit, dans ce quotient 

, - X (g 1 - X (g " o» ~ —1 ~ h ~ ~ b a g a g CT y - 1 , so i t a r = 1 , pour tout a € H , p u i s -

qu'a lors g et a commutent ; d'où X ^(g) = 1 e 

(vi) L'hypothèse H0( p) a lieu s î et seulement s i on a s H s " ' ~ G p 0 

pour tout s £ S : de même, en ut i l isant la normalité de G _ et G p » p, 0 p, 1 

dans G^ , et la c y c l î c i t é de G^ o ^ p 1 ' ° n c l u e a 

lieu s i et seulement s i on a H £ G _ et s H s " ' £ G , H pour tout s ÇS . p, o p, i p 

L'ensemble des r é s u l t a t s obtenus es t e s sent i e l l ement résumé 

par les énoncés su ivants , non indépendants, et dont (0 .4 ) e s t le résul tat 

central : 

( 0 .2 ) T h é o r è m e . Soi t H un s o u s - g r o u p e cyc l ique non trivial de G , et so i t L 

le c o r p s qu'il f i xe . Une condition n é c e s s a i r e à la Zp-monogéné i t é de 

Z £ es t que N ^ p B(E/L) ( c f . ( N , v i i ) ) so i t un idéal principal de F et 

qu'il en e x i s t e un générateur ô ( E / L ) vér i f iant les propr ié tés s u i v a n t e s : 

(i) Pour tout idéal premier p de E , ramif ié dans E / F , l'image 

~ X * / 1 
de ô (E/L_) N I p ) P dans o F ' W p est une pu i s sance e(p)- ième, 

où l'on a posé \ = £ n J E / L ) ( c f . ( N , v ï i , x i ) ) ; 
> s € S p » 

(ii) pour toute p lace à l'infini p de E , ramif iée dans E / F , on a 

t (ô (E/L) ) > 0 (c f . (N, x)) . p 

(0 .3 ) Remarques , (i) L e s points (î) et (i i) (qui ne font pas r é f é r e n c e à H0(p) 

ou Hl(p)) ne font que traduire l ' ex i s t ence d'un générateur ô ( E / L ) de 



N ^ ^ p b(E/l_) partout norme locale dans E / F . Pour les idéaux p r e -

miers , o ,_ /71 ! e s t isomorphe au produit d irect de F x (d'ordre f - 1 F p P P P 

étranger à p ) par un p-groupe fini ; les condit ions é c r i t e s en (î) sont 

donc équivalentes aux condit ions su ivantes : 

(iO ( ô ( E / L ) N E / M ( p ) n p ^ > 

pour tout idéal premier p de E , ramif ié dans E / F ; cec i s e traduit, 

dans F^ , par des congruences e x p l i c i t e s . 
1 cib Si 71 = 1 + tor— (cas où E / F e s t modérément ramif iée) , 
f p P P 

(i1) équivaut au fait que l'image dans F X du membre de gauche est éga le 
P 

à 1 (cf . (N , v)) . 

Dans le c a s où F = <û et où E / F es t abél ienne, nous donnons 

une c a r a c t é r i s a t i o n numérique t rè s s imple des condit ions du théorème 

(0 .2 ) , qui provient du fait que dans c e cas le c o r p s de c l a s s e s e s t e x -

pl ic i te ( c f . ( 3 . 3 ) ) . 

(ii) Nous n 'env i sageons ici que les a s p e c t s locaux, mais la condi -

tion de pr inc ipauté de N ^ y p b(E/l_) e s t déjà une condition e s s e n t i e l l e 

qui conduit à de nombreuses obs truct ions ( c f . [C3 ] pour un cer ta in 

nombre d'exemples s e basant auss i sur la pr inc ipauté de b(E/L_)) . 

( 0 .4 ) T h é o r è m e . So i t H un s o u s - g r o u p e cyc l ique non trivial de G , et soit L 

le corps qu'il f i x e . Une condition n é c e s s a i r e à la Zp-monogéné ï t é de 

Z ^ e s t que pour tout générateur g de H , il e x i s t e un générateur ô^(E/L) 

de N ^ y p b(E/l_) ( c f . (N , vi i ) ) , partout norme locale dans E / F ( i . e . v é -

r i f iant (0 .2 ) , (î), (ii)), qui v é r i f i e la propr ié té s e m i - l o c a l e suivante : 

Pour tout idéal premier I de E vér i f iant H0( l ) , l'image de 

ô a ( E / L ) N E / M ( D " I , S L 1 5 N E / M ( I ) (1 - T T ® a S " 1 - 1 r 1 dans s t o j 



ft i 
<3-rr /TI , e s t la p u i s s a n c e e ( l ) - î è m e d'un élément indépendant de g 

I 1 

( c f . (N , i, iv, v)) . 

( 0 .5 ) Remarques . (i) La condition n é c e s s a i r e exprimée par (0 .4 ) e s t plus forte 

que c e l l e exprimée par (0 .2 ) en ra i son de l ' indépendance du résul tat par 

rapport à CT . Cette indépendance, qui es t l'argument e s s e n t i e l , peut ê tre 

p r é c i s é e s o u s l 'hypothèse HI, et conduit à des condit ions n é c e s s a i r e s 

t rès for te s sur la valeur numérique des nombres h : on obtient des g é -

néra l i sa t ions du type de condit ions mis en év idence par M . - N . Gras 

dans [G(MN)l, 2, 3 ] . Enfin s ' i I e x i s t e , pour l 'application de (0 .4 ) , des 

ensembles T, d'idéaux I (vérif iant H0(l ) ) , non réduits à un élément, il 

faut noter que le générateur Ô^E/L) doit ê t re le même pour chaque 

I Ç E . L'information optimale e s t donc obtenue lorsque l'on applique 

(0 .4 ) pour chaque H avec l 'ensemble E maximum par rapport à H , tout 

en exprimant, via (0 .2 ) , que pour toute p lace p f E , p ramif iée dans 

E / F , ô ^ E / L ) es t norme locale en p . 

(ii) Si H es t d 'ordre 2 , il admet un unique générateur CT , auquel 

c a s l 'énoncé ( 0 . 4 ) e s t équivalent à ( 0 . 2 ) . 

Ceci jus t i f i e le fait que l 'énoncé de ( 0 . 4 ) ne c o n s i d è r e que des idéaux 

premiers et non des p laces à l ' inf ini . 

(iii) Le théorème ( 0 . 4 ) doit ê t r e c o n s i d é r é comme le résul tat le 

plus généra l , et es t directement ut i l i sab le numériquement en dehors de 

toute hypothèse . 

L e s ré su l ta t s su ivants c a r a c t é r i s e n t ( sous l 'hypothèse Hi) c e s 

quest ions d' indépendance par rapport aux générateurs de H : 

(0 .6 ) Théorème. Une condition n é c e s s a i r e à la Z p - m o n o g é n é i t é de Z ^ es t 

que pour tout s o u s - g r o u p e cyc l ique H de G , d 'ordre h > 1 et tout 

idéal premier p de E tel que Hj(p) so i t v é r i f i é e , on ait la propriété 

su ivante : 



a X b ( s ) f 

ïï II ( 6 r ) ^ mod p 2 [ r ] , 
s € S i = 1 b X ( s ) f / » 

P 1 _ r P P 
^ P 

* Y 

pour tout a , b Ç (z/hz) , où Q ^ = exp(2i Tr/h^) £ C , c e t t e c o n g r u e n c e 

- 1 n W b s e l isant (ab ) P = 1 mod p Z s i h = 1 ( i . e . C = 1 ) ( c f . ( N , i, v i i i , p p ix ) ) . 

( 0 . 7 ) Corol l a i r e . Une condit ion n é c e s s a i r e à la Z p - m o n o g é n é i t é de Z ^ e s t 

que pour tout s o u s - g r o u p e c y c l i q u e H de G , d ' o r d r e h > 1 , et tout 

idéal premier p de E v é r i f i a n t Hl (p) et tel que x h
 = 1 , on ait la p r o -
r 

p r i é t é su ivante : 

/ 1 ~ £ t h d h * 
C b j P = 1 m o d p Z [ ^ ] , pour tout a, b Ç (z/h2) , 

1 ~ C p 

où d = p . g . c . d . » T~"Wv, 
P V e p 6 p l3 

( 0 . 8 ) R e m a r q u e s , (i) S i p e s t modérément rami f i é dans E / L ( i . e . h = h ) r p 

et s i X p = 1 , on r e t r o u v e , v ia ( 0 . 7 ) , l e s condi t ions obtenues , dans 

[ G ( M N ) l , 2 , 3 ] et dans [ C 3 ] , à part ir de c o n s i d é r a t i o n s d ' e x t e n s i o n s 

E / F a b é l i e n n e s ; en p a r t i c u l i e r , les c a l c u l s binomiaux e f f e c t u é s en 

toute g é n é r a l i t é dans [G(MN)3] s 'appl iquent aux e x t e n s i o n s E / F é t u -

d i é e s ic i , c e quî permet de démontrer la non monogéné i té de Z^. sur 

Z p dans de nombreux c a s nouveaux . 

1 ~ £ h -\h h m 

(îi) S i h = 2, 4, 6, on a 1 - f g- ) P = 0 pour tout 
P i _ r 

^ P 

» / » * / ' ~ c !! ^ m 
a, b Ç (Z/h Z ) et tout m > 1 ; s i h = 3 , on a 1 - ( P ) = o 

P P V „ b y 1 - C 



( r e s p . 2) pour tout a, b Ç ( Z / 3 Z ) s i m es t pair ( r e s p . impair). 

(iii) Si h. ^ 1 , on peut c o n s i d é r e r a et b modulo h , et on peut 
P P 

même supposer b = 1 . 

(iv) Si p es t totalement sauvagement ramif ié dans E / L ( i . e . e = 
P 

h = 1 ) , on a n é c e s s a i r e m e n t X^ = 1 , auquel c a s (0 .7 ) s 'appl ique : on a 

q = p , d'où d = p g c d ( p - 1 , nw ) , or dans c e c a s la condition n é -p ' p p 

- 1 d p c e s s a i r e s ' é c r i t (ab ) " = 1 mod p , pour tout a, b é t rangers à p , c e 

d 
qui équivaut à ( F X ) ^ = 1 , so i t d = 0 mod ( p - l ) , so i t en fait d = p-1 

P P P 
et finalement nw EE 0 mod ( p - l ) . Or w d iv i se p - 1 (car Y = F x ici) 

P P P P 

et la condition n é c e s s a i r e peut s ' énoncer de la façon suivante dans ce 

c a s (compte tenu du fait qu'ici Hl(p) » H0(p)) : 

(0 .7 1 ) C o r o l l a i r e . Une condition n é c e s s a i r e à la Zp-monogéné i t é de Z ^ es t 

que, pour tout idéal premier p de E , sauvagement ramif ié dans E / F , 

pour lequel il e x i s t e un s o u s - g r o u p e non trivial H de G . vér i f iant 
P' 1 

H0(p) , n so i t multiple de P ^ 1 . 
P 

On a ainsi g é n é r a l i s é des condit ions c l a s s i q u e s ( c f . [P ] , 

[G(MN)2 , t h . 2 ] , [C3, § 1 ] ) . On remarque que la condition (0 .7 1 ) e s t 

vide pour p = 2 . 

(0 .9 ) T h é o r è m e . Une condition n é c e s s a i r e à la Z p - m o n o g é n é i t é de Z ^ es t 

que pour tout s o u s - g r o u p e cyc l ique H de G , d 'ordre h > 1 , et tout 

a, b € ( z / h Z ) , il e x i s t e une unité e de F , norme d'unité dans 
D , D 

E / F (OU à défaut partout norme locale dans E / F ) , ayant la proprié té 

s e m i - l o c a l e su ivante : 



pour tout Idéal premier I de E vér i f iant H l ( ï ) , l 'image e , de e a , D a , D 
m y 

dans F Ç v é r i f i e la re lat ion : 

a X . (s ) f ' 
r( l) 1 - y 1 ' e ( l ) 

e . = n n ( Î 
a ' b s € S r ï -1 V b X , ( s ) f y 

' " V , 1 ' 

- x a o " 1 

où YJ est l'image dans F * de TT J , pour un générateur arb i tra ire 

de H f ixé une fo i s pour t o u t e s . 

(0 .10 ) C o r o l l a i r e . Une condition n é c e s s a i r e à la Z p - m o n o g é n é i t é de Z^. e s t 

que pour tout s o u s - g r o u p e cyc l ique H de G , d 'ordre h > J , et tout 

a , b ç ( l / h Z ) * , i I e x i s t e une unité e , , norme d'unité dans E / F a, b 
(ou à défaut partout norme locale dans E / F ) , ayant la propriété s e m i -

locale suivante : pour tout idéal premier I de E vér i f iant H l ( l ) et tel 

que x , = 1 » l'image e , de e . dans F * v é r i f i e la re lat ion : ^ ^ I ' a, b a, b I 
— a 

' " y i \ n 

e a 
= f J - I 

\ ~ b 1 - y I 

- x CTo " 1 

où y j e s t l ' image dans F Ç de TT J , pour un générateur arb i t ra ire aQ 

de H f ixé une fo i s pour t o u t e s . 
(0 . I l ) Remarques . (î) On peut toujours supposer que Y j = ? j § j € es t 

d 'ordre h^ . En outre , s ' i l e x i s t e un I vér i f iant H l ( l ) tel que h^ = 1 

(auquel c a s h e s t une pu i s sance de 6 ) , on doit é c r i r e que l'image dans 

1 a 
1 - y T _ 1 

F * de e s t ab~ modulo l , 
1 - Y , 

a Q - 1 
(ii) Le calcul des TT j e s t indispensable , car l 'ensemble des 

n'est pas n'importe quel le famil le d 'é léments d 'ordres r e s p e c t i f s h^ des 

groupes |a . 
I 



(iii) Dans l 'énoncé (0 .9 ) , la condition e , partout norme locale a, D 

es t également indispensable s inon il faut remplacer F * par ; 

on a donc en part icul ier e
a ^ = ^a^b^ moc'' l<7?p » P o u r t o u t idéal p r e -

mier p de E ramif ié dans E / F , OÙ € p F ( c f . (1 .2 ) ) , et 
P 

Tp(e a î ) > 0 , pour toute p lace à l'infini p de E ramif iée dans E / F . 

(iv) La condition n é c e s s a i r e exprimée par (0 .9 ) e s t s e m i - l o c a l e 

en c e s e n s que, pour H , a , b f i x é s , l'unité ^ doit s a t i s f a i r e en 

général à p lus ieurs congruences s imul tanées ; cet aspect conduit e f f e c -

tivement à des non monogénéités nouve l les lorsque les condit ions n é -

c e s s a i r e s des théorèmes (0 .2 ) , ( 0 .4 ) sont v é r i f i é e s (c f . l 'exemple nu-

mérique (ii) du §4) . 

1. Etude locale g é n é r a l e . On commence par énoncer deux lemmes va lables 

pour une extens ion ga lo i s i enne E / F quelconque, indépendamment de 

toute hypothèse : 

(1. l ) Lemme. S ' i l e x i s t e 0 6 Z E t e l que Z E = Z p [ 8 ] , a lors pour tout g ÇG, g 

(0 - 0 9 ) Z E = b(E/K) ( c f . (N , vî i )) , où K est le s o u s - c o r p s de E f ixe 

par <g> . En part icu l i er , s i <g> = <g' > , pour g, g' € G , on a 
* 

e - e~ € z q' E * 
e - e 9 

Fixons g Ç. G . So î t p un idéal premier de E ; s i 0 - 0 9 = 0 

mod p , i I en r é s u l t e faci lement que x - x 9 = 0 mod p , pour tout x Ç Z E , 

c e qui s i g n i f i e g Ç G^ Q ; donc s i g ^ G^ Q , 0 - 0 9 e s t étranger à p . 

Supposons maintenant que g 6 G n ; puisque Z = Z [ 0 ] , on a é g a l e -
P> " EL F 

ment =£J [ 6 ] auquel c a s on sa i t que v ( 8 - 0 9) = 
P P » 

1 + max{ï ^ 0 , g € G } = n J E / K ) ( c f . (N, vi î ) ) . 
P> 1 p 

D'où le lemme. 



(1 .2) Lemme. Soit p un idéal premier de E . Soit x € E x , et soit \ = v^(x) ; 

a lors il ex i s t e § € LU- tel que N _ / c . X N _ /C_ TT~ X = ^ ^ modX 711 
Fv, E / F h E . / F p 'p 

P P P P P 

(cf . (N , i, iv, v, v i ) ) . 

On peut é c r i r e , dans E^ , 

x = TT^(ao + a n ) , a Q , a € C>E . 
V V P P 

On sait que N x s e r e l è v e dans N ^ en le groupe des rac ines |N x | -

ièmes de l'unité ; on peut donc supposer que a = € la^ . On a donc, ° ° P 
dans E , 

P 
X = TT£ § a , a € 1 + PE ; 

v P 
d'où finalement, en posant N N /p = § : 

P P 
N E / F x N E / F TT* = Ç ® ^ m o d > V S € H F . 

P P P P P P 

Ce résultat permet d'établir le théorème (0 .2) : 

En effet , d'après (1 .1) , s i Z £ = Z [ 0 ] et si CT es t un générateur de H , 

x = 0 - 0CT es t un générateur de b(E/L) , auquel cas il suf f î t de poser 

ô ( E / L ) = N / x ; on a a lors ô (E /L) = N / x = Il II 
' s € S t Ç 

ts x = 
'h " i P P» 

n N / (xS) (c f . (N, i i ) ) . D'après ( 1 . 2 ) , on a , (xS) = 
s G S p 7 p p7 p 

V ( X S ) 

ç J ^ N / TT*»* m o d x ^ 1 où § s ; or x S = 0S - 0S 0 = 
P P P P 

0S _ ( e S ) S CTS , et d 'après ( l . l ) appliqué à 0S (qui est aussi tel que 

Z E = Z p [0S ] ) , on a v^(xS) = n ( E / L s ) par déf ini t ion. 

D'où ô ( E / L ) M e ( f ) N E / p ïï^modX7;' o ù Ç = H § s € M ; 
P P P s P 

d'où ( î ) . Le cas d'une place à l'infini s e traite de façon analogue à partir 



s 2 de l 'écr i ture t (x ) = a + § b , a , b € R , § = -1 ; s i t engendre p S s s s 
Gal (E/N(p)) , on a, pour tout s £ S : 

r 
t S S T (x ) = T o t o s (x) = CT , o T o s (x) = CT , ( t . (x )) , où ct , es t la 

p p - 1 p p - 1 

conjugaison complexe, d'où 

T ^ ( x t S ) = a s - ? b s 

et 

n * 9 > n « . . + s b . K - , - 5 b . ) - n ( a j + b j i . 
^ g € G ^ s Ç S u s € S U P P 

Faisons toujours l 'hypothèse que Z ^ = Z p [ 0 ] , f ixons un s o u s -

groupe cyc l ique H de G , d'ordre h > 1 , prenons-en un générateur ct , 

et cons idérons le nombre 0 - 0CT . Soi t I un idéal premier de E v é r i -

fiant HO(l) ; pour tout s on peut écrire, dans E^ : 

(1 .3) 6S = Z a n ' , a € o . 
î > 0 ' 1 ' I 

P o s o n s CT = s CTS-^ pour tout s Ç S . (d'après HO(l) , on a s i 

°s € G I , 0 ) ' ° n a 

CT CT i CT î a 
( e ° ) s = e S a = ( 0 S ) s = L a . s r r . S = E a . S TT . 

i > 0 '' 1 î > 0 ' ' s 1 

puisque u G G et que a . Ç 0- . pour tout s et tout ï . On a donc 
S I; U 'y® ï 

( 6 - 0 Q ) S = 0 S - ( 0 S ) ° S = Z A ( N ' - T T ! * 8 ) ; 

ï > 1 l , s 1 1 

d'où 

CT - 1 -(1 .4) ( e - 0 Q ) S - £ a . T T ' ( 1 - ( T T . S ) ' ) . i > 1 l , s 1 1 

CTs " 1 î a s ~ 1 
(1 .5) Lemme. On a 1 - (TT J ) = 0 mod ( 1 - TT J ) 0 E , pour tout î S 1 

et tout s 6 S j . 



(1 .6 ) Lemme. On peut supposer que a s
 = £ |_iN ; en outre c ' e s t un 

\ 
élément indépendant du choix de <j . 

Sî a j g = 0 f"00' I dans E ^ , i I en r é s u l t e que s i l'on pose 

CT- 1 ct 2 + k 
v j ( 1 — TT j ) = k s s 0 , on obtient 0 - ( e S ) S = 0 mod ïïj

 S . Or 

0 - E = 0 F [ 8 S ] puisque = Z P [ E ] = Z P [ 0 S ] ; on aurait donc 

o - 1 
CT 6 G . . . . c e qui e s t absurde puisque v _(l - TT . ) = k > 0 s i ,K l l i s 

équivaut à a Ç G . . _ G . . . • On peut donc supposer que 
s ' » g s 

3 1 s
 = ^s € ^N * ^' '"dépendance de par rapport au choix de CT 

es t c l a i r e , les a . étant déf in is par l 'égal i té ( 1 . 3 ) . 
1 J S 

Il vient donc, à partir de ( 1 . 4 ) : 

a s a s ~ 1 

( E - 0CT) = § S TTJO - TTJ ) A Q , Ç S € U N , A Q € 1 + R R ^ . 
s ï s I 

Soi t t € G ; il vient ' » — • 

ĈT\tS _t t , , ° S ~ \ t t ( e - 8 ) = Ç rr T (1 - rr T ) a s i l CTS 

d'où, en décomposant tout g ÇG s o u s la forme g = t s , t f G . , 
' > — 1 

s € S j , on obtient, dans E j : 

N E / F ( e - e a ) e ( i ) 

n N E / M ( I ) ( T T I ( 1 - n ï » 1 
S Ç S j 

ç ® ( l ) mod x n \ , 

où § j € | i p e s t indépendant de a 



P o s o n s ô ^ ( E / l ) = N E y | _ ( 0 - 0CT) ; c ' e s t un généra teur de l ' i -

déal N ^ y p . b (E/ l_ ) ; il e s t norme d 'ent ier (donc partout norme locale) , 

et pour tout I v é r i f i a n t HO(l) , il v é r i f i e la c o n g r u e n c e s u i v a n t e : 

CT-1 - 1 e ( l ) 
( 1 . 7 ) Ô ( E / L ) ÏÏ N

E / M ( L ) C N I ( L " V M O D 

s € S j 

où § Ç n F e s t indépendante de a ; c e c i n ' e s t autre que le théorème 
1 I 

1 - ! S l l 
( 0 . 4 ) , puisque ïï N

E / M ( L ) W I = N E / M ( D 1 T I 
s fc is j 

( 1 . 8 ) R e m a r q u e s . (i) Une f o i s les un i formisantes TTjChoisies numériquement, 

la v é r i f i c a t i o n des condi t ions n é c e s s a i r e s données par les théorèmes 

( 0 . 2 ) et ( 0 . 4 ) ne p o s e aucun problème prat ique ; en c e qui c o n c e r n e 

( 0 . 4 ) , on peut p r o c é d e r comme sui t : 

S i Ô Q ( E / L ) € Z p e s t un g é n é r a t e u r quelconque de N ^ p B ( E / L ) , on 
* 

c h e r c h e s i , pour tout généra teur a de H , il e x i s t e une unité e^ Ç Z p 

t e l l e que les deux condi t ions s u i v a n t e s aient lieu : 

(a) e 6 ( E / L ) e s t partout norme loca le (on u t i l i s e par exemple CT O 

(0.2)) ; 

( p) pour tout idéal premier I v é r i f i a n t H0( l ) , les images de 

o_ - 1 . # , 
e ô o ( E / L ) Il N E / M ( I ) ( I T I ( 1 ~ dans O p / 71 \ sont des 

G s Ç S j I 

p u i s s a n c e s e ( ï ) - i è m e s d ' é l éments indépendants de CT . 

(ii) S î les g r o u p e s 71 j ne sont pas connus , on peut a f fa ib l ir la 

condit ion n é c e s s a i r e en remplaçant (a) , (p) par : 

(a1) pour tout idéal premier p de E , r a m i f i é dans E / F , l ' image 

de e ô ( E / L ) dans F * e s t une p u i s s a n c e e - i è m e ( c f . (N , v ï i i ) ) , et CTO p p 

pour toute p l a c e à l ' infini p de E , r a m i f i é e dans E / F , on a 

T (e Q Ô 0 (E/L) ) > 0 ( c f . (N , x)) . 



((31) pour tout idéal premier v é r i f i a n t HO(l) , les images de 

o - 1 _ 
ECT Ô 0 (E /L) n N

E / M ( J ) f TT J C1 - TT J )) dans F * , sont des 
s Ç S j 

p u i s s a n c e s e ^ - i è m e s d 'é l éments indépendants de a . 

L 'a lgor i thme précédent e s t à u t i l i s e r s i l'on ne d i s p o s e pas , 

d'une manière g é n é r a l e , de l 'hypothèse H1 ; dans le c a s c o n t r a i r e , on 

peut é l a b o r e r c o n s i d é r a b l e m e n t les v é r i f i c a t i o n s p r é c é d e n t e s ( c ' e s t le 

but du §2 su ivant ) . 

2 . Démonstrat ion des théorèmes ( 0 . 6 ) et ( 0 , 9 ) . S u p p o s o n s donc que 

Z ^ = Z p [ 0 ] , S o i t H un s o u s - g r o u p e c y c l i q u e de G , d ' o r d r e h > 1 ; 

on peut donc u t i l i s e r ( 0 . 4 ) qui a f f i rme que pour tout g é n é r a t e u r o de 

H , il e x i s t e ô^fE/L) , g é n é r a t e u r de b ( E / L ) , tel que pour 

tout idéal premier p de E v é r i f i a n t H0(p) , on ait : 

(2.1) ÔG(E/L) n N ^ ^ . V 1 ) ) ' , ^ . n o d X ^ 
S P 

où § Ç |i e s t indépendant de a • 
P P 

( 2 . 2 ) Lemme. S o i t g un g é n é r a t e u r de H ; s i l 'hypothèse Hl(p) e s t v é r i f i é e , 

on a les r é s u l t a t s s u i v a n t s : 
- 1 , X (g) 

(i) pour tout g F G , on a TT ~ = u ° mod TT , où 

u = TT0- 1 ( c f . ( 0 . 1 ) ) ; 

(ii) pour tout t ÇG , l ' image u de u dans N * v é r i f i e u t = 

- V 0 _ _ 

u ; en p a r t i c u l i e r , u e s t dans le s o u s - c o r p s de N f i x e par l ' image, 

dans G ^ _ 1 / G ^ Q - Gai ( N ^ / F ^ ) , du noyau de x ^ dans G _ 1 . 



Puisque ci € G ^ n , on a u Ç ( i . e . u Ç. N x ) . Soi t g Ç G 
P ' 0 E p P 

1 X h ( g ) °a ~ 1 
d'après H1 (p) , on a a g = g a g = t1 a p , t1 6 G } , d'où rr^9 

t , a X P ( g ) - i , a V g \ t , Xp(g) t , - i x (g) 
% = ) n p % P m o d "p ' 

t - i t 
car TT,. = 1 mod TT , u a = u , et u = u mod N (ce qui établit (î)) . 

P P P 

Soit t € G ; on a u1 = ( t j ° ~ 1 )* = RR* A U " * = N ^ * TT"1 = p,-1 p p p p p 

t at ~ 1 -1 t * (TT ) , où CTt = t at . P o s o n s ïï = w { ï ï , w Ç ; il vient 
P P P p 

t CTt - 1 a t - 1 Gt - 1 
u = (w. TT ) = w. rr , mais, par normalité de G _ dans t p t p p, 0 

a t - 1 t o - 1 
G ^ . , on a a ç G et w = 1 mod RR , d'où u = TT mod TT p, -1 t p, u t p p 

t X
b

( t ) 
soi t , d'après (i), u = u P m o c | (d'où ( i i )) . 

Considérons maintenant (2. l) pour deux générateurs o , a1 de 

H et pour tout p véri f iant cet te fois Hl(p) ; il vient : 

o - 1 
ô (E /L) - rr, 

P 

- s — : — = n N E / M ( p ) C — i r n ) ô . (E /L) S ^ f ™ ? ' v ctS CT' p p 

Ecr ivons , à partir d'un générateur CTq f ixé de H , o = oQ , 

CT1 = CT , a, b Ç ( z / h 2 ) : on a, pour tout s 6 S , o = a n et CT ' = o p s 0, s s 
b Go " 1 

cr n m P o s o n s a lors rr = u, et soi t E Ç LI.. tel que u = £ dans 0, s p p ^N 3 p 

— v - 1 — v - X J S ) 

N * ; d'après (2 .2) , l'image de ug = TT ' dans N * es t p 

Deux cas s e présentent , s e lon que h > 1 ou h = 1 : p p 
a) H d'ordre non puissance de p ( i . e . h 1 ) . On sa i t que l 'ap-P 

plication quî à t 6 G g a s s o c i e rr* ^ mod p induit un isomorphisme de 



G „ / G , sur un s o u s - g r o u p e de N x : donc d'une part E est d'or p , 0 p , 1 K p b p 
dre h ^ 1 et d'autre part on a : 

P 

cr^ „ - 1 a X J s ) 

b , " h " T T m o d ( 1 + *>E ) 

1 " % 1 * 

d'où 

a X J s ) 
Ô J E / L ) . i - § CT ' - n N E 

ô , ( E / L ) s € S w
 t / M , f ' v b X (s) 

° P 1 _ F P 
P 

a X j s ) 
1 - § P e( p) 

• j s
 n n ( „ ) / M ( P ) C b \ ( s , ) 

p 1 - p 
P 

Comme ô ( E / L ) et ô , (E/l_) sont les normes dans E / F de g é n é r a -
CT a1 

ô ( E / L ) 
teurs du même idéal b(E/L) , —^ es t la norme, dans E / F , d'une 

6 a , ( E / L ) 

* unité de Z ^ ; posons 

ô ( E / L ) g 
6 a , ( E / L ) 

I vient a lors , pour tout idéal premier p véri f iant Hl(p) : 

0 VE-/ ' . a - a , b j.. , e = — , ou CT = ci , C C T , CT f ixé ; a, b « .#—/. \ o 0 0 

a X (s ) 
A 1 y 1 

' « - s » p 

Cette re lat ion induit, au niveau des images dans F x , la re lat ion 



a X J s ) 
~ 5 h

 P . « (p ) 
(2 .5 ) e . = ïï N ( B > 

S € S
h N / F _ b X J s ) ^ 

_ a X . (s) f ' 

= n i r r — b p - ) 
S € î = 1 v b X j s ) f y 

1 - § P P 

On a a l o r s e . ÇX n Y „ ( c f . ( N . i x ) ) , c e qui implique a, D p p 
_ a X (s) 

1 - § P e w 
Il N ( fi ") P P = T , pour tout a , b Ç ( 2 / h Z ) * 

s € S
 h KT / W 

P V F P 1 - Sp p 

(on a pu remplacer e(p) par e car F es t de c a r a c t é r i s t i q u e p ) . p p 

non modulo fl ^ n'est pas r e s t r i c t i f ; en ef fet , posons e(p) = p r e , et 

Remarque. Le fait de ne c o n s i d é r e r (2 .4 ) que modulo p ( c f . ( 2 . 5 ) ) et 

ictif ; e 

a X J s ) 
1 - § * 

n = n N . . , , / • , , ( fi ) ; la re la t ion (2 .5 ) conduit à 
s € S N( p) / M( p) V b X (s) y 

P 

R _ e 
e a b = ^ , où R > 0 es t un ent ier convenable tel que r + R soi t 

l 'ordre du frobenius dans Gai ( F / IF ) ; il vient a l o r s 
p P 

P R ®p m nH X 
a b b ti P mod x (1 + p p ) , e' 
S P 

soi t 

r + R , . x _r 
e P b mod x ( 1 + p p )P ; 

P 
r ^ 

or on a (l + p p )P Q ^ , et par hypothèse e g b es t norme locale en 

p dans E / F , et î I e x i s t e donc § . Ç u te l l e que a , b F p 

e a , b s 5 a > b m o d * ^ , d'où 



r + R r + R 
e a , b ^ a , b ^ a , b ^ e a , b m o d > < 

soi t 

e ^ , . ^ P » m o d x % J, , 

ce qui redonne bien ( 2 . 4 ) . 

Ceci étant, la démonstration de (0 .6 ) ré su l t e a lors de l'appli-

cation du lemme suivant au polynome 

r ( p ) a X As) f 1 e w 
f(x,v)= n n ( i - x p n P P 

s € S p ï = 1 

r(p) , b x . ( s ) f ' e w - n n ( i - Y p * p 
s € S p i = 1 ^ 

où, par abus, les exposants a, b, X ^ s ) sont ici des re lèvements a r -

bi tra ires dans IN des éléments de (Z/hZ) qu'i ls désignent : 

(2 .6) Lemme. Soit p un nombre premier et so i t c un entier étranger à p . 

Soit |ac ( r e s p . |ac ) le groupe des rac ines c - i è m e s de l'unité dans C 

(resp . dans une c lôture algébrique IF de F ) . Soi t f € Z [X, Y ] ; 
P P 

alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) f ( G > G 1 ) = 0 dans F , pour tous générateurs Q , Ç 1 de \j. ; P c 
(i') f ( G > C ' ) - 0 m o c ' P Z [[j ] , pour tous générateurs Ç , Ç ' de 

Soit p un idéal premier de Z [|a ] divisant p , et c o n s i d é -

rons l'homomorphisme de Z [ | a ] dans F , de noyau p , qui identifie c p 
à . Le point (i) équivaut a lors à l 'écr i ture f ( Ç,, Q ') = 0 mod p 

pour tous Q , Ç1 engendrant |a . En conjuguant cet te re lat ion par les 



éléments T de Gai ( Q(|J ) / © ) , il vient f ( Ç , Ç ') = 0 mod p T , pour 

tous Q, Ç ' engendrant p ; d'où (ii) puisque fl P T = p 2 [ | j ] . L' im-O o 
T 

plication inverse est tr iv ia le . 

b) H d'ordre puissance de p ( i . e . h = 1 ) . Dans ce cas , on 

rappel le que, d'après ( R , i i ) , les hypothèses H T ( p) et H0(p) coïncident, 

que l'on a H E G . e t que X = 1 (cf . (0. l ) ) . Pour tout s Ç S posons p, 1 p p 
a 0 s ~ 1 k s * 

n p ' = 1 + n p V s ' k s * 1 ' V s • 

Ici, l 'application qui à t Ç G . , î > 1 , a s s o c i e la c l a s s e de 

( T T Î T 1 - 1 ) TT modulo RR. e s t un homomorphisme de G . dans le 
P P P P» 1 

groupe additif N ; donc, puisque a = , a 1 = a n , il vient : p S j ̂  S Uj s 
a - 1 k k + i 

V H 1 + n p S 3 V s m o d 11 pS 

Cg - 1 k
s k + 1 

TT b v mod TT , 
P P s P 

d'où 

1 V 5 " 1 

^ = § modx (1 + p ) . 
a s " 1 P 

D'où, d'après (2 .3) , et pour tout idéal premier p vérif iant Hl(p) : 

6 a ( E / L ) _ n , — 
> o I (E/L) s G S p 

__2 = n N ^ / K A l = C r ) mod x 77 î ; 
ô , ( E / L ) s Ç S E / M ( p ) W W V 

c ' e s t - à - d i r e que pour tout a, b € ( Z / h Z ) * , il ex i s t e une unité 

e a , b € N E / F Z E t e l l e q u e 

ce qui conduit en part icul ier à 



(2 .7) e a b = (a b M" dans F x . 

On a donc de même e . Ç X fl Y (avec Y = F ) , d'où a, b p p p p 
n w _ ^ 

(a b " ) ^ = 1 pour tout a, b Ç ( z / h Z) , donc en fait pour tout 

a, b Ç F x • On peut auss i remplacer l'exposant nw par l'exposant 
P p 

p g c d ( p - 1 , nw ) ; or îcf § « 1 , auquel cas q = p et h = I , et 
r r r r 

1 - c® 
( 0 . 6 ) est démontré dans ce cas puisqu'alors s ' in terprète 

1 " C * 
- 1 r comme étant a b modulo p (c f . (N , v i i i ) ) . 

Remarque. Comme dans le cas (î), la re lat ion (2 .7 ) n'est pas moins 

forte que la re lat ion e . = ( a b - 1 )n modx ^ 1 , comme on le vér i f i e a, b p 
facî lement. 

Le théorème (0 .9 ) r é s u l t e simplement du fait que pour tout 

a, b ç ( z / h z ) * , il ex i s t e une unité e . de F , partout norme lo-a, D 

ca le dans E / F , te l le que pour tout idéal premier p de E vérif iant 

H1 ( p) , on ait la re lat ion (2 .5 ) ( r e s p . (2. 7)) dans le cas h ^ ^ 1 ( re sp . r P 
h - D . 

Le coro l la i re (0 .7 ) r é s u l t e du fait que, lorsque X = 1 , on a 

f 
€ F ( c f . ( 2 . 2 , ii)) , auquel ca s § J 3 = Ç , et la re lat ion (2 .5 ) 

P P P P 
(comme (2 .7) ) s ' é c r i t a lors : 

f 1 ~ ^ b \n , / x* e = ( fi. ) , pour tout a, b € (Z/hZ) ; 
A > D — K ' 

d'où la congruence correspondante dans Z [ Ç ] , après avoir remplacé 

l'exposant nw par l'exposant e d . D'où également le coro l la i re 
P P P 

(0 .10) . 



Application aux extens ions absolument a b é l i e n n e s . On suppose donc 

que F = Q et que E e s t une extens ion abél ienne de Cl de degré n et de 

groupe de Galois G . On dés igne par R l 'ensemble des nombres p r e -

miers ramif iés dans E / © ; dans le c a s abél ien, les idéaux premiers p 

de E , rami f i é s dans E / © , n' interviennent que par le nombre premier 

p ÇR correspondant , auss i s u f f i t - i l de tout indexer via les é léments 

de R . 

On dés igne par f le conducteur de E , par f ( r e s p , f p ) » 

pour p € R , la p - p a r t i e de f ( r e s p . f / f
p ) > e t P a r ®( f ) ( r e s p . © ( f p ) , 

© ( f p ) ) le c o r p s cyclotomique des r a c i n e s f - i è m e s ( r e s p . f p , f ^ -

îèmes) de l'unité dans C . On dés igne par uup un générateur du groupe 

des r a c i n e s f - ï è m e s de l'unité . 
P 

On sa i t que ©( f ) e s t composé direct sur © des corps © ( f p ) , 

p £ R , et que les groupes d ' inert ie des p Ç R sont les groupes 

Gai ( Cl (f) / Q (f ̂  )) qui const i tuent la décomposit ion en somme d irec te de 

G a l ( © ( f ) / © ) correspondante . On identif ie Gal( © (f) / © ) et ( z / f 2 ) # 

— 

au moyen de l 'application d'Artin qui à a ç ( z / f z ) a s s o c i e l ' a u t o -
a a a morphisme cr défini par ou = uu pour toute r a c i n e f - i è m e de l'unité uu. 3 

On dés igne a l o r s par A £ ( z / fz ) le groupe d'Artin 

A = Gai ( ® ( f ) / E ) , 

et on pose : 

A 1 = { a € Z , (a, f ) = 1 , a_ € A } . a 

Pour p € R , notons M(p) ( r e s p . N(p)) le corps de décompos i -

tion ( r e s p . d ' inert ie) de p dans E / © ; on a donc ici N (p) = E fl © ( f p ) . 

On pose également E ' ( p ) = E ® ( f ' p ) et E(p) = E*(p) f l © ( f p ) . 

So i t H un s o u s - g r o u p e cyc l ique non trivial de G dont on f ixe 

un générateur oq , et so i t L le s o u s - c o r p s de E f ixe par H . 

Dés ignons par R ( E / L ) le s o u s - e n s e m b l e de R formé des p totalement 



ramif iés dans E / L , et par ô (E /L) le générateur positif de l'idéal 

N ^ y ^ b (E /L) ; c ' e s t , d'après ( N , v î i ) , l 'entier défini par 

n ( E / L ) n / e ( p ) 
N / b ( E / L ) = II P P , où e(p) = [E : N ( p ) ] . 

E / < D p € R (E /L) 

La valeur de n ( E / L ) (égale à n (E /L) pour tout bip) s e trouve faci le-
P p 1 

ment dans le cadre abélien, et es t donnée par le résultat suivant : 

(3 .1) Lemme, Si h = |H | n'est pas une puissance de p , a lors n ( E / L ) = 1, 
J"d f

D e " J p - P l 

Si h = p , j > 1 , et s i p ^ 2 , on a n (E /L) = e + 1 . 
P p - 1 P 

j 2 
Enfin s i p = 2 , nécessa irement h = 2 , j > 1 , et n 2 ( E / L ) a la 

valeur suivante : 

(i) si E(2) = <û(uu 2 +a)2 1 ) ( cju 2 - uu 21 ) » o n a 

- j 9 - 1 
n 2 ( E / L ) = f 2 2 Z + 1 ; 

(ii) s i E(2) = <El(ou2) , on a n 2 ( E / L ) = 2 sauf s i 

(L<a(f^)) n ®(f 2 ) = < a ( f 2 2 J 2 ) , auquel cas n 2 ( E / L ) = f 2 J 2 . 

S i h 1 , on a H £ G _ , H i G , , d'où n (E/L) = 1 . P ' P, 0 ' T P } i ' p ' 
j 

Supposons que h = p . On a n p ( E / L ) = k + 1 , où k est défini par 

Go " 1 k 
l 'égal i té TT = 1 + a n , ce étranger à TT , OÙ CT engendre H , p p p o P o s o n s n = ^ < a ( f ) / E ' ( p ) ^ ~ ^p^ » c o m m e <Û(f)/E*(p) est totalement 

ramif iée et E*(p)/[E non ramif iée en p , TT est une uniformisante dans 

E*(p) et il ex i s t e u Ç E'(p) étranger à TT tel que u rr = TT ( c f . ( 3 , 5 ) ) , 
P 

En relevant g dans Gai ( (El (f) / © (f 1 )) en cr , a convenable, on a o p a ' 

TTP 0 * = u ° a \ ° a 1 = i + a ^p = 1 + a ' TTK , a ' € E1 (p) 



CTa " 1 °a " 1 
étranger à n ; comme u = 1 mod TT(TT - 1) , il suff it donc de 

a a - 1 

calculer la n-valuation de TT - 1 dans E'(p) , ou, c e qui revient 

au même, dans E(p) /(El puisque TT € E(p) . 

a) Cas P o s o n s d = [<B(f ) : E(p) ] ; on a (d, p) = 1 sinon 

le conducteur de E d iv i sera i t f p ' , d'où en fait : 
d - ^ i . 

P 

- J' j 
On peut prendre a = 1 + f p p car c ' e s t un élément d'ordre p p 

dans ( Z . / f Z ) qui es t ici cyc l ique . P o s o n s f p = p , r > 1 . 
P P 

On a a lors 

i i a 

°a~ f D \ 
- - N « ( f j / E M C T ^ 2 - ) ' 

or 

r r 
1 - UUA 1 - M + UU (L - OUP ) 1 - <JJP 

E. E E E ! + œ E -
1 - (JU 1 - uu P 1 - ( J U p p p 

r r 
= 1 + (1 - w )P ~ 1 mod (1 - «j )p , 

P P 

car <a(u) ) / © est totalement ramif iée en p et de degré multiple de pr 

P 
puisqu'on a supposé j > 1 . 

P 

t î r r . r , , 1 - uu . p - i 
Si ( i , p ) = l . o n a d - ^ j P = ( 1 - w p ) P ( ^ 

1 - » " 

1 r 1 - uu x p - 1 r Q E.^ " 1 = i mod (i - ujp) , d'où or 
v 1 - U)p 

r - 1 r i r 

(1 - (jUp)p = (1 - uup)p ~ mod (1 - uup)p , et on obtient 



cr_ — 1 „ r 
TT 

a - 1 + d ( l - u)_)p " 1 mod (1 - «j )p . P P 
Finalement, on obtient pour p ^ 2 : 

~ j P r , r . f p K - 1 
n (E /L) = + ! = e + 1 = e - E + i . p 7 d p p - 1 p p - 1 

b) Cas p = 2 . Le corps E(2) est l'un des 3 corps 

<Q(uu2) = ' + ^ ' °^ l J U2 ~ ^ 2 ' ^ ' 

les 2 derniers cas supposant f = 0 mod 8 . 

(î) E(2) = © U 2 ) . S i f 2 = 4 , on a TT = 1 - i et dans ce cas 

a , + , • s n - 1 = r - 1 = - n , d'où 1 - 1 

r\2(E./L.) = 2 dans ce c a s . 

Supposons maintenant f 2 = 0 mod 8 ; on a ÏÏ= 1 - (Dg 1 e t 

a = 1 + f ^ 2 2 , ou a = -1 - f 2 2 2 , ou a = - l (et j 2 = l ) 

P o s o n s f 2 2 2 = 2 r . On a, avec a = 1 + 2 r : 

2 r \ 
c — 1 cr̂ , — 1 1 - ( J U 0 + U U 0 ( 1 - O J 0 / a / , \ a z z z 

TT = ( 1 - <X>2' = 

1 - UJ £ 

d'où n „ (E/L) = f 9 2 . 

. 2 P 

1 - U)2 - 1 + 

1 - 0 J 2 

r r 
= 1 + (1 - uu2)2 ~ 1 mod (1 - (u2)2 , 

" J 2 



p 
Avec a = - 1 - 2 , on a : 

- 1 - 2 r . - 1 - 1 . - 2 r v 
a a 1 - u u 2 2 2 2 n = 

1 - U ) 2 1 - UJ 2 

-1 - 2 r 

1 - , - 1 1 - w 2 
= + a)2 ; 

1 — uu2 1 - (1)2 

j 2 
or dans c e c a s , on a r s 2 (car 2 s f 2 / 4 ) , et on a 

- 1 2 2 1 - UU ,, , 1 - uu 9
 CT= ~ * 1 — CJU o o 

= 1 _ £ ^ d , o ù ^ a ^ 1 + z m ( j d ( 1 _ 

1 - (JU2 1 - (JU2 1 - (JU2 

On a donc ici k = 1 et n 2 ( E / t _ ) = 2 . 

- 1 
a a ~ 1 1 " w2 - 1 2 Si a = - 1 , on a n = - uu2 = 1 - TT mod TT ; d'où 

1 - w 2 

n 2 ( E / L ) = 2 e n c o r e . 

(ii) E(2) = <B(OJ2 + ou^1 ) . On a dans c e cas 

a = 1 + 2 r , où l'on a posé 2 r = f 2 2 2 . 

— 1 — 1 2 On a TT = ( 1 - uu2) ( 1 - uu2 ) = - uu2 (l - w 2 ) ; d'où 

2
r 

a a " 1 - 2 r r . . 1 ~ a • - 2 f . , 
TT = UU2 (J + uu 2 , 1 - w 2 

2 r 2 r 

2 r / 2 / 1 ~ w 2 \ 2 1 ~ ^ 2 

1 - U)2 1 - 0J2 

f 2 2 " 1 

or 2 = 0 mod ( 1 - uu 2 ) et f 2 2 + 2 r - 1 > 2 (2 r - 1 ) 

d'où, puisqu'on a auss i r > 2 , 



CTa_1 14. - 2 r . # , , 2 ( 2 r - l ) v 2 r + 1 - 1 t - 1 = - 1 + uu „ + ( 1 - u) „) mod (1 - u)n) 12 • \ i — «j 2 \ ' 2 

r p 
, J. " 2 ^ i i %2 + 1 = - 1 + uu2 mod (1 - uu 2> , 

d'où n 2 ( E / L ) = 2 r _ 1 + 1 = f 2 2 J 2 + 1 . 

(iii) E(2 ) = <û(uu2 - uu"1 ) . On a encore a = 1 + 2 r , où 2 r = 

f 2 2 2 . O n a TT=(l-(JU2)( l + ( j U 2 , ) = 1 - œ 2
+ u u 2 , ~ 1 = = t J U 2 1 ^ 1 ~ a ) 2 ^ 

d'où 

r+1 r+1 2 + 2 2 2 , 2 » 
CTa - 1 _ 2 r 1 ~ - 2 r 1 " W2 + w 2 ( T ~ ^ 2 ' 

TT - (1), = UU0 
2 Z 2 1 — ou2 1 - uu2 

i 2 
- 2 r

 + 2 1 - <°2 uj2 ( j + UJ2 — 
1 - œ 2 

i 2 r + 1 

- 2 r 2 - 2 P 1 - " 2 = uj2 + u ) 2 
2 

1 - w 2 

et 

i 2 r + 1 
a a " 1 , - 2 r 2 - 2 r 1 - W 2 . 

n — 1 = uu 2 — 1 + uu 2 2— ' 
1 - UJ 2 

comme r > 2 , il vient 

G - 1 2
r 2 r + 1 

n - 1 = (uu2 " m o d ^ ~ 

et ici 

n i - J o - I 
n 2 ( E / L ) = 2 r ~ ' + 1 = f 2 2 * + 1 . 

Ce qui achève la démonstration du lemme. 



(3 .2 ) Conditions n é c e s s a i r e s de monogénéité (algorithme pratique). 

Pour analyser en pratique l 'éventuel le non monogénéité de 

Z ^ , il suff i t d'effectuer les étapes suivantes (ceci pour tous les choix 

de H poss ib le s ) : 

(i) On v é r i f i e que pour tout p £ R tel que H £ G _ , H d'ordre h p, u 
non puissance de p , on a 

( g- ) p p = 1 mod p Z [ C ] , pour tout a, b Ç ( Z / h Z ) , 
1 - C p 

P 

où e p es t le plus grand diviseur étranger à p de e (p) = | G p Q j , 

C = exp (2 i n / h ) , h = p g c d ( e h ) , d = p g c d ( ^ , - g - w ) , 
P P P P P p p 

w p = 1 ou 2 est égal à 1 sî -1 n'est pas partout norme locale dans 

E/<Q , w p = J £ — ~T 3 ( I F * " j s inon (c f . c o r o l . ( 0 . 7 ) ) ; cec i const i tue 

la partie " ca lculs binomiaux" qui ont été faits dans [G(MN),3] et qui 

éliminent une majorité de va leurs pour l'exposant e p d^ . Enfin on 

v é r i f i e que pour tout p ÇR sauvagement ramifié , n est multiple de 

(p — 1 ) / w (cf . c o r o l . ( 0 . 7 ' ) ) . 
P 

i \ (ii) On v é r i f i e ensuite que pour tout a, b € ( Z / h Z ) il ex i s t e 

E . € f - l ] , e , partout norme locale dans E/<û , te l le que pour a, b L a, b 

tout l £ R tel que H £ G ^ Q , on ait : 

1 - Yi x , b = C — ( r e s p - Q - ) s i ^ = , ) d a n s F î ' e a 
Y 

_ G - 1 

où Y^ es t l'image de TT̂  dans (c f . c o r o l . ( 0 . 10)) ; cec i s u p -

pose le calcul numérique des y . modulo K, (voir la méthode en (3 .7 ) ) . 



(i i i) Enfin on v é r i f i e qu'il e x i s t e un s i g n e e € { — 1 } teI que e ô ( E / L ) 

so i t partout norme locale dans E / © ( c f . t h . ( 0 . 2 ) ) . 

Donnons préc i sément un c r i t è r e s imple de r e s t e normique en 

p £ R , à partir de la c o n n a i s s a n c e du groupe d'Artin A de E ( i . e . en 

pratique de A1 ) ; c e c r i t è r e étant des t iné à ê t re appliqué so i t aux 

Ô(E/L) so i t à - 1 , il suf f i t d'étudier les condit ions de r e s t e normique 

en tout p Ç R , et en œ sî E n'est pas rée l (en toute autre place, 

Ô(E/L) et - 1 sont normes l o c a l e s ) . P o s o n s 

A. 
ô(E/ l_) = p p m , pour tout p € R ( E / L ) , 

r 

O Ù X = n ( E / L ) n / e ( p ) , m = Il q q (c f . ( 3 . 1 ) ) . 
P P P q € R ( E / L ) - {p} 

(3 03) T h é o r è m e . (i) Pour e € { - 1 } , e ô ( E / L ) es t norme locale en p € R si 

et seulement s i l 'entier a défini , modulo f , par 

a = e m mod f 
P P 

- X 
a h p p mod f ' 

P 

a > 0 

es t un élément de A* . 

(ii) Le nombre - 1 e s t partout norme locale dans E/<Q s i et s e u l e -

ment s i les condit ions su ivantes sont r é a l i s é e s : 

(a) E e s t un c o r p s r é e l , 

(p) pour tout p ÇR , p / 2 , e e s t un d iv i seur de p ^ ' . 

En effet , d 'après le c o r p s de c l a s s e s , le symbole de r e s t e 

normique de H a s s e en p Ç R pour x €<QX , f x ' ^ t e s t donné 
(p ) ' 



par le symbole d'Artin ( — — ) , a = b p P , où b es t un p - a s s o c i é 
(a) J 

de x ( i . e . tel que — = 1 mod f et b = 1 mod f ' œ ) . Quant à ( 
x P P V (a) ^ 

on sa i t que c ' e s t CT jg | = a a puisque b (donc a ) e s t pos i t i f . D'où le 

\ 
résu l ta t pour x = e ô ( E / L ) = p p e m . 

Pour que - 1 so i t norme locale en p / 2 dans E/(D , il faut et 

il suff i t qu'il e x i s t e CT € A tel que â 
a = - 1 mod f 

P 
a = 1 mod f ' œ • 

P 

cec i équivaut au fait que A fl Gal( (D (f) / <Q ( f ^ )) contient le re lèvement 

canonique de la conjugaison complexe de Gai ( <B(f ) / © ) ; comme ce 

groupe es t cyc l ique pour p ^ 2 , c ec i équivaut faci lement à la condi -

T P - 1 tion e — . p i 2 

On remarque que, g r â c e à la formule du produit, le calcul du 

symbole de H a s s e en 2 es t inutile (on l'obtient cependant par le même 

raisonnement, et - 1 e s t norme locale en 2 s i et seulement s i le corps 

E ( 2 ) e s t le s o u s - c o r p s r é e l maximal de Q ( f 2 ) ) . De même, on peut 

u t i l i s er le point (i) pour toutes les p laces de R ( r e s p . R U ) sauf 

une ; on voit en part icul ier que s i R = {p} ( r e s p . R = { p , <»} ) , ô ( E / L ) 

es t partout norme l o c a l e . Enfin, dans le c a s ( î ) , s i l'on détermine u, v 

te l s que uf + v f 1 = 1 , on obtient a en prenant le plus petit rés idu 
P P 

- X 
modulo f d e e m v f ' + p p u f . 

P P P 

( 3 . 4 ) Remarques , (i) Il peut ê tre uti le de déterminer expl ic i tement le groupe 

des normes loca les N £ / p E X = N / » v E X ; iI suff i t pour ce la 
p / p P / IP' 

de connaî tre N ^ / M f p ) n p > pour une uniformisante TTp quelconque de 



en p , puisque N
 E / M ( p ) E * = ( p r ' P ' u p ) 2 x U , où le sous -

* 
groupe U de Z , d' indice e (p) , e s t donné par 

P 
U = A 1 (l + f Z ) , 

P P 
et où l'on a posé N ^ , TT = P ^ p ) u , u Ç Z * r(p) = [N(p) : M(p)] . 

p/ p P P P P 

r (D) Or p u p e s t norme locale en p dans E / Q SÎ et seulement si il ex i s t e 

a Ç A 1 tel que a = u mod f et a = p " r ^ mod f ' œ ; il suff it donc de 
P P P ' 

/ * — déterminer, dans ( Z / f Z ) , le relèvement c de frobenius de p dans 
r (p) 

©(f* ) / © qui est tel que c p € A ' , cec i en partant directement de 
P P 

r (D) — r (D) * p K modulo f ; on peut prendre u = c K dans Z . 
P P P 

(ii) Le groupe fi 1 e s t égal à 1 + pe(p) Z pour p ^ 2 ; fil es t 
P P ^ 

l'un des 3 groupes : 

( l + 2 e ( 2 ) ) Z 2 , [ ± 1 } x (1 + 4 e ( 2 ) ) Z 2 , ( - \ - 2 e { 2 ) ) ^ 2 

correspondant respect ivement au cas où E (2) est l'un des 3 corps 

Q ( f 2 ) = Q(u j 2 ) , <Q(uu2 + uu"1 ) , <û(uu2 - uu"1 ) . 

(iii) Sous la forme énoncée en (0 .2 ) , le c r i t è r e de r e s t e normique 

pour e Ô(E/L) s ' énonce a lors comme suit , à partir de la connaissance 

des c et 71 ^ : P 'P 

L'entier EÔ(E/L) es t partout norme locale dans E / Q SÎ et 

seulement s i les conditions su ivantes sont r é a l i s é e s : 

(a) e = 1 si E n'est pas rée l , n ( E / L ) n / e (p) 
( p) pour tout p € R , p / 2 , e m c est puis -P P 

s a n c e e ( p ) - i è m e dans Z , c e qui est encore équivalent à 
P P 

n ( E / L ) n / e ( p ) ( p - , ) / e , 
( err ipCp ) K =1 mod p K . 



Les conditions normiques en 2 sont donc inutiles ; e l l e s s e -

raient cependant : 

n ( E / L ) n / e ( 2 ) 
e m 2 C 2 H 1 m ° d 2 6 ^ S Î E ( 2 ) = <Û(uu2) , 

= - 1 mod 4 e (2) s i E (2) = Q(u;2 + t»"1 ) , 

= 1 , - 1 + 2 e (2) mod 4 e ( 2 ) si E(2) = <d(uu2~ ou"1). 

Venons -en maintenant à l'application du coro l la i re {0. 10) 
a Q - 1 

( c f . ( 3 . 2 , ii)) pour lequel il faut connaître t t^ pour tout l 6 R ( E / L ) . 

(3 .5 ) Lemme. Soît l € R (E /L) . Il ex i s t e u Ç E f(l) , u ^ étranger à l , tel 

q u e T T = u ^ N ^ ^ j / E ' ( £ ) ^ ~ ^ L ) S ° ' T U N S U N Î F O R M ' S A N T E E N ^ D A N S E • 

En effet , (Et (f) / <B (f 1 ) es t totalement ramif iée en l , <a(f ') /<B 
l *L> 

est non ramif iée en l , et 1 - uu . e s t une uniformisante en -6 dans 

<Q(f) ; donc N Q ( f ) / e ; i(^) ^ ~ w^) e s t u n e t e " e uniformisante dans 

E ' ( • £ ) , et comme E V ^ / E es t non ramif iée en -t , il e x i s t e bien 

u Ç E'( - t ) , u étranger à 1 , tel que TT. soi t une uniformisante en t 
I I l 

dans E . 

Fixons g € Z tel que la re s t r i c t ion de CT à E soit égale 
9 o 

au générateur CTq de H , et cons idérons 
CT - 1 g. 

Y l = n l ° ' 1 € R ( E / L ) • 

(3 .6) Remarque. Si l = 2 , a lors h est une puissance de 2 , auquel cas la 
« a 

y 1 - Y2 - 1 composante sur F"2 = {1 } de g" es t par définition a b =1 mod 2 , 
1 " Y 2 

puisqu'alors y 2 = 1 mod 2 ; par a i l l eurs e a b = - 1 =1 mod 2 . On peut 

donc supposer 1 ^ 2 ; tous les G n c o n s i d é r é s sont a lors cycl iques . 



Soit a un générateur de Gai (Q(f)/<Q(f ' )) ; sa r e s t r i c -
9 l * 

tion à E engendre G . n . Il ex i s t e donc un entier a . et un élément 

a € A 1 , te ls que : 

a l 
= a = 

9 o 9 l a l 
°g Q ~ 1 CTgo"1 CTgo"1 

° n a Y l = T J i ° = U l ° N < Q ( f ) / E « U ) ( 1 " ° ; c o m m e 

a est dans le groupe d' inert ie de l dans <Q(f)/<Q , on a 
9 l 

- 1 g» 
u ^ =1 mod (l - uu^) , d'où 

a-t, a l cr - 1 o C 7 = - 1 ( a - 1 ) a = cr - 1 
u 9 ° - u u 

s u £ mod ( 1 - uu ) ; 

a b - 1 
mais TT j € E , donc pour tout b € A 1 , n ^ = 1 soit 

U ? _ l N Q ( f ) / E ' U ) ( , - ^ ) G b 1 = 1 ' d ' ° Ù 

b 
a b ~ 1 r 1 ~ -t > N Q { f ) / E ' ( * ) ( . " J = 1 > ce qui conduit à 

1 " 

G b - 1 [ Q ( f ) : E ' ( - t ) ] 
u ^ b = 1 mod (l - uu^) . En part icul ier , on a 

CTa - [ © ( f ) : E ' U ) ] 
u = a . mod ( 1 - uu . ) . On a a lors 

- [ Q ( f ) : E ' U ) ] [ Q ( f ) : E ' U ) ] 
Y * s a * 9 o 

a . [ © ( f ) : E ' U ) ] a . [ © ( f ) : E ' U ) ] 
M a ^ ' a ^ g ^ ) = 9 l mod(l-uu^), 



congruence qui e s t donc va lable modulo TT . puisque y £ E , g Ç Z 

O n a = [ L : N ( i ) ] p ^ , é tranger à h ; d'où finalement : 

en désignant par cp l ' indicateur d ' E u l e r . 

( 3 .7 ) Théorème , Une condition n é c e s s a i r e à la Z - m o n o g é n é i t é de Z ^ es t que 

pour tout s o u s - g r o u p e cyc l ique H de G , d 'ordre h > 1 , on ait la p r o -

pr ié té su ivante : Pour tout a, b f ( z /hz)* , il e x i s t e e K € { - 1 } , a, D 

e . partout norme locale dans E/(Q ( c f . ( 3 . 3 , ii)) , tel que pour tout a, b 
& ^ 2 dont le groupe d ' inert ie contient H , on ait : 

f 1 " r r a \n \ e a , b s L b ' J V T e S p ' ^ b J s i y ^ l m o d ^ m o d i , 
1 " Y l 

avec les données su ivantes : 

on f ixe d'abord un générateur aQ de H et un entier g Q tel que 
la r e s t r i c t i o n de a à E co ïnc ide avec CT on pose 

g o ° 

P cp(f ) / h 

y = g . * , où g es t un générateur de ( Z / f . Z ) congru 

à 1 modulo f / f , où p . e s t défini modulo h par la condition 

- p . e { l ) / h g g . € A1 , où e ( l ) e s t l ' indice de ramif icat ion de t O Jy 

dans E / Q . 

Remarque. On rappe l l e que le programme " G A L C Y C L " , déta i l lé 

dans [G(G) ] s permet préc i sément d 'e f fec tuer les vér i f i ca t ions n u m é -

r iques n é c e s s a i r e s aux théorèmes ( 3 . 3 ) et (3 .7 ) , lorsque l 'extension 

E / Q es t cyc l ique de degré quelconque . 



Exemples numériques . (î) Dans [G(MN)3] , le premier exemple (dans le 

c a s abél ien absolu, et pour h = 5) pour lequel le théorème (0 .6 ) (ou le 

c o r o l l a i r e ( 0 . 7 ) , c f . ( 3 . 2 ) , (i)) ne permet pas néces sa i rement de c o n -

c lure es t le c a s n = 15 pour lequel on a : 

1 - d N30 
Q = 1 mod (1 1 X 31) , 

1 - Ce 

L* pour tout a, b € ( Z / 5 Z ) . 

On es t donc amené à étudier les ex tens ions abé l i ennes E/(D 

de degré 15 pour l e sque l l e s R = { 11, 31 } ou {5, 11, 31 } . 

a) Etude du c a s R = { 1 1 , 3 1 } . N é c e s s a i r e m e n t e( 1 1 ) = 5 et 

e (31 ) = 15 , c e qui e s t r é a l i s é par 4 corps r é e l s E . , 1 < i ^ 4 , de 

conducteur 11 x3 l = 341 , que l'on peut c a r a c t é r i s e r par les e n s e m -

bles A ! représentant les groupes d'Artin Gai ( Q( 341 ) / E . ) ; le p r o -

gramme GALCYCL fournit les données su ivantes : 

A'j = { 1, 32, 147, 271, 281, 126, 108 , 46, 283, 190, 

309, 340, 70, 194, 215, 60, 295, 233, 151, 58} ; 

2 = r A 1 = { 1, 32, 240, 178 , 312, 95, 294, 201, 314, 159, 

309, 340, 163, 101, 246, 29, 140, 47, 182, 27} ; 

3 = r AlL= { 1, 32, 116, 302, 250, 157, 15, 139, 97, 35, 

309, 340, 39, 225, 184, 91, 202, 326, 306, 244} ; 

A ^ = { 1, 32, 85, 333, 64, 2, 325, 170, 4, 128, 

309, 340, 8, 256, 339, 277, 171, 16, 213, 337} . 

On appel le désormais H le s o u s - g r o u p e d 'ordre 5 de G ; il 

f ixe le s o u s - c o r p s cubique L de E . 

D 'après (3 . l ) , on a ô ( E / L ) = 1 1 x 31 . Pu i sque - 1 e s t norme, 
3 

une condition n é c e s s a i r e de monogénéité e s t que 11 x 31 so i t norme 

locale en 11 et 31 ( c f . ( 3 . 3 ) ) ; modulo 11, il faut r é s o u d r e les c o n -

gruences s imultanées : 



a = 31 mod 1 1 
_3 

a = 1 1 mod 31 , 

so i t 

a H - 2 mod 1 1 

a = 15 mod 31 , 

c e qui conduit à a = 108 mod 341 . 

Or 108 € A 1 et 108 ^ A î pour 2 s i < 4 ; ainsi pour les corps E = E^ 

E^ et E^ , Z ^ n'est pas monogène. 

On es t donc ramené à étudier E^ . 

Le théorème ( 3 . 7 ) s 'appl ique en uti l isant les é léments n u m é -

r iques su ivants (donnés par GALCYCL ) : 

Un générateur de G es t r e p r é s e n t é par g = 12 ; d'où 

gQ = 1 2 = 2 3 mod (34 l ) r e p r é s e n t e par exemple le générateur o Q de 

H ; on a ensu i te le tableau suivant : 

1 

11 63 1 218 

31 12 1 188 

On v é r i f i e a l o r s que pour tout a , b Ç ( Z / 5 Z ) , il e x i s t e bien 

e a b € { - î 3 tel que 

^ " Y 11 V 5 

V s e a, b m o d 1 1 

1 ~ Y 1 1 

et 

( 1 ~ Y S l A15 

V s £ a , b m o d 3 1 ' 
1 - Y , . 



b) Etude du c a s R = [5, 1 1, 31 } . Dans ce cas 5 es t totalement 

sauvagement ramif ié dans E / L . On applique le c o r o l l a i r e (0 .7 1 ) qui 

montre que la condition n é c e s s a i r e de monogénéité d iv i seur de n ^ 
WP 

es t ici en défaut puisque n = 15, p = 5 et w^ = 1 ou 2 (noter que ici la 

ramif icat ion en dehors de 5 peut ê t re arb i t ra i re et qu'aucune extens ion 

de degré 15 dans laquelle 5 s e ramif ie n'est monogène) . 

Conc lus ion . Pour toute extens ion cyc l ique E / © de degré 15 pour la-

quel le R = {1 1, 31 } ou {5, 1 1, 31 } , Z ^ n'est pas monogène, sauf peut-

ê tre pour l 'extens ion E^ de conducteur 341 ) . 

(ii) Cons idérons maintenant les ex tens ions cyc l iques E / © de 

degré 20 pour l e sque l l e s R = { 1 1 , 4 1 } et où l'on suppose q u e e ( l l ) = 5 

et e ( 4 l ) = 20 ( e l l e s sont a l o r s r é e l l e s , de conducteur 1 1 . 4 l ) . 

On dés igne e n c o r e par H le s o u s - g r o u p e d'ordre 5 de G ; 

d 'après (3 .1 ) , on a ô ( E / L ) = 1 x 41 . On v é r i f i e , en uti l isant (3 .3 ) , 

que -1 es t partout norme locale dans E / © ; on es t a l o r s amené à 
4 

é c r i r e que 11 x 4 l e s t norme locale en 11 et 41 . 

Relat ivement à 11 , on résoud la congruence : 

a = 41 mod 11 
_4 a = 1 1 mod 41 

so i t 

a = 8 mod 1 1 

a = 31 mod 41 

c e qui donne a = 195 mod 451 . 

Or les 4 corps so lut ions sont donnés par les groupes d'Artin 

suivants : 



A , 1 = { 1, 3 2 9 , 3 1 , 2 7 7 , 1 8 , 5 9 , 2 5 , 1 0 7 , 1 6 0 , 3 2 4 , 

1 2 2 , 4 5 0 , 1 7 4 , 4 2 0 , 3 9 2 , 4 3 3 , 3 4 4 , 4 2 6 , 1 2 7 , 2 9 1 } 

{ 1, 3 2 9 , 1 1 3 , 1 9 5 , 1 4 1 , 3 8 7 , 4 3 5 , 1 4 8 , 4 4 7 , 3 7 , 

1 2 2 , 4 5 0 , 2 5 6 , 3 3 8 , 6 4 , 3 1 0 , 3 0 3 , 1 6 , 4 1 4 , 4 } 

A 3 = { 1, 3 2 9 , 3 5 9 , 4 0 0 , 1 8 2 , 3 4 6 , 3 9 4 , 1 8 9 , 2 0 1 , 2 8 3 , 

1 2 2 , 4 5 0 , 5 1 , 9 2 , 1 0 5 , 2 6 9 , 2 6 2 , 5 7 , 1 6 8 , 2 5 0 } 

A ' = 
4 { 1, 3 2 9 , 7 2 , 2 3 6 , 2 2 3 , 3 0 5 , 2 7 1 , 3 1 2 , 1 1 9 , 3 6 5 , 

1 2 2 , 4 5 0 , 2 1 5 , 3 7 9 , 1 4 6 , 2 2 8 , 1 3 9 , 1 8 0 , 8 6 , 3 3 2 } 

II en r é s u l t e que seul E v é r i f i e les condit ions n é c e s s a i r e s Z 
normiques . 

Pour c e c o r p s , on applique (3 .7 ) , avec les é léments n u m é -

r iques su ivants : 

Un générateur de G e s t r e p r é s e n t é par g = 12 , c e qui donne 
4 

g = 12 = 4 4 1 mod 451 ; on obtient ensu i te le tableau suivant : 

t 9-t 

1 1 83 3 247 

41 12 1 100 

P r e n o n s a lors a = 2 , b = 1 , et ca lcu lons 

, 1 - Yi N
2 0 20 £ = ( 1 + y ^ ) mod l ; 

1 ~ Y î 

on obtient 
20 

248 = 1 mod 1 1 , 
20 101 mod 41 , 

et dans c e c a s , e 2 1 n ' ex i s t e pas et E 2 n 'es t pas monogène. 



Conc lus ion . Aucune des 4 ex tens ions cyc l iques de degré 20 de Û , de 

conducteur 11 x 4 l = 451 , n 'est monogène. De même, on v é r i f i e que les 

ex tens ions cyc l iques ( imaginaires) de conducteur 11.41 , pour l e sque l l e s 

e ( 1 1 ) = 10 et e (4 l ) = 20 , ne sont pas monogènes . 
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