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I.— Introduction :

Soient K une extension finie de , p un nombre premier impair, S un ensemble
fini de places de K contenant les places au-dessus de p. Un objet arithmétique important
attaché au couple (K, S) est le groupe de Galois G'g de la pro-p-extension (non abélienne)
S-ramifiée maximale de K (voir par exemple 'introduction de [12]). On se propose ici
d’étudier la structure de Gg par analogie avec le groupe fondamental d’une surface de
Riemann “percée” d’un nombre fini de “trous”. L’analogue du genre est l'invariant A
d’un certain module d’Iwasawa attaché a K. Le cas de genre zéro a été étudié en détail
dans [12]. On aborde ici I’étude des cas de genre > 1. Faute d’une théorie suffisamment
développée des fonctions L p-adiques a plusieurs variables, on se limitera la plupart du
temps aux corps de nombres totalement réels. Les résultats concerneront principalement

les quotients nilpotents Gg/ G(Sm) .

II.— Rappels de résultats connus :

On adoptera les notations générales suivantes :
K = un corps de nombres algébriques, de degré fini sur Q.
p = un nombre premier impair fixé.
S, = l'ensemble des places de K au-dessus de p.
S = un ensemble fini de places de K contenant S,.
Ks = la pro-p-extension S-ramifiée (i.e. non ramifiée en dehors de S) maximale de
K.
Gs = Gal (Ks/K) = Gs(K).



II.1Invariants cohomologiques :

Soient
d = d(Gs) = dim H'(Gs,Z/pZ) le nombre minimal de générateurs de Gs,

r = r(Gs) = dim H?(Gs,Z/pZ) le nombre minimal de relations de Gs.

On sait (voir par exemple [8]) que la dimension cohomologique de G5 est < 2, et
que sa caractéristique d’Euler-Poincaré est donnée par :

x(Gs)=—-1+4d —r=r; (= le nombre de places complexes de K).

Pour tout n > 1, soit V& = {z € K*z € K,’fp" Vv e S v(z)= 0(mod p*) V v finie

¢ S}/ K.
On a la suite exacte de Poitou-Tate :
0= ppn(K) = [] #pr(K) = HY(Gs,2/p"T)* - VF — 0, (1)
vES
ou ppn(F') désigne le groupes des racines p™-iemes de 'unité dans F', et (.)* le dual de
Pontryagin. Cette suite montre que :
- d’une part, r(Gg) = Z e(K,) — e(K) +dim V¢, ot &(F) = 1 (resp. 0) si F contient
vES

(resp. ne contient pas) le groupe p, des racines piemes de unité.

- d’autre part, les relations de G5 se composent des “relations locales” en v € S (non
indépendantes en général, & cause de la formule du produit) et de “relations globales”
additionnelles, en nombre égal & dim V2. Ce sont ces relations globales qu’on doit s’efforcer
de décrire.

I1.2Corps de classes global :

D’apres le corps de classes global (ou d’aprés 2.1), on sait que G'% est un Z,-
module de type fini, donc se décompose sous la forme d’un produit direct :

G¥ ~ Ts x T,t*°,

ou Ts = Ts(K) est le p-groupe de torsion (fini), et § un entier > 0, conjecturalement
nul (Leopoldt). En termes cohomologiques, la conjecture de Leopoldt équivaut a
H?*(Gs,Q,/Z,) = 0, ou encore & H*(Gs,Z/pl)* ~, Ts (= le sous-groupe des éléments
d’ordre p de Ts). Si elle est vérifiée, la torsion Ts est décrite par la suite exacte de
Poitou-Tate :
0— u(K)— [ (ko) —» Ts > Vs =0, (2)
vES

ou Vs = lim V§ et pu(F) désigne le groupe de toutes les racines p™-iémes de l'unité

contenues dans F (voir par exemple [14]). Une connaissance explicite des relations de Gg
(resp. des relations globales additionnelles) permettrait de donner une description explicite
de Ts (resp. de Vs), i.e. une “théorie explicite du corps de classes”.



I1.3Corps de classes nilpotent :

Soit G’g) la suite centrale descendante de G'g, définie par :
Gg) = Gy, G.(s?) = [GS, GS]J T Gg—H) = [GS’ Gg)]

De méme que 'objet de la théorie (abélienne) du corps de classes est la description de
G4 = Gs/ G(S2), Pobjet de ce qu’on pourrait appeler le “corps de classes nilpotent”
(de degré 2) serait la description de G's/ Gg'). Les résultats dans cette direction sont

encore peu nombreux. Citons la description de Gg/ G(Sg) par générateurs et relations
donnée par Frohlich quand K = Q ([3]), par Ullom & Watt quand K = Q(u,), p régulier
([21]), et plus généralement par A. Movahhedi et l'auteur quand K est p-rationnel, i.e.
r(Gs,) = 0 ([12]). Dans I’hypothése ou r(Gs,) # 0, citons le cas ot K contient p, et
dim VSI,, = 0, étudié par 'auteur ([17]), et le cas ot K est un corps quadratique réel tel

que r(Gsg,) = dim VSIp =1, étudié par K. Komatsu ([9]) ; voir aussi 3.4 ci-dessous.

I1.4Description de G'g :

Rappelons d’abord les résultats locaux sur lesquels s’apppuiera 1’étude globale.
Soit K, un corps local v-adique, i.e. une extension finie d’un corps Q; (v | £). Posons
ny, = 0si £ #p, [Ky: Q] si £ = p. La structure du groupe de Galois G, de la pro-
p-extension maximale de G, est entiérement connue (voir par exemple [19]) : d(G,) =
ny+ 1+ e(Ky), 7(Gy) = e(Ky) 5 si e(K,) =1, 1.e. si K, contient p,, G, peut étre décrit
par une unique relation, p,, connue explicitement :

(i) si v fp, py = oY o,, T,], ot Nv désigne la norme de I'idéal premier associé &
la place v, T, un générateur du groupe d’inertie (procyclique) et o, un relévement
du Frobenius.

i) Si v | p, on peut choisir des générateurs o1, -, 024n, de G, t.q.
po = 01’ [01,02] -+ [014n,, O24n,], avec ¢u = §u(K,y) (Demuskin).

Dans I’étude globale, il est clair, d’apres la théorie du corps de classes, que
l’analogue de p(K,) n’est pas p(K), mais le groupe de torsion Ts,(K). Un
premier démarquage de ’étude locale donne les résultats suivants :

a) Le pro-p-groupe G5, (K) est libre (i.e. r(Gs,) = 0) si et seulement si K vérifie la
conjecture de Leopoldt en p et Ts,(K') = 0. Dans ce cas, le corps K est appelé p-rationnel
([12]).

Exemple : K = @, ou K = Q(u,), p régulier.

Si K est p-rationnel, I’ensemble S est appelé primitif si les Frobenius en les places
modérées (w € S — Sp) engendrent un facteur direct de Gg{:, de rang égal 4 |S — S;| ;

dans ce cas, on a un isomorphisme canonique : Gg— ¥ g 5 * F, ou * désigne le
weES—5p

pro-p-produit libre, G¥ est un groupe de décomposition (défini & conjugaison prés) en w,
décrit comme dans le cas local i) ci-dessus, et F' un pro-p-groupe libre de rang adéquat

([12], 3.3).



b) Si K contient pp, le pro-p-groupe G s(K') est de Demuskin si et seulement si S = S, =
{v1,v2} et Gs = G¢ = G (Tsvetkov [20]). Notons que dans ce cas, p est forcément
régulier.

Exemple : p = 3, K = Q(v/=3,v/—26). Dans ce cas, G5, est un pro-3-groupe & 4
générateurs oy, -, o4 et une relation 03[0y, 09].[03, 04] = 1.

Si K ne contient pas pp, on ne sait pas caractériser le couple (K, S) pour que Gg
soit un groupe de Demuskin (voir cependant 4.2 ci-dessous)™.

Si K contient p,, par comparaison des groupes locaux G, et des groupes de
décomposition G%, Kuz’min [10] a donné une “classification” de G's suivant la finitude ou
non des indices (Gs: G%). Ses résultats ont été repris et complétés par Wingberg [24] et
peuvent s’énoncer ainsi ([24], thm. 4 & A) :

Supposons que K contient p,. Alors :
c) Sipour v € S,on a (Gg: G%) = oo, alors G, ~ G%.

d) Sl existe v € S t.q. (Gs: G%) < o0, alors forcément v € Sp, Gs = G% et 'on a un

isomorphisme canonique Gg— wGS*— (0} G, * F, ou F est un pro-p-groupe libre de rang

adéquat.
e) Si (Gg: G%) = oo pour tout v € S, alors le pro-p-groupe G's est de Cohen-Macaulay
strict ([19], app.).

Notons que d) contient b), ainsi que a) si K D pp. A notre connaissance, les
propositions a) & e) sont les seuls résultats généraux disponibles sur la structure de Gg( K).
Le probléme reste a peu pres entier, par exemple, dans le cas totalement réel.

(*) NB : Le probléme évoqué vient d’étre résolu par K. Wingberg.



III.— Matrice de relations :

Nous adopterons les notations suivantes :

Ko = la Zy-extension cyclotomique de K, I' = Gal (Ko /K), Hs = Gal (Ks/K).
L’abélianisé H2® est un module compact de type fini sur I’algebre d’Iwasawa A = Z,[[T]].
Son A-rang est égal & 7 (“conjecture faible de Leopoldt” ; voir e.g. [6], [13]).

I11.1Dérivées de Fox :

Soient d = d(Ggs),r = r(Gs) (voir 2.1). On choisira un systéme minimal de
générateurs y, 1, -+, T4-1 de Gg de la facon suivante : y est un relevement arbitraire
d’un générateur topologique ~« de I', et les z; engendrent normalement et minimalement
Hs (c’est toujours possible, par le lemme de Nakayama). Les images T; des z; dans HZ
forment alors un systéme minimal de A-générateurs de HE®.

Soit 1 - R — F — Gg — 1 une présentation minimale de G's par générateurs
et relations. On notera (par abus de langage) y, z1, -+, Z4—1 un systéme minimal de
générateurs du pro-p-groupe libre F', et wy,---, w, un systéme minimal de générateurs
normaux de R. On en déduit une présentation minimale 1 - R - E — Hg — 1,0u E
est un pro-p-groupe libre sur les conjugués par y des z;. Par abélianisation, on obtient
une suite exacte de A-modules ([13], 1.4) :

r d—1
Oq@Aﬁjﬁ@/\‘fi—»Hgbﬁo , (3)
j=1 i=1

ol les Z; (resp. ;) désignent les images des z; (resp. w;) dans E*® (resp. R/[R, E])
et l'injectivité de ¢ équivaut a la validité de la conjecture faible de Leopoldt. La matrice
R représentant I’homomorphisme ¢ est une matrice & (d — 1) lignes et r colonnes ; ses

. 7 a § Ay a § 2, . 7
coefficients f;; € A sont donnés par : fi; = a_l:'.!' , ol -ai:{- désigne la dérivée de Fox

dans Z,[[F]] et (g—ff) Pimage de cette dérivée dans Z,([I']] (pour des détails, voir [13],

4.1). En résumé, la connaissance des relations w; permet de décrire complétement, via
la “matrice de relations” R, la structure du A-module HE’. En particulier, d’aprés la
théorie de Fitting, la série caractéristique d’Iwasawa attachée au sous-A-module de torsion
de HZ est le p.g.c.d. des déterminants d’ordre r de R.

II1.2Description de G's modulo ch). Hg) :

Inversement, supposons connue la matrice de relations R = (fi;), fij € A. Par le
changement de variables habituel T" = ~ — 1, chaque f;; s’écrit comme une série formelle
a coefficients dans Z,, :

oo
k
fii=) i TF, ik €,
k=0



Proposition II1.3 :

Avec les notations précédentes, le pro-p-groupe Gg peut étre engendré minimale-
ment par d générateurs y, Ty, --,Tq—1 liés par r relations indépendantes w; telles que,

pour tout entier m :

d—1 m
ij m 2
= H H[y, z;)37* (mod G(S ). H(S)).
=1 k=0
Ici [y, z|i désigne le commutateur itéré [y,|y, -, |y, z]]---] (k fois), avec la convention
Y,

que [y, z]o = ).

Preuve : En identifiant W; & ¢(W;), les relations matricielles de la suite exacte (3) de 2.1
s’écrivent en notation additive :

d—1
wi=) fiT
i=1

Comme T = -1, T.T = yzy~1z—! = [y, z] en notation multiplicative, d’oli la forme
des relations w; donnée dans ’énoncé. &

[

-1

o0
k —
Z ok T . T

1 k=0

Corollaire III.4 : (comparer d [9], thm. p. 245)
Supposons que d = 2 et r = 1 (<= K est totalement réel et v = 1). Alors Gs peut
étre engendré minimalement par deuz générateurs y, z liés par une relation w telle que
w = z%(y, z]* (mod Gg’)), ol ayg,a; sont les premiers coefficients de la série car-
actéristigue f(T) du A-module de torsion H%. En particulier, ag # 0 si et seulement
st K vérifie la conjecture de Leopoldt. S1 S = S, et ag # 0, on a @ ag ~ §Ts,(K) ~
fue(K(pp)) Rése=1(p( K, 8), oti ~ signifie ’égalité d unité p-adique prés.

Preuve : Par hypotheése, Hg est engendré par les conjugués d’un seul élément z, d’ou
H g?) C G(S3) . La forme de la relation w résulte alors de 3.3.1. Il est bien connu que la
conjecture de Leopoldt pour K équivaut & la non-nullité de ay. Comme le groupe des
co-invariants (H2)r est isomorphe & Gal (K %/ K) et comme K est totalement réel, la
conjecture de Leopoldt pour K entraine que (H%)r ~ Ts(K) et ag ~ §Ts(K) car HZ n’a
pas de sous-A-module fini non nul. Soit u = K(4), ol X désigne le caractére cyclotomique.
En utilisant les théorémes de Mazur-Wiles [11] et Wiles [23] (ex - “conjecture princi-
pale”), qui relient la série caractéristique f(7T") a la fonction ¢,(s, K'), un simple calcul de
développement limité (pour des détails, voir [1]) montre que ag ~ (u—1) Réss—1(,(s, K).

Oru—1~tu(K(pp)). ¢

Exemples : (On prend S = S,).
i) Corps quadratiques réels :
Pour tous les corps quadratiques réels K = Q(\/Z), d < 200, sans facteur carré,
p = 3, il résulte des calculs de [4] que r = 0 ou 1. Voir aussi le tableau I. Notons que
les tables de [7] donnent aussi les premiers coefficients de la série caractéristique.



ii) Corps cyclotomiques :
Soit K = Q(pp)*. Alors r =1 si et seulement si la “partie moins” du p-groupe
des classes de Q(p,) est cyclique (voir la suite exacte (1) de 2.1.).

Dans toute la suite, notre but va étre :
- d’expliciter si possible la matrice de relations R,

- de nous débarrasser si possible des commutateurs de ng) dans ’écriture des relations
(voir 3.3.).

IV.— Genre un:
A partir de maintenant, K est un corps totalement réel et S = S,. Le module
H gf sera noté Xoo. Pour simplifier ’exposé, on fera en plus les hypotheéses suivantes (qui
sont vérifiées par exemple si K est abélien sur Q) :
1) Toutes les extensions K,/ K contenues dans la Z,-extension cyclotomique Ko,/ K
vérifient la conjecture de Leopoldt.

ii) L’invariant g du module X, est nul.

L’analogue du genre est 'invariant A de X. Précisons ses liens avec le nombre

de relations r de G5,(K) :
Lemme IV.1 : (voir ausss [16], 2.4)

a) Le nombre minimal de A-générateurs de X, est égal d 7.

b) La suite r, = r(Gs,(Ky)) est croissante et converge vers A.

Preuve : a) résulte du lemme de Nakayama (et est indépendant de Leopoldt). Montrons
b). Pour tout n > 0, posons I';, = Gal (Ke/Ky) et Ty, = Ts,(Ky). Comme K, vérifie
la conjecture de Leopoldt, on a : (Xs)r, ~ Th et 7, = dim T,,/pT,. Il en résulte en
particulier que la suite r,, est croissante. Comme g = 0, on a un isomorphisme de groupes :

X ~ 22, d’ol évidemment lim r, = A. &
o0 p’
n—oo

Nous pouvons maintenant caractériser le “genre un” :

Théoréme IV.2 :
Avec les hypothéses précédentes, les propriétés sutvantes sont équivalentes :

a) A=1.
b) Gs,(K) est un groupe de Demudkin.

Si A =1, le groupe Gs,(K) peut étre engendré par deuz générateurs y, x liés par
une relation w = %[y, z], ot le coefficient ag € Z, est comme dans 3.4.



Preuve :

a) = b): si A =1, il résulte du lemme 4.1 que r = 1, donc on se retrouve dans la situation
de 3.4. Comme A = 1, la série caractéristique f(T) de X, est associée & un polynoéme
ag + T (lemme de Weierstrass). On peut donc choisir des générateurs z,y de G, tels

que la relation w vérifie w = [y, z|(mod H 592)). Or la nullité de p signifie que le pro-
p-groupe Hg, est libre, de rang égal a X ; donc Hs, ~ Z,, et la congruence précédente est
une égalité. En particulier, G5, est un groupe de Demuskin.

b) = a): si Gs,(K) est un groupe de Demuskin, tous les groupes G5, (K, ) sont également
de Demuskin. En particulier, r, = 1 pour tout n, donc A = 1 d’aprés 4.1. ¢

Exemples :
i) Corps quadratiques réels (p = 3) : voir tableau I.
ii) Corps cyclotomiques :
Soit K = Q(p,)* et supposons, comme dans I'exemple ii) de 3.4, que la partie
moins du p-groupe des classes de Q( ;) soit cyclique. On voit facilement que cette
condition se propage dans la tour cyclotomique, d’ott r,, = 1 pour tout n, et A =1
d’aprés 4.1 b).

V.— Genre deux :

K désigne toujours un corps totalement réel vérifiant les hypothéses i) et ii) du
§4. On suppose que A = 2 et 'on examinera successivement les cas r = 1,2. Qutre la
série caractéristique f(T') € Z,[[T]] de X, il sera commode de faire intervenir des séries

a deux variables de Z,[[U, V] :
Lemme V.1 : Supposons p = 0, A = 2. Alors Hg, est un pro-p-groupe libre de

n

rang 2, engendré par zy, zg, et Héi)/Hs, (ot Hgvp désigne le second groupe dérivé) est
naturellement un Z,[[U, V]]-module libre de rang 1, engendré par 'image du commutateur

[2'1, 22].

Preuve : D’une fagon générale, si F' est un pro-p-groupe libre de rang m > 2, engendré
par zi, 22, -, Zm, le quotient F(® /F ", considéré comme module sur lalgebre compléte
Z[[F/FP]| (~ Z,{[U1,Ua,-++,Un]]), est de dimension projective égale & m — 2, donc
est libre si et seulement si m = 2 ([13], 3.4). Si m = 2, un calcul direct montre aussi que
l'image de [21, zo] (mod F") forme une base ([5], Il thm. 2). &

Proposition V.2 : Supposons que A =2 et r = 1. Alors Gs,(K) peut étre engendré
par deuz générateurs z,y liés par une relation w telle que :

w=z.[y,z]*. [y, [y, z)]**. [z, [y, z]]ﬂo (mod Gg)),

ot la série caractéristique f de X est associée au polynéme distingué ag+ o T+ ayT? €
Z,[T), et Bo est le terme constant d’une certaine série d deuz variables g € Z,[[U, V]].



Preuve : On est dans la situation de 3.4. On peut choisir les générateurs z,y de G,
comme dans 3.4, et 'on peut prendre z; = z, 22 = [y, z] comme générateurs de Hs,.

Alors [21, 23] € Gg) . Le méme raisonnement que dans 3.4 montre que

w = z%.[y, z]".[y, [y, z]]**. w', avec w' € Hg‘:). D’aprés 5.1, il existe une série g €
U V] (ot U = z; -1,V = z3 — 1) telle que w' = g.[z, 2] (mod ng). Comme
U.l21, 20) = [z, [z, [y, z]] € Gg? et ng C Ggi), la proposition est démontrée. %

Proposition V.3 : Supposons que A = r = 2. Alors Gs,(K) peut étre engendré par
trois générateurs y, 1,z liés par deuz relations indépendantes wy, wy qui vérifient les
propriétés survantes :

- 1l eziste deuz séries g; € Z,[[U, V]], 1 =1,2,

- 1l eziste une matrice A = (Z Z) d coefficients dans Z, telle qu’en posant

T, = £z}, 1, = zizd, on ait, pour j =1,2 :

w; = 3jaj [y, 1?;] [z1, 32]‘9:’- [zl,[zl,l‘z]]ﬂ{-[zz, [z1, zzl]ﬂ; mod Gfé,),
ot le polynéme distingué (ay + T)(az + T) € Z,[T] est associé d la série caractéristique
f(T) de X, €t g;(U,V)=BL +BIU+ BV +--.

Preuve : On se trouve ici dans la situation de 3.3. On choisit des générateurs y, z1, z2
de Gs, comme dans 3.3. D’aprés le théoréme de structure des A-modules et le lemme de
stabilisation 3.1, X contient un sous-A-module élémentaire d’indice fini £ = A/(a; +
T)® A/(az+T) de base T}, T4 (les aj sont associés aux diviseurs élémentaires du groupe
abélien T, (K)). Comme Xo et E sont isomorphes & Z2 en tant que Z,-modules, il

. . a b\ . . - —a—b = e
existe une matrice & coefficients dans Z, telle que T| = T2z, T, = SF9. La
c d P 1 122, Z3 122

détermination des relations se fait comme dans 5.2. Il reste & montrer que les relations
ainsi obtenues sont indépendantes. Or la matrice des relations R (dans la base T3, T;) est

le produit de A par la matrice (al 3- T o (_)‘_ T)’ donc dét R # 0 et R représente un
2
homomorphisme injectif. O
Remarque : D’aprés le lemme 4.1 b), la situation de la proposition 5.3 se produit

toujours, quitte & remplacer K par une extension K,,n > 0. Autrement dit, dans tous
les cas, 5.3 décrit un sous-groupe d’indice fini de G's,(K).

Probléeme : Donner une interprétation arithmétique des coeflicients f; (ou mieux, des
séries & deux variables G;) intervenant dans 5.2 et 5.3. Y a-t-il des liens avec la théorie

d’Thara ?
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VI.— Corps IEL, ISS et IWL :

Un des inconvénients de ’énoncé 5.3 réside dans la matrice A. Cette complication
technique disparait si A est diagonalisable. Il est donc naturel de poser les définitions

suivantes :

DEFINITION V1.1 : Le corps K vérifie toujours les hypothéses du §4. Il sera appelé :

a) IEL (Iwasawa élémentaire) si le A-module X, est élémentaire, i.e. est isomorphe &
un module de la forme ®_, A /(fi(T)), ot les f;(T) € Z,[T] sont des polynémes distingués

irréductibles.

b) ISS (Iwasawa semi-simple) si X est élémentaire et si les fi(T) sont linéaires.

Exemples :

1) Si r =1, K est IEL. Dans ce cas, il sera ISS si et seulement si A =1 (voir 4.2 et

5.2).

ii) Supposons que K/Q est abélienne, de groupe de Galois G, et que p ne divise
pas lordre de G. Il est clair que Ts,(K) est Z,[G]-monogene si et seulement si
Xoo est A[G]-monogene. Si tel est le cas, on dira que K est IWL (ou vérifie la
condition d’Iwasawa-Leopoldt ; voir b) ci-dessous). Si K est IWL, alors K
est visiblement IEL.

Des exemples de corps IWL ont été étudiés par Coates et Lichtenbaum [2] dans le

cadre de la “conjecture principale” :

a) Corps quadratiques réels :

b)

Soit p = 3, et soit K un corps quadratique réel dont le discriminant D
vérifie : D #Z0 (mod3) ou D = 3(3m + 1) (m € N). En notant
C{(.) le p-groupe des classes, ona: C2~(K(pn3)) ~ C€Q(v/-3D)), par
“Spiegelung” (voir la suite exacte (2) de 2.2), on voit facilement que K
est IWL si et seulement si C2(Q(+/—3D)) est nul ou cyclique (auquel cas
r=0oul).

Corps cyclotomiques :

Prenons K = Q(p,)* ; posons L, = Q(ptym+1) pour tout n > 0, et no-
tons A, le p-groupe des classes de L,. Une hypothése standard (dite
d’Iwasawa-Leopoldt) dit que, pour tout caractére impair x de A =
Gal (Lo /Q), la x-composante Ag(x) (donc aussi toute A,(x), par prop-
agation évidente dans la tour cyclotomique) est cyclique. Cette hypothése
est entrainée, par “Spiegelung”, par la conjecture de Vandiver, qui dit
que A,(¢) = (0) pour tout caractére o pair. Par “Spiegelung” également,
I’hypothése d’Iwasawa-Leopoldt équivaut & dire que K est IWL.

La situation de b) peut se généraliser : supposons que K /Q est abélienne,
de groupe de Galois G, p [ $G et K = K(p,)*. Supposons que les places
de K au-dessus de p sont non-décomposées dans K (), totalement rami-
fides dans Koo, €t que la partie moins du p-groupe des classes de K(p,) est



11

Z,[G)-monogeéne. Alors K est IWL. En effet, avec nos hypotheéses (qui
se propagent dans la tour cyclotomique), nous savons que le A-module

X5 = lim A, (mémes notations que dans b)) est G-monogeéne, et que

X et X sont adjoints (voir la suite exacte (2) de 2.2, ou [15], 4.4).

iii) Prenons K = Q(u,)*, p < 125000. Alors non seulement K vérifie la conjecture
de Vandiver (donc est IWL, donc IEL), mais K est également ISS (voir [22], coroll.
10-17, p. 201). D’une certaine facon, on peut dire que ce phénomene est la régle
générale dans la situation IWL, quitte a étendre le corps de base. En effet :

Proposition V1.2 : Supposons que K est IWL. Alors K, est ISS pour tout n > 0.

Preuve : On a vu que si K est IWL, tous les K, sont IEL. Prenons n > 0 pour que

rn = A (notations du lemme 4.1). On a : Xy =~ EB/\,,/(f,-(T)), ou A, = Zp[[T,]).
i=1
Comme r, = A, chaque f; est nécessairement de degré 1. &

L’intérét de la notion ISS provient de la description suivante :

Proposition V1.3 : Supposons que K est ISS. Alors nous pouvons choisir des généra-
1<5<
teurs y, 1, -+, Zr de Gs,(K) de fagon que Gsp/Hg) ~ '(i)"r’D(ozj; zj,y), 0U :
y

T
- le polynéme distingué H(aj + T) € Z,[T) est associé & la série caractéristique de X,
i=1
- le groupe D(a;z,y) est le groupe de Demuskin engendré par x et y, avec la relation
w = z°[y, 7],
- la notation ot désigne la somme amalgamée par rapport au sous-groupe H (nous sommes

dans une situation ow la somme amalgamée existe ; voir [18]).

Preuve : On est dans la situation de 3.3 : G's, est engendré par les d générateurs
Y, Z1, -, T, liés par r relations indépendantes w; telles que

w; = z% [y, z;] mod (Gg:). ng)) pour tout m : c’est bien la description annoncée de

Gs,/HY. ¢

Exemple : Prenons K = Q(p,)*, p < 125000. Alors K est ISS, et de plus r = A = i(p)
(I’indice d’irrégularité de p) ([22], p. 201). Soient j;,-- -, 7 les entiers pairs 2< 7 < p—3
tels que p divise le nombre de Bernoulli B;. Alors, pour j = 31,---,jx,0n a:

aj ~ Ly(1,w!™7), ott w est le caractére de Teichmiiller.



12

Tableau [ :

Dans ce tableau on donne, pour p = 3 et pour certains corps quadratiques réels
K = Q(v/d), les valeurs de r = r(Gs,(K)) et de A = A(Xo). Les exemples sont extraits
de [4] (directement) et [7] (aprés “Spiegelung”).

d T A
2 1 1
29 1 1
62 1 2
82 1 1
103 1 2
122 1 1
257 1 1
717 2 6




[1]
2]

[7]

8]
[9]
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