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SPIEGE LUNGSS ATZ . 

P a r B e r n a r d ORIAT 

Nous exposons c i - a p r è s un " Sp iege lungssa tz " un peu plus 
généra l que celui de Leopoldt . L 'ex tens ion L / Q c o n s i d é r é e pa r 
ce d e r n i e r e s t remplacée p a r une extens ion L / k . Soit t un nombre 
premier . Les hypothèses : " ë ne d iv i se pas [L : Q j et L contient 
une r ac ine pr imit ive i e m e de l ' un i té " sont r emplacées p a r " i ne 
divise pas [ L : k J et L contient une r a c i n e primit ive @ n e m e de 
l 'unité " . Le r é s u l t a t obtenu ( théorème III ) a la forme suivante : 

Soit (j) un c a r a c t è r e de G= Gai ( L / k ) , i r r é d u c t i b l e su r 
et soit <j> son r e f l e t . Notons dim^ 

le m- rang de la ^ - c o m p o s a n t e du 
f -g roupe des c l a s s e s d ' idéaux 9ê> de L, et ^i111^ S ^ le -^-rang de 
la (j) -composante du groupe ê>° des ^ -un i t é s p r i m a i r e s de L . 
Nous obtenons les inéga l i t é s : dim - dim m m / dim g Y 

Pour toute pu i s sance de 2 , notée m et i n f é r i e u r e à . 

Dans son pr inc ipe , la démonst ra t ion r e s t e semblable à cel le 
de Leopoldt . 

Relat ion du mi ro i r . 

Nous dés igne rons pa r : 
L / k une extension finie galois ienne de c o r p s de nombres , 
G son groupe de Galois , 
m un en t i e r , 
y une rac ine primit ive m e m e de l 'uni té . 



Nous suppose rons que L contient / . D ' au t r e pa r t , soit M un co rps 
de nombres contenant L , t e l que M / k soit galois ienne et M/L abélienne 
d 'exposant divisant m . Comme L contient l e s r a c i n e s m e m e de 1 
l ' ex tens ion M / L es t une ex tens ion de Kummer d 'exposant divisant m . 
Nous d é s i g n e r o n s p a r W son r a d i c a l , c ' e s t - à - d i r e : 

W= { w ; w é M * , w m £ L } . 

Définit ions de t r o i s s t r u c t u r e s de G-modules . Soit t un élément de G 
et t un prolongement de t à M . 

Cons idé rons le groupe de Galois de M / L , noté Gai ( M / L ) 
Si u appar t i en t à Gai ( M / L ) la quant i té t ' ^ u t appar t ien t à 
Gai ( M / L ) et e l le e s t indépendante du choix de t . En posant 
u r = t *ut on déf ini t s u r Gai ( M / L ) une s tuc tu re de G-module . 

On note Gai ( M / L ) " le groupe des homomorphisme s de 
Gai (M / L) dans le groupe mult ipl icat if de L , noté L . Comme M / L 
est d ' exposan t d iv isant m , et que L cont ient l e s r a c i n e s m e m e de 1 , 
ce groupe e s t le groupe des c a r a c t è r e s de degré 1 de Gai ( M / L ) . 
Si o appa r t i en t à Gai ( M / L ) " , nous dé f in i s sons / en posant : 
îf (u) = / ( u 

') , pour tout u de Gai ( M / L ) . On obtient a ins i une s t ruc-
ture de G-module pour Gai ( M / L ) " . ( En toute r i g u e u r , Gai ( M / L ) 
étant un G-module à d ro i t e , i l f aud ra i t n o t e r Gai (M / L ) " comme un 
G-module à gauche )• * Cons idé rons le groupe W/ L . Si w appar t ien t à W et si 

u. — l èiïiê u appar t ient à Gal( M/ L) , w e s t une r ac ine m de 1 et a p p a r -
t 

tient donc à L . Il s ' en suit que w L es t indépendant du choix de t . 
En posant : ( w L ^ f = w^L* , on déf ini t s u r W/L* une s t r u c t u r e 
de G-module . 

Rappe lons que la t héo r i e de Kummer donne un isomorphisme a 
canonique d. en t r e l e s deux g roupes W / L et Gal(M/L)" a ins i déf in i : 
î>i v L * 

appa r t i en t à W / L , l 'homomorphisme d ( wL ) de Gal(M/L) 
dans L * c o r r e s p o n d a n t à wL* e s t déf ini p a r : « (wL*) (u ) = wu~ , 

tout u de Gai (M/L) . 
P * —^SHîière déf ini t ion de"X . Pour tout t de G , nous dés igne rons pa r V* (^j 

,1a c l a s s e r é s idue l l e modulo m déf inie pa r : 5 - "5 
Il * e s t c l a i r que X 0e) ne dépend pas du choix de la r ac ine primitive 



ê me ^ 
m de l 'uni té : ; . De plus , X ( r ) étant p remiè re à m , on peut 
c o n s i d é r e r X comme une applicat ion de G dans ( Z / mZ ) * . C ' e s t 
un homomorphisme . 

JThéorème 1 . Les s t r u c t u r e s de G-module de W/L et Gal(M/L)~ 

sont l i é e s p a r la r e l a t ion :(c<(wL )) = o<((wL ) ) , pou r tout 

w de W et tout T de Gai (M / L) . 

Leopoldt appel le cet te re la t ion : "Sp iege lungs re la t ion " . 
Démonstrat ion . Soit u un élément de Gai (M/L) . Les nota t ions t" et 
t ont t o u j o u r s le même sens . Nous avons , d ' a p r è s la déf ini t ion de 

^ r 
c<(wL ) : <<(wL Xu*) w = wU . D ' a u t r e p a r t : 

t"1u * V 1 t"1 - b 

w = <*(wL )(u) w , d 'où l 'on déduit que w peut a u s s i s ' é c r i r e 
^ -i ^ •j.-1 -i ^.-i «g. 

sous la forme : wU = U t = (o<(wL )(u) w1" ^ ( ^ ( w L * )(u)) w . 
u f ' g me 

Or * (wL ) (u) es t une rac ine m de 1 . Son image pa r t e s t 
donc égale à sa pu i s sance X ( t ) e m e et nous avons : 

t -i 
v = «<C(wL ) v ; )(u) w . D'où la r e l a t ion annoncée . 

II 

Décomposition du l - g r o u p e des c l a s s e s d ' idéaux et du groupe des 

l - u n i t é s d 'une extens ion de deg ré p r e m i e r à £ . C a r a c t è r e du groupe 

des l - u n i t é s . 

Nous d é s i g n e r o n s t ou jou r s p a r L / k une extension f inie 
galoisienne de c o r p s de nombres et p a r G son groupe de Galois . 
Soit i un nombre p r e m i e r ne d ivisant pa s le degré [ L : k ] . Cet te 
hypothèse a s s u r e la semi-s impl ic i té de l ' a l g è b r e ^ [ G j . 

Rappels conce rnan t l e s c a r a c t è r e s l - a d i q u e s de G . On t r o u v e r a 
dans [7]un exposé é lémenta i re su r l e s c a r a c t è r e s ^ - ad iques d 'un 
groupe abél ien . P o u r le cas géné ra l , nous renvoyons à [3] et [ 9 ] . 

Soi t (j) un c a r a c t è r e i r r é d u c t i b l e de G su r le c o r p s 
^-adique : Q^ . ( C ' e s t la t r a c e d 'une r e p r é s e n t a t i o n l inéa i re i r r é d u c t i -
ble de G s u r Ce c a r a c t è r e (j) e s t une applicat ion de G dans 
^p et comme £ ne divise pas l ' o r d r e de G , son r é s i d u modulo i est 



un c a r a c t è r e i r r éduc t i b l e de G s u r F^ . De plus , on obtient pa r ce 
moyen une bi jec t ion en t re l ' ensemble des c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de 
G s u r Q^ et l ' ensemble des c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de G sur [F̂  
( [ 3 ] § 7 6 ) . C ' e s t la r a i son pour laquelle nous no te rons de la même 
façon (j) et son r é s i d u modulo Z • 

Soit X un c a r a c t è r e de G absolument i r r é d u c t i b l e , au 
d e s s u s de ^ . Soit son c o r p s des v a l e u r s . Comme l ' a l g è b r e 

es t décomposée , <f) s e r a la t r a c e de ~X dans l ' ex tens ion 
Q ^ . Soi t l ' idempotent a s s o c i é à <f> . Il e s t donné p a r : 

U = (Xct ) / |G| ) S " ' ) ^ . 11 s ' ag i t donc d 'un élément de 2 0[G] . 
r SeG 1 

Si H es t un 2^ [Gj -module noté multiplicativement , nous 
appe le rons (p -composante de H , le sous-module : 

l é l<jS -i 
H = j h ; h 6H J . 

Nous le n o t e r o n s simplement H^5 . On déduit des r e l a t i ons d 'o r thogo-
nalité e n t r e c a r a c t è r e s , que H e s t le produi t d i r ec t : H = Tr'H<^ , 
<y6 p a r c o u r a n t l ' ensemble des c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de G su r Q^ . 

Lemme II . S i H es t un 2^ [G] -module et si J e s t un sous [G] -
module de H , la (f) -composante de H / j es t canoniquement isomorphe 
au quotient des (p -composantes de H et J . C ' e s t - à - d i r e : 

( H / J 

En ef fe t : cons idé rons l ' appl ica t ion de 
H^ dans ( H / J ) ' , 

qui a s s o c i e à h appar tenan t à H 0 , sa c l a s s e modulo J . C ' e s t un 
homomorphisme sur jec t i f qui a pour noyau 
Définitions de s symboles : d im^ , d im^ ? » * ^ u n 

[G] -module te l que H^ = l . Il s ' ag i t donc d 'un (Fg [G] -module . 
Nous n o t e r o n s d im^ H le nombre de IFg [G] -modules s imples de c a r a c -
tère <p qui in te rv iennen t dans une décomposit ion de H en produi t 
direct de F^ [G] -modules simples . Cet te quanti té e s t l iée à la dimen-
sion de H^ en tant que Œ̂  - e space v e c t o r i e l p a r : d i m ^ H ^ = 0 ( l ) d i n y H , 

Soi t maintenant H un 2^ [Gj -module quelconque et soit m 
une pu issance de i . On d é s i g n e r a p a r d im m H le m - r a n g de H , 

c ' e s t - à - d i r e : d im m H = dim^ H m ^ / H m . On p o s e r a également : 

H = dim , H m ^ / H m . On déduit du lemme c i - d e s s u s la re la t ion : fm m ' 



D 

dim H m ^(1) d i m ^ H = 

^ (1 ) d im^ H m / £ / H m 

En e f f e t : 

= dim CH m / ^ / H m / - d i m , ( / (H^)m= dim m H 

Groupe de s - c l a s s e s d ' i déaux . Soi t K un c o r p s i n t e r m é d i a i r e ent re 
k et L , t e l que K / k soit ga lo i s ien . Soi t U le g roupe de Galo is 
de L /K . Dés ignons p a r ( r e s p . fâ^ ) le ^ - g r o u p e d e s c l a s s e s 

d ' idéaux de K ( r e s p . L ) . Notons j l ' app l i c a t i on de ^ a n s ^ ^ 
déduite de l ' i n j e c t i o n canonique du g roupe des idéaux de K dans le groupe 
des idéaux de L . 

So i t (j) un c a r a c t è r e i r r é d u c t i b l e de G s u r Q ^ . Rappe lons 
que l ' en semble d e s é léments t de G , t e l s que (f) ( t ) = <f>( 1) e s t le 
noyau de la r e p r é s e n t a t i o n l i n é a i r e de G de c a r a c t è r e (f) . Nous l ' a p p e -
l e rons s implement le noyau de (p . S i ^ e s t un c a r a c t è r e de G/U , 
en composant (pt avec la s u r j e c t i o n canonique "TT de G s u r G/U , on 
obt ient un c a r a c t è r e ^ de G dont le noyau cont ient U . S i (px e s t 
i r r é d u c t i b l e , a l o r s <fi e s t i r r é d u c t i b l e . On obt ient a ins i une b i j ec t ion 
canonique e n t r e l ' en semble des c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de G s u r 
dont le noyau cont ien t U et l ' en semble des c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de 
G/U s u r Qf . Dés ignons e n c o r e p a r T l ' app l i ca t ion de s u r 

Q J [ G / U ] dédui te de 1T p a r l i n é a r i t é . S i (f> = ^ ° T , l e s idempotents 
a s s o c i é s à <f) e t <jjx v é r i f i e n t : T (1 J, ) = . 

P r o p o s i t i o n II a . L ' app l i ca t ion j e s t un homomorphisme in jec t i f . Son 

image j( ) e s t l ' ensemble de s é léments de i n v a r i a n t s p a r 

U = Gal( L /K ) . S i ^ e s t un c a r a c t è r e de G/U i r r é d u c t i b l e s u r 

Qg et s i d) - 6 °TT , on a a l o r s : j( dV K ) = 

Démonst ra t ion . Dés ignons p a r A-^ , A L l e s anneaux d ' e n t i e r s de 

K et L . Soi t o un idéa l de K dont la c l a s s e a p p a r t i e n t à Ker j . 
11 ex i s t e donc a dans L te l que : oA-^ = , d 'où : 

= M ( a ) A v et e s t p r i n c i p a l . Or CUXct) es t 



d ' o r d r e une puissance de 2 et £ ne divise pas [L :K] . L ' idéa l Q 
est donc pr inc ipa l et j es t in ject i f . 

Soit Q un idéal de L , dont la c l a s s e es t invar ian te pa r U. 
TL • K l 

On a u r a a l o r s N l / K ; ( q ) A L = ' E n u t l l - i s a n t u n e r e l a t ion de 
Bezout en t r e [L:K] et l ' o r d r e de Cl-^(a) , on obtient : 

Cl^Ca) =Cl-^( A^) et ce la montre que Cl -j^(a) appar t i en t à 

j C ^ ) . Comme TTC 1<^) = , nous avons X - ^ 1 = et 

. Réciproquement , si t" appar t ien t à U , t" appar-

tient à Ker <f> et v é r i f i e : Vl^ = . On en déduit que tout élément 

de $ es t invar ian t pa r U , ce qui démontre l ' inc lus ion : 

c J . 

Conséquence . Convenons d ' i d e n t i f i e r l ' ensemble des c a r a c t è r e s de 
G/U i r r é d u c t i b l e s su r Q ^ à l ' ensemble des c a r a c t è r e s de G , i r r é d u c -
t ibles s u r Q^ et dont le noyau contient U . Convenons également de 
c o n s i d é r e r "36 ^ comme un sous -g roupe de Nous cons ta tons a l o r s 
que la décomposi t ion du ^ -groupe des c l a s s e s de tout c o r p s in te rmédi -
a i re K ga lo is ien su r k , p o u r r a s ' é c r i r e : = c e P r o du.it 
étant d i r e c t et étendu aux c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s s u r de 
G/U = Gal( K/k) . 

Groupe des -l-uni té s . On dés igne enco re pa r K un c o r p s i n t e rmé-
diai re e n t r e L et k , galois ien su r k et p a r U le groupe de Galois : 
Gai (L /K) . Soit E-^ le groupe des uni tés de K . Posons : 

= E-£ / E . Nous appe le rons le groupe des / - u n i t é s de K . 

Nous d é s i g n e r o n s pa r i l ' appl ica t ion de dans déduite de l ' i n -
jection canonique de E^. dans E-^ . 

-Proposition II b . L 'appl ica t ion i e s t un homomorphisme inject i f . 

Son image i( & -r̂ ) es t l ' ensemble des é léments de inva r i an t s 

Par U = Gal (L/K) . Si ^ e s t u n c a r a c t è r e de G/U i r r é d u c t i b l e sur 



et si (f) = fa o TT , a l o r s i( 8^) = 

La démons t r a t i on de ce t t e p ropos i t i on e s t semblable à ce l le 
de la p ropos i t i on p r é c é d e n t e . 

Deuxième déf in i t ion de . Soi t T le s o u s - g r o u p e de t o r s i o n de 
E ^ . C o n s i d é r o n s le quot ient T / T ^ . C ' e s t un F^ [G] -module . Il n ' e s t 
pas r é d u i t à 1 si et seulement s i L cont ien t une r a c i n e p r imi t ive ^ e m e 

de 1 . S u p p o s o n s que ce t te condi t ion soi t v é r i f i é e et appe lons S une 
r a c i n e de 1 a p p a r t e n a n t à L , d ' o r d r e une p u i s s a n c e de ê la p lus 
g rande p o s s i b l e : . La c l a s s e de 5 modulo T ^ engend re donc 
T / T . I n t r o d u i s o n s l ' app l i ca t ion K déf in ie au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t 
comme un homomorphisme de G dans ( 2 / t e l que : 5 * ^ • 

"' C o n s i d é r o n s le r é s i d u modulo 1 de , c ' e s t - à - d i r e l ' app l i ca t i on 
de G dans C 2 / 0 2 ) 

qui a s s o c i e à S" la c l a s s e de X*(ir) modulo -i . 
Il s ' a g i t du c a r a c t è r e du IF? [G] -module T / T £ . Nous a p p e l e r o n s 
ce c a r a c t è r e le m i r o i r de L / k et nous le n o t e r o n s e n c o r e X*. P a r la 
suite , comme n o u s l ' a v o n s dit au début de ce p a r a g r a p h e , nous d é s i -

gnerons a u s s i p a r "X*le c a r a c t è r e de G s u r Q £ dont il e s t le r é s i d u 
modulo £ . En ce s e n s , ^f*est l ' homomorphisme de G dans le groupe 
mult ipl icat if de 2. te l que 5 = 5 ^ ^ pour tout f de G . 

Nous a l lons e s s a y e r maintenant d ' e x p r i m e r le c a r a c t è r e du 
[ G] -module 8 L • 

Définition de ^ o . Dés ignons p a r tr ,̂ la con juga i son complexe de C . 
Soient Tfj, . . ."TT l e s p longements r é e l s de L dans C et TV , . . . T . , S * I S l 3 
^ + ' •••TT+ l e s p longements complexes de L dans C . Convenons que — ^ ^ X + S • ,i. 

•t es t le con jugué de TT , c ' e s t - à - d i r e que TT= T ®os. Nous d é f i n i s s o n s 
de la façon su ivan te : s i t a p p a r t i e n t à G et d i f f è r e de 1 , a l o r s ^ (t") 

J^st le demi nombre de p longements complexes TT de L dans C t e l s que 
t lT . D ' a u t r e p a r t , on p o s e r a y o ( l ) = s+t . 

Çjjs p a r t i c u l i e r . Supposons un ins t an t L / Q ga lo i s ienne . Supposons 
L Plongé dans C et soit L0 = LA|R et H0= G a l ( L / L 0 ) . L e groupe H 0 



possède donc 1 ou 2 éléments . On peut a l o r s v é r i f i e r que l 'applicat ion 
définie c i -de s sus es t la r e s t r i c t i o n à G du c a r a c t è r e de Gal(L/Q) 

induit par le c a r a c t è r e pr inc ipa l de H 0 . 

Théorème II . Soit L / k une extens ion finie galois ienne , de g rou-

pe de Galois G . Soit P un nombre p r emie r ne divisant pas [L : k] . 

Soit ë-^ le groupe des / - u n i t é s de L , c ' e s t - à - d i r e : = E ^ ' 

Notons 1 le c a r a c t è r e unité de G . Si L contient une rac ine pr imit ive 

l ^ de 1 'unité , a l o r s le c a r a c t è r e du IFg [G] -module <§T e s t 

Yj^ = A + f o - l • Si L ne contient pa s de rac ine primitive ^ e m e de 

- l 'uni té , le c a r a c t è r e de S-^ es t ^]^ = -1 • 

C o r o l l a i r e . Soi t (p un c a r a c t è r e de G , i r r éduc t ib l e s u r Q^ . 

Soit X le c a r a c t è r e absolument i r réduc t ib le dont j) es t i s su . Le nom-
b r e de modules simples de c a r a c t è r e s (p dent es t produi t d i rec t 

es t : dim § = ( 1/ (Gl) 2 ^ C 6'*) % ^ • 
r <r€ G 1 

Démonstra t ion . Soit £ : E ^ ^ !R + s 

8 * ( Log | E X|) 

le plongement canonique de E ^ dans R s + t . Rappelons que ) est 
un s o u s - g r o u p e d i s c r e t de l ' hype rp lan de [R''+t d 'équat ion : 

^ j ^ 
Z x + 2 2.x = 0 . Déf in i s sons sur IR une s t ruc tu re de G-module de la i s+i 

iv<i<rs iN<i<t 
façon suivante : Si t- appar t ien t à G , soit j t l ' appl icat ion de l 'ensem-
ble des s+t p r e m i e r s nombres e n t i e r s dans ui-même , déf inie par 
t l l = TT , ou TT • • Soit C x. ) , ,„ un élément de R s + t . i j t ( i ) j t ( i ) i t^Us+t 

s+t 
Fa i sons o p é r e r C à droi te ) G su r IR en posant : 
C x. = ( x. • • Le ploncement f devient a l o r s un 

i i„<us+t JtU) i,<i<rs+t r s «o 
Homomorphisme de G-modules . 

s+t Soit D le sous -ensemble de (R ains i défini : D = j ( X, . . . , X) ; \ e 2 j . La somme directe <£CEL) © D e s t un sous -



groupe d i s c r e t de (R s + t . Il s ' e n sui t , qu 'une 2 - b a s e de D 
s+t 

s e r a une IR-base de IR . S i b a p p a r t i e n t à G , soit A t la mat r i ce 
de l ' a p p l i c a t i o n de ôC(E-^)©D dans lui-même qui a s s o c i e à 
C x^) , ( x . ) - t . L ' app l i ca t i on qui a s s o c i e à t , la t r a c e de 

U i ^ s + t d,<i<s+t 

A ^ . e s t le c a r a c t è r e du Q [ G ] - m o d u l e ( £ ( E J _ ) © D ) . Q , c ' e s t - à - d i r e du 

Q[G]-module dédui t de £(E t ) ® D p a r ex tens ion de l ' a n n e a u de s s c a -
l a i r e s à Q[G] . Le r é s i d u modulo £ de ce t t e appl ica t ion s e r a le c a r a c -
t è r e du F ^ [G] -module t C E L ) 0 D / £ ( £ ( E - ^ ® D ) . 

P o u r c a l c u l e r T r ( A t ) , i l suf f i t de c h e r c h e r comment A t 
s+t 

t r a n s f o r m e la b a s e canonique de IR . On o b t i e n d r a : Tr (A^) = s+t , 
Si t d i f f è r e de 1 , la t r a c e de A r e s t le nombre d e s e n t i e r s i compr i s 

" ' en t re s+1 et s+t t e l s que j£i) = i . L ' app l i ca t i on "t * TrCAjr) , 
e^t donc éga l e à 

Comme G agi t t r iv i a l emen t s u r D , on en dédui t que - 1 
e s t le c a r a c t è r e de o Ç ( E t ) . Q , c ' e t - à - d i r e du Q [G]-module dédui t de 
^ ( E - ^ ) p a r ex t ens ion de l ' anneau d e s s c a l a i r e s à Q[Gj . Le r é s i d u 

modulo £ de f o - 1 s e r a le c a r a c t è r e du F^ [G] -module o S ( E ^ ) / / ^ ( E ^ ) . 
De p lus , le noyau de £ e s t le s o u s - g r o u p e de t o r s i o n T de E ^ et 
a £ ( E L ) / i ? £ ( E L ) e s t quot ient de E L / E [ = S L p a r T / T ^ . Il s ' e n 
suit , que le c a r a c t è r e de , ^ ^ > e s t ° t » t e n u a jou tan t à 1 > 
le c a r a c t è r e de T / T Si ce g roupe e s t r édu i t à 1 , c ' e s t - à - d i r e 
s i L ne con t i en t p a s de r a c i n e p r imi t ive £ - m e d.e \ f s o n c a r a c t è r e 
e s t nu l ; s inon , i l s ' a g i t du m i r o i r : X * 

Le c o r o l l a i r e s ' e n déduit . En e f f e t le p rodu i t s c a l a i r e de 

K et : ^ / l ^ l ) 2 X^G'^YL ^ m e s u r e le nombre de modules simples 

de c a r a c t è r e s (j) dont e s t p rodu i t d i r e c t . 



Enoncé du S p i e g e l u n g s s a t z . 

Nous d é s i g n e r o n s t o u j o u r s p a r L / k une ex tens ion f inie ' ga lo i -
s ienne de c o r p s de n o m b r e s , p a r G son groupe de Galo is , p a r ^ un 
nombre p r e m i e r . 

H y p o t h è s e s . On suppose que L con t ien t une r a c i n e p r imi t ive 5 d ' o r d r e 
de 1 et que [L : k] e s t p r e m i e r à 

Déf in i t ions . Rappe lons d ' a b o r d que X , appelé le m i r o i r de L / k , 
p X*(r) 

e s t le c a r a c t è r e de G s u r Q^ dé f in i p a r j = y pour tout (T de G . 
S i (p e s t un c a r a c t è r e i r r é d u c t i b l e de G s u r , nous p o s e r o n s : 

<f>(t) = X ( t ) , pour tout t de G . En i n t r o d u i s a n t la r e p r é s e n t a t i o n 
dont (p e s t le c a r a c t è r e , on v é r i f i e que (p e s t le c a r a c t è r e d 'une 
r e p r é s e n t a t i o n l i n é a i r e de G s u r Q^ . Ce c a r a c t è r e <p e s t a u s s i i r r é -
duc t ib le s u r . On l ' a p p e l e r a le " r e f l e t " d e . ( Sp iege lb i ld ) . 
L ' a p p l i c a t i o n (p —* (p e s t une involu t ion de_ l ' ensemble d e s c a r a c t è r e s 
i r r é d u c t i b l e s de G s u r Q^ ; c ' e s t - à - d i r e : (p = <j> . 

So i t E ( r e s p . E ° ) le g roupe de s un i t é s de L ( r e s p . des un i -
t é s ^ - p r i m a i r e s de L ) . On pose 8= E / E et § = E ° / E ^ . On appel le 
c e s g r o u p e s : g r o u p e s des ^ -un i t é s de L et g r o u p e s d e s / - u n i t é s p r i -
m a i r e s de L . 

L e s symboles d i n y m et dirn^ ont é té dé f in i s au p a r a g r a p h e 
p r é c é d e n t . 

T h é o r è m e III So ien t L / k une ex t ens ion f in ie ga lo i s i enne de c o r p s de 

n o m b r e s e t G son groupe de Galo i s . Soi t i* un nombre p r e m i e r . On 

suppose que L cont ient une r a c i n e e m e de 1 et que / n e d iv i se pas 

le d e g r é [L :k] . P o u r toute p u i s s a n c e de no tée m , et i n f é r i e u r e à 

l n , e t p o u r tout c a r a c t è r e <j> de G i r r é d u c t i b l e s u r l e s (p et (j> -

c o m p o s a n t e s du ^ - g r o u p e des c l a s s e s 28 de L et l a (f> - composan te 

du g roupe d e s / - u n i t é s p r i m a i r e s de L v é r i f i e n t : 

dim6m$ ~ dim(f>m^ . 



nous avons a u s s i Remarque . Comme ê s ' i n j e c t e dans 8 , 
dim 8 ^ dim, % . Cette d e r n i è r e v a l e u r e s t donnée pa r le théorème II, Çp f 

IV 

Démonstra t ion du théorème III . 

Lemme IV . Soit H un 2g[G] -module et HA son dual , c ' e s t - à - d i r e 
le groupe de s homomorphism.es de H dans C * . Munissons H* de la s t ruc -
t u r e de [G] -module a ins i déf inie : H * (x) = l ( x f ) , pour tout t de G 
et tout x de H . P o u r tout c a r a c t è r e (p de G i r r éduc t i b l e s u r Q ^ > les 
modules ( et ( H A ) ^ s o n t canoniquement i somorphes . 

Démontrons ce lemme . Cons idé rons l ' appl ica t ion de ( H A ) 5 ^ 
cfans ( qui a s s o c i e à X , appa r t enan t à , sa r e s t r i c t i o n 
à H ^ . C ' e s t un homomorphisme . Mont rons qu ' i l e s t in ject i f . 
Supposons que la r e s t r i c t i o n de ï à H^1 scit égale à 1 . P o u r tout x de 
H et pour tout c a r a c t è r e ^ de G i r r é d u c t i b l e s u r Q g et d i f f é r en t de 

<p , nous avons : = ^(1) = 1 . D' où l 'on déduit que : 

Ï (x b = 1 pour tout c a r a c t è r e y ;d 'où finalement : ï = 1 . P o u r 
mon t re r que ce t homomorphisme e s t s u r j e c t i f , cons idé rons un élément 
S de ( H ^ ) a . Comme H es t égal au produi t d i r ec t : H = T T h T , 

^ p a r c o u r a n t l ' ensemble des c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de G s u r , 
i l e s t poss ib l e d ' ob t en i r un prolongement if de J à H te l que la r e s t r i c -
tion de K à H ^ , pour tout y d i f f é r en t de <f), soit égale à 1 . 

Venons en à la démonst ra t ion p roprement dite du théorème III. 
Désignons p a r M / L la £ -ex tens ion abél ienne non rami f iée maximale de 
L . P o u r tout m, pu i s sance de 2 i n f é r i e u r e à , dés ignons p a r M le 
c o r p s i n t e r m é d i a i r e en t r e M et L maximal te l que M ^ / L soit d 'exposant 
d ivisant m . L ' ex tens ion M / L es t une extens ion de Kummer et l 'on m 
dés igne p a r Wm son r a d i c a l ; c ' e s t à - d i r e : 

W = (w ; w é M ; / e L ' ) . (On a donc : M = L et Wt = L* ) . m m J 1 1 

Mini s son s W / L* , G a I ( M m / L ) .2t Gal(Mm /L)^ des s t r u c -

t u r e s de G-modules déf in ies au p a r a g r a p h e I . Rappelons que 2ê et 



) 

GalCM/L) sont i s o m o r p h e s ( en tant que G-modules ) p a r l ' i somorph i sme 
de r é c i p r o c i t é du c o r p s d e s c l a s s e s . L e s g roupes Gai ( M / M ) et 
GalCM/M ) c o r r e s p o n d e n t dans ce t i somorph isme à % m et % m l l i . 
P a r r e s t r i c t i o n et p a s s a g e au quot ient , on en déduit l ' e x i s t e n c e d 'un 
i somorph i sme de G-modules e n t r e : Gal(M / M ) et . m m/1 w ' «v • 
D'où l ' é g a l i t é : 

d i m ? m 96 = d i m - % m ! l / X m = d i m ? G a l ( M m / M m / f 

D ' a u t r e p a r t , W , . / L * e s t un sous -G-modu le de W / L * m i l # # m 
et nous c o n f o n d r o n s le quot ient ( W m / L )/(W. ^ / L ) avec 

^ m ^ m / l e s t c a n o n i c L u e m e n t i somorphe . L ' i somorph i sme de 
la t h é o r i e de Kummer o( : W / L * = GalCvl / L Y a pou r r e s t r i c t i o n m m m r 

à W m / / / L * l ' i s o m o r p h i s m e : W ^ / L * £ G a l ( M m / £ / L r . 

' E n e f f e c t u a n t le quot ient , on obt ient un i s cmorph i sme de g r o u p e s : 

: W /W . £ Gai (M / M m m m/Jt m m / i 
Nous avons vu ( T h é o r è m e I ) que la r e l a t i o n du m i r o i r é ta i t : 

( û < m ( W L * ) ) t : = * m C ( W L V ) • 
Main tenant , I ne d iv i se pa s l ' o r d r e de G et on en dédui t : 

( 4 m ( w L * ) ) * = * m ( ( w L * ) . 
En p a s s a n t - au q u o t i e n t , on obt ient : 

^ m ( w W m lt ^ - f m ^ m / ê ^ > t o u t w d e W m ' 
Dans l ' i s o m o r p h i s m e 

6 , Gal(M / M .. y P c o r r e s p o n d donc à c I m m m II 
(W /W .. D ' a p r è s le lemme IV , Gal(M / M /a T <P e s t un groupe m m/g y f _ ' m m/f s r 

<b A 
i somorphe à Gal(M / M ,, ) . Nous a u r o n s donc : r m _ m/6 
dim . Gai (M / M = d i m / W /W ) ^ . Comme 0 ( 1 ) = 0(1) , nous i, m m/ l £ m m [l ' ' 

d é d u i s e 
démontré : 

en dédu i sons : dim.T Gal(M / M . ) = dim W /W , 0 . Nous avons <p m m/1 <£ m m// 

Propos i t i on IV a . L e s quan t i t é s : d im^ m % et d i ^ y W j W ^ ^ 

sont é g a l e s . 



Défini t ions des appl ica t ions 0 m _et . Notons l ' ensemble 
des é léments de X dont la pu i s sance m e m e es t égale à 1 . C ' e s t - à -
d i re : % { m ) = {h ; h c a ê ; h m = l } . Notons A l ' a n n e a u des e n t i e r s 
de L . S i w appar t i en t à W , sa pu i s sance m S m e appar t i en t à L et 
engendre un idéal qui es t une pu i s sance m e m e d 'un idéal Q de L . 
On a donc : w m A ^ = a m . La c l a s s e de l ' idéa l a (notée Cl(a) ) es t 

un élément de 36 . En a s soc i an t à wW' ^ la c l a s s e de Cl(a) 

modulo , on défini t une appl icat ion : 

V w
m / ( • 

Il s ' ag i t d 'un homomorphisme de G-module s . 

Soi t wW , . un élément du noyau de 0 . S i wmAT m/£ m L = a m 
i 

..il ex is te donc un élément a de L te l que = a A ^ . D'où w m A ^ = 
£ m i a et i l ex i s t e une unité £ de L te l le que w = a £ . L 'ex tens ion 

g— 
L( Vf ) / L es t une sous -ex tens ion de M / L et elle e s t donc non r a m i -m 
fiée . L 'uni té £ e s t donc ^ - p r i m a i r e et appar t ien t à E° . Soi t 

K " S > m » V 
l ' a p p l i c a t i o n de Ker 8 m dans E ° / E ^ = ê qui a s soc i e à l a 

c l a s se de £ modulo E . On v é r i f i e que es t un homomorphisme de 
G-modules . De plus y es t in ject i f . En effe t si E appar t i en t à E ^ , ^ ^ I ni 
w appa r t i en t à L et w appar t i en t à L . D'où w appar t i en t à 

" N ° u s a v o n s démontré : 

P ropos i t ion IV" b . Il ex is te un homomorphisme de G-modules 0 de 

/i d a n s / • 1 1 e ^ s t e un homomorphisme de G-modules , 
po f injectif u/ de Ker 0 dans On en déduit l e s inéga l i t é s : J m m 

dim W /W .. - d i n i < d im , Ker 6 m ^ d i m g ° . 
é> m m/l (h f 0 

P o u r dédu i re le théorème III de ce s deux p ropos i t ions , il 

res te à v o i r que dim^, ! ^ = d i m ^ X . Or nous avons d ' a p r è s 

lemme II : Q ^ 1 ! % m f ~ . Ce groupe e s t isomorphe 
en tant que F^-module à et ce lu i - c i e s t i somorphe , 



d ' a p r è s le lemme II à : ( % ( m ) Nous avons donc : 

dim^ (Xm'*/Xm)4> =dim£(%(m) . En mul t ip l i an t 

nous obtenons : dim ] ê m / ( / % m = dim . 
<j> f 

V 

Exemple s . 

1 . R a p p e l s c o n c e r n a n t l e s c l a s s e s r é e l l e s et l e s c l a s s e s r e l a t i v e s . 

Soi t L / k une e x t e n s i o n f in ie de c o r p s de n o m b r e s ; so ient 
L et k l e s c o r p s d e s c l a s s e s de H i l b e r t de L et k , e t so i en t H ^ 
et / / l e s g r o u p e s d e s c l a s s e s d ' i d é a u x de k et L . D é s i g n o n s p a r 
N^ l ' app l i ca t ion de / / - ^ dans / / ^ dédui te de la norme dans l ' e x t e n s i o n 
L / k . 

P r o p o s i t i o n V" a . Dans l ' i s o m o r p h i s m e de r é c i p r o c i t é l i an t / / ^ et 
SA à f 

GalC k / k ) , l ' image de H ^ P a r N c o r r e s p o n d à Gal( k / Lnk ) . Dans 

l ' i s o m o r p h i s m e de r é c i p r o c i t é l ian t H ^ e t GalC L/ L ) le noyau de N 

c o r r e s p o n d à Gal( L / L k ) 

D é m o n s t r a t i o n . S i b e s t un idéa l de L , le symbole d ' A r t i n : 
sA -A . 

( N ^ ^ ( b ) , k / k ) e s t la r e s t r i c t i o n à k de (b , L k / L ) et i l l a i s s e i n v a -
r i a n t k flL . Donc i l a p p a r t i e n t à Gal( k / kAL ) . Réc ip roquemen t , 

VS >A 

soit <3* un é lément de GalC k / knL ) . Cet au tomorphisme e s t la r e s t r i c -
t ion à k d ' un au tomorphisme ^ de L k / L et i l ex i s t e un idéa l b de L 
te l que t = C b , Lk / L ) ; d ' où : <r = C N L ^ C b ) , k / k) . La deuxième 
a s s e r t i o n se démont re de la même façon . 

Déf in i t ions . Soi t L un c o r p s de n o m b r e s plongé dans C . Fbsons 
1^= LAIR . On appe l l e g roupe de s c l a s s e s r é e l l e s de L , le g roupe 
de s c l a s s e s de L e e t on appe l le g roupe de s c l a s s e s r e l a t i v e s de L , 
le noyau de l ' a p p l i c a t i o n N de H ^ dans H d é d u i t e de la norme r e l a -
tive à L / L 0 . C Ces no t ions dépenden t donc du plongement de L dans 
C cho i s i . Si L / Q e s t abé l ienne , L q ne dépend plus de ce plongement) 



On déduit de la p ropos i t i on c i - d e s sus que l ' appl ica t ion X es t 
s u r j e c t i v e . En ef fe t , pu i squ 'aucune p lace de L ne peut se r a r r u ù e r 

dans le c o r p s des c l a s s e s de H i lbe r t L , de L 0 , l ' i n t e r s e c t i o n Ioni-
s e r a égale à L0 . Il s ' en suit que N ( / / L ) = H ^ . Nous avons démontré 

C o r o l l a i r e . Le groupe des c l a s s e s r é e l l e s de L e s t i somorphe au 

quotient du groupe des c l a s s e s de L p a r le groupe des c l a s s e s re lat ive 

de L . 

2 . Compara i son du 2-groupe d e s c l a s s e s r e l a t i v e s e t du ^ -groupe des 

c l a s s e s r é e l l e s de L, l o r sque L cont ient une r ac ine ^ e m e d e \ 

" lorsque [ L : L 0 j = 2 . 

Désignons e n c o r e p a r L un c o r p s de nombres plongé dans C 
et p a r L 0 l ' i n t e r s e c t i o n : L 0 = LOIR . L ' ex t ens ion L / L 0 e s t galois ienne 
si et seulement s i [ L : L 0 ] i 2 . E n e f fe t , s i L / L 0 e s t g a l o i s i e n n o , 

de d e g r é d i f f é r e n t de 1 , la r e s t r i c t i on / c l e la con juga ison de C à I- ap-
pa r t i en t au goupe de Galois de L / L 0 . Le c o r p s f ixe de <5̂  s e r a donc 
L 0 et [L: L . ] = 2 . 

Supposons d é s o r m a i s , que L ( e t son plongement dans C ) 
v é r i f i e ce t t e condit ion . Soit i un nombre premi e r impai r et s o i t 

$ ( r e s p . %Q , X * 
) le £ - S y l o w du groupe des c l a s s e s de L ( r e s p . 

du groupe des c l a s s e s r é e l l e s de L , du groupe des c l a s s e s reUil ives 
de L ) . D ' a p r è s le c o r o l l a i r e énoncé c i - d e s s u s , nous avons : 

X / < $ * . Mais nous pouvons énonce r un r é s u l t a t p lus p r é c i s : 
3€> e s t p rodui t d i r e c t de et . 

En e f fe t , supposons [ L : L 0 ] = 2 . ( S i n o n , c ' e s t c l a i r ) . 

P o s o n s : L„ = k , G = Ga l (L /k ) = { l , <£•,}. Le groupe G pos sède 
deux c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s s u r Qg : 1 e t (j> donnés p a r le t ab leau : 

1 
1 1 1 

1 -1 

L e s i d e m p o t e n t s c o r r e s p o n d a n t s s o n t : 1, = -j- ( 1+s^) e t 1 ± = I ~ 



1 
D ' a p r è s la propos i t ion II a ( a p p l i q u é e avec K = k = L0 ) le groupe 
es t i somorphe pa r l ' in jec t ion j de dans , au / - g r o u p e des c l a s -
ses r é e l l e s 9ôa de L . On vé r i f i e a u s s i , que 96^comcide avec l e / g r o u -
pe 9ê*des c l a s s e s r e l a t i v e s de L . Enf in , il es t c l a i r que dê es t p r o -
duit d i r e c t de X 1 et 

La propos i t ion suivante a é té obtenue par L . Bouvie r dans [ 2 ] 
sous des hypothèses un peu plus r e s t r i c t i v e s : 

P ropos i t i on V b . Soit L un c o r p s de nombres plongé dans C et soit 

L0 = LflIR. . On suppose que [L :L 0 ] = 2 . Si £ es t un nombre p r emie r 

impair , soit n le p lus grand en t i e r te l que L contienne une r a c i n e 
e m e de 1 , notée 5 - Supposons n f 0 . C C ' e s t - à - d i r e : supposons 

que L contienne une r ac ine pr imit ive ^ e m e de 1 ) Pour toute puissance 

de Z , notée m et i n f é r i e u r e à , l e s m - r a n g s des / - g r o u p e s des 

c l a s s e s r é e l l e s et r e l a t i v e s : X 0 et X de L , vé r i f i en t l e s inégal i tés : 

dini - dim d i m ^ E , , m m 0 N 2 L 
dim <£>„ - dim 3 T < dim^E-, - dim-JE-, + 1 . 

m ° m 2 L 2 L 0 

Si de plus , ^ n ' e s t pas une uni té i ' - p r ima i re de L , on a a l o r s plus 
p r éc i s émen t : 

dim - dim ^ dim.-.E-, - dim-^E, m 0 m N < £ L £ L 0 

Les quant i tés d i m ^ E e t dim^E-^ sont l e s dimensions des 2 -modules 

l i b r e s , quot ients des g roupes des un i t é s E-^ et E ^ de L et Lo pa r 

l e u r s s o u s - g r o u p e s de t o r s i o n . 

Démonst ra t ion . Appliquons le théorème III à L et k = L 0 . Comme 

5 = 5 > le c a r a c t è r e mi ro i r de L / k e s t cj> . De plus 1 et ^ sont r e -
flets l 'un de l ' a u t r e . Nous avons donc : 

d i m l m 36 - d im^ m % i dim^ g ^ d iny g , 

d im. - dim, 9ê <f dim S ^ dim § . <pm lm ^ 1 N 1 
P o u r c a l c u l e r d i m ^ ê et d i m ^ S , on peut appl iquer le théorème II . 
Mais dans ce c a s p a r t i c u l i e r , il suff i t d ' u t i l i s e r la proposi t ion I lb . On a 
un i somorphisme ; g 4 S 8 L q et 8 e s t produit d i r ec t ê . Nous 



a u r o n s donc : dim^8> = dirn^ ^ = d i m ^ i ^ = d i m ^ E ^ ,pu i sque L 0 ne peut 

c o n t e n i r de r a c i n e £ e m e de 1 . D ' a u t r e p a r t , puisque L cont ient une 
r a c i n e ^ e m e de 1 : d im^S = d i m ^ E ^ + 1 . D 'où: 

d im, 5 = dim, 8 - d i m „ 8 ^ = d i m _ E , -d im E + 1 . f ê ? 2 L Z L0 

Supposons maintenant que 5 n e soit P a s une uni té / - p r i m a i r e 
de L , c ' e s t - à - d i r e que L ( V 3 ~ ) / L soit r ami f i ée . C o n s i d é r o n s le 

[G] -module , i somorphe , à E / E ° . Le sous-module de E / E ° en -
g e n d r é p a r la c l a s s e de ^ modulq E ° n ' e s t pas rédu i t à 1 et a pour 
c a r a c t è r e : = f . Il s ' en sui t que t / cont ient un Fe [G]-module sim-
ple de c a r a c t è r e X*= j> . Comme le c a r a c t è r e de ê> e s t vj;^ = X*+y0 " 1, 
le c a r a c t è r e de 8° e s t " au p lus " " 1 e t o n a : dim diny& - 1 . 

R e m a r q u e s . La d e r n i è r e hypo thèse : " S n ' e s t pa s une uni té ^ - p r i -
m a i r e de L " e s t v é r i f i é e en p a r t i c u l i e r dans le c a s où L e s t le l n e m e 

c o r p s cyclotomique . P a r exemple , pour n = 1 , nous obtenons : 

S i Z n e t % sont l e s i7 

- g r o u p e s d e s c l a s s e s r é e l l e s et r e l a t i v e s de Q , 

la d i f f é r e n c e d e s & - r a n g s de c e s g r o u p e s e s t b o r n é e p a r : 

0 <: dim^ % * - dime <: (1-3)12 . 

C e s i n é g a l i t é s ont é t é ob t enues p a r Hecke ; [5] . 

Kummer avai t d é j à mont ré que si l d iv i se le nombre de c l a s s e s 
r é e l l e s de Q ^ , a l o r s l d iv i se éga lement le nombre de c l a s s e s r e l a t i -( O v e s de Q . Ce r é s u l t a t lui p e r m e t t a i t de c a r a c t é r i s e r les n o m b r e s 

(V) 
p r e m i e r s £ d iv i san t le nombre de c l a s s e s de Q ( n o m b r e s p r e m i e r s 
i r r é g u l i e r s ) au moyen d e s n o m b r e s de B e m o u i l l i . Il l ' ob t ena i t à l ' a ide 
d e s f o r m u l e s ana ly t iques ; ( [ l ] Ch 5 § 6 ) . 

S igna lons e n c o r e l ' e x i s t e n c e d ' une a u t r e " p r o p r i é t é de Kum-
mer " : l é tan t t o u j o u r s un nombre p r e m i e r impai r e t n un e n t i e r que lcon-
que , s i le nombre de c l a s s e s r é e l l e s du £ n e m e c o r p s cyclotomique 
e s t p a i r , a l o r s le nombre de c l a s s e s r e l a t i v e s de ce même c o r p s es t 
éga lement p a i r . Cec i peut se d é m o n t r e r fac i lement à l ' a ide de la fo rmu-

le de s c l a s s e s ambiges appl iquée à l ' e x t e n s i o n : Q / Q 0 . Tou te -
fo i s , pour é t u d i e r ce type de ques t ion , l e s méthodes u t i l i s an t l e s f o r -
mules ana ly t i ques p a r a i s s e n t p lus p r é c i s e s . On peut v o i r p a r exemple : 

[4] § 37 et 38 . 



3 . Compara ison des 3 - g r o u p e s des c l a s s e s de kÇVd) et k ( ^ 3 d ) . 

P ropos i t ion V c . Soit k un c o r p s de nombres ne contenant pas . 

Soi t d un élément de k tel que ni fd , ni n ' appar t i ennen t à k . 

Posons K = k(Vd) , K = k( ^ 3 d ) et k' = kC \ T 3 ) . Soient , , 

^ k ' ' ^ k 3 - g r o u p e s des c l a s s e s d ' idéaux de K , K , k ' et k . 

Soient j , j , j ' l e s in jec t ions canoniques de dans > ^ ^ > ^ . i • 

Pour toute pu i s sance de 3 , notée m et te l le que le s o u s - c o r p s r é e l 

maximal du m e m e c o r p s cyclotomique soit contenu dans k , on a l e s 

inéga l i t é s : 

Cl) d im m JC 36^) - d im^ jOé^ ) ^ d i m ^ E ^ - d im^E^ , 

(2) dim - d im m 96k , / j 'C <1 d i n ^ E ^ - d i m ^ E k +1 , 

(3) d i m ^ . / j ' C ^ ) ~ à i m m \ $ d i m 2 E k . 

Les quant i tés dim^E-^ , ' ^ ^ Z ^ k s o n t dimensions des 

2 -modu le s l i b r e s , quotients des g roupes des uni tés : E ^ , E k , , E k 

de K , k ' et k pa r l e u r s sous -g roupe s de to r s ion . 

Démonst ra t ion . Posons L = k( f d , V~l3d ) et G = Gal (L/k) . Ce groupe 
e s t un groupe de Klein . Notons s e s éléments de la façon suivante : 
G = { l , o- , ? , <fî} et supposons que cr invar ie K et (r invar ie K . 
Soient 1 , f , <f, X* l e s c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de G s u r Q^ déf inis 
pa r le tab leau suivant : 

1 <r cr sa-
1 1 1 1 1 

X* 1 -1 -1 1 

* 1 1 -1 -1 

f 1 -1 1 
* 

-1 

Soit n le plus grand en t i e r te l que le s o u s - c o r p s r é e l maximal Q 0 du 
3 n è m e c o r p s cyclotomique soit inc lus dans k . Soit 5 u n e r ac ine primitive 
tive 3 n e m e de 1 . El le appar t ien t à L . Le c a r a c t è r e mi ro i r de L / k 
es t X* et 1 , X* d'une par t , <f> et (f> d ' a u t r e par t , sont r e f l e t s l 'un 



n 

de l ' a u t r e . App l iquons le t héo rème III à L / k , avec l = 3 . On obt ient 
l e s i n é g a l i t é s : ( 36 et % dés ignen t l e g roupe des ^ - c l a s s e s et le g r o u -
pe d e s l - u n i t é s de L ) 

dim-T - d im, Pê dim , % , <p m <pm x cp ' 
d i m ^ m dS - dim^*m ^ d i m ^ * ê , 

dim-jç^^ê - d im^ m 2ê £ dim^ ê , 

p o u r toute p u i s s a n c e de 3 notée m et i n f é r i e u r e à 3 n . 

D ' a p r è s la p ropos i t i on II a n o u s avons dô^ = , C en con-

s i d é r a n t 35-jç comme un s o u s - g r o u p e de dù ) et = j( c^.) d ' où : 

s X - ^ / j C ^ ) e t ^ = ^ y J ^ ' ^ ' Q ' ^ i n t e r P r ® t e de la 

„ même f açon l e s quan t i t é s : d i m ^ » ^ * 

c' So i t i l ' i n j e c t i on canonique de dans . C o n s i d é r o n s 
ê c o m m e un s o u s - g r o u p e de 8 , n o u s a u r o n s = ê ^ S ^ et 

S"'" =i( ë ^ ) ( p r o p o s i t i o n I l b ) . Nous en dédu i sons S^) et 

d im^ % = dim^ = dimo S-jç - dim^ ^ . Remarquons enf in que ni K , ni 
k ne con t i ennen t de r a c i n e cubique de 1 . Il s ' en suit que : 

dim^ = dim^E-jç et dim^ = dim^E-^ . On a donc : 

d im , K = dim-jE-r, - dim-,E, . <p 2 K 2 k 
La quant i té dim^* 8 s ' i n t e r p r è t e de la même façon . La seule 

d i f f é r e n c e e s t que k ' cont ient l e s r a c i n e s cub iques de 1 et : 

dim^ d i m 2 E k ' + 1 ' 

R e m a r q u e s . De même qu 'à la p r o p o s i t i o n p r é c é d e n t e , on peut a j o u -
t e r que s i ^ n ' e s t p a s une uni té 3 - p r i m a i r e de k' , a l o r s le c h i f f r e 1 
a p p a r a i s s a n t dans l ' é g a l i t é (2) peut ê t r e r emplacé p a r 0 . 

* 

Dans le c a s p a r t i c u l i e r où k = Q , l e s i néga l i t é s (2) et(3) 
dev iennen t t r i v i a l e s . Il r e s t e , s i K = Q(Vd ) et K = Q( ) , avec 
d r a t i o n n e l pos i t i f , l e s i néga l i t é s : 

0 dim^ - dim^ ^ 1 • 
Ce r é s u l t a t e s t du à Schol tz 
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